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AIME I 2020 Enunciados
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En el triángulo 
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, sea D un punto en el interior del lado 
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 y sea E un punto en el interior del lado 
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Existe un único número real positivo 
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 tal que los tres números
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en este orden, forman una progresión geométrica con razón positiva común. Determina x.
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Un entero positivo N se representa como  
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 en base 11, y se representa como 
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, donde 
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 representan dígitos, no necesariamente distintos. Determina el valor mínimo de N expresado en base 10.
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Sea S el conjunto de todos los enteros positivos N con la siguiente propiedad: Los últimos cuatro dígitos de N son 2020, y cuando se eliminan estos cuatro dígitos, el resultado es un divisor de N. Por ejemplo, 42020 pertenece a S porque 4 es divisor de 42020. Determina la suma de todos los dígitos de todos los números de S. Por ejemplo, el número 42020 contribuye con 4+2+0+2+0=8 a este total.

5
Disponemos de seis cartas numeradas del 1 al 6 alineadas. Determina el número de permutaciones de estas seis cartas tales que si se elimina una de ellas, las otras cinco restantes quedan ordenadas, en orden descendente o ascendente.
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En una mesa plana realizamos dos agujeros redondos de radios 1 y 2, respectivamente, y cuyos centros están separados por una distancia igual a 7. Supongamos que dos esferas del mismo radio 
[image: image15.wmf]2
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 reposan cada una de ellas en un agujero, de forma que las dos esferas son tangentes la una con la otra. Determina el cuadrado del radio de dichas esferas.

7
Un club consistente en 11 hombres y 12 mujeres necesita escoger un comité entre sus miembros, de forma que el número de mujeres del comité sea uno más que el número de hombres de dicho comité. Este comité puede tener entre 1 y 23 miembros. Sea N el número de comités que se pueden formar. Determina la suma de todos los números primos que dividen N. 
8
Un gusano se mueve durante todo el día y duerme durante toda la noche. Empieza en el punto O y avanza una distancia de 5 unidades hacia el este. Cada noche, el gusano gira 60º en el sentido contrario al de las agujas del reloj, y al día siguiente avanza en esta nueva dirección la mitad de la distancia del día anterior. Este gusano se acerca más y más a un cierto punto P. Determina las coordenadas de dicho punto.
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Sea S el conjunto de todos los enteros positivos divisores de 
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. Se toman tres números de este conjunto, aleatoriamente y con reemplazamiento, y se etiquetan como 
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 en el orden en que van apareciendo. Determina la probabilidad 
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Sean 
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 y 
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 enteros positivos satisfaciendo las siguientes condiciones:


- El máximo común divisor 
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Para ciertos enteros 
[image: image31.wmf]d

c

b

a

,

,

,

, definimos 
[image: image32.wmf]b

ax

x

x

f

+

+

=

2

)

(

 y 
[image: image33.wmf]d

cx

x

x

g

+

+

=

2

)

(

. Determina el número de ternas ordenadas 
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 de enteros, con valores absolutos no mayores de 10, para los cuales existe un entero 
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Sea n el mínimo entero para el cual 
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El punto D pertenece al lado 
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 del triángulo 
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 de forma que 
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 es la bisectriz de 
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Sea 
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Sea 
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 un triángulo acutángulo con circuncírculo 
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AIME I 2020 Soluciones
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Sea 
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Por ser 
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Luego, finalmente,
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Luego, denotando 
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Por ser una sucesión geométrica:
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Luego
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Con 
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 nos quedamos cortos, luego 
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Supongamos que 
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. La ecuación queda de la forma:
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Con 
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 la ecuación resultante 
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Con 
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Luego hemos encontrado la solución 
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, y como en todo momento hemos trabajado con valores mínimos, esta será la solución mínima que nos pide el enunciado.
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Luego 
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Los posibles valores de a son:
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Por otro lado, los 12 números de S acaban todos en 2020, y por lo tanto tenemos que sumar 
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Finalmente, en total, tenemos 
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Para este problema lo más práctico es enumerarlas una a una, en función de la carta que eliminamos. Por cada permutación ascendente válida habrá una descendente, por lo que contaremos solo las ascendentes y el resultado lo multiplicaremos por dos.
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En las cuales vemos algunas repeticiones, que se han marcado en gris. En total hay 
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Y como el orden puede ser también descendente, 
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Realizamos un esquema transversal de la posición de las dos esferas en sus respectivos agujeros:
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En donde vemos claramente tres triángulos rectángulos diferentes en los que aplicar Pitágoras, obteniendo un sistema de ecuaciones que tenemos que resolver:
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7
Consideremos un subconjunto cualquiera de 11 miembros del club.

Sea 
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 el número de hombres de dicho grupo. 

Luego el número de mujeres será 
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Y por tanto el número de mujeres fuera del grupo es 
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Luego si tomamos los hombres de dicho grupo y las mujeres que no están en dicho grupo, obtenemos un comité que se adapta al enunciado.

Recíprocamente, si tenemos un comité de 
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 hombres, con las 
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 mujeres que no están en el comité y los 
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 hombres que sí están podemos formar un grupo de 11 personas.


Así pues, existe una biyección entre el número de comités posible y los subconjuntos de 11 personas:
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Y por tanto la suma pedida es 
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Fuente de la solución: Solución oficial MAA en AoPS

8

[image: image126.png]



Veamos en primer lugar como se comporta en vertical:

Paso 1 OA: 0

Paso 2 AB: 
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Paso 3 BC: 
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Paso 4 CD: 0

Paso 5 DE: 
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Paso 6 EF: 
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La variación vertical es:
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Vemos por separado cada uno de estos bloques de seis pasos:
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Así pues, estamos sumando:
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Veamos ahora su comportamiento en horizontal. 

Paso 1 OA: 5

Paso 2 AB: 
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Paso 3 BC: 
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Paso 4 CD: 
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Paso 5 DE: 
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Paso 6 EF: 
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Luego se ha producido un cambio total de  
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En el siguiente grupo de 6 pasos será 
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Y el resultado final será 
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Así pues, el gusano se acerca más y más al punto 
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Los divisores de 
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La divisibilidad se convierte en un problema de orden: 
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Luego nuestro problema se reduce a determinar la probabilidad de que seis números 


[image: image154.wmf]18

,

,

0

3

2

1

£

£

b

b

b

 y 
[image: image155.wmf]9

,

,

0

3

2

1

£

£

c

c

c

 cumplan 
[image: image156.wmf]3

2

1

b

b

b

£

£

y 
[image: image157.wmf]3

2

1

c

c

c

£

£

.

El total de casos es 
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Contemos ahora el total de casos favorables. Aplicaremos la Proposición 5.5:

El número de casos de tomar 
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El número de casos de tomar 
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Y por tanto, los casos favorables son: 
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La clave para resolver este problema es ver que la condición 
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Así pues, los factores primos de n serán 11, 13, 17…

Si estos factores primos de 
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Así pues, la factorización de n debe contener algún exponente mayor o igual que 2.

El menor candidato posible de n es 
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Finalmente, 
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Luego la solución es 407.

Fuente: https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2020_AIME_I_Problems/Problem_10
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Supongamos, en primer lugar, que 
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Vemos que 
[image: image200.wmf]6
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 es fijo, y que no hay ninguna restricción sobre 
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Luego, para 
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Observamos que en el caso 
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[image: image207.wmf])

(

x

g

 tenga una única solución doble, solo que una de sus dos soluciones es 
[image: image208.wmf])

4

(

)

2

(

f

f

=

.

Luego el número de ternas 
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Supongamos, en segundo lugar, que 
[image: image212.wmf])

4

(

)

2

(

f

f

¹

 (y por tanto 
[image: image213.wmf]6

-

¹

a

).

Vemos que 
[image: image214.wmf])

2

(

f

 y 
[image: image215.wmf])

4

(

f

 son raíces del polinomio mónico 
[image: image216.wmf])

(

x

g

, luego por las “Fórmulas de Vieta” (ver AG/2.1) tenemos que 


[image: image217.wmf](

)

)

4

(

)

2

(

f

f

c

+

-

=

 y 
[image: image218.wmf])

4

(

)

2

(

f

f

d

=

.

Sobre el valor de 
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 no hay ninguna condición. Pero se debe cumplir 
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Para resolver 
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En total hay 69 soluciones (recordemos que 
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), que junto a las 441 del primer caso hacen un total de 510.
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Solución: https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2020_AIME_I_Problems/Problem_12
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Sea M el punto medio del segmento 
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La clave de este problema es demostrar que 
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Aplicando el Teorema del Seno a los triángulos 
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Puesto que 
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De la misma forma se demuestra que 
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Por 11.4.4a tenemos:  
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Por 11.4.4b tenemos:  
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Y por tanto: 
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Por el Teorema del Coseno en 
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Y de la misma manera deducimos que 
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Con aplicando la fórmula de la tangente del ángulo mitad:
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Finalmente:
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Fuente: https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2020_AIME_I_Problems/Problem_13
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El enunciado nos está diciendo que 
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Por lo tanto se pueden dar fundamentalmente dos casos:
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En donde hemos utilizado la hipótesis 
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La condición 
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Pero, por otro lado
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Y restando ambas ecuaciones llegamos a 
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Y por tanto 
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Finalmente: 
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Solucionaremos este problema mediante potencias.
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Sea K la intersección de XY y BC. Por potencia de K en 
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Aplicando Pitágoras en 
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De nuevo, por potencia de K en 
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Luego tenemos que resolver el sistema 
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Finalmente, 
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AIME II 2020 Enunciados

1
Determina todas las parejas de enteros positivos 
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Sea P un punto tomado aleatoriamente en el interior del cuadrado unidad de vértices 
[image: image310.wmf])
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. Consideramos la pendiente de la recta determinada por P y el punto 
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. ¿Cuál es la probabilidad de que dicha pendiente sea mayor que 
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Resuelve la siguiente ecuación:
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Sean 
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 y 
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 triángulos en el plano cartesiano con vértices 
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Dado un entero positivo 
[image: image330.wmf]n

, sea 
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 la suma de los dígitos de la representación de 
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 en base cuatro, y sea 
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 la suma de los dígitos de la representación de 
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Por ejemplo: 
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Determina el valor mínimo de 
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 de forma que la representación en base 16 de [image: image338.wmf])
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 no pueda ser representada usando solo los dígitos 0 a 9.

6
Definimos la siguiente secuencia recursiva: 
[image: image339.wmf]20
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Determina 
[image: image342.wmf]2020
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.
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Dos conos rectos iguales cada uno de ellos con radio de la base 3 y altura 8 se cortan en ángulo recto por sus ejes de simetría en el punto interior de los conos a distancia 3 de sus respectivas bases. Determina el radio de la esfera más grande que podemos trazar en la zona común de ambos conos.
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Definimos recursivamente la siguiente sucesión de funciones:
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Determina el valor mínimo de 
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 para el que la suma de los ceros de 
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 exceda 500000.
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Mientras ven un espectáculo, Ayako, Billy, Carlos, Dahlia, Ehuang y Frank se sientan en este orden en una fila de seis bancos. Durante el intermedio, salen a tomar algo, y al volver se sienten en esos mismos asientos de manera que, si dos de ellos estaban sentados juntos antes, ahora no lo están. ¿De cuantas formas posibles se han podido sentar al volver del intermedio?
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Determina la suma de todos los enteros positivos 
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 tales que, cuando 
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11

Sea 
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 dos polinomios cuadráticos que también tienen el coeficiente de 
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Sean 
[image: image360.wmf]m

 y 
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 números enteros impares mayores que 1. Dibujamos un rectángulo de 
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 casillas, todas ellas cuadrados de una unidad de lado, que numeraremos de forma ordenada: En la fila superior, de izquierda a derecha, los números del 1 a 
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Supongamos que la casilla correspondiente al número 200 está en la fila superior, y que la casilla correspondiente al número 2000 está en la fila inferior.

Determina el número de pares ordenados 
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En el rectángulo 
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 generado con ellos de la forma anterior, la recta que une los centros de las casillas correspondientes a los números 200 y 2000 pasa por el interior de la casilla correspondiente al número 1099.
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Sea un pentágono convexo 
[image: image368.wmf]ABCDE

 con lados 
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. Además, sabemos que dicho pentágono tiene una circunferencia inscrita (una circunferencia tangente a todos los lados del pentágono). Determina el área de dicho pentágono.
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Para cada número real 
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Dado un triángulo acutángulo 
[image: image383.wmf]ABC
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, sean P y Q los pies de las perpendiculares de C en 
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 y de B en 
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AIME II 2020 Soluciones
1
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La ecuación 
[image: image398.wmf]40
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 tiene las siguientes soluciones:
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, hay 21 en total.

La ecuación 
[image: image400.wmf]20
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Luego el total de parejas será 
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Determinamos la recta que pasa por el punto 
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La zona que buscamos son todos aquellos puntos del cuadrado unidad que estén por encima de esta recta, a su derecha, o por debajo si están a su izquierda.

Determinamos sus puntos de corte con los bordes del cuadrado:
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[image: image407.png]T2




Determinamos el área de esta zona en dos rectángulos y dos triángulos:
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Puesto que el área total es igual al área del cuadrado de lado 1,
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Y la probabilidad es 
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Primera versión.


[image: image411.wmf](

)

101

20

101

20

20

100

20

2020

3

3

3

3

=

=

=

×

+

×


luego


[image: image412.wmf](

)

20

2

101

20

2

2020

2

3

log

101

3

log

3

log

3

3

3

+

+

+

×

=

=

x

x

x


Y por tanto
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Ahora aplicamos la fórmula del cambio de base: 
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Y por tanto:


[image: image415.wmf]x

x

x

x

x

x

3

2

log

3

log

3

log

101

3

2

20

2

20

2

3

+

=

=

=

+

+


Esto último se puede justificar mediante el concepto de logaritmo: 
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Así pues, llegamos finalmente a la ecuación
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Segunda versión.

Utilizando la identidad 
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n

m

b

a

m

a

n

log

log

=


Esta ecuación se reduce a 
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Primera versión.

La rotación genera circunferencias concéntricas en su centro O. Dicho centro queda determinado por la intersección de dos radios, que serán perpendiculares a dos cuerdas por su punto medio.
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El primer radio será la recta 
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El segundo radio será la recta 
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El centro de la rotación será su punto de intersección:
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Luego el centro de rotación es el punto 
[image: image428.wmf])
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Vemos que esta rotación transforma una recta horizontal (el lado AC) en una recta vertical (el lado A'C'), luego será una rotación de 
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 y 
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 y viendo que son perpendiculares.

Segunda versión.
Si en primer lugar nos percatamos de que la rotación es de 90º, viendo que transforma un segmento horizontal en uno vertical, la determinación del centro 
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 son perpendiculares y tienen la misma longitud. Así pues, llegamos a 
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5

Analizando detenidamente la larga cadena de operaciones involucradas en este problema, podemos especular que 
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[image: image438.wmf]{

}

9

,

...

,

2

,

1

,

0

.

En base 8 disponemos de los dígitos del 0 al 7, y por lo tanto, el valor mínimo para que la suma sea 10 será 3+7, es decir, el número 
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Finalmente, buscamos un número cuya suma de dígitos en su representación en base 4 sea 31. En base 4 tenemos los dígitos 
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Aplicando la fórmula de la serie geométrica:
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Para calcular 
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Con lo que, finalmente:
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6
Primera versión.
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Luego vemos que hay un bucle de longitud 5: 
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Y puesto que 
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Segunda versión.

Similar a la primera, para ahorrarnos cálculos podemos definir 
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Con 
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Y observamos el bucle. 

Tercera versión. (Oficial de la MAA)
En general, para una sucesión de la forma 
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Tenemos:
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Y finalmente  
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Y observamos el bucle de longitud 5. 

7 
Dibujando la situación de los dos conos podemos especular que el radio que nos piden es la distancia del centro a la apotema:
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Que la podemos representar como la distancia del punto 
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[image: image476.png])





La distancia la podemos calcular por la conocida fórmula de la distancia de un punto a una recta:
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8 

Solución: https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2020_AIME_II_Problems/Problem_8
9
Este problema se puede resolver por "bashing", "machaqueo", es decir: generando todo el árbol de posibilidades. Por simetría nos reduciremos a detallar todas las posibilidades que comienzan por "A", "B" o "C", y multiplicaremos por 2:
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En total hay 
[image: image481.wmf]90

2

45

=

×

 posibilidades diferentes.

10
Primera versión.
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Queremos resolver la congruencia 
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Pero observamos que 
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Y por tanto
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Luego
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Con las condiciones del enunciado estamos suponiendo implícitamente que 
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Comprobamos estas soluciones, y vemos que se cumple para 78 y para 161, pero no para 327:
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Luego las soluciones son 
[image: image491.wmf]161
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Observación. Las comprobaciones exigen cálculo manual con números grandes. Por ejemplo:
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Segunda versión. Mediante aritmética modular.
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Realizando la división sintética tenemos que 
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Y por tanto 
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Y se sigue igual que en la primera versión. 

Tercera versión.

Con un cambio de variable: 
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Y por tanto
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Y se sigue igual que en la primera versión. 

Fuente de estas soluciones: https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php?title=2020_AIME_II_Problems/Problem_10&oldid=125812
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Sea r la raíz común de 
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Luego, aplicando Vieta:
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Con lo que tenemos el siguiente sistema (del que solo nos interesa determinar c)
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La solución es 
[image: image519.wmf]19

52

)

0

(

=

=

c

R

.

12

Solución: https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2020_AIME_II_Problems/Problem_12
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Primera versión. Sin determinar el radio.
Sean 
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Se plantea el siguiente sistema que tiene solución única:
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Prolongamos la recta 
[image: image532.wmf]CD

 hasta cortar en N a 
[image: image533.wmf]AE

 y en M a 
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Por el criterio SSS de congruencia de triángulos,
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Y de la misma forma:
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Luego, por triángulos suplementarios y el criterio ASA, 
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Sea 
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Aplicando el Teorema del Coseno en 
[image: image544.wmf]BMC
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Aplicando el Teorema del Coseno en 
[image: image546.wmf]AMN

D

:
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Luego: 
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La única solución válida es la positiva 
[image: image549.wmf]8
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a

, y por tanto el triángulo 
[image: image550.wmf]ANM
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 es un triángulo de lados 15, 15, 24.

La altura de 
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Y por lo tanto el triángulo 
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 tiene área 
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Los triángulos 
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 tienen lados 6,8,10, y por tanto sus áreas son, aplicando la fórmula de Heron:
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Y, finalmente, el área del pentágono será 
[image: image558.wmf][
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Segunda versión. Determinando el radio.

Sea r el radio de la circunferencia inscrita, y sea R el punto de tangencia entre la circunferencia y el lado 
[image: image559.wmf]CD

. Como en la primera versión, hemos determinado los segmentos entre los puntos de contacto y los vértices del pentágono:

[image: image560.png]



Observamos que 
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La suma de los ángulos internos de los pentágonos ABCRI y AEDRI es la misma.
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(Nota: De aquí, en las soluciones oficiales “MAA 1” se deduce que 
[image: image566.wmf]º
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. Yo no veo como se llega a este resultado.)

Luego los puntos R, I, A están alineados.

Ahora aplicamos Pitágoras a los triángulos rectángulos 
[image: image567.wmf]ARC
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 y 
[image: image568.wmf]ARD
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Por otro lado, podemos determinar 
[image: image570.wmf]2

2

AD

AC
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 mediante trigonometría:

[image: image571.png]
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Y ahora, aplicando el Teorema del Coseno a los triángulos 
[image: image574.wmf]AED
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 y 
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Y por tanto
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Uniendo esta igualdad con (*) obtenemos la ecuación 
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Tenemos una ecuación bicuadrada en la que, con el cambio de variable 
[image: image580.wmf]2
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La solución 
[image: image582.wmf]5
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 corresponde a una estrella de cinco puntas, que no es convexa. Además, si 
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 son ángulos agudos, lo que no puede pasar en un pentágono convexo. Así pues, 
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Y el área es 
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 (el radio multiplicado por el semiperímetro del pentágono).

Fuente de estas versiones: Art of Problem Solving.
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Primera versión.
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Aplicando potencia de un punto:
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Observamos que el cuadrilátero PQCB es cíclico, pues 
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Luego 
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Por otro lado, aplicando el Teorema del Coseno en 
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D

:


[image: image604.wmf]A

ac

c

a

Ð

-

+

=

=

cos

2

25

625

2

2

2


Y observamos que 
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Luego 
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Luego todo se reduce a solucionar la ecuación 
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Con este resultado se deducen el resto de incógnitas:
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Finalmente, 
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Segunda versión.
Sean 
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, pero ahora definimos 
[image: image614.wmf]A

k

Ð

=

cos

.

Luego 
[image: image615.wmf]k

b

AB

k

AB

b

=

Þ

=

 , 
[image: image616.wmf]k

a

AC

k

AC

a

=

Þ

=


Como en la versión anterior, mediante Potencia de puntos tenemos
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De donde deducimos que
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Por otro lado, aplicando el Teorema del Coseno en 
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Para resolver este sistema de ecuaciones realizamos el siguiente cambio de variable:
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Y, finalmente, 
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Fuente de estas soluciones: www.artofproblemsolving.com
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