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Consideremos el entero 
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Calcula la suma de todas las cifras de N.
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Jenn toma aleatoriamente un número J entre 1,2,3,...,19,20. Después Bela toma aleatoriamente un número B entre 1, 2, 3,..., 19, 20, distinto de J. ¿Cuál es la probabilidad de que 
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 sea como mínimo 2?

3

En el triángulo 
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. Sean los puntos A y B en 
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. Determina el área del hexágono 
[image: image11.wmf]ABCDEF

.
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Un equipo de fútbol dispone de 22 jugadores. Un conjunto fijo de 11 jugadores empieza el partido, mientras que los 11 restantes quedan como substitutos. Durante el partido, el entrenador pude hacer hasta un máximo de 3 substituciones, en las que uno de 11 jugadores en el partido puede ser reemplazado por uno de los substitutos. Ningún jugador que haya sido reemplazado puede volver a jugar, y un substituto que haya entrado a jugar se puede reemplazar. No se pueden hacer dos subtitutituciones al mismo tiempo. Determina el número total de posibles substituciones que puede hacer el entrenador, sabiendo que los jugadores involucrados y el orden de las substituciones importa.
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Una partícula empieza en el punto 
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 y se mueve hasta alcanzar uno de los ejes de coordenadas. Cuando la partícula se encuentra en el punto 
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 se puede mover aleatoriamente hasta el punto 
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, en cada caso con una probabilidad 1/3, independientemente de sus movimientos anteriores. Determina la probabilidad de que alcance el punto 
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, representada como 
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 enteros positivos.
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En un cuadrilátero convexo 
[image: image21.wmf]KLMN

, el lado 
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 es perpendicular a la diagonal 
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, el lado 
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 es perpendicular a la diagonal 
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. La recta por L perpendicular al lado 
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 corta la diagonal 
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 en O con 
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Sean 
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 enteros positivos satisfaciendo el siguiente sistema de ecuaciones:
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Sea x un número real tal que  
[image: image35.wmf]36
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Sea 
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 el número de enteros positivos de n. Determina la suma de los seis enteros positivos n más pequeños tales que
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Supongamos que existen 
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 números complejos diferentes de forma que el polinomio 
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se puede expresar como  
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 es un polinomio con coeficientes complejos con grado menor o igual a  2016. Determina el valor de
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Sea 
[image: image44.wmf]ABC
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 un triángulo con longitudes enteras y 
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 una circunferencia cuyo  centro sea el incentro de 
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. Llamamos excírculo de 
[image: image48.wmf]ABC

D

 a una circunferencia en el exterior de 
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 que es tangente a un lado del triángulo y tangente a las extensiones de los otros dos lados. Supongamos que el excírculo tangente a 
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 es internamente tangente a 
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, y que los otros dos excírculos son ambos externamente tangentes a 
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. Detemina el valor mínimo posible del perímetro de 
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Dada la función 
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 con la propiedad de que 
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 son los vértices de un triángulo rectángulo en el plano complejo, con ángulo recto en 
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Sea 
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 un triángulo con 
[image: image66.wmf]4

=

AB

, 
[image: image67.wmf]5

=

BC

 y 
[image: image68.wmf]6

=

CA

. Los puntos D y E pertenecen a la semirrecta 
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Determina el menor factor primo impar de 
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Sea 
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 una cuerda de la circunferencia 
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, y sea P un punto de dicha cuerda 
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. La circunferencia 
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 pasa por A y P y es tangente interna a 
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. La circunferencia 
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 pasa por B y P y es tangente interna a 
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. Sean P y Q los puntos de corte de 
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 y sean  X e Y los puntos de corte entre la recta PQ y 
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. Suponiendo 
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AIME I 2019 Soluciones
1


[image: image94.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(*)

321

10

...

10

10

10

1

...

1

1

10

...

10

10

10

1

10

...

1

10

1

10

1

10

99

...

99

..

9999

999

99

9

321

3

2

1

321

321

3

2

1

321

3

2

1

321

=

-

+

+

+

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

-

+

+

+

+

=

-

+

+

-

+

-

+

-

=

=

+

+

+

+

+

=

4

3

4

2

1

3

2

1

cifras

N



[image: image95.wmf]0

111

...

111

000

...

00

1

..

1000

100

10

10

...

10

10

10

321

321

321

3

2

1

4

3

4

2

1

4

3

4

2

1

=

+

+

+

+

=

+

+

+

+



[image: image96.wmf]0789

111

....

111

321

0

111

...

111

(*)

318

3

321

321

4

3

4

2

1

4

3

4

2

1

=

-

=

-

=


Las cifras de este número suman 
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2
Hacemos una tabla de casos. En columnas, la bola de Jenn, en filas, la bola de Bela:
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El número total de casos es 
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(pues descartamos la diagonal), y los casos favorables son 
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Luego la probabilidad es 
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El área del triángulo 
[image: image102.wmf]PQR
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 se puede calcular mediante la fórmula de Heron:
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Sin embargo, se comprueba que 
[image: image104.wmf]PQR
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 es rectángulo en R, por ejemplo, mediante el Teorema de Pitágoras:
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Para calcular el área del triángulo 
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 tenemos varias alternativas.

Una de ellas es determinar 
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 mediante el teorema del coseno:
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Luego 
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De la misma manera llegamos a 
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Ordenaremos los casos en función del número de substituciones hechas:

Primer caso: 0 substitutiones.

1 caso.

Segundo caso: 1 substitución.

Hay 11 jugadores potencialmente substituibles y 11 jugadores substitutos, luego en total:
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Tercer caso: 2 substituciones.

En la segunda substitución tenemos 10 posibles substitutos, luego el total es 
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Cuarto caso: 3 substituciones.

Siguiendo la pauta anterior, cada vez tenemos un substituto menos, luego hay:
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Luego el total es 
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Sea 
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 la probabilidad de que alcance el punto 
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El problema se puede resolver calculando recursivamente las probabilidades, mediante probabilidad condicional:
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Primera versión. Por trigonometría.

Sea 
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Por otro lado, aplicando la versión extendida del Teorema del seno, 
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Con las dos identidades anteriores llegamos a
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Segunda versión. Por semejanza de triángulos.
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De nuevo por el criterio AA, 
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Con las dos igualdades anteriores llegamos a
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Tercera versión. Mediante alturas y el ortocentro.

Prolongamos los lados KL y MN hasta encontrarse en el punto Q.

Sea H el punto de corte de las dos diagonales: 
[image: image148.wmf]LN
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. Está claro que H es el ortocentro del triángulo 
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Trazamos el segmento 
[image: image150.wmf]QH

, que será paralelo a 
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 es altura de 
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Por el criterio AA, 
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Cuarta versión. Mediante potencias.

El cuadrilátero 
[image: image157.wmf]KLMN

 está inscrito en la circunferencia de diámetro 
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 está inscrito en la circunferencia de diámetro 
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Luego 
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De todo lo anterior:
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Quinta versión. Teorema de Pitágoras y machaqueo algebraico.

Sean 
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Aplicando el Teorema de Pitágoras a los triángulos rectángulos que aparecen en el esquema obtenemos el siguiente sistema de siete ecuaciones y cinco incógnitas:
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Que es equivalente al siguiente:
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No hace falta resolverlo, solo determinar d. 

De la primera ecuación:
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De lo anterior llegamos a
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Fuente de estas soluciones: artofproblemsolving.com
7

Sea 
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 el número de factores primos en la factorización de 
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 el número de factores primos en la factorización de 
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Sumando las dos igualdades llegamos a
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Utilizando ahora la identidad
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Llegamos finalmente a

[image: image187.wmf]420

5

...

5

5

2

...

2

2

10

10

210

210

210

630

3

3

2

2

=

+

Þ

×

×

×

×

×

×

×

=

=

Þ

=

×

=

×

×

×

n

m

xy

y

x

y

x

y

x

4

3

4

2

1

4

3

4

2

1


Sean 
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Supongamos 
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Y por tanto 
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Cualquier otra posibilidad nos lleva a una incompatibilidad. 

Supongamos 
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Supongamos 
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Supongamos 
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La única solución posible es 
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Luego todo se reduce a determinar 
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Sea 
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. La igualdad anterior se puede escribir como 
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Resolvemos la ecuación resultante: 
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La solución 
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Finalmente:
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Fuente de la solución: https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2019_AIME_I_Problems/Problem_8
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Luego las posibilidades que quedan son:
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Teniendo en cuenta que:
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Tenemos 
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Observamos que en todos los casos, uno de los dos números consecutivos es la potencia par de un número primo, y con esto vamos probando casos:
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Y paramos porque hemos conseguido las seis soluciones pedidas. El resultado es

8+9+16+25+121+361=540

Fuente de esta solución: www.artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2019_AIME_I_Problems/Problem_9
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Podemos escribir
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Con lo cual tenemos las 
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 raíces de un polinomio de grado 2019, que se repiten en grupos de tres:
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Podemos aplicar las fórmulas de Vieta (y observando detenidamente que los 2019 complejos involucrados se van repitiendo en grupos de tres):
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Sea 
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Por otro lado, 
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Y por tanto
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Y como nos piden su valor absoluto, el resultado es 
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https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2019_AIME_I_Problems/Problem_11
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Calculamos los “vectores de desplazamiento”:
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Aplicando 20.7.5c tenemos:
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Por el enunciado, sabemos que 
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Que será un imaginario puro si y solo si 
[image: image279.wmf]221

9

0

140

18

2

±

=

Û

=

+

-

k

k

k


Por el enunciado, el complejo buscado será 
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Por el Teorema del Coseno, aplicado al triángulo 
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Sabemos que 
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Luego, de nuevo aplicando el Teorema del Coseno en el triángulo 
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Sea 
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Por PoP, 
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Por otro lado, 
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Con estas ecuaciones ya podemos determinar 
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 y 
[image: image297.wmf]b

:


[image: image298.wmf]4

2

5

4

5

6

)

4

(

2

5

7

)

4

(

2

6

4

2

6

5

7

5

7

=

Þ

=

Û

+

=

Þ

ï

ï

þ

ï

ï

ý

ü

+

=

Û

+

=

=

Û

=

b

a

a

a

a

XF

XF

a

XF

a

a

XF


Y por tanto 
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Fuente: https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2020_AIME_I_Problems/Problem_13
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Buscamos el menor número primo 
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 tal que 
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Entonces, elevando al cuadrado ambos lados, 
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Pero 
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Sin embargo, 
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Puesto que por hipótesis 
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 es primo, 
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Y por tanto 
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Sin embargo, 
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Fuente de esta solución: artofproblemsolving.com
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Aplicando PoP, 
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La clave de este problema está en demostrar que Q es el punto medio del segmento XY. Pues entonces
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Sea Z el punto de corte de las dos tangentes a 
[image: image321.wmf]w

 por A y B, respectivamente. AZ es también tangente a 
[image: image322.wmf]1

w

 y BZ es tangente también a 
[image: image323.wmf]2

w

. Sabemos que Z pertenece al eje radical de 
[image: image324.wmf]1

w

 y 
[image: image325.wmf]2

w

, es decir, a PQ, y sabemos que 
[image: image326.wmf]PBZ
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.

[image: image327.png]



Pero por 10.2.7 se cumple 
[image: image328.wmf]AQP
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 y 
[image: image329.wmf]PQB
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, así pues:
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De aquí 
[image: image331.wmf]ABZ
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 y por tanto AQBZ es un cuadrilátero cíclico.

Por otro lado, si O es el centro de la circunferencia 
[image: image332.wmf]w

, sabemos que OAZB es un cuadrilátero cíclico de radio OZ (puesto que 
[image: image333.wmf]º
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), y por tanto tenemos que OAZBQ es cíclico de diámetro OZ, luego, por Tales, 
[image: image334.wmf]º
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, es decir, 
[image: image335.wmf]XY
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^

, de donde se deduce que Q es el punto medio de la cuerda XY, tal y como queríamos ver.

Fuente de esta solución: https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2019_AIME_I_Problems/Problem_15
AIME II 2019 Enunciados
1

Sean C y D dos puntos distintos a un mismo lado de la recta AB, de forma que 
[image: image336.wmf]ABC

D

 y 
[image: image337.wmf]BAD

D

 son congruentes con 
[image: image338.wmf]9

=

AB

, 
[image: image339.wmf]10

=

=

AD

BC

 y 
[image: image340.wmf]17

=

=

DB

CA

. Determina el área de la región triangular intersección de estos dos triángulos.

[image: image341.png]17
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Marcamos con 1, 2, 3, … unos nenúfares en fila en un estanque. Una rana genera una secuencia de saltos empezando en el nenúfar 1. Desde el nenúfar 
[image: image342.wmf]k

, la rana puede saltar al nenúfar 
[image: image343.wmf]1

+

k

 o al nenúfar 
[image: image344.wmf]2

+

k

 al azar, con probabilidad 
[image: image345.wmf]2

/

1

 y con independencia de los otros saltos. Determina la probabilidad de que la rana pase por el nenúfar 7.

3

Determina el número de 7-tuplas de números positivos 
[image: image346.wmf])
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 que satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones:
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4

Lanzamos un dado cuatro veces. ¿Cuál es la probabilidad de que el producto de los cuatro lanzamientos sea un cuadrado perfecto?

5

Cuatro embajadores y sus respectivos cuatro consejeros se sientan en una mesa redonda de 12 asientos, numerados del 1 al 12. Cada embajador debe sentarse en un asiento numerado como par. Cada consejero debe sentarse en un asiento contiguo a su embajador. ¿De cuantas formas posibles se pueden sentar?

6

Supongamos que estamos ante una civilización marciana en la que todo logaritmo cuya base no está especificada se supone de base 
[image: image348.wmf]b

, para cierto 
[image: image349.wmf]2
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 fijo. Un estudiante marciano escribe
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[image: image351.wmf]54
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y encuentra que este sistema de ecuaciones tiene como única solución cierto número real 
[image: image352.wmf]1

>

x

. Determina 
[image: image353.wmf]b

.
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Sea 
[image: image354.wmf]ABC

D

 el triángulo de lados 
[image: image355.wmf]120

=

AB

, 
[image: image356.wmf]220

=

BC

, 
[image: image357.wmf]180
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. Trazamos las rectas 
[image: image358.wmf]A
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, 
[image: image359.wmf]B
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 y 
[image: image360.wmf]C
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  paralelas a los lados 
[image: image361.wmf]BC

, 
[image: image362.wmf]AC

 y 
[image: image363.wmf]AB

, respectivamente, de forma que las intersecciones de 
[image: image364.wmf]A
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, 
[image: image365.wmf]B
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 y 
[image: image366.wmf]C

l

 con el interior de 
[image: image367.wmf]ABC

D

 sean segmentos de longitudes 55, 45 y 15, respectivamente. Determina el perímetro del triángulo cuyos lados pertenecen a las rectas 
[image: image368.wmf]A

l

, 
[image: image369.wmf]B
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 y 
[image: image370.wmf]C

l

.

[image: image371.png]
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El polinomio 
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2017

2018

)

(

z

c

z

b

z

a

z

f

+

+

=

 tiene coeficientes reales no superiores a 2019, y 
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Determina el residuo cuando 
[image: image374.wmf])
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f

 se divide entre 1000.

9

Diremos que un entero positivo n es k-guapo si n tiene exactamente k divisores positivos y es divisible entre k. Por ejemplo, 18 es 6-guapo. Sea S la suma de todos los enteros positivos menores de 2019 que sean 20-guapos. Determina S/20.

10

Determina el único ángulo 
[image: image375.wmf]q

 entre 0º y 360º tal que para todo entero no negativo 
[image: image376.wmf]n

, el valor de 
[image: image377.wmf](
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 es positivo siempre que 
[image: image378.wmf]n

 sea múltiplo de 3, y negativo en caso contrario. 
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Dado el triángulo 
[image: image379.wmf]ABC

D

 con 
[image: image380.wmf]7
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AB

, 
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BC

 y 
[image: image382.wmf]9
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CA

. Sea 
[image: image383.wmf]1
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 la circunferencia que pasa por el punto B y es tangente a la recta AC en A, y sea 
[image: image384.wmf]2
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 la circunferencia que pasa por el punto C y es tangente a la recta AB en A. Sea 
[image: image385.wmf]A
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 el segundo punto de intersección entre 
[image: image386.wmf]1

w

 y 
[image: image387.wmf]2

w

. Determina AK.
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Dado un 
[image: image389.wmf]1
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, diremos que una sucesión finita 
[image: image390.wmf](
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 de números enteros positivos es progresiva si 
[image: image391.wmf]1
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 divide 
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 para todo 
[image: image394.wmf]1

1

-

£

£

n

i

. Determian el número de sucesiones progresivas cuya suma de términos sea igual a 360.
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Sea un octágono regular 
[image: image395.wmf]8
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 inscrito en un círculo de área 1. Sea P un punto en su interior de forma que la región determinada por 
[image: image396.wmf]1
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, 
[image: image397.wmf]2
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 y el arco menor 
[image: image398.wmf]2
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 de dicho círculo tiene área 1/7, y la región determinada por 
[image: image399.wmf]3
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, 
[image: image400.wmf]4
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 y el arco menor 
[image: image401.wmf]4
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 de dicho círculo tiene área 1/9. Determina el área de la región determinada por 
[image: image402.wmf]6
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, 
[image: image403.wmf]7
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 y el arco menor 
[image: image404.wmf]7
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Determina todos los posibles valores de enteros positivos 
[image: image405.wmf]n

 para los cuales 91 céntimos es el mayor valor que no se puede formar disponiendo de una infinita cantidad de sellos de 5, 
[image: image406.wmf]n

 y 
[image: image407.wmf]1
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 céntimos.
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Dado un triángulo acutángulo 
[image: image408.wmf]ABC

D

, sean P y Q los pies de las perpendiculares de C en 
[image: image409.wmf]AB

 y de B en 
[image: image410.wmf]AC

, respectivamente. La recta PQ corta el circuncírculo de 
[image: image411.wmf]ABC

D

 en los puntos X, Y. Supongamos que 
[image: image412.wmf]10
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, 
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 y 
[image: image414.wmf]15
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. Determina el valor de 
[image: image415.wmf]AC
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.
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AIME II 2019 Soluciones
1

Calculamos el área del triángulo 
[image: image417.wmf][
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 mediante la fórmula de Heron:
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Sea P el punto de corte entre la altura de 
[image: image419.wmf][
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 por C y la recta AB. 
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Por Pitágoras:
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Sea E el punto de corte entre 
[image: image422.wmf]AC

y 
[image: image423.wmf]BD

. El triángulo 
[image: image424.wmf]ABE

D

 es isósceles en E puesto que 
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 y 
[image: image426.wmf]BAD
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 son congruentes y por tanto 
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Sea Q el punto de corte entre la altura de 
[image: image428.wmf]ABE

D

 por E y el lado 
[image: image429.wmf]AB

.
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Por ser 
[image: image431.wmf]ABE
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isósceles, EP es mediana y por tanto 
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Por Tales, 
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Y finalmente, 
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Generamos el árbol de posibilidades, hasta con 6 saltos:

[image: image435.png]



Vemos que en total hay 
[image: image436.wmf]6
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 caminos diferentes, de los cuales son favorables los siguientes:

1 camino en el salto 6.

5 caminos en el salto 5, en total 
[image: image437.wmf]2
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6 caminos en el salto 4, en total 
[image: image438.wmf]2
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1 caminos en el salto 3, en total 
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El total de caminos favorables es 
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La probabilidad es, por tanto, 
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La clave está en la segunda ecuación: 
[image: image443.wmf]71
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 que es un número primo, luego solo puede ocurrir uno de los tres casos siguientes:
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Pero entonces 
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, lo cual es imposible.

b) 
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Pero entonces 
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Tenemos el sistema
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La primera ecuación permite los siguientes valores de 
[image: image450.wmf]a
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, ocho casos diferentes.


La segunda ecuación permite los siguientes valores de 
[image: image452.wmf]f
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, doce casos diferentes.

Luego el total de casos es 
[image: image454.wmf]96
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El número total de casos es 
[image: image455.wmf]4
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Sea 
[image: image456.wmf]n
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 el número de casos de obtener un cuadrado lanzando un dado dos veces, si ya tenemos un n previo.
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Ahora escribimos todas las posibilidades en función de los dos dados primeros:
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TOTAL: 38+34+34+38+22+34=200
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Observación: En las soluciones oficiales se presentan varias alternativas, siempre teniendo en cuenta esta o aquella propiedad. Como suele pasar, hay que valorar entre utilizar la fuerza bruta del cómputo o aprovechar alguna propiedad para eliminar casos.
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Lo primero que debemos observar en este problema es que los asientos están numerados, por lo que no hay equivalencia por rotaciones.

Denotaremos por 
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 los embajadores y por 
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 sus respectivos cuatro consejeros.

Aunque trabajamos con una mesa redonda, ponemos las posiciones en fila para mayor comodidad. Marcamos en gris los asientos pares, los de los embajadores.

En primer lugar, colocamos a los embajadores. Hay que dejar dos sitios marcados como par libres. Luego colocaremos los consejeros alrededor de estos.

Primer caso: Los dos sitios libres están juntos, y los cuatro embajadores juntos entre ellos. 

Los huecos pueden ser (2,4), (4,6), (6,8), (8,10), (10,12) o (12,2), y en cada caso hay 
[image: image481.wmf]!
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 formas de colocar los embajadores, luego 
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Para colocar los consejeros: 
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Hay 5 configuraciones diferentes de consejeros. El total es 
[image: image483.wmf]720
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 combinaciones.

Segundo caso. Los asientos están separados por un embajador.

Pueden ser (2,6), (4,8), (6,10), (8,12), (10,2), (12,4) y para cada uno de ellos, hay 
[image: image484.wmf]!
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 formas de colocar los embajadores. En total: 
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Si los dos asientos libres están separados por algún consejero, digamos el "4" y el "8", las posibilidades de colocar los consejeros son las siguientes:
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Hay 8 formas posibles de situar a los consejeros. 

Por tanto, el número total de posibilidades es 
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 configuraciones distintas.

Tercer caso.

Si hay dos embajadores entre los dos huecos, los huecos pueden ser: (2,8), (4,10), (6, 12), y de nuevo hay 
[image: image487.wmf]!
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 formas diferentes de poner los embajadores. En total: 
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Ahora, para colocar los consejersos, digamos que los huecos son el "4" y el "10":
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Hay 9 posibilidades distintas. En total 
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El número total de posibilidades es: 
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Fuente de esta solución: artofproblemsolving.com
6

Utilizando la fórmula del cambio de base: 
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Volviendo ahora a la segunda ecuación:
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Sean A’, B’, C’ los puntos de intersección de las rectas 
[image: image496.wmf]A
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, 
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 y 
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, y añadimos los puntos de intersección D, E, F, G, H, I tal y como aparecen en el siguiente esquema:
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Queremos determinar el perímetro del triángulo 
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, que es semejante al triángulo 
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, pues determina ángulos iguales por paralelismo de lados.
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Luego 
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Y por tanto 
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Y por tanto:


[image: image508.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

×

=

=

×

=

Þ

=

=

Þ

=

=

Þ

D

»

D

2

/

225

55

45

2

/

275

'

75

55

30

2

/

275

'

55

2

/

275

45

'

30

'

'

'

'

G

A

F

A

G

A

F

A

ID

GF

AD

G

A

AI

F

A

ADI

GF

A


Finalmente, 
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 que es la razón de proporcionalidad entre 
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Luego el perímetro de 
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 veces el perímetro de 
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El número 
[image: image517.wmf]2

3

1

i

p

+

=

 en notación exponencial es 
[image: image518.wmf]i

e

º

60

, luego:


[image: image519.wmf]º

60

sin

º

60

cos

º

120

sin

º

120

cos

º

120

2

i

i

e

p

i

+

-

=

+

=

=



[image: image520.wmf]1

º

180

3

-

=

=

i

e

p



[image: image521.wmf]1

º

360

6

=

=

i

e

p

, y por tanto  
[image: image522.wmf](

)

1

1

366

366

3

366

3

2016

=

=

=

=

×

p

p

p



[image: image523.wmf](

)

c

z

b

z

a

z

z

c

z

b

z

a

z

f

+

+

=

+

+

=

2

2016

2016

2017

2018

)

(



[image: image524.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

î

í

ì

=

+

=

+

-

Þ

+

+

+

-

=

=

+

+

+

+

-

=

=

+

+

=

=

+

3

2019

º

60

sin

)

(

2015

º

60

cos

º

60

sin

)

(

º

60

cos

º

60

sin

º

60

cos

60

sin

º

60

cos

3

2019

2015

2

2016

b

a

c

a

b

i

b

a

c

a

b

c

bi

b

ai

a

c

p

b

p

a

p

p

f

i



[image: image525.wmf]4038

3

2019

2

3

)

(

3

2019

º

60

sin

)

(

=

+

Û

=

+

Û

=

+

b

a

b

a

b

a


Puesto que, por hipótesis, 
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Finalmente, sustituyendo en la primera ecuación:
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Luego 
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, y su residuo al dividir por 1000 es 53.
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Sea 
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 un número que cumpla las condiciones del enunciado.
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Aplicaremos detenidamente la fórmula 19.4b.

El exponente 2 del factor 2 genera un 3 en la función 
[image: image536.wmf]t

, luego será imposible obtener 20. Hay que aumentar este exponente.
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Ahora tenemos un 
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, que nos impide obtener el 20.

Si aumentamos el exponente del 5 tampoco nos sirve, pues entonces
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Obtenemos un 
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… y no son divisores de 20.

Así pues, el factor 2 tiene que tener exponente 4, luego:
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Ahora tenemos un factor 
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 y solo tenemos que multiplicarlo por 2, lo que sucede si y solo si añadimos un primo p diferente de 2 y de 5. Luego serán todos los números de la forma
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Otra combinación posible es 
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Y el resultado pedido es 
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https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2019_AIME_II_Problems/Problem_10
11

Primera versión. Mediante Triángulos semejantes.

Observamos que por ser AC tangente a 
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, por 10.2.7 se cumple 
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Aplicando el Teorema del Coseno:
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Y ahora observamos que 
[image: image558.wmf]BAC

BKA

-Ð

=

Ð

º

180

. En efecto: 


[image: image559.wmf](

)

BAC

ABK

BAK

BKA

BAK

ABK

BKA

-Ð

=

=

Ð

+

Ð

-

=

Ð

Þ

Ð

-

=

Ð

+

Ð

º

180

180

180


Luego 
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Aplicando el Teorema del Coseno en el triángulo
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Segunda versión. Mediante inversión.

Consideremos la inversión de centro A y radio 
[image: image563.wmf]AK

. Sean 
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 y 
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 las imágenes respectivas de B y C bajo esta inversión.

[image: image566.png]



La imagen de 
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 bajo esta inversión será una recta que pasará por K y 
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La imagen de 
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 bajo esta inversión será una recta que pasará por K y 
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Observamos que 
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 es un paralelogramo puesto que 
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 son tangentes a AC y AB, respetivamente. Luego 
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Calculamos este coseno mediante el Teorema del Coseno como en la versión anterior:
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Y aplicando el Teorema del Coseno llegamos a
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Fuente de estas soluciones: 
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2020_AIME_II_Problems/Problem_11
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https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2019_AIME_II_Problems/Problem_12
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https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2019_AIME_II_Problems/Problem_13
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El problema que se plantea es estudiar todas las combinaciones posibles
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con enteros 
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Y determinar aquellos enteros positivos 
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 para los cuales 91 no se puede formar pero sí se pueden formar 92, 93, 94…

Está claro que, independientemente del valor 
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, se pueden formar todos los múltiplos de 5, pues basta ir dando valores a 
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Para un valor 
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 cualquiera, está claro que podremos formar seguro todos los valores de la forma  
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Todo esto nos indica que la clave para resolver este problema es pasar a módulo 5: 

	1
	2
	3
	4
	5
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	7
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	12
	13
	14
	15

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	91
	92
	93
	94
	95

	96
	97
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	99
	100


Aplicamos el Teorema “Chicken McNugget”, a las combinaciones 5 y n:
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Luego podemos garantizar que 
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Primer caso: 
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Supongamos que 
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 se encuentra en la primera columna, es decir, que 
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Vemos que 91 también está en la primera columna, luego nos obliga a 
[image: image600.wmf]91
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, es decir: 
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Pero entonces no podríamos obtener 92 (ni 93, 94…) con lo que dicho número no es aceptable.

Segundo caso: 
[image: image602.wmf](
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Si 
[image: image603.wmf]n

 se encuentra en la segunda columna, 
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 se encontrará en la tercera, y por tanto 
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 se encontrará en la cuarta. En efecto:
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También vemos que 
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 se puede obtener, y está en la primera columna.

Luego 
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, y el primer candidato interesante sería el siguiente: 
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Comprobamos que, efectivamente, 
[image: image611.wmf]47
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 satisface las condiciones del enunciado:

Están todos los múltiplos de 47, en particular 
[image: image612.wmf]5

9

47

45

47

92

×

+

=

+

=

, todos los múltiplos de 48, 
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 y todos los múltiplos de 94, y observamos que 91 no se puede representar como combinación de 47, 48 y 5, pero sí podemos representar 
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Tercer caso: 
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[image: image617.wmf]n
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 se encontrará en la primera columna. Como en el caso anterior, deducimos que 
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 y el primer candidato interesante sería el siguiente:
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Pero con este valor nos encontramos con un problema en la segunda columna: No se puede representar 92, y por tanto no es válido.

En efecto, todo consiste en ir viendo las posibles combinaciones:
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Cuarto caso: 
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En este caso 
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Y vemos que con este valor todas las cinco columnas están cubiertas, es decir, es una segunda  solución al problema.

Quinto caso: 
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En este caso tendríamos 
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Así pues, las soluciones de este problema son 
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Fuente de esta solución: Vídeo “Momentum Learning” https://youtu.be/fTZP2e-_rjA
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Primera versión.

Sean 
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Aplicando potencia de un punto:
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Observamos que el cuadrilátero PQCB es cíclico, pues 
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Por otro lado, aplicando el Teorema del Coseno en 
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Y observamos que 
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Luego 
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Luego todo se reduce a solucionar la ecuación 
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Con este resultado se deducen el resto de incógnitas:
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Finalmente, 
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Segunda versión.
Sean 
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Como en la versión anterior, mediante Potencia de puntos tenemos
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De donde deducimos que
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Por otro lado, aplicando el Teorema del Coseno en 
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Para resolver este sistema de ecuaciones realizamos el siguiente cambio de variable:
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Luego 
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Y, finalmente, 
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