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Introduccion.

La selectividad de Corea del Sur, llamada CSAT (Korean College Scholastic Ability
Test), 0 Suneung, estd considerada como una de las pruebas de acceso a la universidad
mas duras del mundo, sobre todo si el estudiante pretende entrar en las prestigiosas
universidades SKY: Seoul National University, Korea University, y Yonsei University.

Fue introducida en 1994 y se celebra en noviembre, normalmente el 19. Dura un total de
8 horas, incluyendo descansos.

Consta de tres pruebas comunes: Lengua coreana, matematicas e inglés, y
opcionalmente alguna asignatura optativa (Ciencias naturales, Ciencias sociales o un
segundo idioma estranjero).

La prueba de matematicas consta de 30 preguntas divididas en dos blogues. Un bloque
obligatorio de 22 preguntas, y un bloque opcional de 8 preguntas a escoger de uno de
los tres bloques siguientes: Probabilidad y Estadistica, Calculo diferencial o Geometria.

Las preguntas son multiopcién (5 opciones posibles, solo una cierta) o de respuesta
numérica (un entero). No se penalizan las respuestas erroneas.

Indice.
2024
Enunciados 4
Respuestas correctas 16
Soluciones desarrolladas 17
2025
Enunciados 50
Respuestas correctas y porcentaje de aciertos 55

Soluciones desarrolladas 56 (parcial)



Enunciados 2024.

1

Determina el valor de /24 x 3¢

(A)6 (B)7 (C)8 (D)9 (E)10

f(2+h)- f(h)

Dada la funcion f(x) = 2x> —5x*+3, determina Lim0

A1 B2 (©3 (D)4 (B)S

Dado un &ngulo gﬂ' <6< 2,y sabiendo que sin(— 0):% , determina tan .

V2 J2 1 1 V2
(A)—7 (B)_T ©-7 ©®7 (E)T

Dada la funcion

f(X):{Sx—a (x<2)

¥ +a (x>2)
Suponiendo que es continua en todo IR, determina el valor de a.

A1 B2 (©)3 (D)4 (B)S

Dada una funcién polindmica que cumple f'(X)=3x(x—2) y f(1) =6,
determina el valor de f(2).

A1 B2 (©)3 (D)4 (B)S

Sea una sucesion geométrica {an} y sea S, la suma de sus primeros n términos.
. 3 .
Sabiendo que S,-S,=3a, y a, = e determina a, +a, .

(A)27 (B)24 (C)21 (D)18 (E)15

., 1 L.
La funcion f(x)= 3 x® —2x* —12x +4 alcanza su maximoen x=a Yy su

minimo en x= /. Determina f—«.



10

11

(A-4 (B)-1 (2 (D)5 (E)8
Sea f(x) una funcidn que satisface x f (x) — f (x) =3x* —3x.

Determina fz f(x)dx.

(A)12 (B)16 (C)20 (D)24 (E)28

Sean P(log, 3) y Q(log,12) dos puntos en un eje vertical. Las coordenadas del

punto que divide PQ en m:1—m son 1, determina 4™. (Ten en cuenta que m es
una constante 0 <m<1)

(A)7/6 (B)4/3 (C)3/2 (D)5/3 (E)1l/6
Dos particulas P y Q parten de un mismo origen en el momento t=0 y se

mueven para valores de t (t=0) con velocidades respectivas dadas por las
funciones

V() =t>—6t+5 , v, (t)=2t-7

Sea f(t) ladistanciaentre Py Q. La funcion f(t) augmenta en el intervalo
[0,a], disminuye en el intervalo [a,b] y vuelve a aumentar en el intervalo
[b,+oo). Determina la distancia recorrida por la particula Q desde t=a hasta
t=b,donde O<a<b.

(A)15/2 (B)17/2 (C)19/2 (D)21/2 (E)23/2

Sea {a,} una sucesion aritmética con diferencia comtn distinta de cero y
positiva*, de la que sabemos que

> 1 5
2 =2, kz_;‘akak+l %6

15
Determina »a, .
k=1

(A)60 (B)65 (C)70 (D)75 (E)80

*no queda claro en el enunciado. Lo supongo por la solucion encontrada.



12

13

Sea la funcién f(x) :%x(x—G)(x—Q), y fijado un t cumpliendo 0<t <6, se

define la funcion g(x) como

[ (x<t)
g(x)_{—(x—t)Jrf(t) (x>1)

Determina el area maxima determinada por la grafica de la funcion y=g(x) y
el eje X.

(A)125/4 (B)127/4 (C)129/4 (D)131/4 (E)133/4

En la figura se muestra un cuadrilatero ABCD tal que
AB=3, BC =13, ADxCD=9, /BAC :%.

D

B ~—_—C

Sea R el radio de la circunferencia circunscrita a ACD.

Sieldreade ABCes S, syeldreade ACDes S, ysecumple S, = %Sl,

entonces la razén L es igual a:
sin(£ADC)

(A)54/25 (B)117/50 (C)63/25 (D)27/10 (E)72/25



14

15

16

17

18

Dados dos numeros naturales a 'y b, sea la funcién

() = 2x° —6x+1 (x<2)
la(x-2)(x-b)+9  (x>2)

Sea g(t) el nUmero de puntos de corte entre la grafica de la funcion y=f(x) y
larecta y=t, para cualquier t real.

Si sabemos que solo un namero real k satisface
a(k)+ Iirrk1 g(t)+ Iinkw g(t)=9
t—k™ t—>k™*

¢ Cual es el valor maximo de a+b?

(A)51 (B)52 (C)53 (D)54 (E)55

Sea {a,} la sucesion definida a partir de un nmero natural a, >1 de la siguiente
forma:
a, H H
2 sl a, esimpar
a .=

n+1 1 .
Ea Sl a, €s par

n

Si suponemos que se cumple a +a, =3, determina la suma de todos los valores
posibles de &, .

(A)139 (B)146 (C)153 (D)160 (E) 167

Resuelve la ecuacién 38 = (2—17) .

Dada la funcion f (x) = (x+1)x* +3), determina f'(1).

Dadas dos sucesiones {a,} y {b,} cumpliendo
10 10 10

>a =>(2b-1) , > (33 +hb)=33

k=1 k=1 k=1

10
Determina b, .

k=1



19

20

21

22

Dada la funcion f(x) =sin %x , determina todos los nimeros enteros 0< x <16

tales que f(2+x)f(2—x)<%

Dado un ndmero real a > \/5, se define la funcion
f(x)=—x*+ax®+2x

Sea O el origen de coordenadas del plano y sea A un punto diferente de O de
corte entre la recta tangente a f(x) en el punto O y la propia curva y = f(x).

Sea B el punto de corte entre la recta tangente a y= f(x) en el punto Ay el eje

X. Sabiendo que A es un punto de la circunferencia de diametro OB, determina
OAx AB.

Dado un namero entero positivo a fijo, definimos para todo x>-1 la siguiente
funcion:
—_x? 1<
F(x) = X +6X (-1<x<6)
alog,(x-5) (x>6)

Para todo t >0 definimos la funcion g(t) com el méximo de la funcion f(x) en
el intervalo [t—1,t+1].

Determina el valor minimo de a para el cual el minimo de la funcion g(t) es 5
en todo su dominio [0,+o).

Sea f(x) una funcion polindmica de tercer grado cuyo coeficiente principal (el
coeficiente asociado al monomio de grado 3) es 1. Esta funcién cumple, ademas:

- No existe ningun entero k para el cual f(k—-1)f(k+1) <0
_ f-(_l}_i
4 4
- f'(£J<O
4

Determina f(8).



Bloque opcional de probabilidad y estadistica.

23 (P)
Determina la cantidad de posibilidades de ordenar las cinco letras x, X, y, Y, Z en
fila.
(A)10 (B)20 (C)30 (D)40o (E)50
24 (P)
Dados dos sucesos A y B independientes, cumpliendo ademas P(Am B):% y

P(A)=2P(A), determina P(B).
(A)3/8 (B)1/2 (C)5/8 (D)3/4 (E)7/8

25 (P)
Disponemos de seis cartas numeradas 1, 2, 3, 4, 5, 6 y las colocamos en fila.
Determina la probabilidad de que la suma de las dos cartas de los extremos sea

2 Ya¥g@

(A)8/15 (B)19/30 (C)11/15 (D)5/6 (E) 14/15

26 (P)
Lanzamos 4 monedas al aire y sea X la variable aleatoria que indica el nimero
de caras obtenidas. Sea Y la siguiente variable aleatoria discreta:

Y = X siX=00X=1
|2 six>2

Determina E(Y)

(A)25/16 (B)13/8 (C)27/16 (D)7/4 (E)29/16

27 (P)
Tomamos una muestra de tamafio 49 de una poblacion que sigue una
distribucion N(m,52 ) . Se obtiene una media muestral X , y se sabe que el

. ) 6 . .
intervalo de confianzaes a<m< ga con un nivel de confianza del 95%.

Determina el valor de X .
(Si Z es una normal estandard, se cumple PQZ| 31.96): 0.95)

(A)152 (B)154 (C)15.6 (D)15.8 (E)16.0

Nota de traduccion: N(m,5? )—> o =5



28 (P)
Tenemos una bolsa y dos cajas, A y B. En la bolsa hay cuatro cartas, numeradas
del 1 al 4. La caja A contiene al menos ocho bolas blancas y ocho negras, y la
caja B esta vacia.
Realizamos el siguiente experimento:
Sacamos una carta al azar de la bolsa, miramos el nimero y la volvemos a dejar
en la bolsa.
Si el nimero sacado es el 1, tomamos una bola blanca de la caja A y la dejamos
en la caja B.
Si el nimero sacado es el 2 o el 3, pasamos una bola blanca y una bola negra de
la caja A a la caja B.
Si el nimero sacado es el 4, pasamos dos bolas blancas y una bola negra de la
caja A a la caja B.
Repetimos este experimento cuatro veces y observamos que el nimero de bolas
en la caja B es 8. ;Cual es la probabilidad de que el nimero de bolas negras de la
caja B sea 2?

(A)3/70 (B)2/35 (C)1/14 (D)3/35 (E)1/10
29 (P)
Determina el nimero de conjuntos ordenados (a,b,c,d) de nimeros naturales
menores 0 iguales a 6 que satisfacen las siguientes condiciones:

a<c<d y b<c<d

Nota de traduccion: Aqui el cero no se considera natural.



30 (P)

Dado un nimero real positivo t, sea X la variable aleatoria normal N(l,tz),
: 1
sabiendo que se cumple P(X <5t) > 5

Sea k el valor maximo de P(t2 —t+1< X <t®+t +1), obtenido mediante la
siguiente tabla de valores de una normal estandard:

z Po<Z<2)
0.6 0.226
0.8 0.288
1.0 0.341
1.2 0.385
1.4 0.419

Presente el valor 1000 xk .

Nota de la traduccion: Aqui N(l, tz):> u=1o=t.



Bloque opcional de calculo diferencial.

23 (C)
Determina lim In(1+3%)
x>0 In(1+5x)
(A)1/5 (B)2/5 (C)3/5 (D)4s (BE)1
24 (C)
Para cualquier valor de t, (t>0) se define
X= In(t3 +1) , y=sinrt
Determina dy parat=1.
dx
W -2 ®-2r ©-1 @ -7 ©-in
25 (C)

Sean dos funciones f(x) y g(x) definidas y derivables para todo x > 0.
Sabemos que g(x) es lainversade f(x), que g'(x) es continuaen todo x >0
y que se cumple

a 1
— w7~ dx=2Iha+In(a+1)—In2
L5076
Para todos los valores de a positivos. Si es cumple ademas f(1)=8, determina

f(2).

(A)36 (B)40 (C)44 (D)48 (E)52



26 (C)
La curva y =./(1—2x)cosx (%ﬂ' <x< %nj entre las dos rectas x = gn :

5 : 0 .
X = 2 7z genera una figura solida en la cual todas sus secciones transversales

cortadas por un plano perpendicular al eje X son cuadrados. Determina el
volumen de esta figura solida.

(A)\2n-\2  B)\2n-1  (C)2\2n-\2  (D)2V2zn-1 (E)2V\2x

27 (C)
Para todo valor de t real, se define f(t) como la pendiente de la recta tangente

. 1 .
asociadaalacurva y=—+ e' que pasa por el origen de coordenadas.
e

Determina el valor de f'(a) parael valor de atal que f(a)= —eve.
1 1 2 5
(A) —ge\/E (B) —EeJE (©) —geJE (D) —EeJE (E) —eve

28 (C)
Sea f(x) una funcion continua en todo IR y cumpliendo f(x) >0 en todo IR.
Sabemos que f(x)= —4xe™ paratodo x<0.
Para cualquier real positivo t, el nimero de raices reales distintas de la ecuacion
f(x)=t es 2, ysillamamos g(t) a la menor soluciény h(t) a la mayor

solucion, se cumple:
2g(t) + h(t) =k para cierta constante k.

Sabiendo que Jﬂ f(x)dx =e* -1, determina o)
0 f(8)
3 4 5 6 7
A) =e° (B) =e’ (C)=e’ (D) —e" (E) —e®
(A) 5 (B) 3 (©) J (D) c (E) 5



30 (C)

La derivada f'(x) de una funcion derivable f(x) sobre todo el conjunto de
ntmeros reales es f'(x) =|sin x|cosx.

Dado un namero real positivo a, sea y=g(x) la ecuacion de la recta tangente en
el punto (a, f (a)) asociada a la curva y = f (x).

Sea h(x) = J'OX f (t)—g(t) dt. Si enumeramos por a, todos los nimeros reales

positivos a que son maximos o minimos de h(x) en x=a, ordenados de menor

. 1
a mayor, determina el valor m><(a6 ~a,).
T



Bloque opcional de geometria.

23 (G)
Sean los puntos A=(a,—2,6) y B=(9,2,b) . Si el punto medio del segmento AB
es el punto (4,0,7), determina a+b.
A1 B3 ()5 D7 E)9
24 (G)
Xk oy :
Sabemos que el punto (\/5,— 2 ) pertenece a la elipse ¥+€ =1 . Determina la
pendiente de la recta tangente asociada a esta elipse en dicho punto.
(A)V3  (B)V32 (C)VN3/3 (D)V3/4 (E)V3/5
25 (G)
Dados dos vectores a y b cumpliendo [a| =11 , ‘5‘ =3, ‘25—5‘ =17,
determina ‘é —5‘ .
(A)V22  (B)V2 (C)3V22 (D)2V2 (E)5V2/2
27 (G)

Sea A un punto perteneciente a la parabola y* =8x de foco F. Sea B el pie de la

perpendicular a su directriz por el punto A, y sean C y D los puntos de corte
entre la recta BF y esta parabola.

Determina el area del triangulo AABD sabiendo que BC =CD. Se supone
ademas que CF < DF y A no es el origen.

(A)100V2  (B) 1042 (C)108\2 (D) 112V2 (E) 11632



Respuestas correctas 2024.

1 A 2
2 D 2
3 B 3
4 A 3
5 D 3
6 D 3
7 E 3
8 B 3
9 D 4
10 B 4
11 A 4
12 C 4
13 A 4
14 A 4
15 C 4
16 2 3
17 8 3
18 9 3
19 32 3
20 25 4
21 10 4
22 483 4
Probabilidad y estadistica
23 C 2
24 D 3
25 E 3
26 B 3
27 B 3
28 D 4
29 196 4
30 673 4
Célculo diferencial
23 o 2
24 B 3
25 D 3
26 C 3
27 A 3
28 B 4
29 162 4
30 125 4
Geometria

23 D 2
24 C 3
25 B 3
26 E 3
27 C 3
28 E 4
29 11 4
30 147 4

El tercer nimero indica el peso del problema en la puntuacion de la prueba.



Soluciones desarrolladas 2024.

1 Determina el valor de /24 x 3¢

(A6 (B)7 (C)8 (D)9 (E)10

24 x3} =240 () = (2453 = (3x 2 P ° = (2°x 3 ° = (2x3/* =6 (A)

2 Dada la funcién f(x) =2x*> —5x + 3, determina lim f(2+h)-f(h) ,

A1 B2 (63 D)4 (B)S

LiTOf(2+hh)_f(h)=f'(2)=6~22—10-2=4 (D)

3 Dado un angulo gz <6< 2r,y sabiendo que sin (— 9)_% , determina tan 4.

V2 V2 1 1 V2
A)-— B - ©O-, O B

Sabemos que sin es una funcién impar, luego

sin (— 0)=%:>sin (0)=—sin(-09) -1

Aplicamos la identidad fundamental de la trigonometria

2
1=sin?(6)+cos’(@) = [_?1} +c0s*(8)= cos’(9) = 1—% = g = cos(#)

N N
w
R

+

Puesto que sabemos que E;r <8< 2, el coseno sera positivo, es decir, cos(@) =
Finalmente,

osin(@) -1.2J2 -1 3 -1 -2
tan(‘g’)_cos(e) 373 3202 22 4 ®

4 Dada la funcion

f(X)z{SX—a (x<2)

X +a (x>2)

Suponiendo que es continua en todo IR, determina el valor de a.




A1 B2 ()3 D4 (E)S

Aplicamos la definicion de continuidad en el Gnico punto problemético x =2
lim f(x)=[3x-al_,=3-2-a=6-a

X—2"

lim f(x)=*+a]_,=2*+a

x—>2*

f(2)=2%+a

6—a=4+a<=a=1 (A)

5 Dada una funcion polinémica que cumple f'(x)=3x(x—2) y f (1) =6, determinael
valor de f(2).

A1 B2 ©)3 D)4 (BE)S

f(x)=_[3x(x—2)dx=_[3x2—6xdx:x3—3x2+C
6=f1)="-3+C=-2+C=C=8

f(2)=2°-3-2°+8=4 (D)

6 Sea una sucesion geomeétrica {an} ysea S, la suma de sus primeros n términos.

Sabiendo que S,-S,=3a, Yy a; =%, determina a, +4a, .

(A)27 (B)24 (C)21 (D)18 (E)15

a, »>a,=ka —»>a,=k*a —»a,=k’a >a,=ka,

S,-S,=a,+a,=k%, +k’*a, =33, =3k*a, < k’a, +k’a =3k’

<:>k3+k2=3k3<:>0=—2k3+k2=k2(—2k+1)<:>—2k+1:0<:>k=%

3 1Y 1
—_= :k4 =| — = — :12
= &=ka, (Z]ai faea

aa, :12+Gj.12:12+6:18 (D)

., 1 L. ..
7 La funcion f(x):§x3—2x2 —12x+4 alcanza su maximo en X =a Yy su minimo en

Xx= . Determina -«




(A-4 (B-1 (2 (D5 (E)8

f(x):%x3—2x2—12x+4—> f'(x)=x"-4x-12=0< x=-2,6.

f"(x):2x—4:>{f“(_2):_8<0
£(6)=8>0

Luego, por el Criterio de la Segunda Derivada, esta funcion tiene un maximo en x=-2'y
un minimo en x=6. Luego 6—(-2)=8 (E).

8 Sea f(x) una funcion que satisface xf(x)— f(x)=3x"*-3x.

Determina J'_ZZ f (x)dx.

(A)12 (B)16 (C)20 (D)24 (E)28

3x(x3 —1): 3x* —3x=xf(x) - f(x) = f (x)(x—1)

Aplicamos la identidad notable:

X —1=(x—1)x? +x+1)

Luego

£ ()(x—1)=3x(x* —1)=3x(x = 1) + x+1)=> f (x) = 3x(x* + X +1) si x#£I

El valor puntual en x=1 no afecta para nada el resultado de la integral, y por tanto
podemos suponer f(x) = 3x(x2 +X +1): 3x° +3x% + 3x

[, f(9dx=F(2)-F(-2)=26-10=16 (8)

3x* 3 3 3, 3

F(x):jf(x)dx:T+?+7:T+x +=-
|:(2):3'24+23+3'222 =26
F)=2 ( 2 F(2P 42 (22) -10

9 Sean P(log;3) y Q(log,12) dos puntos en un eje vertical. Las coordenadas del punto

que divide PQ en m:1—m son 1, determina 4™. (Ten en cuenta que m es una constante
0<m<1)

(A)7/6 (B)4/3 (C)3/2 (D)5/3 (E)11/6

Calculamos la longitud del segmento:
log;12—-log. 3= Iog{%j =log. 4

Interpretamos la razon que se nos plantea en el enunciado en términos de coordenadas:




m_l—logsscm_l—log?ﬁ_ log;5-logs3 log,5/3
1 log,4 log . 4 log . 4 log . 4

5) )
=log, = |[=>4"==
THEVE

Luego la solucion es (D).

10 Dos particulas P y Q parten de un mismo origen en el momento t =0 y se mueven
para valores de t (t>0) con velocidades respectivas dadas por las funciones

v(t)=t>-6t+5 , v,(t)=2t-7

Sea f(t) ladistanciaentre Py Q. La funcion f (t) augmenta en el intervalo [0, a],
disminuye en el intervalo [a,b] y vuelve a aumentar en el intervalo [b,+c0). Determina
la distancia recorrida por la particula Q desde t=a hasta t=b, donde O<a<b.

(A)15/2 (B)17/2 (C)19/2 (D)21/2 (E)23/2

En principio tenemos que estudiar la funcién distancia recorrida por P es:

t
f,(t) = jo v, (t) dt
Y la funcidn distancia recorrida por Q es

t
f,(t) = jovz (t) dt
Nos piden estudiar la funcién distancia entre P y Q, que es

f () =[f,(t) - )

Podemos determinar las integrales anteriores y la funcion f resultante, pero como
queremos estudiar su monotonia, podemos aplicar el Teorema Fundamental del calculo:
t=2
f'(t) =V, (t) =V, (t) =t* =6t +5— (2t —=7)=t* =6t +5-2t + 7 =t* -8t +12 =0@{t 6
f')=2t-8—>f"(2)=2-2-8=-4<0
f'(6)=2-6-8=4>0
Aplicando el criterio de la segunda derivada, la funcion f presenta un maximo en t=2'y
un minimo en t=6. Asi pues, a=2 y b=6.

Ahora calculamos la distancia recorrida por la particula Q en el intervalo 2 <t <6. Para
ello debemos afadir valor absoluto a la funcion, pues queremos la distancia total, hacia
delante y hacia atras:

() = [ v, 0t

Aqui tenemos que tener en cuenta que Vv, (t) =2t —7 cambia de signo en el instante

t=7/2, luego esta integral la tenemos que dividir en dos partes:
6 712 6 9 25 17
f,(t) :L v, (t)[dt :L 7-2t dt+I7/22t—7 dt=_+>-=" (B)




/2
[“7-atat=[n-e]" = .
25

[ 2t-7dt=*-7], =7

Observacion: Puesto que estamos integrando una funcién lineal, una forma maés répida
de calcular esta integral hubiese sido interpretandola como dos tridngulos.

11 Sea {a,} una sucesion aritmética con diferencia comun distinta de cero y positiva*,

de la que sabemos que
5
1

ail=a . X

15
Determina > a, .

(A)60 (B)65 (C)70 (D)75 (E)80

*no queda claro en el enunciado. Se supone por la solucién encontrada.

a—oa,=a+k-oa,=a+k=a+2k>a,=a+3k—>..—>a,=a+(n-Dk

B B a +5k=a +7k (a)
|a6|_a8<:>|a1+5k|_a1+7k:>{_<a1+5k):a1+7k )

Si @ +5k =a, + 7Tk =5k =7k = 0=2k =k =0 imposible. Luego forzosamente:

—(a1+5k):a1+7k:>—a1—5k:a1+7k:—12k:2a1:—6k:a1:>k:%

Resolvemos este sumatorio mediante la técnica de resta telescépica:
x-y 1 1_ 1_1(1 1}

Xy y X Xy X—-yly X

En nuestro caso

r 1 (1 13 1/1 1
a, . a, an+l_an a, a, . k a, .

yportanto
5

5.3 1 Zl(i_ij:1(Li+i_i+"_+i_1j:l(i_i]

k= la‘kak+1 k:lk a‘n a'n+1 k a:l. a'2 3.2 aS aS a6 k a:l. a6
SR )
% kla a) kiazg ) klag) ag

2

96:a1a6=ai(a1+5k):a1£a1+5£%nzaf(l—§):%:ai:124

Sia=24=k= e —4 , imposible, estamos suponiendo k>0.




Finalmente, aplicamos la formula de la suma de los n primeros términos de una

n(2a, + (n—1)k)
2

g243815:15(—48;14-4):60 A)

sucesion aritmética: S, =

En nuestro caso, a, =—24 =k = %

12 Sea la funcion f(x) ==x(x—6)x—9), y fijado un t cumpliendo 0 <t <6, se define

(x<t)

£(x)
(x>t)

la funcion g(x) como
90 :{—(x—t)+ f )

Determina el area maxima determinada por la gréfica de la funcion y=g(x) y el eje X.
(E) 133/4

(A) 125/4 (B)127/4 (C)129/4 (D) 131/4

La parte de la izquierda de la funcion g(x) es la propia f(x), y la parte de la derecha de la
funcidén g(x) es una recta de pendiente -1 y que pasa por el punto (t, f(t) ):

LT

Podemos especular que el &rea maxima se encontrara cuando la recta es tangente a la

grafica de la funcion f(x):

1
1
[
L]
1
]
[
]
L]
1]




X=3
X=7

Descartando la solucion x=7 por estar fuera del dominio de definicion del problema,
tomamos t =3, calculamos f (3) =6 y la funcion de la izquierda es la recta

h(x) =—(x—t)+ f (t) =—(x—=3)+ f (3) =—(x—3)+6=—x+9 que cortara el eje X en el
punto 9.

El &rea de la izquierda la calculamos mediante una integral:
4 3
3 X 57
=| f(X)dx=| —=-5x*+3x* | ==—
A= 00 { 5 } .
Y el area de la derecha la calculamos interpretando la figura como un triangulo de base

9-3=6 y altura f(3)=6:

1 x*  5x? x> 10x°
f(X)==x(X-6)x-9)=———+6X—> f'(X) =——
(00 =5 X(x-6)x-9)=--= (0=

+6=—1<:>{

6-6
=——=18
& 2

Y finalmente, el rea pedidaes A=A + A, = % +18 = % ©)

13 En la figura se muestra un cuadrilatero ABCD tal que
AB=3, BC =13, ADxCD=9, /BAC :%.

D

B ~—_ —C

Sea R el radio de la circunferencia circunscrita a ACD.

Sielareade ABCes S, syel areade ACD es S, y se cumple S, :gSl, entonces la

razon es igual a:

sin(£ADC)

(A)54/25 (B)117/50 (C)63/25 (D)27/10 (E) 72/25

Aplicamos el Teorema del Coseno en el triangulo ABC:




(Vi3] =37+ AC? ~2.3. AC -cos(z/2) &
-1
1329+ AC?—6-AC-(1/2) ©13 =9+ AC? ~3AC & AC :{4

Descartamos la solucion negativa, y por tanto deducimos que AC =4
El &reade S, se puede determinar mediante la formula del Seno:

AB-AC sin(7/3) _3:4-(3/2) _, 1=

2
Luego S, _ZS =— Bﬁ—i

S, =

Aplicamos de nuevo la formula del Seno:

5\2/' S, AD.DC-s;n(AADC):9.sm(§ADC):>Sm( /aDc) = 23

Aplicamos el Teorema del Seno:
AC 4 18
sin(ZADC)  5./3/9 5V3
Finalmente:
R 18 5/3 18 9

sin(Z/ADC) 53 9 543 543 25 )

14 Dados dos nimeros naturales a y b, sea la funcion

() = { X° —6x+1 (x<2)

a(x—2)(x-b)+9 (x>2)

Sea g(t) el nimero de puntos de corte entre la grafica de la funcion y = f(x) y la recta
y =t, para cualquier t real.

Si sabemos que solo un numero real k satisface
g(k)+ "T g(t)+ Iink1 g(t)=9
t—k™ t—>k*

¢ Cual es el valor maximo de a+b?
(A)51 (B)52 (C)53 (D)54 (E)55

Estudiamos en primer lugar la parte izquierda de la funcion:
h(x) =2x*-6x+1—>h'(X)=6x*-6=0<x=1-1
Mediante el procedimiento habitual de estudio por intérvalos deducimos que esta
funcién tiene un maximo en
Xx=-1=h(-1)=2(-1)°-6(-1) +1=5
y un minimo en
X=1=h(1)=2-1°-6-1+1=-3




En su extremo de definicion: x=2=h(2)=2-2%-6-2+1=5, es decir, tiene esta
forma:

Si solo tenemos en cuenta esta parte de la gréafica de la funcion f(x) , entonces esta
claro que Img(t) ={1,2,3}

La parte de la derecha de la funcion: d(x)=a(x—2)(x—b)+9 es una parébola con las
ramas hacia arriba, y que pasa por el punto (2,9) independientemente de los valores de a
y b.

+b

Su eje de simestria pasa por el punto medio entre 2y b, es decir, y = 27 =1+ g .

o3 oo

observamos que si la parabola no esta suficientemente baja, parte del intervalo
—3<k <5 dgenerara valores que cumplirén la igualdad del enunciado:
a(k) + IirE g(t) + Iink1 g(t)=3+3+3=9
t—k” t—k*

y por tanto seguro que existira mas de un valor de k (infinitos, de hecho).




Por lo tanto el vértice de la parabola no puede estar por encima de y=-3.
Sin embargo, si el vértice de la parabola esta por debajo de y=-3, generard una zona de
valores para los cuales

g(k) +tIETIJ’ g(t) +tlm gt)=3+3+3=9

N

Asi pues, el Unico caso aceptable es cuando el vértice de la parabola pasa justo por
y=-3.

Y en este caso es facil comprobar visualmente que se cumplen las condiciones del
enunciado:

e =

m ] ——————————

Luego nuestro objetivo es resolver la ecuacion con incognitas a y b nimeros enteros
positivos:

oot -

2 2
a(g— j =12<:>4a(g— j =48 =ab-2)=48=2"-3=4%.3

Puesto que hay un cuadrado, las Uncias posibilidades son:
a=3, (b - 2)2 =4° = b =4 (Tomamos solo las soluciones positivas)



a=48,(b-2)=1=b=3

Las posibles soluciones (a,b) son (3,4), (48,3) y la mayor suma a+b se consigue para
48+3=51 (A)

15 Sea {a, } la sucesion definida a partir de un nimero natural a >1 de la siguiente
forma:
2™ sia,esimpar

n+l —
n

%a si a, es par

Si suponemos que se cumple a, +a, =3, determina la suma de todos los valores
posibles de a, .

(A)139 (B)146 (C)153 (D)160 (E) 167

Observamos que todos los numeros a, son enteros y cumplen a, >1.
Luego si a; +a, =3 solo se pueden dar dos casos: a;, =2,a, =1y a;=1,a,=2.

Ahora se trata de ir escribiendo sistematicamente todas las sucesiones. En primer lugar
vamos a poner la Unica en la que no aparecen nimeros impares, es decir, cuando no

aparece ningun 2* con a, impar, luego vamos a afiadir las posiciones candidatas a
nameros impares, es decir, cuando aparece algin a, impar.

Para ello hay que observar que un nimero 2*' con a, impar puede venir de a, 0
también de 2**

5 AN
1216 |37

1 (2 |1 [2]1

4 4

3#87

16

3211618 [4]2[1]2
6 |3 a

2 |1 ]2 |71

8 147]

Luego la suma pedida es 64+5+12+1+4+3+16+32+6+2+8=153 (C)

16 Resuelve la ecuacién 3*8 :(2—17) .




gL (1 =(3%) =3 = x-8=-3x=4x=8=x=2
27 3

17 Dada la funcion f (x) = (x+1)x* +3), determina f'(1).

X+1->1

" 2}—)f'(x)=x2+3+2x(x+1)—>f'(l):1+3+2-2:8
X% +3— 2X

18 Dadas dos sucesiones { ty {b } cumpliendo
Z ZZbk -1) , Zsak+bk)
k=1

10
Determina b, .

k=1

kZ:;‘ klz;zb ~1)= (Zb}

33=>(3a, +bk)=32ak +Zbk
k=1 k=1

k=1

10 10

Denotando x =) a, e y= ) b, obtenemos un sistema lineal 2x2, que resolvemos con
k=1 k=1

los metodos habituales:

x=2y-10
y =>Xx=8,y=9
33=3x+Yy

10
Luego la soluciénes > b, =y =9.

k=1

19 Dada la funcién f(x) =sin %x, determina todos los nimeros enteros 0 < x <16

tales que f(2+x)f(2—x)<%

La clave para resolver este problema es tener muy clara la grafica de la funcion f(x):




Observando esta grafica vemos claramente que la condicion se cumplird para x=2, 6, 10
y 14, pues en estos puntos f(2+x)f(2—x)=0-0=0, y no se cumplira seguro para
x=4, 8, 12 y 16, pues en estos puntos f(2+x)f(2—x)=1. En esto ultimo hemos tenido

en cuenta que la funcién seno es impar, y por tanto
fFR+x)f(2—x)=—Ff(x+2)f(x-2)

Veamos que en los puntos x=1, 3, 5, 7... tampoco se cumple. Por ejemplo, para x=1,

(37 . (~« 1 1 1 1
f(2+1)f(2—1):Sln[7j5|n(zj:ﬁﬁ:§>z

Para x=3, 5, 7... se obtienen los mismos valores.

Asi pues, la solucion es 2+6+10+14=32.

20 Dado un nimero real a > \/5, se define la funcion
f(x)=—x®+ax®+2x

Sea O el origen de coordenadas del plano y sea A un punto diferente de O de corte entre
la recta tangente a f(x) en el punto O y la propia curva y = f(x).

Sea B el punto de corte entre la recta tangente a y = f(X) en el punto Ay el eje X.
Sabiendo que A es un punto de la circunferencia de diametro OB, determina OAx AB.

f'(x)=-3x"+2ax+2— f'(0)=2
Luego la recta tangente a la funcion en el punto O es g(x) =2x.

El punto de corte entre esta recta tangente y la grafica de la funcién sera
X=a

f(x)=g(x) & X +ax’+2x=2x<=0=-x>+ax? :xz(—x+a)<:>{ 0
X =

f(a)=—a’+a-a’+2a=2a

Luego A=(a,2a).

Ahora determinamos la recta tangente a y = f(x) en el punto A.

La pendiente de esta segunda recta serd f'(a)=-3a*+2a-a+2=-a°+2




Aqui observamos que a > V2 = —a?+2<0, es decir, esta recta es decreciente.

Si el punto A pertenece a la circunferencia de didmetro OB, entonces, por Teorema de
Tales, ZOAB =90°, es decir, las dos rectas seran perpendiculares:

y por tanto el producto de sus pendientes sera -1:

-1= 2~(— a’+ 2)<:> a=1+/5/2. Puesto que a > /2 descartamos la primera opcion y
nos quedamos con a=+/5/2.
f'(a):—a2+2:—§+2=—1
2 2
A=(~/5/2,2V5/2)

La segunda recta tangente sera de la forma h(x) = > X+b, y sabemos que pasa por el

punto A:

25/ =_—21»\/5/2+b:>b:2\/5/2 +%:g\/5/2

h(x):_?lx+g\/5/2

Su punto de corte con el eje X seré

h(x):_?lx+§\/5/2 =0< x=55/2

Es decir: B= (5\/5/2 ,O)

Por ser AOAB un triangulo rectangulo en A, podemos calcular OAx AB como el doble

del area del triangulo AOAB , que tiene como base OB =5+/5/2 vy altura 2+/5/2,y por
tanto

OAx AB = 2[AOAB|=55/2-2:/5/2 =1o-g =25

Observacion: También podemos calcular directamente OAx AB':



A=(~/512,2/512) = OA=+5/2+4-5/ :%

AB =(5v57/2-/5/2,0-21/5/2 )=(4572,-2512 )
‘E‘=J16-5/2+4-5/2 = /50 =512

Por lo tanto OAx AB = i-&/ﬁ =25,
V2

21 Dado un namero entero positivo a fijo, definimos para todo x>-1 la siguiente
funcién:
—x? 1<
F(x)= X® +6X (-1<x<6)
alog,(x-5) (x>6)

Paratodo t >0 definimos la funcion g(t) com el méximo de la funcion f(x) enel

intervalo [t—1,t+1].
Determina el valor minimo de a para el cual el minimo de la funcion g(t) es 5 en todo

su dominio [0,+o).

Estudiamos detenidamente la funcion f (x), que tiene una gréafica asociada de la forma

Con esto podemos ir deduciendo la forma de la gréafica de la funcion g(t):

g(0) =5, luego es creciente, en [2,4] es constante igual a 9, luego es decreciente hasta
g(6) =5. Estudiando detenidamente el comportamiento de la funcion entre x=6 y

x =8 vemos que la condicion para que no descienda mas aun es que f(7)>5.
Resolvemos esta inecuacion tomando su punto frontera:

f(7):5<:>alog4(7—5):5<:>alog4(2):5<:>a%:5<:>a:10

22 Sea f(x) una funcion polinémica de tercer grado cuyo coeficiente principal (el
coeficiente asociado al monomio de grado 3) es 1. Esta funcion cumple, ademas:




- No existe ningun entero k para el cual f(k—-1)f(k+1)<0
_ f-(_ljz_i
4 4
- f'(lJ<O
4

Determina f(8).

La forma de la gréafica de una funcién polindmica de tercer grado con coeficiente
principal 1 solo puede ser de dos tipos: (A) Estrictamente creciente o (B) creciente-
decreciente-creciente:

A B

Puesto que f '(— %) <0y f G) <0, esta claro que solo puede ser del tipo B, y ademés

sabemos que el intervalo de decrecimiento de esta funcion abarca, como minimo, el
intervalo (—1/4,1/4).

Primera parte: Vamos a demostrar que f(0)=0.

Supongamos por el contrario, que no.

a) Supogamos que f (0) >0 y vamos a estudiar los posibles valores de f(-2).

al) Esta claro que no puede ser f(—2) <0, pues entonces se contradeciria la hipotesis
principal del enunciado.

a2) Supongamos que f(-2)=0.

Entonces podemos asegurar que f(-1) >0 y f(—3) <0 contradiciendo la hipétesis del
enunciado




) / 2 - a0

a3) Por lo tanto solo puede ser f(-2)>0.

Entonces podemos volver a hacer el mismo razonamiento con f(—4), llegando a la
conclusion de que f(—4)>0.

De esta manera iriamos deduciendo que f(-6)>0, f(-8)>0, f(-10)>0... lo cual es
contradictorio, pues sabemos que XILm(ﬂ f(X) =—0.

b) Supongamos que f(0) <0. Con un razonamiento similar, pero ahora estudiando los
posibles valores de f(2) vemos que Ilegamos a contradiccion:

b1) No puede ser f(2) >0 pues contradeciria directamente la hipdtesis del enunciado.
b2) No puede ser f(2) =0 pues entonces podriamos garantizar que f(1)<0y

f (3) >0, contradiciendo de nuevo la hipotesis del enunciado.

b3) Luego solo puede ser f(2) <0. Pero entonces, con los mismos argumentos,
f(4)<0, f(6)<0, f(8)<0... contradiciendo el hecho de que Xlimw f(X) =+00.

Asi pues, f(0)=0.

Segunda parte: Vamos a demostrar que f(1)=0o0 f(-1)=0.

De nuevo, supongamos, por el contrario, que ambos valores no son cero.

No es posible la opcion f(1)>0y f(-1) <0 nilaopcion f(1)<0y f(-1) >0, pues
esto contradeciria directamente la hipdtesis del enunciado.

Supongamos que f(1)>0y f(-1)>0.

Puesto que XIEnw f(x)=—0y f(-1) >0, entonces existira forzosamente una raiz

a <-1de f(x).Luego siempre podremos encontrar un entero k tal que

k-1<a<k+1<-1, cumpliéndose f(k-1)<0y f(k+1)>0,y por tanto
contradiciendo la hipétesis del enunciado.

k-1 / a k+1 1 0

Supongamos que f(1)<0y f(-1)<O0.



Con el mismo razonamiento anterior, puesto que f(1)<0y lim f(x) =+, ahora

podemos asegurar que existira unaraiz « >1 de f(x). Luego siempre podremos
encontrar un entero k tal que 1<k —1<a <k +1, cumpliéndose f(k-1)<0y

f (k+1)> 0, y por tanto contradiciendo la hipétesis del enunciado.
Asi pues, forzosamente se debe cumplir f()=00 f(-1)=0.

Tercera parte.
Vamos a estudiar los dos casos anteriores por separado.
Primer caso: f(—1) =0. Nuestro polinomio sera de la forma

f(x) =x(x+1)x—«) paracierto real & >0, pues la tercera raiz de la funcion debe ser
positiva.
f(X) =x(x+1)x—a)=xX*+@-a)x* —ax— f'(x) =3x* +2(1—-a)x—a

2
f! i =—l:—1=3 1 +21-a i —a=i——1_a—a:>
4) 4 4 4 4 6 2
—1=§—2(l—0{)—4a:>—l=§—2+2a—40{=§—2—2a:>a=_—1
4 4 4 8

Llegando a contradiccion con «a >0.

Segundo caso: f (1) =0. Nuestro polinomio sera de la forma
f (x) = x(x—1)x—«) para cierto real & <0,
f(X) =x(x—1)x—a)=x*—(@+Dx* +ax — f'(x) =3x* - 2(a +)x+«a

2
f' 1 :—1:—1:3 1 —2(a+l 1 +a:£+a—+1+a:>
4 4 4 4 4 16 2
—1:§+2(a+1)+4a:6a+E:>a:_—5
4 4 8
Asi pues,

f(x) = x(x —1)(x + gj , Y por tanto

f(8) =8(8—1)(8+§)=8-7-%=7-69=483

Bloque opcional de Probabilidad y estadistica.

23 (P) Determina la cantidad de posibilidades de ordenar las cinco letras x, X, y, Y, z en
fila.

(A)10 (B)20 (C)30 (D)40 (E)50

5 5.4.3.2.1
221 2.1.2-1

PR2? =30 (C)




24 (P) Dados dos sucesos A 'y B independientes, cumpliendo ademas P(Am B)= y

1
P(A)=2P(A), determina P(B). )

(A)3/8 (B)12 (C)5/8 (D)3/4 (E)7/8

2P(A)=P(A)=1-P(A)=> P(A) =1/3
Por ser independientes,
1

= P(A~B)=P(A)- P(B)=% P(B)=P(B)=> (D)

Nlw

25 (P) Disponemos de seis cartas numeradas 1, 2, 3, 4, 5, 6 y las colocamos en fila.
Determina la probabilidad de que la suma de las dos cartas de los extremos sea menor 0
igual que 10.

ey @

(A)8/15 (B)19/30 (C)11/15 (D)5/6 (E) 14/15

En realidad da igual donde estén colocadas. Las combinaciones son todos los nimeros
12, 13, 14, 15,16, 21, 23, 24, 25, 26, ... 51, 52, 53, 54, 56, 61, 62, 63, 64, 65

hay 5-6=30 casos posibles.

Los casos que suman mayor que 10 son dos: 5+6, 6+5, luego los casos favorables son
30-2=28.
28 14

Por lotanto, P=—=—(E)
30 15

26 (P) Lanzamos 4 monedas al aire y sea X la variable aleatoria que indica el numero de
caras obtenidas. Sea Y la siguiente variable aleatoria discreta:

Y X siX=00X-=1
12 six>2
Determina E(Y)

(A)25/16 (B)13/8 (C)27/16 (D)7/4 (E)29/16

X =Binom(4,1/2)

P(X :0):(1/2)“:%




P(X =1) = 4(1/ 2L/ 2) = 4(L/ 2) =%

P(X22)=1-P(X <2)=1-~_1_1
16 4 16
0 siX=0
Y=41 siX=1
2 SiX>2

E(Y)=0-P(Y =0)+1-P(Y =1)+2-P(Y =2) =P(Y =1) +2-P(Y =2) =
_P(X=1)42-P(X22)=tiplt 1 1L 18 g
4 716 4 8 8

27 (P) Tomamos una muestra de tamafio 49 de una poblacion que sigue una distribucion
N(m,52 ) . Se obtiene una media muestral X , y se sabe que el intervalo de confianza

6 ) ) . —
gsas<m< ga con un nivel de confianza del 95%. Determina el valor de X .

(Si Z es una normal estandard, se cumple PQZ| 31.96)= 0.95)
(A)15.2 (B)154 (C)15.6 (D)15.8 (E)16.0

Nota de traduccion: N(m,5? )—> o =5

Aplicamos la formula del IC para una distribucién normal:

NG (o2 NG (2
IC=| X—-a — |, X+a —
(A7) {F)
Con la notacién de nuestro problema:
- 5 - 5 - o 6
IC=| X-196| — |, X+1.96| — | |={ X-14,X+14 )=| a,—-a |
| xson{ ) xasel g )¢ (=32
X-1l4=a

= 6 <a=14,X=154
X+L4=_a

Luego la solucidn es (B).

28 (P) Tenemos una bolsa y dos cajas, A y B. En la bolsa hay cuatro cartas, numeradas
del 1 al 4. La caja A contiene al menos ocho bolas blancas y ocho negras, y la caja B
esta vacia.

Realizamos el siguiente experimento:

Sacamos una carta al azar de la bolsa, miramos el nimero y la volvemos a dejar en la
bolsa.

Si el nimero sacado es el 1, tomamos una bola blanca de la caja A y la dejamos en la
caja B.




Si el nimero sacado es el 2 o el 3, pasamos una bola blanca y una bola negra de la caja

A alacajaB.
Si el nimero sacado es el 4, pasamos dos bolas blancas y una bola negra de la caja A a

la caja B.
Repetimos este experimento cuatro veces y observamos que el nimero de bolas en la

caja B es 8. ¢ Cuél es la probabilidad de que el namero de bolas negras de la caja B sea
2?

(A)3/70 (B)2/35 (C)1/14 (D)3/35 (E)1/10

Puesto que sabemos que el nimero de bolas final es ocho, esto simplifica un poco el
arbol de probabilidades asociado:

3 ——3 B6N2 €«
/ /2—3 B5N3 2
1 2 BSN3 2
\ / —3 B6N2 «— 0
Z 2 ——2 B5N3 2
\3—1 B6N2 €<—0
2—3 B5N3 2
—3—2 B5N3 2
/ / ——3B5N3 2
2 B4N4 4
\3—1 B5N3 2
3 ——2 ——1B5N3 2
\1—285N3 2
——1——3B6N2 «<— 0
/ sz—zssm 2
3——1 B6N2 «—0

\2 — 1——2B5N3 2
NN 2
3—— 1——1B6N2 €<— 0

En cada rama hemos anotado (en azul) el numero de “2” que hay para facilitar el
recuento. Con flechas rojas marcamos las ramas asociadas al evento

Bolas negras =2 ~Total Bolas =8.

P(Bolas negras = 2 Total Bolas = 8) —f=-.=.=.= —6-—



P(Total Bolas =8)=6-=-~-=- S412.2.2.2 1,111 1_
4 4 2

4
—6.i+12.i+1.i—1+£+i i(6 _|_12 j £+§+4_2 —
44 43 2 4Y 4 4% 4% 47 4 42| 4% 4% 4*

S+ ]=
1(70) 70
:F F :F

Luego:

P(Bolas negras 2| Total Bolas =8) = P(Bolas negras = 2~ Total Bolas =8) _
P(Total Bolas =8)

146 6 3
1/4*.70 70 35

Y por tanto la respuesta correcta es (D).

29 (P) Determina el nimero de conjuntos ordenados (a,b,c,d) de nimeros naturales
menores 0 iguales a 6 que satisfacen las siguientes condiciones:

a<c<d y b<c<d

Nota de traduccion: No se incluye el cero.

Ordenamos las posibilidades en funcion del valor de c:
c=1->VR?x6=1-6=6
c=2—->VR;x5=2%.5=20
c=3->VR.x4=3-4=36
c=4—->VR?x3=47.3=48
c=5->VR’x2=52.2=50
C=6—>VRZx1=6"-1=36

Total: 6+20+36+48+50+36 = 196

30 (P) Dado un namero real positivo t, sea X la variable aleatoria normal N(l, tz),
. 1
sabiendo que se cumple P(X <5t) > 5

Sea k el valor maximo de P(t2 —t+1< X <t’ +t+1), obtenido mediante la siguiente
tabla de valores de una normal estandard:

z Pl0<Z<z2)

0.6 0.226
0.8 0.288
1.0 0.341
1.2 0.385

1.4 0.419




Presente el valor 1000 xk .

Nota de la traduccion: Aqui N(l , tz):> u=lo=t.

. , 1
Teniendo en cuenta que X esté centrada en el 1, el valor frontera P(X <5t) = > se

obtiene cuando 5t=1<t =%, luego P(X <5t) =%<:>t2%

Estandarizamos la variable X:

P* —t+1< X <t’ +t+1)=P

(tz—t+1—1 t2+t+1—1J
AL Rl 2 L e
t

=P(t-1<Z <t+1)

Por la forma de la Campana de Gauss de una distribucion normal, este valor sera
maximo cuando t sea minimo. Puesto que tenemos la restriccion t >1/5, tomaremos
este valor como maximo:

=P(0.2-1<Z<0.2+1)=P(-0.8<Z<12)=
=P(Z2<12)-P(-0.8<Z)=P(z<1.2)-P(0.8>2)=
=P(Z2<1.2)-(1-P(0.8<Z))=0.5+0.385 — (1 (0.5+0.288))=0.673

El valor pedido es 673.

Bloque opcional de Calculo diferencial.

23 (C) Determina lim In(+3%)
x>0 In(1+5x)

(A)1/5 (B)2/5 (C)3/5 (D)4/5 (E)1

Estamos ante una indeterminacion 0/0 que resolvemos por L’Hdpital:

In(1+3x) . 3/(1+3x) 3. 1+5x 3
im =lim =—lim— == (C)
x>0 In(1+5x) x>05/(1+5x) 5x01+3x 5

24 (C) Para cualquier valor de t, (t>0) se define
—In(t*+1), y=sinrt

Determina dy parat=1.
dx

(A) —%ﬂ' (B) —%ﬂ' < -~ (D) —%ﬂ' (E) —gﬂ'




t=1—x=h(t*+1)=h( +1)=In(2)

X = In(t3 +1):>t3 tl=e* =>t=3e" -1

y(X) =sin 7zt =sin (ﬂ3\/ex —1)=sin (7z(eX —1)”3)
Aplicamos la regla de la cadena:

y'(x) =cos (72' (e —1)”3)~ ﬂ%(ex —1)“371eX

¥ (@)= cos o (9 -1 S e -1 e -
= %cos (zr (2 —1)”3)~(2 ~1)*2=

=2§cos(7z )12 _2r

La solucion es (B)

25 (C) Sean dos funciones f(x) y g(x) definidas y derivables paratodo x>0.
Sabemos que g(x) es lainversade f(x),que g'(x) escontinuaentodo x>0 y que se
cumple

[ —dx=2ha+h(a+) -2

+ g (F(x))f(x)
Para todos los valores de a positivos. Si es cumple ademas f(1)=8, determina f(2).

(A)36 (B)40 (C)44 (D)48 (E)52

Nos dicen que g(x) es lainversade f(x), luego, aplicando la definicion de funcion

inversa y la Regla de la Cadena:
1

a(f()=x= g (FONF () =1= £()=

Por lo tanto, aplicando el Teorema Fundamental del Calculo:

a 1 f'(x) f(a)
Lmdx_L 00 dx = j (In(f (x))) dx = In(f (a))—-In(f (1)) = |n(f(1)J

Por otro lado,

2lna+In(a+)—-Ih2= In[az(f’;l)J

con lo cual llegamos a la ecuacién

In[@j: In(az(a+1)j:> f(a) _a’(a+1) = f(a)= (a+1) f1) = a’(a+1) 8
f (@) 2 f (@) 2 2

=4a’(a+1)




Finalmente:
f(2)=4-2°(2+1)=16-3=48 (D)

26 (C) Lacurva y = JL—2x)cosx (%ﬂ' <x< %nj entre las dos rectas x = %72’ ,

5 . . ,
X = Z;z genera una figura solida en la cual todas sus secciones transversales cortadas

por un plano perpendicular al eje X son cuadrados. Determina el volumen de esta figura
solida.

i/

NS
\
1
- ]
o A5 SNST S
————
xr
T

/

3
4 T=

|

(A)\V2m-\2  (B)\2m-1  (C)2\2n-\2 (D)2\2mn-1 (E)2\2n

Cada cuadrado tiene area y* = (,/il— 2x$cosx)2 =(1-2x)cosx, luego

V = [~ 2x)cos x dx = F (5/47) ~ F(3/47) = ()

Aplicamos el método de integracion por partes:
u=1l-2x—->u'=-2

V'=C0S X = V =sin X

F(x)= I(l— 2x)cos x dx = (1—2x)sin x —j(— 2)sin x dx =
= (1—2x)sin x — (= 2)(=cos x) = (1 - 2x)sin X —2¢0s X

F E;r = 1—2§7z sin E7r—2cos§7r: 1—§7r SiﬂEE—ZCOS§7Z’=
4 4 4 4 2 4 4

= 1—§72' —sinlﬁ -2 —COSlﬂ' = E7r—1 sinlﬂ +2C05172':
2 4 4 2 4 4
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§7z = 1—2§7z Sin§7r—2COS§7r= 1—§7z sin E7r—Zcos§7z=
4 4 4 4 2 4 4
T sin£—2 —cosE = 1—§7r sin Z+200$£:

4 4 2 4 4

_(1_ ﬂji+i_i_3_”+i_2—3ﬂ+4_6—3ﬂ
27 )2 2 2 22 2 242 242
Finalmente,

S7+2 6-37 57+2-6+37 8r-4 4r-2

O=%% 22" 2z oz %2
:(47Z—2)\/E \/—(
2

=v2(27-1) (C)

27 (C) Para todo valor de t real, se define f(t) como la pendiente de la recta tangente

. 1 .
asociada alacurva y=—+ e' que pasa por el origen de coordenadas.
e

Determina el valor de f'(a) para el valor de a tal que f(a)=—e-e.

(A)—%e\/g (B)—%e\/g (C)—%e\/g (D)—%e\/g (E) —eve

Definimos lafuncion g(x) = ix +e' =g " +¢e'.
e
Determinamos la ecuacién de la recta tangente a esta funcion asociada a un punto x=p:
y=ax+b
a=g'(p)=—¢"’
b=f(p)—ap=eP+e —(-eP)p=eP+e' +ePp=e"(L+p)+e

Puesto que se exige que la recta tangente pase por el origen de coordenadas, b=0,y
por tanto Ilegamos a la ecuacion
eP@+p)+re' =0 (*)

Por otro lado, sabemos que la pendiente de la recta tangente es la derivada de la funcion
en dicho punto, luego

f(p)=g'(p)=—e"=f'(p)=¢e"’

Sabemos que f(a) =—ee, luego
—eJe=—eP"=ee?=eP=e¥?=eP=-p=3/2=p=-3/2.

Sustituyendo en la ecuacion (*):
3/2 3/2
e 1.3 e 0o e ie 0o =8 ot=m[ &
2 2 2 2




El valor de p depende del valor de t, es decir, en realidad tenemos una funcion p(t) que

desconocemos. Nos piden calcular la derivada de f, por lo que aplicamos la Regla de la
Cadena:

f'(a)=(f(p(t)))= f'(p(t)- p'(t)
Para calcular p'(t) hacemos derivacion implicita en (*):

e e p'(1) O (_ P 1y () —
1+ p(t) = p'(t) }_)e (P OXL+ p®)+e " p'(D) =

=ePOp () (- (L+ p(t))+1)=e PV p 1)~ p(t))=—e "V p' 1) p(t)

t

~p() t_ PO oy t_ iy €
e PO+ p(t))+e' =0=—-e"Vp'(t)p(t) +e' =0 = p(t)_e‘p("p(t)
e3/2 3 e3/2
En nuestro caso, para t—In( j y p—— luego €' =
_gl e32 /2 3/2 1
p'(t)= ) =32 - 32 _q  _a
e*Upt) e¥*(-3/2) -3¥* -3 -3
f .( p) _ 67(73/2) _ e3/2
Y por tanto
, i . ' 3/ l e3/2 ee1/2 e\/g
t'(@)=(f(p))=f'(pt) p'(t)=€"* =" =" =""(A)

28 (C) Sea f(x) una funcion continua en todo IR y cumpliendo f(x) >0 en todo IR.

Sabemos que f(x)= —4xe™ paratodo x<0.
Para cualquier real positivo t, el nimero de raices reales distintas de la ecuacién
f(x)=t es 2, ysillamamos g(t) ala menor soluciony h(t) a la mayor solucion, se
cumple:
29(t) +h(t) =k para cierta constante k.

1O

Sabiendo que J' f(x)dx=e* -1, determina @

Eell (E) Zel?)

@l @3¢ ©.¢ O .

Esta claro que nuestra funcion esta dividida en dos partes:

f(x)= { f(X)=—4xe™  x<0
f,(x) x>0

De la funcion f,(x) en principio no sabemos nada, aunque se deduce claramente que
f,(0)=0 por continuidad de f (x).




En primer lugar, hacemos un estudio basico del comportamiento de la funcién
2 .2z .y .
f (X) =—-4xe™ para ver que la funcién en x <0 es una funcidn estrictamente

decreciente, y es una biyeccion (—o0,0) — (0,+x)

Luego si nos dicen que la ecuacion f(x) =t tiene exactamente dos raices distintas para
todo t >0, que son g(t) <h(t), entonces forzosamente g(t) coincide con la inversa de

f,(0):

gt)<0<h(t) y gt)=f,(x),y h(t):(0,+0) — (0,+0).

De la expresion 2g(t) +h(t) =k podemos deducir f,(x).
Nos dicen que 2g(t)+h(t) =k = h(t) =k —2g(t)

v

g(< - =¥

Definiendo u =h(t) = f (u) = f(h(t))=t, y suponiendo x >k,

U =k—=2g(t) = 2g(t) = k—u = g(t) = <=4

2
RO
Por otro lado,
usk=K Y 0o f(k;uj: fl(k;uJ
2 2
Asi pues,

k—u
u>k= f(U)= fl[Tj

> h(r)



ﬁ(k;uj f i)

Si 0<x<k,sit="f(x)>0 entonces
h(t) =k —2g(t) = x=k —2g(t) > k nos llevaria a contradiccion.
Luego la tnica posibilidad es f,(x) =0 paratodo 0<x <k

o

2

S ()

Con la integral del enunciado deducimos el valor de k. Esta integral la resolveremos
mediante sustitucion dos veces:

e4—1=_[7f(x)dx jf(x)dx j (k X)dx F(7)-F(K) (%)

. If( jd _(Z)If( j(zjd ~(-2)] F(u)du=(* (u:k—ng

u? -1 v __1 v __1 v__l u?
J.f(u)du:j—4ue4 du:?j—4ue (—2)du—?_[e dv—7e —7e4
v=4u? >Vv'=8u

(*k) ( 2) -1 4u — ((k—x)lz)2

F(7) —e 4((k- 7)/2) — k- —7)?
F(k)= e4((k—k)/2)2 _e%—1

Volviendo a (*) nos queda la ecuacion

e —1=F(7)-F(K)=e*" 1o e*=e*" < 4=(k-7)2=k=5
Pues la otra solucion k=9 la descartamos pues en dicho caso

e' 1= [ f(x)dx=—[ f(x)dx<0

seria absurdo.

Finalmente,

f(9)= f[5 29) f(=2)=—4(-2)e“?’



16 f(s_fj = £(-3/2)=—4(-3/2)e" '

f (9) - 4(—2)84(72)2 4e4(*2)2—4(73/z)2 a¢”
- 7 = = B
f(8) —4(-3/2)e"?? 3 3 (B)

30 (C) La derivada f'(x) de una funcion derivable f(x) sobre todo el conjunto de
ntmeros reales es f'(x) =sin X/ cosx.

Dado un nimero real positivo a, sea y =g(x) la ecuacion de la recta tangente en el
punto (a, f (a)) asociada a la curva y = f (x).

Sea h(x) = on f (t) —g(t) dt. Si enumeramos por a, todos los nimeros reales positivos a

que son méximos 0 minimos de h(x) en x=a, ordenados de menor a mayor, determina

el valor @x(a(s ~a,).
T

Queremos estudiar la existencia de maximos o minimos de h(x) en x=a, por lo tanto

debemos estudiar su monotonia.

Aplicando el Teorema Fundamental del Célculo, h'(x) = f (X)—g(X) .

Para que h(x) tenga maximo o minimo en x =a es condicion necesaria que h'(a) =0,
pero esto siempre ocurre, pues por construccion de la recta tangente,
h'(a)=f(a)-g(a)=f(a)-f(a)=0

Pero ademas debe haber un cambio de signo en la derivada alrededor de x=a. Si
analizamos visualmente la funcion f(x) y su recta tangente en el punto (a, f(a)), esto
quiere decir que la recta tangente no esta siempre por encima:

o0 siempre por debajo de la grafica de la funcién en un entorno de (a, f (a))_

sino que pasa de estar por debajo a estar por arriba (0 viceversa):

Y esto sucede cuando hay un punto de inflexion para f(x).




Asi pues, en este problema tenemos que determinar y ordenar de menor a mayor todos
los puntos de inflexion de la funcion f (x) para valores positivos de x.

. _ sinxcosx  sinx>0
f'(x) =fsin xjcosx =4 _ =
—sinxcosx sinx<0
1.
=sin 2x 0<x<r
< f'(x) =
—Esin2x T<XL2x

Sin Xcos X 0<x<rx
—sinxcosx m<Xx<L2rx

<:>f'(x):{

En donde hemos aplicado la identidad notable trigonométrica “seno del angulo doble”.
La graficade f'(x) es muy facil de representar, y en ella podemos determinar los
maximos y minimos, que corresponderan a los puntos de inflexion:

Si0<x<r, f'(x):zsm 2x y si la funcidn sin x tiene un maximo en x=— y un
.. 3 , 1. . - Vs
minimo en x:7, entonces f (x)=53|n 2X tendrd un maximo en x=z y un

. 3T
minimo en X = T

Si 7 <x< 2z, porsimetria f'(x) tendrd un maximo en X=27r—%=77” y un minimo
T 5Sr
en X=zwz+—=——-.
4 4
Luego en X=27z+£=9—7zy x=og42F _Ux
4 4 4
Asipues, a, ==, a A LA L P
1 a1 4a 2 4 1 ag 1 4 4 ’ a5 4 ) ae
Y finalmente,
@x(ae—az)zﬁx[zn—i”):looé:l%
V4 T 4 4

Observacion. Aunque en el contexto de esta prueba no es necesario (tal vez ni siquiera
recomendable) representar graficamente la funcion f (x), aqui presento su grafica:



Observamos que la funcion f(x) presenta un punto de inflexion en x = 7z, aunque en
dicho punto su derivada f'(x) presenta un punto anguloso, es decir, no es dos veces
derivable en dicho punto.

Bloque opcional de Geometria.

23 (G) Sean los puntos A=(a,—2,6) y B=(9,2,b) . Si el punto medio del segmento AB
es el punto (4,0,7), determina a+b.

A1 B3 ©5 DO)7 (B

a—+9—4za——1
(4.0.7) = AerB=(aJ2r9’—22+2’642rb]:> 62b
L:7:>b:8

Luego a+b=-1+8=7 (D).

2 2

24 (G) Sabemos que el punto (\/5,— 2 ) pertenece a la elipse %ﬂg =1 . Determina la

pendiente de la recta tangente asociada a esta elipse en dicho punto.

(A)V3  (B)V32 (C)V3/3 (D)V3/4 (E)V3/5

2
l—ﬁ—I\/§ +—(_2) :i+%<:>a2 =9

- a? 6 a’
Primera versién. Directamente.

2 2
X_+y_:1:>@+__2y:1:>@+__y:1:>@_ y

9 6 9 6 9 3 9 3
:3(%—1]=y:> y=%—3

Y la pendiente es ?



Segunda version. Mediante calculo diferencial.

Aislamos y, por comodidad, tomaremos la rama positiva de los valores de y (aunque
sabemos que nuestro punto esta por debajo del eje Y).

2 2 2 2
XY 1eyr=6l1-2 :y=1/6—zi
9 6 9 3
. 1 4
ro-—={-5)
2 lg_ X
3

L IEL

) fo_ 23 :
3

Por simetria de la gréafica, puesto que nuestro punto esta por debajo del eje Y,
cambiaremos el signo de la pendiente, y por tanto la pendiente buscada es V313 (©).

/

25 (G) Dados dos vectores @ y b cumpliendo [a] =11 , ‘5‘=3, ‘25—5‘ =17,

determina ‘é — 5‘ .

(A)\22  (B)\2 (C)3v22 (D)2v2  (E)5V2/2

=4.11-43-b+9=3d-b =9

a-bf =(@-b)(@-b)=a-a-2ab+bb=11-2-9+9=2=
\5—6\:\/5 (B)




27 (G) Sea A un punto perteneciente a la parabola y? =8x de foco F. Sea B el pie de la

perpendicular a su directriz por el punto A, y sean C y D los puntos de corte entre la
recta BF y esta parabola.

Determina el area del triangulo AABD sabiendo que BC =CD. Se supone ademas que
CF <DF y Anoesel origen.

(A) 100V2  (B) 1042 (C)108\2 (D) 112V2 (E) 11632

La ecuacion de la parabolaes y> =8x=4-2x=a=2=F =(2,0),d : x=-2.
Llamaremos C'y D' las respectivas proyecciones de C y D sobre la directriz.

14
12

. A/
10

En el tridngulo ABDD' se cumple

BC =CD = BC'=C'D'= BD'=2BC'= DD'=2CC'
Luego

BC =CD =CF + FD =CC'+DD'=CC'+2CC'=3CC'
Luego en el tridngulo ABDD' se mantiene una relacion BD =3DD'
y por tanto

BF =3F'F=3-4=12
Por Pitagoras,

F'B?=FB?-FF?=122-4°=(3.4) —4°=4*.8= F'B=+42.8=8/2
Sea A:(p,\/ﬁ)

JBp=/42.8=8p=4>.8= AB=p=42=16
Luego A:(16,8\/§), B=(—2,8\/§)

Determinamos la recta BF:
B=(-28V2) L AL0-82 82
F=(20) 2-(-2) 4




BF:y=—2\/§x+b:>0=—2\/§-2+b:>b=4\/§:>

BF :y=—2/2x+42
Encontramos sus puntos de corte con la parabola:

y’ =(—2\/§x+4\/§)Z =2(-2x+4) =8x@{:1

Nos quedamos con la segunda solucién, pues CF < DF , y por tanto
y=-22-4+4J2 =-4J2 = D=(4,-4J2)
Finalmente, en el triangulo AABD, la altura h por el vertice D es igual a

h=42+8J/2 =122

y por tanto

[AABD]=%h-AB =%-12\/§-(2+16) =108+/2 (C)



Enunciados 2025.

1
Determina el valor de 3/5 x 25: .
A1 (B2 (63 (D4 (B)S
2
Dada la funcion f(x) =x®—8x+7, determina Ihlm0 f (2+ hg_ f(2) :
A1 B2 ()3 (D)4 (E)S
3
Sea {a,} una sucesion geométrica en la cual tanto el primer término como la
razén comun k son positivos. Si satisface
&, % 39
a‘Z a‘l
determina el valor de k.
A1 B2 ()3 (D4 (B)S
4
Determina el valor de a para el cual la funcién
5x+a (x<-2)
f()=1 ,
x?—a (x=-2)
es continua en todo IR.
(A)6 (B)7 (C)8 (D)9 (E)10
5
Dada la funcion f (x) = (x* +1)3x? —x), determina f'(1).
(A)8 (B)10 (C)12 (D)14 (E)16
6
. Vs 1 . sin ¢
Si sabemos que cos —+¢ |=——, determina el valor de ————
2 5 1-cos“ ¢
(A)-5 (B)-V5 (C)0 (D)V5 (E)S
7

Dada una funcion polindmica f(x) que cumple
jox f (t)dt =3x% +2x

determina el valor de f(1).



10

11

12

13

(A)7 (B)9 (C)11 (D)13 (E)15

Dados los dos nimeros reales a = 2log L+ log,20 y b=Ilog2, determina

V10

axb.

A1 (B2 (©)3 D4 (E)S

Dada la funcion f(x) =3x*—16x—20, determina el valor de a positivo tal que
a 0
L f (x)dx = L f (x)dx

(A)16 (B)14 (C)12 (D)10 (E)8

Sea la funcion f(x) =acosbx+3 definida en el invervalo [0,27].

Sean a y b dos nimeros naturales para los cuales la funcién anterior presenta un
méaximo igual a 13 en el punto x = /3. Para el par ordenado (a, b), determina
el valor minimo de a+b.

(A)12 (B)14 (C)16 (D)18 (E)20

A partir de un momento t=0, una particula P se mueve en el eje vertical. Su
posicion en el instante t (t>0) es

3
x=t>-=t* -6t
2
Determina la aceleracién de la particula P en el momento en el que cambia su
direccion.

(A6 (B)9 (C)12 (D)15 (E)18

Sea una sucesion {a,} tal que a, =2, y sea una sucesion aritmética {b, } tal que

n a 1 i 5
b, =2, de forma que se cumple > -*-="n?. Determina el valor de > a, .
k=1 Mk+1 k=1

(A)120 (B)125 (C)130 (D)135 (E) 140

Sea f(x) una funcion polindmica cubica con coeficiente del monomio mayor
igual a 1. Sabemos, ademas, que f(1)=f(2)=0y f'(0)=-7.

Dados el origen O y el punto P =(3, f(3)), sea Q el punto distinto de P donde el
segmento de recta OP corta la curva y = f(X).



Sea A el area de la region determinada por la grafica de la curva y = f(x), el eje

Y y el segmento OQ. Sea B el area de la region determinada por la grafica de la
curva y = f(x) y el segmento PQ. Determina B-A.

Y
y=f(z)

(A)37/4 (B)39/4 (C)4l/4 (D)43/4 (E)45/4

14

Tal y como se muestra en la imagen, sea ABC un tridngulo en el que trazamos
un punto D en el lado AB, cumpliendo AD:DB=3:2, sea un punto E en el lado
AC, de forma que ambos puntos pertenecen a la circunferencia O de centro A.
Sabemos ademas que sin A:sin C = 8:5, que la razon entre el area del triangulo
ADE vy el area del triangulo ABC es 9:35 y que el radio de la circunferencia

circunscrita al triangulo ABC es 7. Determina el area maxima que puede tener

un tridngulo PBC donde P pertenece a la circunferencia O. Se supone, ademas,
AB<AC.

B

G
(A) 18+15V3  (B) 24+20V3  (C) 30+25V3 (D) 36+30V3  (E) 4243513

15
Sea f(x) una funcion cuadréatica con coeficiente principal negativo y sea a una
constante (a#3V5). Se define la funcion



16

17

18

19

20

21

X +ax® +15x+7 (x<0)
g(x)_{f(x) (x>0)

Sabemos que:
a) La funcion g(x) es diferenciable en todo el conjunto de nimeros reales.

b) La ecuacion g'(x)xg'(x—4) =0 tiene exactamente cuatro soluciones reales.

Determina g(-2)+9(2).

(A)30 (B)32 (C)34 (D)36 (E)38

Resuelve la siguiente ecuacion:
log,(x—3)=log,(3x-5)

Dada una funcion polinomica f(x) tal que f'(x)=9x*+4xy f(1) =6,
determina f(2).

16
Dada una sucesion {a, | tal que a, +a,., =12, determina > a, .

n=1

Fijado un valor de a real positivo, sabemos que la funcién
f (x) = 2x° —3ax® —12a°x
tiene un maximo local igual a 7/27. Determina el valor de f(3).

x—3
Dada la curva y = (Ej y sea k la abscisa del punto en el que se corta la recta

y =X Yy esta curva.
Sea f(x) la funcién definida en todos los numeros reales satisfaciendo la
siguente condicion:

x-3
Para todos los nimeros reales x>k, f(x)= (%) y f(f(x))=3x.
i 1
Determina el valor de f(W)
X

Dada la funcion f(x) = x* +ax® + bx+4, donde a y b son nimeros enteros,
determina el valor maximo que puede tomar f (1) si la funcion cumple la

siguiente condicion:
, ) . f(2x+1
Para todo nimero real o existe lim ( )



22
Determina la suma de todos los posibles valores de |al| de las sucesiones de

enteros {a, } que satisfacen las siguientes dos condiciones:
a,—3 sila,|esimpar

a) paratodon>1, a ,, =41 )

Za, sia, =00 [a,|espar

2

n

b) El valor minimo de m para el cual [a,|=a,,,,| €s 3.

Bloque optativo de probabilidad.
23 (P)
Determina el coeficiente de x° en la expansion de (x3 + 2)5.
(A)40 (B)50 (C)60 (D)70 (E)80
24 (P)

Dados dos sucesos A y B de los que sabemos que P(A|B)=P(A) ==y

N | =

P(AN B):% , determina P(AUB).

(A)1/2 (B)3/5 (C)7/10 (D)4/5 (E)9/10

25 (P)
En una poblacién que sigue una distribucion normal N(m ,2° ) se toma una

muestra de 256 individuos. El intervalo de confianza para un nivel de confianza
del 95% obtenido para la media muestral es a < m < b. Determina b-a.
En una variable aleatoria Z que sigue una distribucion normal estandar se

cumple P(|z|<1.96)=0.95.
(A)0.49 (B)0.52 (C)0.55 (D)0.58 (E)0.61
28 (P)
Dado el conjunto X = {1,2,3,4,5,6}, determina el nimero de funciones
f : X —> X que cumplen las siguientes condiciones:

a) f(1)x f(6) es un divisor de 6.
b) 2f(1)< f(2)< f(3)< f(4)< f(5)<2f(6)

(A)166 (B)171 (C)176 (D)181 (E)186

Bloque optativo de Calculo diferencial.



23 (C)

2

Determina lim —-—.
x0.sin © X

A1 (B2 (€)3 (D4 (E)S

24 (C)

10 X + 2
Calcula IO

——adx.
X+1

(A) 10+In5 (B) 10+In7 (C) 10+2In3 (D) 10+In11 (E) 10+In13

Bloque optativo de Geometria.

23 (G)
Dados los vectores & =(k,3) y b =(1,2) determina el valor de k si sabemos que
a+30b=(6,9).

A1 B2 ()3 D)4 (B)S

24 (G)
Dada la parabola con vértice (1,0) y directriz x=—1, sabemos que pasa por el
punto (3,a ). Determina el valor de a positivo.

A1 B2 (©)3 (D)4 (B)S

28 (G)
Dado un tridngulo rectdngulo AABC, con AB=8, BC=6, ZABC = % :

determinamos la esfera S de didmetro AC.

Sea el plano que contiene la recta AB y es perpendicular al plano ABC y sea O
la circunferencia interseccion entre dicho plano y la esfera S.

Entre todos los puntos que pertenecen a O, sean P y Q los dos puntos diferentes
que estan a una distancia 4 de la recta AC. Determina la longitud del segmento

PQ.




(A)V43  (B)V47 (C)V51 (D)V55 (E) V59



Respuestas correctas y porcentaje de aciertos 2025.

1 E
2 D
3 E
4 B
5 D
6 E
7 C
8 A
9 D
10 Cc
11 B
12 A
13 E
14 D
15 B
16 7
17 33
18 96
19 41
20 36
21 16
22 64

Probabilidad y estadistica

AP OLOLOWEADEEDRRRERENWLWWLWWWWWDNDN

23 E 2
24 C 3
25 A 3
26 C 3
27 C 3
28 B 4
29 25 4
30 19 4
Célculo diferencial
23 C 2
24 D 3
25 B 3
26 A 3
27 A 3
28 B 4
29 25 4
30 17 4
Geometria

23 C 2
24 D 3
25 C 3
26 A 3
27 A 3
28 D 4
29 107 4
30 316 4

94
92
88
92
89
73
89
76
83
71
79
64
52
31
33
85
86
70
72
6

8

4

76
68
83
29
60
42
34

92
90
83

31
21
18

94
89
83
62
49
33
49
7

Tasa de respuestas correctas mas baja para la pregunta 20 desde el CSAT integrado
Tasa de respuestas correctas mas baja para la pregunta 21 desde el CSAT integrado
Tasa de respuestas correctas mas baja para preguntas de Matematicas 1 desde el CSAT
integrado

El tercer nimero indica el peso del problema en la puntuacion de la prueba.
El cuarto nimero indica el porcentaje de estudiantes que resolvieron el problema.



Soluciones desarrolladas 2025.

1 Determina el valor de 3/5 x 25¢ .

A1 B2 (©3 (D)4 (B)S

Y5x25° =5' x25° =(5x25) =(5°f =5*° =5 (E)

f(2+h)-1(2)
: :

2 Dada la funcion f(x)=x®-8x+7, determina Ihlrr!)

A1l B2 ©3 D4 (BE)S

fm f(2+hh)—f(2):f,(2)

h—0

f(X)=x*-8x+7— f'(X)=3x*-8—> f'(2)=3-22-8=4 (D)

3 Sea {a, } una sucesion geométrica en la cual tanto el primer término como la razén
comun k son positivos. Si satisface

a, a
—4+2-30
a &

determina el valor de k.

A1l B2 ©3 D4 (BE)S

a, >a, =ka, > a, =ka, =k’a, —»a, =k’a,

3
0-3 8 K& Ko k(k+D)=k=5
a2 a1 kal a1 k>0

4 Determina el valor de a para el cual la funcién
5x+a (x<-2)
f(x)=1,
x*—a (x>-2)

es continua en todo IR.

(A6 (B)7 (C)8 (D)9 (E)10

iim £ (x) =|x*-a|_,=(2?-a=4-a

lim f(x)=[5x+a]_,=5(-2)+a=-10+a

X—>—2"

f(-2)=(-2)>2-a=4-a



4-a=-10+a<=l6=2a<=8=a (C)

5 Dada la funcion f (x) = (x? +1)3x? —x), determina f'(1).

(A)8 (B)10 (C)12 (D)14 (E)16

x> +1—> 2x

3x* —x — 6x-1

£1(x) = 2x(3x? = x)+ (x? + 1) 6x 1)

f'(1) =2(3-1)+(1+1)(6-1)=4+10=14 (D)

sin ¢

6 Si sabemos que cos| —+¢ | = 1 , determina el valor de 5
2 5 1-cos“ ¢

(A)-5 (B)-V5 (©)0 D)V5 (E)5

Aplicando la Identidad Fundamental de la Trigonometria:
sing  sing 1
1-cos’¢ sin’¢ sing
Aplicando la identidad “Coseno de la suma”:

_% = cos(% + ¢) = cos(%j cos(p)—sin (%)sin ()=
= 0cos(g)—1sin(¢) = —sin(¢) = sin (p) = %

Luego
sinl(¢) =5 ®

7 Dada una funcion polinémica f(x) que cumple
[ f®dt=3x+2x
determina el valor de f(1).

(A)7 (B)9 (C)11 (D)13 (E)15

Aplicando el Teorema Fundamental del Célculo Diferencial,
F(x) =j: f(£)dt =3x° +2x = f(xX) = F'(x) =9x% + 2
f(1)=9-12+2=11 (C)

8 Dados los dos numeros reales a = 2log L+ log,20 y b=1log2, determina axb.

V10




A1 B2 ()3 D4 (E)S

a=2|ogi+log 20=210g10"? +log, 20 = log(10 2 +log, 20 =
1 2 2 2

J10
=log10™* +log, 20 =—-1+log, 20 = —1+log,(2-10)=-1+log, 2+ log,10 =
=-1+1+log,10=1log,10
axb=Ilog,10log2=1log,2=1 (A)

9 Dada la funcién f(x) =3x* —16x— 20, determina el valor de a positivo tal que
a 0
L f(x)dx = Lg f (x)dx

(A)16 (B)14 (C)12 (D)10 (E)8

fz F(x)dx= " f(x)dx = f’z F)dx+ [ f(x)dx & [ f(x)dx=0

0= " f(x)dx=|x* ~8x> ~ 20x|; =a° —8a’ —20a = a(a” ~8a - 20)=
a=0

=a(a+2)(a-10) = <a=-2
a=10

La unica solucion positiva es a=10 (D).

10 Sea la funcién f(x) =acosbx+3 definida en el invervalo [0,27].
Sean a y b dos nimeros naturales para los cuales la funcién anterior presenta un
méaximo igual a 13 en el punto x=/3. Para el par ordenado (a, b), determina el valor

minimo de a+b.

(A)12 (B)14 (C)16 (D)18 (E)20

f (X) =acosbx+3— f'(x) =—absin bx

0= f'(z/3)=—absin (ﬂ/3b):>sin(7r/3b)=0:>%b =0,7,27,37,47...=
=b=0,3,6,9,12...

Pero para los valores b=3,9... la funcion presenta un minimo, no un maximo, luego nos
tenemos que quedar con los valores b=0,6,12...

Por otro lado, el méximo de la funcion coseno es 1, luego para que f(x)=acosbx+3
alcance un méaximo de 13 se debe cumplir a+3=13 =a =10




Los valores minimos seran a=10, b=6, a+b=16 (C).

11 A partir de un momento t=0, una particula P se mueve en el eje vertical. Su posicion
en el instante t (t>0) es

x:ts—gtz—Gt

Determina la aceleracion de la particula P en el momento en el que cambia su direccion.

(A6 (B)9 (C)12 (D)15 (E)18

En el momento en el que cambia de direccion su velocidad (primera derivada) es cero.
X=3t*-3t-6=0t=-1t=2

El Unico candidato aceptable es t=2. En ese instante la aceleracion viene dada por su
segunda derivada:

X'=6t—-3—>6-2-3=9 (B)

12 Sea una sucesion {a, } tal que a, =2, y sea una sucesion aritmética {b, } tal que
5 a 1
b, =2, de forma que se cumple Z_k ==n?,

k=1 Mk+1 2

5
Determina el valor de ) a, .
k=1

(A)120 (B)125 (C)130 (D)135 (E)140

Aplicamos el sumatorio del enunciado para n=1:

1

ZiZEQizijbz —2a,=2-2=4

k=1 bk+l 2 bz 2
Puesto que b, =2 y b, =4, tenemos una sucesion aritmética de razon 2, es decir,
b, = 2k.
Ahora reescribimos el sumatorio:

1 Z_Zak i :1n & @nzzn 8

2(k+1) 25 k+1 Tk+1

k+l

=~
Il

Luego
a “a 1,1 ) 1
= - ==n"-=(n-1) =n-=-=
n+1 Z k+1 ;bkﬂ 2 2( ) 2
= &, :lnz_l(n_ )2:> &, =n2—(n—1)2
2(n+1) 2 2 n+1

a,=2n"+n-1
Por lo que




13 Sea f(x) una funcion polinébmica cubica con coeficiente del monomio mayor igual
al. Sabemos, ademas, que f()=f(2)=0y f'(0)=-7.

Dados el origen O y el punto P = (3, f(3)), sea Q el punto distinto de P donde el
segmento de recta OP corta la curva y = f(x).

Sea A el area de la region determinada por la gréafica de lacurva y= f(x), eleje Y yel
segmento OQ. Sea B el area de la region determinada por la grafica de la curva

y = f(x) y el segmento PQ. Determina B-A.

Y

(A)37/4 (B)39/4 (C)4l/4 (D)43/4 (E)45/4

f(x)=x*+ax® +bx+c— f'(x) =3x* +2ax+b
~-7=1'(0)=3-0°+2a-0+b=b=-7
0=f()=1"+a-1°-7-1+c=a+c-6
0=f(2)=2+a-2°-7-2+c=8+4a-14+c=4a+c-6
O=a+c-6
0=4a+c-6
Luego la funcion es f(x)=x>-7x+6
f(3)=3"-7-3+6=12

La recta que pasa por O y P tiene por ecuacion y = g(X) = 4x
Determinamos los puntos de corte con la funcion:

}:a=0,c:6



f(X)=x-7x+6=4x<=0=x>-11x+6=(x-3)(x*+3x-2) =0 =

X=3

S -32,32-4.1.(-2) -3+17

X =
2 2

3+\/ﬁ
—

Asi, el punto Q buscado cumple Q= (v, f(v)) con v=—

4 \
v I _ X 11 2 .
A—_fo f(X)—g(x)dx_J.Ox —11x+6dx_{7—5x +6XL_
4
VU ey
4 2

4 3
B :-ff(X)—g(X)dx:_Iv3x3—11x+6 dx:{%—%xz +6x} =

4 4
] B
4 2 4 2
4 4 4
P A NIV I ) I AR
4 2 4 2 4 2

4
3 e 63-2 (g
4 2 4

14 Tal y como se muestra en la imagen, sea ABC un triangulo en el que trazamos un
punto D en el lado AB, cumpliendo AD:DB=3:2, sea un punto E en el lado AC, de
forma que ambos puntos pertenecen a la circunferencia O de centro A.

Sabemos ademas que sin A:sin C = 8:5, que la razon entre el area del triangulo ADE y
el &rea del triangulo ABC es 9:35y que el radio de la circunferencia circunscrita al
triangulo ABC es 7. Determina el area maxima que puede tener un triangulo PBC donde
P pertenece a la circunferencia O. Se supone, ademas, AB<AC.

C

B

(A) 18+15V3  (B) 24+20V3  (C)30+25V3 (D) 36+30V3  (E) 4243543




El triangulo mas grande que podemos construir con un punto P en la circunferencia
corresponde al punto P que se determina con la altura h del triangulo AABC por A,
donde AP=AD=AE:

3

AD 3 AB AD+DB AD DB 2 5 AB 5 3AB
—_—=—= = = + =l+—=—>—=—=>AD=—+—
DB 2 ~AD AD AD  AD 3 3 AD 3 5
Aplicando el Teorema del Seno en AABC ,
smA:smC:BC:s!nA:§38C2§AB

BC AB AB sinC 5 5

[AADE]=%AD - AEsin A

[AABC]:%AB-ACsinA

9 _[AADE]_1/2AD-AEsnA _ 9 AD AE _3AE _ 3_AE _AD
35 [AABC] 1/2AB-ACsinA 35 ABAC 5AC 7 AC AC

pc=TAD _ 73,5 T

3 35 5
De todo esto deducimos que el tridngulo AABC tiene lados AB, AC = % AB y

BC :EAB , es decir, sus lados estan en una proporcién 5:7:8. Con esto ya podemos

deducir el angulo B.

B X 8 C

52 — x2 + h? } 25 = x% + h?

= :49:64—16x+25:>x:§
7 =(8-x)*+h? 49 =64 —16X + X* + h? 2



5/2 1 J3

cosB=—- =3 = B =60°=sin B =sin 60°=— >
Una manera alternativa es aplicando el Teorema del Coseno:

2 2 o2 77 -5 -8 1
7°=5"+8"-2-5-8-c0sB=cosB=————=—

-2-5.8 2
Ahora ya podemos determinar el triangulo mediante Teorema del Seno:
R=PC 1o AC e VP73
sin B J3/2 2

7\/§=AC:%AB:>AB=5\/§

BC=§AB=§5\/§=8\/§
J3 _15

S|nB=L:>h ABsin B=53Y2
AB 2 2

AB S AD——AB=—5\/_ 3V3
AD 3 5

La altura del triangulo APBC serd a=h+ AP =h+ AD =— +3\/_

=%8\/§(%+3\/§j=36+30x/§ (D)

. . , BC
y el area méaxima sera

15 Sea f(x) una funcion cuadrética con coeficiente principal negativo y sea a una
constante (a#3V5). Se define la funcion
000 = {XS +ax? +15x+7 (x<0)
f (X) (x>0)
Sabemos que:
a) La funcion g(x) es diferenciable en todo el conjunto de nimeros reales.

b) La ecuacion g'(x)xg'(x—4) =0 tiene exactamente cuatro soluciones reales.

Determina g(-2)+9(2).

(A)30 (B)32 (C)34 (D)36 (E)38

(oculto temporalmente)

16 Resuelve la siguiente ecuacion:
log,(x—3)=log,(3x-5)




log ,(3x—5) _log ,(3x-5) -
log,4 2

log ,(x—3)=1log,(3x-5)=

2log ,(x—3)=log ,(3x-5) =

log ,(x—3)° =log,(3x-5)= (x-3)* =3x-5=
X*—6X+9=3x-5=x"-9x+14=0=>x=2,x=7

El candidato x =2 no es aceptable pues tendriamos un logaritmo de un nimero
negativo, luego la Unica solucion aceptable es x=7.

En efecto, log,(7—-3)=log,4=1log,2° =2
y log,(3-7-5)=1log 16 =log , 4> =2

17 Dada una funcion polindmica f(x) tal que f'(x)=9x*+4x y f(1) =6, determina
f(2).

f(x):f9x2+4xdx:3x3+2x2 +C
6=1f(1)=31+21"+C=5+C=C=1
f(X)=3x*+2x*+1= f(2)=3-2°+2.22+1=33

16
18 Dada una sucesion {a, | tal que a, +a,,, =12, determina » a, .

n=1

a+a,+a;+a,+a, +a;+a;, +a, =
a+a,+a,+as+a,+a,+a,+a, =12+12+12+12 =48
y de la misma manera
8y +a,,+ay +a,+a;,+a,+a;+a,=43
Luego

16

D a, =48+48=96

n=1



19 Fijado un valor de a real positivo, sabemos que la funcién
f(x) = 2x® —3ax® —12a’x
tiene un maximo local igual a 7/27. Determina el valor de f(3).

+./a® —4(-2a°
£(x) = 6% —6ax—12a® =0 = 6(x —ax—2a?) <> x = W

atv9a’*>%at+3a [x=2a
2 2  |x=-a

f"'(x)=12x—6a

f''(2a)=12(2a)—6a=18a>0

f"(-a)=12(—a)—6a=-18a<0

Luego, por el Criterio de la segunda derivada, el Gnico candidato a maximo local es
X=-a.

% = f(-a) =2(-a)’ —3a(-a)’* —12a*(-a) = -2a°’ -3a’ +12a’ =7a’

2
f(3)=2-3° —3%32 —12@} 3=54-9-4=41

x-3
20 Dada la curva y = (%j y sea k la abscisa del punto en el que se corta la recta

y =X Yy esta curva.
Sea f(x) la funcion definida en todos los numeros reales satisfaciendo la siguente
condicion:

Xx-3
Para todos los nimeros reales x >k, f(x)= (éj y f(f(x))=3x.

Determina el valor de f(ﬁj
X

k-3
Estudiando la funcion g(x) =(3 -k,

5 5

1 3-3 1 0
g(3):(§j —3{%) ~3=1-3=-2<0

Luego podemos garantizar, aplicando el Teorema de Bolzano, que 1<k < 2.

1-3 -2
a() :(1j —1=(1j —1=5—%2—1=52 —1=25-1=24>0




Xx-3
La funcion y= [g} es estrictamente creclente, y la funcién y =X es estrictamente

decreciente. Por lo tanto este punto de corte es Unico. Esto también lo podemos

garantizar observando las respectivas graficas:
Y g=%

Sabemos que se cumple

K
kz(lj 3:5i 1 =5_3:>k.5k=53:>(k_5k)3:(53)3

5 3 T 553 B
:>k3'53k :ngﬁ:é

Luego

{@J _ f(é} - f[(%jm] ~ f(f(12))=312=36

En donde hemos tenido en cuenta que hemos visto al principio que

12>k:>f(12)=(%j _ =(%} .

21 Dada la funcién f(x) = x* +ax® +bx+4, donde a y b son nimeros enteros,
determina el valor méximo que puede tomar f (1) si la funcion cumple la siguiente

condicion:
, ) . f(2x+1
Para todo niimero real o existe lim ( ) .

(oculto temporalmente)

22 Determina la suma de todos los posibles valores de |al| de las sucesiones de enteros
{a,} que satisfacen las siguientes dos condiciones:

a,—3 sila,|esimpar
a) para todon>1, a,,, =
sia, =0 o |a,|es par

n

1
—a
2

b) El valor minimo de m para el cual |a,| =|a,,.,| s 3.

La condicion b equivale a decir que |a,| =|ay| , [a,| = [a,| ¥ |a.] #|as|-
Estudiemos los posibles valores de a,.




a) Si a, es maltiplo de 4, entonces
e NP T ]
2 2 4
En la condicion |a;| =|as| podemos prescindir de los valores absolutos pues ambos
nameros tienen el mismo signo.

a,

a
a,=—2r=3,<a,=0
4

3=>a =6
a,=0=a,= {3
O=a = 0

6>3—->0->0-0
3—->0—0—>0—0 no cumple la condicién b

b) Si a, es par pero no multiplo de 4, entonces
a a
a, :?3—>a5 :a4—3:?3—3

b1) Si a,/2>3«<a,>6 0 a,/2<0< a, <0 entonces no hay cambio de signo entre
a, y ag, y por tanto
ag :%—3:a3 S a;=-b6

-3=>a,=-06
1220 =] "
S N

-9—>-12 »-6 —»>-3——6 Si cumple todas las condiciones
-24 —»-12 —»—-6—>-3——6 Si cumple todas las condiciones

a=-6=a,=

b,) Si 1< a, <5 entonces hay cambio de signo.

la| =|as| & —a; =a; :%—3<:>a3 =2

5=a, =10
p=2=>a,= 7
4=a = 3

10 55525152

1T>452>1>-2

854525152

c) Si a, es impar, entonces
a4za3—3—>a5:a—24:a3T3

€1) a; =3 0 a, <0 no hay cambio de signo, y por tanto

a; —

la| =las| = a; =a; = oa, =-3



a=-3=a,=-="0=a =

3 2 1 {_12
Las sucesiones son

-3—>—-6-—>-3—>—-6—-3 no cumple la condicion b.
-12 - -6 —>-3— -6 —>—3 no cumple la condicion b.

C2) 1<a, <2 hay cambio de signo, y por tanto
a;,—3

lag| =|as| & —a; =a; = Sa, =1

a3:1:a2:2:a1:{4

Las sucesiones son

5—>2-—>1—-2—-1 no cumple la condicion b.
4 —2—>1—->-2—-1nocumple la condicion b.

Luego la suma de los posibles valores de |a1| son: 6+9+24+10+7+8=64

Bloque optativo de probabilidad y estadistica.

23 (P) Determina el coeficiente de x° en la expansion de (x3 + 2)5.

(A)40 (B)50 (C)60 (D)70 (E)80

IREEYH ERS Y MESES

k=0 k=0
En nuestrocaso 3k=6=k =2

5 I
Y el coeficiente que buscamos es (JZS‘Z _ 2 2 _5.2.8-80 (E)

2131

24 (P) Dados dos sucesos A 'y B de los que sabemos que P(A|B)=P(A)==y

N |-

P(AN B):% , determina P(AUB).

(A)12 (B)3/5 (C)7/10 (D)4/5 (E)9/10

LP(AlB):P(AmB): 1/5 :P(B):i:g
2 P(B) P(B) 1/2 5
P(AuB)=P(A)+P(B)—P(AmB)=%+§—%=% (C)




25 (P) En una poblacién que sigue una distribucion normal N(m ,2° ) se toma una

muestra de 256 individuos. El intervalo de confianza para un nivel de confianza del
95% obtenido para la media muestral es a <m < b. Determina b-a.
En una variable aleatoria Z que sigue una distribucion normal estandar se cumple

P(|z|<1.96)=0.95.

(A)0.49 (B)052 (C)0.55 (D)0.58 (E)O0.61

2 4 196
b-—a=Error=2-z 2-1.96 =196—=—-=0.49 (A).
o FJrras{ g s -0

28 (P) Dado el conjunto X = {1,2,3, 4,5, 6}, determina el nmero de funciones
f : X — X que cumplen las siguientes condiciones:
a) f(1)x f(6) es un divisor de 6.

b) 2f(1)< f(2)< f(3)< f(4)< f(5)<2f(6)

(A)166 (B)171 (C)176 (D)181 (E)186

f(1)x f(6) es un divisor de 6 < f(1)x f(6)e{1,2,3,6}

< () 1(6))= 11} 1.2}, 1.3}, & }$$

Por la condicién b sabemos que 2f(1)<2f(6)= f(1)< f(6), luego las opciones
posibles son: f(1)=1, f(6)=1, f(1)=1, f(6)=2, f(1)=1f(6)=3, f(1)=1 (6)=
f(1)=2,f(6)=3.

Aqui utilizaremos la siguiente férmula. Tenemos k nimeros que queremos escribir de

forma ordenada entre un valor minimo a y un valor méximo b:
asn<n,<n,<..<n <D

Sea d =b—a-+1. las opciones posibles son H{ =C/,,,
a) f(1)=1 f(6)=1

Solo hay una: f(n)=

2<f(2)<f(3)< f(4)<f(5)<2

b) f(1)=1 f(6)=

2< f(2)< f(3)< f(4)< f(5)<4
Hi2 o2 =Cl,, =Cl= 299 g5

420 2
c) f(1)=1f(6)=3.
2<f(2)< f(3)< f(4)< f(5)<6

6y




He 241 H5_C4 _C4 8l :8'7'6'5:2.7.2.5=70
Aot a4 4.3.2

d) f(1)=1f(6)=6.
Es el mismo caso que el anterior.

e) f(1)=2,f(6)=3.

4212)< ()= 1(9)< 1)<

6-4+1 4 4 6' 5

H, :H4=C4+3—1=C6 =——=—-=15
a2 2

Asi pues, el total de posibilidades es 1+15+70+70+15 =171 (B)

2,
<

Bloque optativo de Célculo diferencial.

2

23 (C) Determina I|m 3X
osin®x

A1 B2 ©)3 D)4 (BE)S

) X ) 1 1
[im — =Iim =-=1
x>0siNn X x»0cosx 1

3x? . x _ox Y )
Luego lim ——=3lm| — | =3 lim — | =3-1=3 (C)

x-08in © X x>0\ SIn X x>0 SIn X

24 (C)

Calcula I X+2

(A) 10+In5 (B) 10+In7 (C) 10+2In3 (D) 10+In11 (E) 10+In13

[ 2= Fao)-FO = ()

F(x) = jXLZd —Il+mdx=x+ln|x+]j

F(10)=10+In11
F(0)=0+In1=0
(*)=10+Ih11l (D).

Bloque optativo de Geometria.

23 (G) Dados los vectores d =(k,3) y b =(1,2) determina el valor de k si sabemos que
a+30=(6,9).




A1 B2 ©)3 D4 (BE)S

(6,9)=a+30 =(k,3)+312)=(k+39)=6=k+3=k=3 (C)

24 (G) Dada la parabola con vértice (1,0) y directriz x =—1, sabemos que pasa por el
punto (3,a ). Determina el valor de a positivo.

A1 B2 ()3 D4 ([E)S

Determinamos la ecuacion de la parabola:
V =(1,0)

D=-1=1-2=a=2
(y-0F=4-2(x-1) < y*=8(x-1)

Pasa por el punto (3,a), por lo tanto:
a’=8(3-1)=16=a =4 (D)

28 (G) Dado un triangulo rectangulo AABC , con AB=8, BC =6, ZABC =%,

determinamos la esfera S de diametro AC.

Sea el plano que contiene la recta AB y es perpendicular al plano ABC y sea O la
circunferencia interseccion entre dicho plano y la esfera S.

Entre todos los puntos que pertenecen a O, sean P y Q los dos puntos diferentes que
estan a una distancia 4 de la recta AC. Determina la longitud del segmento PQ.

(A)V43  (B)V47 (C)V51 (D)V55 (E)V59

Lo primero que debemos observar es que los puntos P y Q buscados son simétricos
respecto del plano ABC, por lo que solo debemos determinar uno de ellos:




Sea P uno de estos puntos, Sea P' su proyeccién ortogonal sobre la recta AC y sea P" su
proyeccion ortogonal sobre la recta AB.

Sabemos que la circunferencia O tiene como centro el punto N que es el punto medio
del segmento AB. Luego NP=AB/2=8/2=4.

Sean x=NP" e y=PP".
Por Pitagoras,

16 =4* =NP? = x>+ y*
Luego AP'"=4-Xx

Ahora observamos que los triangulos rectangulos AACB y AAP"P' son semejantes,
pues comparten el angulo agudo en el veértice A:



Luego

AC =+/BC?+ AB? =82 +6? =+/100 =10

PP_PFA PP _FA, P'P":EP"A:§P”A:§(4—X)
BC AC 6 10 10 5 5

Ahora aplicamos Pitagoras en el triangulo rectangulo APP'P"':

2 2
16 =42 = PP?=PP"?+P'P"? = y2+(§(4—X)j =16—X2+(§(4—X)j <
2
(3(4 x)j :>x_3(4 x):>x—§

y =16 — x* ]/16 1/6—— 55 \/_

Luego, por simetria, PQ = 27 /55 (D)



