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Presentacion.

Este libro forma parte de mi coleccion de problemas de geometria:
http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria2.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria3.pdf

que son el complemento préactico del libro de teoria:
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf

Para aquellos que empiezan se recomienda el libro
http://www.toomates.net/biblioteca/Geometria.pdf

donde encontrardn problemas de una dificultad mucho més moderada.

En este libro aparecen también algunos problemas de desigualdades
geomeétricas, pero estos se han agrupado en los Temas 10 y sucesivos del
dossier especifico

www.toomates.net/biblioteca/Desigualdades.pdf

Los problemas de trigonometria también se han agrupado en un dossier
especifico:
www.toomates.net/biblioteca/ProblemasTrigonometria.pdf

Todos los problemas se acompafian de sus respectivas soluciones totalmente
desarrolladas, algunas de ellas con dos 0 més versiones diferentes. Siempre se
indica la fuente del enunciado y de la solucion. Si no se indica la fuente, son del
autor de este libro, Gerard Romo, que con ellas pretende ser util, no exhibir
erudicion.

Se acompafia cada problema con una indicacién de su dificultad:

Muy féacil, facil, Medio, Dificil y Muy dificil.
Es una referencia totalmente subjetiva. Por ejemplo, un mismo problema puede
caer de "Muy dificil" a "Muy facil" por el simple hecho de haber realizado uno

similar anteriormente.

Las referencias numeéricas que aparecen en las soluciones (por ejemplo: “6.3.2”
0 “11.6.4”) indican apartados del libro de teoria.
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10.1 IMO 2025 #2

Sean Q y I' circunferencias de centros M y N, respectivamente, tales que el radio

de Q es menor que el radio de I'. Supongamos que las circunferencias Q y I' se cortan
en dos puntos distintos A y B. Larecta MN cortaa Q en Cyal en D, de forma que los
puntos C, M, N y D estan sobre esa recta en ese orden. Sea P el circuncentro del
triangulo ACD. La recta AP corta de nuevo a Q en E # A. La recta AP corta de nuevo a
I'en F # A. Sea H el ortocentro del tridngulo PMN.

Demuestre que la recta paralela a AP que pasa por H es tangente al circuncirculo del
triangulo BEF.

(El ortocentro de un triangulo es el punto de interseccion de sus alturas.)

IMO 2025 #2

Problema solucionado paso a paso en video €3

https://youtu.be/ cwBIfBK314
https://youtu.be/30mHhpKiFj4



https://youtu.be/_cwBIfBK3l4
https://youtu.be/3OmHhpKiFj4

10.2 IGO 2016 Intermediate #5

Sean o y o' circunferencias con puntos de corte A y B. Trazamos la recta tangente a ®
por A que cortard @' en C y la recta tangente a @' por A que cortard ® en D.
Supongamos que la bisectriz interna de ZCAD cortawy ®'enE yenF,
respectivamente, y que la bisectriz externa de ZCAD cortaoy®'en Xe'Y,
respectivamente. Demuestra que la mediatriz del segmento XY es tangente al
circuncirculo del tridngulo BEF.

1GO 2016 Intermediate #5

Problema solucionado paso a paso en video &3

https://youtu.be/30mHhpKiFj4



https://youtu.be/3OmHhpKiFj4

10.3 Oral Moscow Math Olympiad 2009.

Sea AABC un tridngulo (AB<BC) y sea | su incentro. Sea M el punto medio del lado
AC y N el punto medio del arco ABC de la circunferencia circunscrita. Demuestra que

ZIMA=ZINB.

Oral Moscow Math Olympiad 2009

Fuente: https://www.youtube.com/watch?v=RlieTaEGU4s (Michael Greenberg)



https://www.youtube.com/watch?v=RlieTaEGU4s

10.4 OIM 2025 #5.

El triangulo ABC es acutangulo con AB < AC. Sean o la circunferencia inscrita del
triangulo ABC y I' su circunferencia circunscrita. Sea D el punto de tangencia de » con
el lado BC y sea L el punto de o diametralmente opuesto a D. La recta AL corta al lado
BC en el punto E. Sea N el punto medio del arco BC de I' que contiene a A. La recta NL
corta de nuevo a  en el punto K. Demostrar que los puntos A,N,E,K estan en una
misma circunferencia.

OIM 2025 #5

Problema solucionado paso a paso en video €3

https://youtu.be/b10ACa7cGxk



https://youtu.be/b10ACa7cGxk

10.5 Balkan MO 2025 #2.

Sea AABC un tridngulo agudo con ortocentro H y sea D un punto arbitrario en el
interior del lado BC. Supongamos que E y F son puntos de los segmentos AB y AC
respectivamente tales que los cuadrilateros ABDF y ACDE son ciclicos. Sea P el punto
de corte de BE y CE. Sea L el punto de la recta HA tal que LC es tangente al
circuncirculo del triangulo APBC en el punto C. Sea X el punto de corte entre las rectas
BH y CP. Demostrar que D, L y X son colineales.

Balkan MO 2025 #2



10.6 China High School Math League Second Round 2025 #1.

Dado un tridngulo AABC, sea D el punto medio del lado BC y sea P#£A el segundo
punto de corte entre la recta AD y la circunferencia circunscrita de AABC . Trazamos la
circunferencia por B y P y tangente al lado AC, y sea E su punto de corte con el lado
AC. Trazamos la circunferencia por C y por P y tangente al lado AB, y sea F su punto
de corte con el lado AB. Demuestra que las rectas AD, BE y CF son concurrentes.

A

P

China National High School Math League Second Round 2025 #1



10.7 China High School Math League Second Round 2024 #1.

Dado un cuadrilatero convexo ABCD, en el que AC es la bisectriz de #/BAD, sean E 'y
F puntos en los lados BC y CD, respectivamente, tales que EF /BD. SeanPy Q
puntos pertenecientes a las extensiones de FA y EA tales que las circunferencias (ABP)

y (ADQ) son ambas tangentes a AC. Demuestra que B, P, Q y D son cociclicos.

China High School Math League 2024 Round 2 #1



10.8 IGO 2025 Intermediate Level #1.

Dado un trapezoide rectangulo PYXQ (PY L PQ_LQX ), sean Ay B puntos
pertenecientes a la recta PQ tales que ZAYQ = ZBXP =90°. Demuestra que
AAYS ~ ABXS , donde S es la interseccion de las diagonales de dicho trapezoide.

X




10.9 OMEFL 2026 Murcia #3.

Sea | el incentro de un tridngulo ABC en el que los tres lados tienen longitudes distintas.
La recta Al corta de nuevo a la circunferencia circunscrita a AABC en el punto D. La
circunferencia que pasa por los puntos C, D e | corta nuevamente a la recta Bl en el
punto K. Demuestra que el triangulo BKC es isosceles.



10.10 USAMO 2020 #1.

Sea ABC un tridangulo agudo fijo inscrito en una circunferencia o de centro O. Sea X un
punto variable perteneciendo al arco menor AB de w, y sea D el punto de corte de los
segmentos CX y AB. Denotamos por O; y O, los circuncentros de los triangulos ADX y
BDX, respectivamente, determine los puntos X para los cuales el area del triangulo
00;0; es minima.

USAMO 2020 #1



10.1

Primera version.

Vamos a demostrar que la recta tangente al circuncirculo del triAngulo ABEF que pasa
por H es paralela a AP. Por unicidad de los elementos implicados, los dos enunciados
son equivalentes.

Por ser P el centro de la circunferencia circunscrita a ACAD , sera el punto de corte de
las mediatrices de AC, AD y CD

A
En primer lugar prolongamos trazamos la recta AM hasta cortar de nuevo € en A', de
forma que AA' es un diametro de Q. De la misma forma, prolongamos la recta AN hasta
cortar de nuevo I" en el punto A", de forma que AA" es un diametro de I'.

Puesto que M es el punto medio de AA'y N es el punto medio de AA", aplicando el
Teorema del Conector de Puntos Medios del tridngulo tendremos que la recta A'A" es
paralela a MN. Sea T el punto medio del segmento AA'". Sabemos también que
AA'=2MN, luego AT=TA".

Por otro lado, la recta paralela a AD por M cortara A'A" en su punto medio T, y la recta
paralela a AC por N cortara A'A" tambiénen T.

P

Asi pues, ANTM y A’MNT son paralelogramos.

Sea E = APNMT . Veamos que E pertenece a la circunferencia Q.



AP =PD
= AANP = ADNP = ZPAN = /PDN
AN = ND
Por otro lado, PD = PC = ZPDN = /PCN
CP =AD

= APCM = APAM = /PCN = ZPCM = ZMAP
CM =MA

Por otro lado, MT // AD= /PAN = /PET = /MEA

4
Observacion: Una forma elegante de demostrar que Z/MAE = ZEAN es la siguiente: El
triangulo AAND es isdsceles, por lo tanto su altura PN es bisectriz del &ngulo ZAND .
Luego ND es bisectriz del angulo suplementario de ZANC , y por tanto es su bisectriz
exterior. De la misma forma demostramos que MP es la bisectriz exterior del angulo
ZAMN . Asi pues, el punto P es el A-excentro del triangulo AMAN , y por tanto AP es
la bisectriz del angulo Z/MAD.

Asi pues, Z/MEA=ZMAE, y por tanto AMAE es isosceles, luego ME = MA que es el
radio de la circunferencia Q, es decir, E pertenece a dicha circunferencia.

Definimos el punto B=Q " A'A"'. Més adelante demostraremos que este punto es el
punto B definido en el enunciado. Definimos ademas F = NT n AP .

NT // AA'= ZNFE = ZMAE

B=OnNAA"e Q= BA'AE es un cuadrilatero ciclico. Luego

/A"BE = ZA' AE = Z/MAE

Luego LTFE = ZNFE = ZMEA = Z/MAE = ZA' AE = ZEBT , y por tanto el cuadrilatero
TEBF es ciclico.




Observamos que F T", pues por ser BETF ciclico, Z/NFA = /TFE = ZFET = ZFAE,
luego AANF es isosceles, y por tanto FN = AN que es el radio de T", y por tanto
Ferl.

También observamos que B T, pues por ser AEBA' ciclico,

ZA"'BF = ZFET = ZFET = ZFAA", luego AA"FB es ciclico, es decir,

B e (A"FA) =T, pues acabamos de ver que F eT.

Asi pues, B es el segundo punto de corte entre Q y I', y por tanto coincide con el B
definido en el enunciado.

Vamos a demostrar que H es el incentro del triangulo AMNT .
HM L NP

= MH /[ AD
AD L NP

Puesto que, ademas, AN // MT , se deduce que £ TMH = ZNAD

AN = ND luego AADN es isésceles, y por tanto #NAD = ZADN

pero puesto que MH // AD tenemos ZADN = ZADM = Z/DMH = ZNMH .
Con todo esto hemos demostrado que £TMH = ZHMN .

HN 1L MP

= NH // AC = ZMNH = ZACN = ZCAM
AC L MP



Sabemos que A'MNT es un paralelogramo, luego AA'// NT . Por otro lado, sabemos que
CA/INH , luego ZCAM = Z/CAA'= ZHNT .
Con todo esto hemos demostrado que  ZMNH = ZHNT .

De ZTMH = ZHMN y ZMNH = ZHNT se deduce que H es el incentro del triangulo
AMNT , y por tanto HT es bisectriz del &ngulo #/MTN , es decir /MTH = ZHTN .

Por ultimo, puesto que TFBE es un cuadrilatero ciclico, ZETN = ZEBF =2/FET .

De lo anterior se deduce que /MTH = ZHTN = ZFET .

Por lotanto ZETH =ZFET = FE//TH y ZETH = ZEFT, es decir, la recta HT es la
recta tangente a (EFT) por T, y puesto que (EFT)=(EBF), hemos demostrado que la
recta tangente a (EBF) por H es paralela a AP.

Segunda versién.

Nota: esta segunda version se basa en el razonamiento de la segunda solucion del
problema 10.2

En primer lugar vemos que a = ZNAP = Z/MAP . En efecto, puesto que P es el centro
de la circunferencia circunscrita de ACAD, sera el punto de corte de las mediatrices de
los segmentos CA, AD y CD. Puesto que ACAM es isdsceles, la mediatriz de CA es la
bisectriz interior del &ngulo ZCMA, que es la bisectriz exterior del angulo AAMN .
Con el mismo razonamiento demostramos que la mediatriz del segmento AD es la
bisectriz exterior del &ngulo ZANM , luego su punto de corte P sera el A-excentro del
triangulo AAMN , por lo que AP serd bisectriz interior del angulo Z/MAN .
Observamos que NF// AM, pues AANF es un triangulo isosceles, y por tanto

ZAFN = ZFAN = «, luego Z/NFA = /MAF = AM // FN

Con argumentos similares demostramos que ME// AN .
Sea T el punto de corte entre ME y NF.




Veamos ahora que ETFB es un cuadrilatero ciclico.
Esté claro que AMTN es un paralelogramo, luego ZETN = /MAN =2« .

Por otro lado,
ZEBA = /ACE = % ZAME = %(1800—205) =90«

ZABF =180°-ZADF :1800—%4ANF =180°—%(180°—2a)= 90%+¢r

ZFBE = ZFBA— ZEBA=90°+¢ —(90°~a) = 2a:. = ZETM
Luego ETFB es ciclico.

Sea H el ortocentro de ANMP .

MH L PN

= MH // AD, luego /NMH = /NDA = /NAD = /TMH
AD L PN
NH L PM

= NH // AC , luego ZHNM = /NCA = ZCAM = /HNT
AC L PM

De lo anterior se deduce que H es el incentro del triangulo AMNT , pues es el punto de
corte de dos de sus bisectrices. Luego HT es bisectriz del angulo Z/MTN .
Puesto que sabemos que ZETN =2«, se deduce que
/MTH = ZHTN =a = ZFET = HT // EF
y hemos demostramos que HT es tangente a (BEF), tal y como queriamos ver.



10.2

Primera version.

Sean O y O' los centros respectivos de las circunferencias ® y o'

Trazamos la recta OA y sea A'#A su segundo punto de corte con .

Trazamos la recta O’A y sea A"#A su segundo punto de corte con ®'.

Trazamos la recta A'A".

Aplicando el Teorema del conector de puntos medios, puesto que O es el punto medio
de AA'y O'es el punto medio de AA", la recta A'A" sera paralelaa OO'y A'A"=2 00'.
Sea T el punto medio del segmento A'A".

Sabemos que XY L AF, AD 1. AO', AC 1 AO y /DAE = ZEAC . De todo esto se
deduce que ZA'AF = ZFAA".

El punto B pertenece a la recta A'A", pues B e w = ZA'BA=90°,

B ew'= ZABA"=90°, luego ZA'BA=~/ABA"=90° y por tanto los puntos A', By A"
estan alineados.

Sea E =0T m AE . Por el teorema del conector de puntos medios, sabemos que

OT // AA". Luego ZOEA = Z/FET = ZEAO'= ZOAE , y por tanto el triangulo AOAE
es isosceles, luego OA =OE , de donde se deduce que E € w. Con esto garantizamos
que el punto E asi definido corresponde con el punto E tal y como esta definido en el
enunciado.

ZEBT = ZA' AE por ser AEBA' un cuadrilatero ciclico.
ZTBF = Z/A"BF = ZA" AF = Z/OEA = ZFET
Asi pues, ZFET = ZFBT Yy por lo tanto el cuadrilatero ETFB es ciclico.



Finalmente trazamos la recta tangente a (AETFB) por T. Sea P su punto de corte con

XT. Esté claro que ZETP=/EFT = ZFET, luego TP // AE . Pero XY L AE, luego
XY LPT.

Finalmente, sabemos que A'XA = A"YA =90° por Teorema de Tales, luego en el
cuadrilatero XYA"A' tenemos una transversal TP con TP // A'X // A"Y siendo T el
punto medio del lado A'A", luego P sera el punto medio de XY.

Con todo esto hemos demostrado que la tangente a la circunferencia circunscrita a
ABEF es la mediatriz del segmento XY, que es equivalente al problema planteado en el
enunciado.



Segunda version.

Sea T el punto de corte entre XE 'y YF.

Sea a = ZDAE = ZEAC . Por ser AC tangente a ®, ZADE = Z/AXE = ZEAC =« .
Por ser AD tangente a ', ZACF = ZAYF = /DAE =« .

De lo anterior se deduce que £TXY = £TYX luego ATXY es un triangulo isosceles,
TX =TY, y la mediatriz del segmento XY pasa por T.

Las bisectrices internas y externas de un angulo son perpendiculares, luego XY L AF.
Luego AF y la mediatriz del segmento XY son perpendiculares comunes a XY, luego
son paralelas entre ellas.

/EBA=/EXA=«.

/FBA =180°-/FYA =180°-«

Luego £/FBE = Z/FBA—- ZEBA =180°-2«

ZXAE =90°, y por tanto LFET = ZXEA =90°-¢ .

Con el mismo razonamiento, ZFAY =90°, ZEFT = ZAFY =90°-« .

Y por tanto Z/FTE =180°-LTFE — ZTEF =180°-90°+«a —90%+« =2

Asi pues, los angulos ZFBE y ZFTE son suplementarios y por tanto ETFB es ciclico.

Observamos, ademas, que ZEFT = ZFET, luego AFET es isésceles y por tanto
EF=FT.
Con todo esto hemos demostrado que la mediatriz del segmento XY pasa por T, que es

el punto medio del arco EF en la circunferencia (AEFB), y es paralela a EF, luego es
tangente a la circunferencia circunscrita del triangulo AEFB, tal y como queriamos ver.

Fuente: Soluciones oficiales. Compendium IGO pég. 74


http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumIGO.pdf

10.3

Trazamos las rectas MN y Bl, que sabemos que se cortaran en G, el punto medio del
arco AC.

Sea D el punto de contacto entre el incirculo y el lado AC, y por este punto trazamos el
didmetro DH de dicho incirculo. Trazamos la recta BH que cortaré el lado AC en el

punto J.
N

G
Sabemos que, aplicando el “Teorema del didmetro del incirculo” (ver problema 5.43),
que DM=MJ y que IM//HJ.
Sea K el punto de corte entre BJ y MN.
Aplicando el Teorema del Conector de Puntos medios, puesto que DH//MN y DM=MJ,
entonces K es el punto medio de HJ.
Por lo tanto IK//DM, por lo que IKMD es un rectangulo, y por tanto ZIKN es un
angulo recto.
Sabemos que el angulo ZIBN es recto, luego el cuadrilatero IKNB es ciclico.

N

G

Luego ZBNI = Z/BKI vy puesto que IK//DJ, #BKI = ZIMD, tal y como queriamos ver.

Fuente de la solucion: https://www.youtube.com/watch?v=RlieTaEGU4s (Michael Greenberg)



https://www.youtube.com/watch?v=RlieTaEGU4s

10.4

Construimos el cuadrilatero ciclico ANPI exactamente igual como lo hemos hecho en el
problema anterior:

Sea M el punto medio del lado BC.

Aplicando el Teorema del didmetro del incentro (ver problema 5.43) sabemos que
DM=ME y IM//AE.

Sea P el punto de corte entre AE y MN. Sabemos que LP=PE, luego IP//DE, por lo que
IPMD es un rectangulo, luego ZIPM es recto, y puesto que sabemos que ZIAN
también es recto, el cuadrilatero ANPI es ciclico, y su circunferencia circunscrita es el

segmento IN.
N

B\ DY m E /€
Sea Q el punto medio del segmento KL.
Aplicando el Teorema del Conector de Puntos Medios, puesto que | es el punto medio
de LD, QI//KD, y puesto que ZLKD es recto, pues K pertenece a la circunferencia de
didmetro LD, se deduce que ~LQI es recto, y por tanto Q pertenece también a la
circunferencia circunscrita a ANPI.
N
A

& bl [m E /e

Finalmente, aplicando “potencia de un punto”,
AL-LE=AL-2LP=2AL-LP=2NL-LQ=NL-2LQ=NL-LK
y por tanto AENK es ciclico.



10.5

En primer lugar observamos que ZPCD = ZECD = ZEAD

y «PBD = /FBD = Z/FAD

y por tanto «/BPC =180°-~/PBD — ZPCD =180°-~/BAC =180°-/BHC

y por tanto BHPC es ciclico.

Por otro lado, Z/PFD = /BFD = /BAD = Z/EAD = Z/ECD = /PCD, luego PDCD es
ciclico.

Por lo tanto ~DPC = ZDFC = ZABC
Sea A' el punto de corte entre la altura AH y la circunferencia (BHPC).

Se cumple ZA'PC = ZA'HC = ZABC = Z/DPC

Luego los puntos A', D y P estan alineados.

Este problema se resuelve finalmente como aplicacion del Teorema de Pascal
(GA/12.7.1) aplicado al hexagono HCPCAB,con el que queda demostrado que los
puntos L=CCHA, D=BCNPA'y X =PC nBH estan alineados.

Fuente de esta solucién: Soluciones oficiales (BalkanMO pag.161)



http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumBalkanMO.pdf

10.6

Completamos el cuadrilatero ciclico ACPB con los puntos J = AC NBP vy
K=ABNCP.

Por el Teorema de Brocard (GA/13.5.11) sabemos que el tridngulo AKDJ es autopolar,
y que el circuncentro O es su ortocentro, luego

OD LIJK=BC//KJ= JA_CA_JC

KA BA KB

K

Por otro lado, por PoP,
JE?=JP-JB=JC-JA
KF?=KP-KB=KB-KA

Y por tanto
2 2 2 2
(JEszE ~JC-JA JC-CA_ JA (JAj:JE JA L EF//KJ

KE) KF2 KB-KA KB-BA KAZ (KA KF KA

CE _AE N AF AE
FB AF FB CE

y puesto que BC // KJ concluimos que EF // BC =

y finalmente aplicamos el Teorema de Ceva (GA/11.2.1), teniendo en cuenta que
BD=DC,
AF BD CE_AF CE_AF CE _AE CE _

FB DC EA FB EA FB EA CE EA

y por tanto las tres rectas son concurrentes.


http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf

10.7

La clave para solucionar este problema es demostrar que las rectas BP y DQ se cortan
en un punto de AC.
En primer lugar, sea L el punto de corte entre BP y AC.
Puesto que BD//EF, los triangulos ABDC y AEFC estan en posicion de Tales y por
tanto son semejantes. Luego CE/CB =CF /CD.
Sea K el punto de AC tal que BA// EK . De nuevo, ACBA ~ ACEK vy por tanto

CK CE CF

CA CB CD

De CK/CA=CF/CD se deduce que ACDA ~ACFK , es decir, AD // KF .

Por ser AL tangente a (ABP) tenemos /PAL = ~/ABL
Luego ZABL = Z/PAL=/KAF

Por otro lado, ZBAL =180°—~/BAC =180°-ZCAD = ZAKF
Luego ABLA~AAFK

Y por tanto BL




Ahora hacemos todo este desarrollo tomando el punto L'= PQ~ AC, Y con argumentos
DL' AD AL AL'— KE - AD

anélogos llegamos a ADL' A~ AAEK y por tanto = = =
AE AK KE AK

L'

c

De ACBA ~ACEK y ACDA =~ ACFK se deduce que
KE _KC _KF _ «F.AB=KE.AD

AB AC AD

Porlotanto AL = KE-AB _KE-AD

AK AK

=AL'=AL=Al'=>L=L"

Es decir, las rectas BP y DQ se cortan en un punto de la recta AC.

Luego por “potencia de un punto” aplicado a una recta tangente a circunferencias,
AL’ =LP-LB
AL =LQ-LD
Y por tanto los puntos P, Q, D y B son cociclicos, aplicando 10.2.2.

}:> LP-LB=LQ-LD



10.8

Primera version.
En el trapezoide rectangulo PYXQ trazamos la paralela a PQ por S, que cortard PY en
Cy QXen D, ytrazamos la paralela a PY por S que cortara PQ en N.

ZPYS = /SQX QX _QS _XS

PY //QX = — APYS ~ AQXS = 22
ZYPS = /SXQ PY SY SP

Por otro lado,
PQ/ICS

NS /I PY
Puesto que CS=PN llegamos a

QX _Q5 _NQ _ QX _NQ _\xON ~ AYPN = /PYN = ZNXQ
PY SY PN _PY PN

— /NSQ = ZCYS = ANSQ ~ ACYS = > = 37 _ 5@ _ NQ
NQ CS ~SY CS

X
Y,
S
C D
P N Q

En el esquema del enunciado, trazamos la circunferencia w; de diametro AS, cuyo
centro O; es el punto medio del segmento AS, y trazamos la circunferencia o, de
diametro SB, cuyo centro O, es el punto medio del segmento SB.

El punto Y pertenece a @1 y el punto X pertenece a w, por teorema de Tales.
Prolongamos el segmento YP hasta cortar ®; de nuevo en Y'y prolongamos el
segmento XQ hasta cortar w, de nuevo en X'.

Puesto que 0,10, es la mediatriz del segmento SN, esta claro que YP=CY'y XQ=DX,
por otro lado, CS=PN y SQ=NQ, por lo que

AYPN =AY'CS = ZCY'S = ZPYN

AQXN =ADX'S = Z/DX'S = ZQXN

Conloque £YY'S = ZXX'S




Otra forma de verlo es observar que los arcos YS y Y'N son iguales por simetria.
Asi pues,
ZYY'S = LYAS =1/2.Y0,S
ZXX'S = £XBS =1/2/X0,S
Luego ZYY'S = ZXX'S = LYAS = ZXBS y £YO,S = £XO,S
Por ser AYO,S y AXQ,S triangulos isosceles, de £YO,S = £XO,S se deduce que
Z0)YS = £0,SY = Z0,XS = Z0,5X =
ZASY = £0,SY = L0, XS = ZBXS
Asi pues, por el critero AA de semejanza de tridngulos, AAYS ~ ABXS .

Segunda version (Solucion oficial).
Para ver que AAYS ~ ABXS , puesto que ambos triangulos son rectangulos, es suficiente
AY YS

ver que — = ——
BX XS

En primer lugar vemos que £ZYAP = ZQYP = AAPY = AYPQ = AY _PY

YQ PQ
PX _PQ

Y de la misma forma £XBQ = ZQXS = ABQX ~ AXQP = BX ~ OX

O

Luego
AY _AY PX QY PY PQ QY PY QY
BX YQ BX PX PQ QX PX QX PX
Por otro lado, APSY = AXSQ = PY _PS_5Y
QX SX 8Q

=)

y por tanto

(*)=

YS QY _YS QY _YS(QS+YS)_YS(, YS
SQ PX PX SQ PX| SO PX|™ SQ

_YS(, SP)_YS(SX+SP)_YS(PX)_YS
PX\" sx) Px{ sx ) Px\sx) sx

tal y como queriamos ver.




10.9

Sea N el punto medio del segmento BC.

Sabemos que D es el punto de corte entre Al y la mediatriz DN del segmento BC.

Por el Teorema del Tridente, BD=ID=CD, luego en particular ABDI es isosceles en D,
luego ZIBD = ZBID.

Definimos Q como el punto de corte entre Bl y la mediatriz DN.

ZQCD=/QCB+ «/BCD = ZQBC + ZCBD = ZQBD = ZIBD = /BID

Luego hemos demostrado que el cuadrilatero QCDI es ciclico. Luego Q queda
caracterizado como el segundo punto de corte entre la circunferencia que pasa por C, I,
Dy la recta BI, es decir, Q=K y el problema queda resuelto.



10.10

Sabemos que O,0, es mediatriz del segmento SD, luego pasara por su punto medio N.

Sabemos también que O,0 es mediatriz del segmento XB, luego pasara por su punto
medio M.
Se P el punto de corte entre XBy O0, .

Los triangulos APMO, y APNX son triangulos rectangulos compartiendo un angulo
comin ZO,PM = ZXPN luego son semejantes, y por tanto Z/PXN=~/PO,M , luego
£0,0,0 = ZPO,M = ZPXN = Z/BXC = ZBAC

De la misma forma se comprueba que £0,0,0 = ZABC, y por tanto AO,0,0 =~ ABAC

Luego el triangulo AO,0,0 tendra area minima en el punto en el que la razon de
semejanza AOQ,0,0 ~ ABAC es minima.

Observamos que la proyeccion del segmento O,0, sobre el lado AB mide exactamente

AB /2. En efecto, por construccion, la proyeccion perpendicular del punto O, sobre el
lado AB es el punto medio del segmento AD, y la proyeccién perpendicular del punto
O, sobre el lado AB es el punto medio del segmento BD




Por lo tanto, siempre se cumplira O,0, Z%AB :

La igualdad correspondera al valor minimo. Vamos a ver que este punto lo
encontramos cuando CX es la altura de AABC, es decir, cuando #BDC =90°.

En este caso los triangulos AADX y ABDX son rectangulos y por tanto sus respectivos
circuncentros son los puntos medios de las hipotenusas. Por lo tanto, aplicando el
Teorema del Punto Medio,

00, // AB y 00, = % AB
Y por tanto, en este caso,

[A0,0,0]= (%jZ[ABAC] = %[ABAC]

que es el &rea minima posible.



