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Los libros de Toomates son materiales digitales y gratuitos. Son digitales porque están pensados para ser consultados mediante un 
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Presentación. 
 

Este libro forma parte de mi colección de  problemas de geometría: 

  http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria.pdf 

http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria2.pdf 

http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria3.pdf 

 

que son el complemento práctico del libro de teoría: 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf 

 

Para aquellos que empiezan se recomienda el libro 

http://www.toomates.net/biblioteca/Geometria.pdf 

 

donde encontrarán problemas de una dificultad mucho más moderada. 

 

 

 

En este libro aparecen también algunos problemas de desigualdades 

geométricas, pero estos se han agrupado en los Temas 10 y sucesivos del 

dossier específico 

www.toomates.net/biblioteca/Desigualdades.pdf 

 

 

Los problemas de trigonometría también se han agrupado en un dossier 

específico: 

www.toomates.net/biblioteca/ProblemasTrigonometria.pdf 

 

 

Todos los problemas se acompañan de sus respectivas soluciones totalmente 

desarrolladas, algunas de ellas con dos o más versiones diferentes. Siempre se 

indica la fuente del enunciado y de la solución. Si no se indica la fuente, son del 

autor de este libro, Gerard Romo, que con ellas pretende ser útil, no exhibir 

erudición. 

 

Se acompaña cada problema con una indicación de su dificultad: 

 

Muy fácil, fácil, Medio, Difícil y Muy difícil. 

 

Es una referencia totalmente subjetiva. Por ejemplo, un mismo problema puede 

caer de "Muy dificil" a "Muy fácil" por el simple hecho de haber realizado uno 

similar anteriormente. 

 

Las referencias numéricas que aparecen en las soluciones (por ejemplo: “6.3.2” 

o “11.6.4”) indican apartados del libro de teoría.  

http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria2.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria3.pdf
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http://www.toomates.net/biblioteca/Geometria.pdf
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10.1 IMO 2025 #2 
 

 

Sean Ω y Γ circunferencias de centros M y N, respectivamente, tales que el radio 

de Ω es menor que el radio de Γ. Supongamos que las circunferencias Ω y Γ se cortan 

en dos puntos distintos A y B. La recta MN corta a Ω en C y a Γ en D, de forma que los 

puntos C, M, N y D están sobre esa recta en ese orden. Sea P el circuncentro del 

triángulo ACD. La recta AP corta de nuevo a Ω en E ≠ A. La recta AP corta de nuevo a 

Γ en F ≠ A. Sea H el ortocentro del triángulo PMN. 

Demuestre que la recta paralela a AP que pasa por H es tangente al circuncírculo del 

triángulo BEF. 

 

(El ortocentro de un triángulo es el punto de intersección de sus alturas.) 

 
IMO 2025 #2 

 

 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/_cwBIfBK3l4  

https://youtu.be/3OmHhpKiFj4 

 

 

 

https://youtu.be/_cwBIfBK3l4
https://youtu.be/3OmHhpKiFj4


10.2 IGO 2016 Intermediate #5 
 

 

Sean ω y ω' circunferencias con puntos de corte A y B. Trazamos la recta tangente a ω 

por A que cortará ω' en C y la recta tangente a ω' por A que cortará ω en D.  

Supongamos que la bisectriz interna de CAD  corta ω y ω' en E y en F, 

respectivamente, y que la bisectriz externa de CAD  corta ω y ω' en X e Y, 

respectivamente. Demuestra que la mediatriz del segmento XY es tangente al 

circuncírculo del triángulo BEF. 

 

 
 

 
IGO 2016 Intermediate #5 

 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/3OmHhpKiFj4  

 

 

 

  

https://youtu.be/3OmHhpKiFj4


10.3 Oral Moscow Math Olympiad 2009. 
 

 

Sea ABC  un triángulo (AB<BC) y sea I su incentro. Sea M el punto medio del lado 

AC y N el punto medio del arco ABC de la circunferencia circunscrita. Demuestra que 

INBIMA  . 

 

 
 

Oral Moscow Math Olympiad 2009 

 
Fuente: https://www.youtube.com/watch?v=RlieTaEGU4s  (Michael Greenberg) 

 

 

  

https://www.youtube.com/watch?v=RlieTaEGU4s


10.4 OIM 2025 #5. 
 

 

El triángulo ABC es acutángulo con AB < AC. Sean ω la circunferencia inscrita del 

triángulo ABC y Γ su circunferencia circunscrita. Sea D el punto de tangencia de ω con 

el lado BC y sea L el punto de ω diametralmente opuesto a D. La recta AL corta al lado 

BC en el punto E. Sea N el punto medio del arco BC de Γ que contiene a A. La recta NL 

corta de nuevo a ω en el punto K. Demostrar que los puntos A,N,E,K están en una 

misma circunferencia. 

 
OIM 2025 #5 

 

 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/b10ACa7cGxk 

 

 

 

 

  

https://youtu.be/b10ACa7cGxk


10.5 Balkan MO 2025 #2. 
 

 

Sea ABC  un triángulo agudo con ortocentro H y sea D un punto arbitrario en el 

interior del lado BC. Supongamos que E y F son puntos de los segmentos AB y AC 

respectivamente tales que los cuadriláteros ABDF y ACDE son cíclicos. Sea P el punto 

de corte de BE y CE. Sea L el punto de la recta HA tal que LC es tangente al 

circuncírculo del triángulo PBC  en el punto C. Sea X el punto de corte entre las rectas 

BH y CP. Demostrar que D, L y X son colineales. 

 

 
Balkan MO 2025 #2 

 

  



10.6 China High School Math League Second Round 2025 #1. 
 

Dado un triángulo ABC , sea D el punto medio del lado BC y sea P≠A el segundo 

punto de corte entre la recta AD y la circunferencia circunscrita de ABC . Trazamos la 

circunferencia por B y P y tangente al lado AC, y sea E su punto de corte con el lado 

AC. Trazamos la circunferencia por C y por P y tangente al lado AB, y sea F su punto 

de corte con el lado AB. Demuestra que las rectas AD, BE y CF son concurrentes. 

 

 
 

China National High School Math League Second Round 2025 #1 

 

 

 

 

  



10.7 China High School Math League Second Round 2024 #1. 
 

 

Dado un cuadrilátero convexo ABCD, en el que AC es la bisectriz de BAD , sean E y 

F puntos en los lados BC y CD, respectivamente, tales que BDEF // . Sean P y Q 

puntos pertenecientes a las extensiones de FA y EA tales que las circunferencias  ABP  

y  ADQ  son ambas tangentes a AC. Demuestra que B, P, Q y D son cocíclicos. 

 

 
 

 
China High School Math League 2024 Round 2  #1 

 

  



10.8 IGO 2025 Intermediate Level #1. 
 

 

Dado un trapezoide rectángulo PYXQ ( QXPQPY  ), sean A y B puntos 

pertenecientes a la recta PQ tales que º90 BXPAYQ . Demuestra que 

BXSAYS  , donde S es la intersección de las diagonales de dicho trapezoide. 

 

 
 

 

 



10.9 OMEFL 2026 Murcia #3. 
 

 

Sea I el incentro de un triángulo ABC en el que los tres lados tienen longitudes distintas. 

La recta AI corta de nuevo a la circunferencia circunscrita a ABC  en el punto D. La 

circunferencia que pasa por los puntos C, D e I corta nuevamente a la recta BI en el 

punto K. Demuestra que el triángulo BKC es isósceles. 

 

 

 

 

  



10.10 USAMO 2020 #1. 
 

 

Sea ABC un triángulo agudo fijo inscrito en una circunferencia ω de centro O. Sea X un 

punto variable perteneciendo al arco menor AB de ω, y sea D el punto de corte de los 

segmentos CX y AB. Denotamos por O1 y O2 los circuncentros de los triángulos ADX y 

BDX, respectivamente, determine los puntos X para los cuales el área del triángulo 

OO1O2 es mínima. 

 
USAMO 2020 #1 

 

 

  



10.1 
 

Primera versión. 

Vamos a demostrar que la recta tangente al circuncírculo del triángulo BEF  que pasa 

por H es paralela a AP. Por unicidad de los elementos implicados, los dos enunciados 

son equivalentes. 

 

Por ser P el centro de la circunferencia circunscrita a CAD , será el punto de corte de 

las mediatrices de AC, AD y CD.  

 
En primer lugar prolongamos trazamos la recta AM hasta cortar de nuevo Ω en A', de 

forma que AA' es un diámetro de Ω. De la misma forma, prolongamos la recta AN hasta 

cortar de nuevo Γ en el punto A'', de forma que AA'' es un diámetro de Γ. 

Puesto que M es el punto medio de AA' y N es el punto medio de AA'', aplicando el 

Teorema del Conector de Puntos Medios del triángulo tendremos que la recta A'A'' es 

paralela a MN. Sea T el punto medio del segmento AA'. Sabemos también que 

AA'=2MN, luego A'T=TA''.  

 

Por otro lado, la recta paralela a AD por M cortará A'A'' en su punto medio T, y la recta 

paralela a AC por N cortará A'A'' también en T. 

 

 
 

Así pues, ANTM y A’MNT son paralelogramos. 

 

Sea MTAPE  . Veamos que E pertenece a la circunferencia Ω. 



 PDNPANDNPANP
NDAN

PDAP









 

Por otro lado, PCNPDNPCPD   

MAPPCMPCNPAMPCM
MACM

ADCP









 

Por otro lado, MEAPETPANADMT //  

 
Observación: Una forma elegante de demostrar que EANMAE  es la siguiente: El 

triángulo AND  es isósceles, por lo tanto su altura PN es bisectriz del ángulo AND . 

Luego ND es bisectriz del ángulo suplementario de ANC , y por tanto es su bisectriz 

exterior. De la misma forma demostramos que MP es la bisectriz exterior del ángulo 

AMN . Así pues, el punto P es el A-excentro del triángulo MAN , y por tanto AP es 

la bisectriz del ángulo MAD . 

 

Así pues, MAEMEA  , y por tanto MAE  es isósceles, luego MAME   que es el 

radio de la circunferencia Ω, es decir, E pertenece a dicha circunferencia. 

 

Definimos el punto ''' AAB  . Más adelante demostraremos que este punto es el 

punto B definido en el enunciado. Definimos además APNTF  . 

 

MAENFEAANT '//  

AEBAAAB ''''   es un cuadrilátero cíclico. Luego 

MAEAEABEA  '''  
Luego EBTAEAMAEMEANFETFE  ' , y por tanto el cuadrilátero 

TEBF es cíclico. 

 



Observamos que F , pues por ser BETF cíclico, FAEFETTFENFA  , 

luego ANF es isósceles, y por tanto ANFN   que es el radio de  , y por tanto 

F . 

 

También observamos que B , pues por ser AEBA' cíclico, 

'''' FAAFETFETBFA  , luego AA''FB es cíclico, es decir, 

 )''( FAAB , pues acabamos de ver que F . 

Así pues, B es el segundo punto de corte entre Ω y Γ, y por tanto coincide con el B 

definido en el enunciado. 

 

 
 

Sea ahora H el ortocentro del triángulo MNF . 

 
 

Vamos a demostrar que H es el incentro del triángulo MNT . 

ADMH
NPAD

NPHM
//








 

Puesto que, además, MTAN // , se deduce que NADTMH   

NDAN   luego ADN  es isósceles, y por tanto ADNNAD   

pero puesto que ADMH //  tenemos NMHDMHADMADN  .  

Con todo esto hemos demostrado que HMNTMH  . 

CAMACNMNHACNH
MPAC

MPHN









//  



Sabemos que A'MNT es un paralelogramo, luego NTAA //' . Por otro lado, sabemos que 

NHCA // , luego HNTCAACAM  ' . 

Con todo esto hemos demostrado que  HNTMNH  . 

 

De HMNTMH   y HNTMNH   se deduce que H es el incentro del triángulo 

MNT , y por tanto HT es bisectriz del ángulo MTN , es decir HTNMTH  . 

 

Por último, puesto que TFBE es un cuadrilátero cíclico, FETEBFETN  2 . 

De lo anterior se deduce que FETHTNMTH  . 

Por lo tanto  THFEFETETH //  y EFTETH  , es decir, la recta HT es la 

recta tangente a (EFT) por T, y puesto que (EFT)=(EBF), hemos demostrado que la 

recta tangente a (EBF) por H es paralela a AP.  

 

Segunda versión. 

 

Nota: esta segunda versión se basa en el razonamiento de la segunda solución del 

problema 10.2 

 

En primer lugar vemos que MAPNAP  . En efecto, puesto que P es el centro 

de la circunferencia circunscrita de CAD , será el punto de corte de las mediatrices de 

los segmentos CA, AD y CD.  Puesto que CAM  es isósceles, la mediatriz de CA es la 

bisectriz interior del ángulo CMA , que es la bisectriz exterior del ángulo AMN . 

Con el mismo razonamiento demostramos que la mediatriz del segmento AD es la 

bisectriz exterior del ángulo ANM , luego su punto de corte P será el A-excentro del 

triángulo AMN , por lo que AP será bisectriz interior del ángulo MAN . 

Observamos que AMNF // , pues ANF  es un triángulo isósceles, y por tanto 

 FANAFN , luego FNAMMAFNFA //  

Con argumentos similares demostramos que ANME // . 

Sea T el punto de corte entre ME y NF. 

 

 



Veamos ahora que ETFB es un cuadrilátero cíclico. 

Está claro que AMTN es un paralelogramo, luego 2 MANETN . 

Por otro lado,  

    º902º180
2

1

2

1
AMEACEEBA  

    º902º180
2

1
º180

2

1
º180º180 ANFADFABF  

  ETMEBAFBAFBE   2º90º90  

Luego ETFB es cíclico. 

 

Sea H el ortocentro de NMP . 

 

ADMH
PNAD

PNMH
//








, luego TMHNADNDANMH   

ACNH
PMAC

PMNH
//








, luego HNTCAMNCAHNM   

De lo anterior se deduce que H es el incentro del triángulo MNT , pues es el punto de 

corte de dos de sus bisectrices. Luego HT es bisectriz del ángulo MTN . 

Puesto que sabemos que 2ETN , se deduce que 

 EFHTFETHTNMTH //   

y hemos demostramos que HT es tangente a  BEF , tal y como queríamos ver.  



10.2 
 

Primera versión. 

Sean O y O' los centros respectivos de las circunferencias ω y ω'.  

Trazamos la recta OA y sea A'≠A su segundo punto de corte con ω. 

Trazamos la recta O’A y sea A''≠A su segundo punto de corte con ω'. 

Trazamos la recta A'A''.  

Aplicando el Teorema del conector de puntos medios, puesto que O es el punto medio 

de AA' y O' es el punto medio de AA'', la recta A'A'' será paralela a OO' y A'A''=2 OO'. 

Sea T el punto medio del segmento A'A''.   

 

 
 

Sabemos que AFXY  , 'AOAD  , AOAC   y EACDAE  . De todo esto se 

deduce que ''' FAAAFA  . 

El punto B pertenece a la recta A'A'', pues º90'  BAAB  , 

º90'''  ABAB  , luego º90'''  ABABAA  y por tanto los puntos A', B y A'' 

están alineados. 

Sea AEOTE  . Por el teorema del conector de puntos medios, sabemos que 

''// AAOT . Luego OAEEAOFETOEA  ' , y por tanto el triángulo OAE  

es isósceles, luego OEOA  , de donde se deduce que E . Con esto garantizamos 

que el punto E así definido corresponde con el punto E tal y como está definido en el 

enunciado. 

 

AEAEBT '  por ser AEBA' un cuadrilátero cíclico. 

FETOEAAFABFATBF  ''''  

Así pues, FBTFET   y por lo tanto el cuadrilátero ETFB es cíclico. 

 



 
 

Finalmente trazamos la recta tangente a  ETFB  por T. Sea P su punto de corte con 

XT. Está claro que FETEFTETP  , luego AETP // . Pero AEXY  , luego 

PTXY  . 

 

 
 

Finalmente, sabemos que º90'''  YAAXAA  por Teorema de Tales, luego en el 

cuadrilátero XYA''A' tenemos una transversal TP con YAXATP ''//'//  siendo T el 

punto medio del lado A'A'', luego P será el punto medio de XY.  

Con todo esto hemos demostrado que la tangente a la circunferencia circunscrita a 

BEF  es la mediatriz del segmento XY, que es equivalente al problema planteado en el 

enunciado. 

 



Segunda versión. 

Sea T el punto de corte entre XE y YF. 

Sea EACDAE  . Por ser AC tangente a ω,  EACAXEADE . 

Por ser AD tangente a ω',  DAEAYFACF . 

De lo anterior se deduce que TYXTXY   luego TXY es un triángulo isósceles,  

TYTX  , y la mediatriz del segmento XY pasa por T. 

Las bisectrices internas y externas de un ángulo son perpendiculares, luego AFXY  . 

Luego AF y la mediatriz del segmento XY son perpendiculares comunes a XY, luego 

son paralelas entre ellas. 

 

 
 

 EXAEBA . 

 º180º180 FYAFBA  

Luego 2º180  EBAFBAFBE  

º90XAE , y por tanto  º90XEAFET . 

Con el mismo razonamiento, º90FAY ,  º90AFYEFT . 

Y por tanto  2º90º90º180º180  TEFTFEFTE  

Así pues, los ángulos FBE  y FTE  son suplementarios y por tanto ETFB es cíclico. 

 

Observamos, además, que FETEFT  , luego FET  es isósceles y por tanto 

FTEF  . 

Con todo esto hemos demostrado que la mediatriz del segmento XY pasa por T, que es 

el punto medio del arco EF en la circunferencia  EFB , y es paralela a EF, luego es 

tangente a la circunferencia circunscrita del triángulo EFB , tal y como queríamos ver. 

 
Fuente: Soluciones oficiales. Compendium IGO pág. 74 

  

http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumIGO.pdf


10.3 
 

Trazamos las rectas MN y BI, que sabemos que se cortarán en G, el punto medio del 

arco AC. 

Sea D el punto de contacto entre el incírculo y el lado AC, y por este punto trazamos el 

diámetro DH de dicho incírculo. Trazamos la recta BH que cortará el lado AC en el 

punto J. 

 
Sabemos que, aplicando el “Teorema del diámetro del incírculo” (ver problema 5.43), 

que DM=MJ y que IM//HJ. 

Sea K el punto de corte entre BJ y MN. 

Aplicando el Teorema del Conector de Puntos medios, puesto que DH//MN y DM=MJ, 

entonces K es el punto medio de HJ. 

Por lo tanto IK//DM, por lo que IKMD es un rectángulo, y por tanto IKN  es un 

ángulo recto. 

Sabemos que el ángulo IBN  es recto, luego el cuadrilátero IKNB es cíclico. 

 

 
 

Luego BKIBNI   y puesto que IK//DJ, IMDBKI  , tal y como queríamos ver. 

 
Fuente de la solución: https://www.youtube.com/watch?v=RlieTaEGU4s  (Michael Greenberg) 

 

  

https://www.youtube.com/watch?v=RlieTaEGU4s


10.4 
 

Construimos el cuadrilátero cíclico ANPI exactamente igual como lo hemos hecho en el 

problema anterior:  

Sea M el punto medio del lado BC.  

Aplicando el Teorema del diámetro del incentro (ver problema 5.43) sabemos que 

DM=ME y IM//AE. 

Sea P el punto de corte entre AE y MN. Sabemos que LP=PE, luego IP//DE, por lo que 

IPMD es un rectángulo, luego IPM  es recto, y puesto que sabemos que IAN  

también es recto, el cuadrilátero ANPI es cíclico, y su circunferencia circunscrita es el 

segmento IN. 

 
Sea Q el punto medio del segmento KL.  

Aplicando el Teorema del Conector de Puntos Medios, puesto que I es el punto medio 

de LD, QI//KD, y puesto que LKD  es recto, pues K pertenece a la circunferencia de 

diámetro LD, se deduce que LQI  es recto, y por tanto Q pertenece también a la 

circunferencia circunscrita a ANPI. 

 
 

Finalmente, aplicando “potencia de un punto”, 
LKNLLQNLLQNLLPALLPALLEAL  2222  

y por tanto AENK es cíclico. 



10.5 
 

En primer lugar observamos que EADECDPCD   

y FADFBDPBD   

y por tanto BHCBACPCDPBDBPC  º180º180º180  

y por tanto BHPC es ciclico. 

Por otro lado, PCDECDEADBADBFDPFD  , luego PDCD es 

cíclico. 

 
Por lo tanto ABCDFCDPC   

Sea A' el punto de corte entre la altura AH y la circunferencia  BHPC . 

 

 
 

Se cumple DPCABCHCAPCA  ''  

 

Luego los puntos A', D y P están alineados.  

Este problema se resuelve finalmente como aplicación del Teorema de Pascal 

(GA/12.7.1) aplicado al hexágono HCPCAB,con el que queda demostrado que los 

puntos  HACCL  , 'PABCD   y BHPCX   están alineados. 

 
Fuente de esta solución: Soluciones oficiales (BalkanMO pág.161) 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumBalkanMO.pdf


10.6 
 

Completamos el cuadrilátero cíclico ACPB con los puntos BPACJ   y 

CPABK  . 

Por el Teorema de Brocard (GA/13.5.11) sabemos que el triángulo KDJ  es autopolar, 

y que el circuncentro O es su ortocentro, luego 

KB

JC

BA

CA

KA

JA
KJBCJKOD  //  

  

 
 

Por otro lado, por PoP, 

JAJCJBJPJE 2  

KAKBKBKPKF 2
 

 

Y por tanto 

KJEF
KA

JA

KF

JE

KA

JA

KA

JA

BAKB

CAJC

KAKB

JAJC

KF

JE

KF

JE
//

2

2

2

2

22




























 

 

y puesto que KJBC //  concluimos que 
CE

AE

FB

AF

AF

AE

FB

CE
BCEF //  

 

y finalmente aplicamos el Teorema de Ceva (GA/11.2.1), teniendo en cuenta que 

BD=DC, 

1
EA

CE

CE

AE

EA

CE

FB

AF

EA

CE

FB

AF

EA

CE

DC

BD

FB

AF
 

 

y por tanto las tres rectas son concurrentes. 

  

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf


10.7 
 

La clave para solucionar este problema es demostrar que las rectas BP y DQ se cortan 

en un punto de AC. 

En primer lugar, sea L el punto de corte entre BP y AC.  

Puesto que BD//EF, los triángulos BDC y EFC  están en posición de Tales y por 

tanto son semejantes. Luego CDCFCBCE //  . 

Sea K el punto de AC tal que EKBA // . De nuevo, CEKCBA   y por tanto 

CD

CF

CB

CE

CA

CK
  

 

De CDCFCACK //   se deduce que CFKCDA  , es decir, KFAD // . 

 

Por ser AL tangente a  ABP  tenemos ABLPAL   

 Luego KAFPALABL   

Por otro lado, AKFCADBACBAL  º180º180  

Luego AFKBLA   

 

 
 

Y por tanto 
AK

ABKF
AL

KF

AL

AK

AB

AF

BL 
  

  



Ahora hacemos todo este desarrollo tomando el punto ACPQL ' , y con argumentos 

análogos llegamos a AEKADL  '  y por tanto  
AK

ADKE
AL

KE

AL

AK

AD

AE

DL 
 '

'
 

 

 
 

De CEKCBA   y CFKCDA  se deduce que 

ADKEABKF
AD

KF

AC

KC

AB

KE
  

Por lo tanto  ''' LLALALAL
AK

ADKE

AK

ABKF
AL 





  

 

Es decir, las rectas BP y DQ se cortan en un punto de la recta AC. 

 
Luego  por “potencia de un punto” aplicado a una recta tangente a circunferencias,  

LDLQLBLP
LDLQAL

LBLPAL












2

2

 

Y por tanto los puntos P, Q, D y B son cocíclicos, aplicando 10.2.2. 

  



10.8 
Primera versión. 

En el trapezoide rectángulo PYXQ  trazamos la paralela a PQ por S, que cortará PY en 

C y QX en D, y trazamos la paralela a PY por S que cortará PQ en N. 

SP

XS

SY

QS

PY

QX
QXSPYS

SXQYPS

SQXPYS
QXPY 








//  

Por otro lado,  

CS

NQ

SY

SQ

CS

SY

NQ

SQ
CYSNSQCYSNSQ

PYNS

CSPQ






//

//
 

Puesto que CS=PN llegamos a 

NXQPYNYPNXQN
PN

NQ

PY

QX

PN

NQ

SY

QS

PY

QX
  

 
En el esquema del enunciado, trazamos la circunferencia ω1 de diámetro AS, cuyo 

centro O1 es el punto medio del segmento AS, y trazamos la circunferencia ω2 de 

diámetro SB, cuyo centro O2 es el punto medio del segmento SB. 

El punto Y pertenece a ω1 y el punto X pertenece a ω2  por teorema de Tales. 

Prolongamos el segmento YP hasta cortar ω1 de nuevo en Y' y prolongamos el 

segmento XQ hasta cortar ω2 de nuevo en X'.  

 

Puesto que O1O2 es la mediatriz del segmento SN, está claro que YP=CY' y XQ=DX', 

por otro lado, CS=PN y SQ=NQ, por lo que  

PYNSCYCSYYPN  ''  

QXNSDXSDXQXN  ''  

Con lo que SXXSYY ''   

 

 
 



Otra forma de verlo es observar que los arcos YS y Y'N son iguales por simetría. 

Así pues, 

SXOXBSSXX

SYOYASSYY

2

1

2/1'

2/1'




 

Luego XBSYASSXXSYY  ''  y SXOSYO 21   

Por ser SYO1  y SXO2  triángulos isósceles, de SXOSYO 21   se deduce que 

BXSXSOSYOASY

SXOXSOSYOYSO





21

2211
 

Así pues, por el critero AA de semejanza de triángulos, BXSAYS  . 

 

Segunda versión (Solución oficial). 

Para ver que BXSAYS  , puesto que ambos triángulos son rectángulos, es suficiente 

ver que 
XS

YS

BX

AY
  

En primer lugar vemos que 
PQ

PY

YQ

AY
YPQAPYQYPYAP   

Y de la misma forma 
QX

PQ

BX

PX
XQPBQXQXSXBQ   

 

 
 

Luego 

(*)
PX

QY

QX

PY

PX

QY

QX

PQ

PQ

PY

PX

QY

BX

PX

YQ

AY

BX

AY
 

Por otro lado, 
SQ

SY

SX

PS

QX

PY
XSQPSY   

y por tanto 

SX

YS

SX

PX

PX

YS

SX

SPSX

PX

YS

SX

SP

PX

YS

SQ

YS

PX

YS

SQ

YSQS

PX

YS

SQ

QY

PX

YS

PX

QY

SQ

YS

















 



























 


1

1(*)

 

tal y como queríamos ver. 

 

  



10.9 
 

Sea N el punto medio del segmento BC. 

Sabemos que D es el punto de corte entre AI y la mediatriz DN del segmento BC. 

Por el Teorema del Tridente, BD=ID=CD, luego en particular BDI  es isósceles en D, 

luego BIDIBD  . 

Definimos Q como el punto de corte entre BI y la mediatriz DN. 

 

 
 

BIDIBDQBDCBDQBCBCDQCBQCD   

Luego hemos demostrado que el cuadrilátero QCDI es cíclico. Luego Q queda 

caracterizado como el segundo punto de corte entre la circunferencia que pasa por C, I, 

D y la recta BI, es decir, Q=K y el problema queda resuelto. 

  



10.10 
 

Sabemos que 21OO  es mediatriz del segmento SD, luego pasará por su punto medio N. 

Sabemos también que OO2  es mediatriz del segmento XB, luego pasará por su punto 

medio M. 

Se P el punto de corte entre XB y 21OO . 

Los triángulos 2PMO  y PNX  son triángulos rectángulos compartiendo un ángulo 

común XPNPMO  2  luego son semejantes, y por tanto MPOPXN 2 , luego 

BACBXCPXNMPOOOO  221  

De la misma forma se comprueba que ABCOOO  12 , y por tanto BACOOO  21  

 

 
 

Luego el triángulo OOO 21  tendrá área mínima en el punto en el que la razón de 

semejanza  BACOOO  21  es mínima.  

 

Observamos que la proyección del segmento 21OO  sobre el lado AB mide exactamente 

2/AB . En efecto, por construcción, la proyección perpendicular del punto 1O  sobre el 

lado AB es el punto medio del segmento AD, y la proyección perpendicular del punto 

2O  sobre el lado AB es el punto medio del segmento BD 

 

 
 

  



Por lo tanto, siempre se cumplirá ABOO
2

1
21  ,  

La igualdad corresponderá  al valor mínimo. Vamos a ver que este punto lo 

encontramos cuando CX es la altura de ABC , es decir, cuando º90BDC . 

En este caso los triángulos ADX  y BDX  son rectángulos y por tanto sus respectivos 

circuncentros son los puntos medios de las hipotenusas. Por lo tanto, aplicando el 

Teorema del Punto Medio, 

ABOO //21  y ABOO
2

1
21   

Y por tanto, en este caso,  

     BACBACOOO 









4

1

2

1
2

21
 

 

 
 

que es el área mínima posible. 

 

 


