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Presentación. 
 

Este libro es la continuación del Tomo 1 de Problemas de Geometría: 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria.pdf 

 

y ambos son el complemento práctico del libro de teoría: 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf 

 

Para aquellos que empiezan se recomienda el libro 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/Geometria.pdf 

 

donde encontrarán problemas de una dificultad mucho más moderada. 

http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Geometria.pdf
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9.1 Producto de áreas en cuadrilátero cíclico.  
 

 

Sean A, B, C y D puntos en una circunferencia. Supongamos que AC y BD se cortan en 

un punto E en el interior del círculo. Si     36 CDEABE . ¿Cuál es el valor de 

   BCEADE  ? (Dado un triángulo ABC ,  ABC  denota su área). 

 
SMT 2022 Geometry #1 

 



9.2 Ángulo determinado por el ortocentro y circuncírculo.  
 

 

Sea ABC  un triángulo acutángulo y escaleno. Sea H su ortocentro. Supongamos que 

la circunferencia que pasa por B, H y C corta CA de nuevo en D. Si º20ABH , 

determina el ángulo BDC . 

 

 
 

 
SMT 2022 Geometry #2 

 

 

 



9.3 Área de un triángulo determinado por alturas y circuncírculo.  
 

 

Sea ABC  un triángulo de lados 13, 14 y 15. Denotamos por D, E y F los pies 

respectivos de las alturas por A, B y C. Supongamos que el circuncírculo de 

DEF corta AD, BE y CF en I, J y K respectivamente. Determina el área de IJK . 

 
SMT 2022 Geometry #3 

 

 



9.4 Ángulos iguales con punto interior en un triángulo.  
 

 

Dado un triángulo ABC , sean D, E y F los respectivos puntos en los segmentos BC, 

CA y AB de forma que AD, BE y CF concurren en un mismo punto K. Supongamos 

que FABFDCBD //   y que AFCADB  . Demuestra que CADABE  . 

 

 

 
 

CRMO 2011 #1 

 



9.5 Recta transversal en un triángulo.  
 

 

Dado un triángulo ABC , con ACAB  . Marcamos los puntos D en el segmento AB y 

E en la recta AC de forma que ECDB  . Sea F el punto de corte entre DE y BC. 

Demuestra que FEDF  . 

 

 
 

 
Fuente: Geometry Problems for Math Competitions (Jerry Gu) (página 99) 

 



9.6 Bisectriz perpendicular en un triángulo rectángulo.  
 

 

Sea ABC  un triángulo rectángulo con º90B  y sea I su incentro. Trazamos una 

recta perpendicular a AI por I, que cortará la recta CB en D. Demuestra que CI es 

perpendicular a AD y que  abbID  , donde aBC   y bCA  . 

 
RMO 2016 #1 

 



9.7 Área de una zona común entre dos rectángulos.  
 

 

Dos rectángulos idénticos con lados de 3 cm y 9 cm se superponen como en la figura. 

¿Cuál es el área, en cm², de la zona común de los dos rectángulos? 

 
(A) 12   (B) 13,5   (C) 14   (D) 15   (E) 16 

 
Canguro N5 2020 #24 

 

 

 



9.8 Triángulo rectángulo y dos cuadrados en una circunferencia.  
 

 

Sea ABC  cumpliendo º90C  y 12AB . Trazamos los cuadrados ABXY y 

ACWZ exteriores al triángulo. Supongamos que los puntos X, Y, Z y W pertenecen a 

una misma circunferencia. Determina el perímetro del triángulo. 

 

 
 

(A) 3912     (B) 3618     (C) 21212    (D) 30   (E) 32 

 

 
AMC 12B 2015 #19 

 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/ic7c8RRj81A 

 

 

 

 

https://youtu.be/ic7c8RRj81A


9.9 Distancia entre un vértice del triángulo y el incentro.  
 

 

Sea ABC  un triángulo con 27AB , 26AC  y 25BC . Sea I el punto de 

intersección de las bisectrices interiores de ABC . Determina BI . 

 

 
 

(A) 15   (B) 33265     (C) 263    (D) 546
3

2
   (E) 39  

 
AMC 12A 2012 #18 



9.10 Razón de áreas con triángulo equilátero en cuadrado.  
 

 

Los puntos E y F están situados en un cuadrado ABCD de forma que BEF  es 

equilátero. Determina la razón del área de DEF  respecto de la de ABE . 

 

 
 

(A) 4/3   (B) 3/2   (C) 3    (D) 2   (E) 31  

 
AMC 10A 2004 #20 

 

Nota: Se presenta aquí una solución utilizando únicamente el Teorema de Pitágoras, sin 

necesidad de conocer las propiedades trigonométricas de los ángulos 15º o 75º. 



9.11 Área determinada por una curva.  
 

 

Determina el área de la región interior de la curva determinada por la ecuación 

 

yxyx  22
 

 

(A) 2    (B) 2    (C) 22    (D) 22     (E) 222   

 
AMC 10B 2016 #21 

 

 

 

 

 



9.12 Ángulo determinado por una mediana con 45º y 30º.  
 

 

En el triángulo ABC , el segmento AD es una mediana. El ángulo ACB es de 30º y el 

ángulo ADB es de 45º. Determina el ángulo BAD. 

 

 

 
 

 

(A) 45º   (B) 30º   (C) 25º   (D) 20º   (E) 15º 

 

 
Cangur N3 2009 #29 

 

 



9.13 Base de un triángulo conociendo bisectriz y ángulos.  
 

 

En el triángulo ABC , el ángulo B es 20º y el ángulo C es 40º. La longitud de la 

bisectriz del ángulo A es 2. Calcular BC − AB. 

 

 

 
 

 

(A) 1   (B) 1,5   (C) 2   (D) 4   (E) Imposible saberlo 

 

 

 
Canguro N3 2009 #30, Cangur N1 2009 #30, Kangaroo Kadett 2009 #30 

 

 

 

 



9.14 Ángulo dada la razón entre altura y mediana.  
 

 

En un triángulo rectángulo ABC, se trazan la altura BH y la mediana BM desde el 

vértice B del ángulo recto. Si BM = 2 BH ¿cuánto mide el menor de los ángulos del 

triángulo? 

 

 
 

 

(A) 15º   (B) 24º   (C) 30º   (D) 45º   (E) imposible de determinar 

 
Canguro N4 2008 #14 

 



9.15 Distancia con bisectriz y dos circuncírculos.  
 

 

Sea ABC  un triángulo con lados AB=11, BC=24 y CA=20. La bisectriz de ACB  

corta BC  en el punto D, y corta la circunferencia circunscrita de ABC  en el punto 

AE  . La circunferencia circunscrita de BED  corta la recta AB en los puntos B y 

BF  . Determina CF. 

 

(A) 28   (B) 220    (C) 30   (D) 32   (E) 320  

 
AMC 12B Fall 2021 #24 

 

 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/qBaBlS5tRkk 

 

 

https://youtu.be/qBaBlS5tRkk


9.16 Un clásico.  
 

 

Determina el ángulo ABD , sabiendo que CDACAB  , º100BAC  y 

º20ACD . 

 

 
 

 

 



9.17 Reflexión de un rayo de luz en un espejo. 
 

 

Dos espejos planos OP y OQ están inclinados en un ángulo agudo (el diagrama no está 

a escala). Un rayo de luz XY paralelo a QO refleja OP en Y . El rayo se refleja y golpea 

el espejo OQ, se refleja de nuevo y golpea el espejo OP y se refleja por tercera vez y 

golpea el espejo OQ en ángulo recto a R, como se muestra. La distancia OR es 5 cm. El 

rayo XY  está d cm del espejo OQ. 

  

 
 

(A) 6   (B) 4   (C) 5   (D) 5,5   (E) 4,5 

 
Cangur B2 2021 #28, Kangaroo Student 2021 #28 



9.18 Determinación de ángulo con mediana y ángulo de 15º. 
 

 

Determina el ángulo x : 

 

 
 

 

 
Observación: Este problema es muy similar al problema 7.10 



9.19 Área de semicírculo con punto interior. 
 
 

Determina el área del semicírculo: 

 

 
 

 

 
Fuente: “Geometria Top” en Facebook 



9.20 Triángulo con ceviana y ángulos de 30º y 90º. 
 

 

En el siguiente diagrama los segmentos AB y CD tienen longitud 1 y los ángulos 

ABC  y CBD  son de 90º y 30º, respectivamente. Determina la longitud AC. 

 

 
 

 
CMO 1986 #1 

 
 

 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/OaAUPmrifHw 

 

 
 

https://youtu.be/OaAUPmrifHw


9.21 Coseno con medianas y triángulo interno equilátero. 
 

 

En el triángulo ABC  las medianas AD  y BE  se cortan en G y AGE  es equilátero. 

Entonces )cos(C  se puede escribir como npm / , donde m y n son enteros positivos 

coprimos y p es un entero positivo no divisible por el cuadrado de ningún primo. 

Determina pnm  . 

 

(A) 44   (B) 48   (C) 52   (D) 56   (E) 60 

 
AMC 12B 2022 #19 

 
 

 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/5L2T5n51lRE 

 

 
 

 

https://youtu.be/5L2T5n51lRE


9.22 Propiedad del triángulo 30-40-110 y aplicaciones. 
 

 

a) (Lema) Demuestra que BCAD  : 

 

 
 

 

b) Determina el ángulo indicado. 

 
 

 

c) Determina el ángulo α 

 
 



9.23 Lugar geométrico con punto medio y dos ángulos iguales. 
 

 

Fijado un segmento AB , consideramos todos los puntos X con la propiedad que en el 

triángulo AXB  el punto medio M del segmento AX  cumple XBMXAB  . 

Demuestra que todos estos puntos X están sobre una misma circunferencia. 

 

 
 

 
OMEFL Cataluña 2023 #2 

 



9.24 Rectas concurrentes con rectángulos en un triángulo. 
 

 

Trazamos los rectángulos BCC1B2, CAA1C2 y ABB1A2 en el exterior de un triángulo 

agudo ABC , cumpliendo, además, que: 

º180111  BABACACBC  

 

Demuestra que las rectas B1C2, C1A2 y A1B2 son concurrentes. 

 

 
 

USAMO 2021 #1 



9.25 Segmentos iguales en altura con recta paralela a bisectriz. 
 

Sea ABC un triángulo acutángulo y escaleno con incentro I y ortocentro H. Sea M el 

punto medio de AB. Sobre la recta AH se consideran puntos D y E tales que la recta 

MD es paralela a CI y ME es perpendicular a CI. Prueba que AE = DH. 

 

 
 

 

 
OME 2023 #2 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

 https://youtu.be/R44gZmKTL1Q 

 

 

 
 

 

https://youtu.be/R44gZmKTL1Q


9.26 Distancia entre un vértice y el ortocentro. 
 

 

La distancia entre un vértice y el ortocentro es el doble de la distancia entre el 

circuncentro y el lado opuesto. 

'
2

1
OAAH   

 

 



9.27 Segmentos iguales con bisectriz y rectas perpendiculares. 
 

 

En el triángulo escaleno ABC con incentro I, la recta AI corta de nuevo a la 

circunferencia circunscrita en el punto D, y J es el punto tal que D es el punto medio de 

IJ. Se consideran puntos E y F en la recta BC tales que IE y JF son perpendiculares a 

AI. Se consideran puntos G en AE y H en AF tales que IG y JH son perpendiculares a 

AE y AF, respectivamente. Prueba que BG = CH. 

 

 
 

OME 2023 #6 

 

 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/kI9IlN4HGDw   

 

 

 

 

https://youtu.be/kI9IlN4HGDw


9.28 Distancia con rectángulo y semicircunferencia. 
 

 

La construcción de la siguiente figura muestra un rectángulo ABCD, de manera que DE 

es el diámetro de una semicircunferencia, y se cumple AD=DG, EF=5 y FC=12. 

Calcúlese la longitud del segmento AB. 

 

 

 
 

 

 
Fuente: Grupo “Retos Matemáticos” en Telegram 

 

 

 

 



9.29 Perímetro de un rectángulo con incírculo. 
 

 

Sea ABCD un rombo con º90BAD . Sea P un punto perteneciendo a su incírculo tal 

que las distancias de P a las rectas DA, AB y BC son 9, 5 y 16, respectivamente. 

Determina el perímetro de ABCD. 

 

 
 

AIME I 2023 #8 

 

 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/hQu4NUUZRVw 

 

 

 

 

https://youtu.be/hQu4NUUZRVw


9.30 Punto medio determinado por tres triángulos semejantes. 
 

 

Sea ABCDE un pentágono formado por tres triángulos semejantes:  

DAECADBAC   y CBADCAEDA   

 

Trazamos los segmentos EC y DB y sea F su punto de corte. Trazamos la recta AF y sea 

G su punto de corte con el segmento DC. Demostrar que G es el punto medio del 

segmento DC. 

 
 

Fuente: https://youtu.be/MvUUWQ2BEZQ (OptionalProblem) 

 

https://youtu.be/MvUUWQ2BEZQ


9.31 Ángulos iguales en triángulo con bisectriz. 
 

 

En el triángulo escaleno 𝐴𝐵𝐶, la bisectriz del ángulo 𝐴 corta al lado 𝐵𝐶 en el punto 𝐷. 

Las rectas que pasan por 𝐷 y son tangentes a las circunferencias circunscritas de los 

triángulos 𝐴𝐵𝐷 y 𝐴𝐶𝐷 cortan a las rectas 𝐴𝐶 y 𝐴𝐵 en  los puntos 𝐸 y 𝐹 

respectivamente. Si 𝐵𝐸 y 𝐶𝐹 se cortan en 𝐺, demostrar que  los ángulos 𝐸𝐷𝐺  y 

𝐴𝐷𝐹 son iguales. 

 

 
 

OME 2019 #6 

 

 

 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/Z59ddeE9Z_U 

 

 

 

 

https://youtu.be/Z59ddeE9Z_U


9.32 Distancias iguales con bisectrices y puntos medios. 
 

 

En el triángulo BCD, los puntos medios respectivos de los lados BC, AB y AC son D, E 

y F. Sean: M el punto donde la bisectriz interior del ángulo ADB corta al lado AB, y 

N donde la bisectriz interior del ángulo ADC corta al lado AC. Sean además O el 

punto de intersección de las rectas AD y MN, P el punto de intersección de AB  y FO, y 

R el punto de intersección de AC y EO. Demuestra que PR = AD. 

 
OME 2017 #6 

 

 



9.33 Mediana determinada por bisectriz y recta tangente. 
 

 

En un triángulo ABC, la bisectriz del ángulo BAC corta al lado BC en el punto D. Sea 

la circunferencia  , que pasa por el punto A y es tangente a BC en el punto D. Si M es 

el otro punto de intersección de  con el lado AC y la recta BM corta a la circunferencia 

  en el punto P, demuestre que AP es una mediana del triángulo ABD . 

 

 
 

 
OPOS Andalucía 2023 #6 

 

 

 



9.34 Recta tangente a circunferencia circunscrita. 
 

 

Sea ABC un triángulo acutángulo con ACAB  . Sean: 

- D el pie de la bisectriz del ángulo en A. 

- E el punto del segmento BC (diferente de B) tal que AEAB , 

- F el punto del segmento BC (diferente de B) tal que DFBD  , 

- G el punto del segmento AC tal que AGAB  . 

Demostrar que la circunferencia circunscrita al triángulo EFG es tangente a la recta AC. 

 

 
OMI 2022 #2 

 

 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/5SEEuiv4vjY 

 

 

 

 

 

 

 

https://youtu.be/5SEEuiv4vjY


9.35 Punto equidistante a vértices de un triángulo. 
 

 

En un triángulo agudo ABC , sea M el punto medio de BC . Sea P el pie de la 

perpendicular por C a AM. Supongamos que el circuncírculo del triángulo ABP  corta 

la recta BC en dos puntos distintos B y Q. Sea N el punto medio de AQ . Demuestra que 

NCNB  . 

 

 
 

USAMO 2023 #1, USAJMO 2023 #2 

 



9.36 Desigualdad con ángulo determinado por circuncentro. 
 

 

Sea ABC un triángulo acutángulo con circuncentro O. Sea P sobre BC el pie de la altura 

por A. Supongamos que º30 ABCBCA . Demostrar que º90 COPCAB  

 

 
 

IMO 2001 #1 

 

 



9.37 Puntos cocíclicos con ortocentro y puntos medios. 
 

 

Un triángulo acutángulo ABC tiene ortocentro H. La circunferencia con centro en el 

punto medio de BC que pasa por H corta a la recta BC en A1 y A2. La circunferencia 

con centro en el punto medio de CA que pasa por H corta a la recta CA en B1 y B2. La 

circunferencia con centro en el punto medio de AB que pasa por H corta a la recta AB 

en C1 y C2. Demostrar que A1, A2, B1, B2, C1, C2 están sobre una misma circunferencia. 

 

 
 

IMO 2008 #1 

 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/-CRKlCOpBHs 

 

 

 

https://youtu.be/-CRKlCOpBHs


9.38 Triángulo rectángulo con longitudes enteras. 
 

 

Sea ABC  un triángulo con º90A . Sean D y E puntos en los lados AC y AB, 

respectivamente, tales que DBCABD   y ECBACE  . Sea I el punto de corte 

de los segmentos BD y CE. Determina si es posible o no que todos los segmentos AB, 

AC, BI, ID, CI e IE tengan longitudes enteras. 

 
USAMO 2010 #4 

 



9.39 Desigualdad con un punto en el interior de un triángulo. 
 

 

Sea ABC  un triángulo y sea I el centro de su circunferencia inscrita. Sea P un punto 

en el interior del triángulo tal que 

 

PCBPBCPCAPBA   

 

Demuestre que AIAP  y que vale la igualdad si y sólo si IP  . 

 
IMO 2006 #1 

 

 
 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/O9RQhpOw0zY 

 

 

 

https://youtu.be/O9RQhpOw0zY


9.40 Segmentos iguales en triángulo rectángulo y altura. 
 

 

Sea ABC un triángulo tal que ∠BCA = 90º, y sea D el pie de la altura desde C. Sea X un 

punto interior del segmento CD. Sea K el punto en el segmento AX tal que BK = BC. 

Análogamente, sea L el punto en el segmento BX tal que AL = AC. Sea M el punto de 

intersección de AL y BK. Demostrar que MK = ML. 

 

 
 

IMO 2012 #5 

 

 



9.41 Recta tangente corta bisectriz. 
 

 

Sea ABC un triángulo acutángulo con AB<AC. Sea Ω el circuncírculo de ABC. Sea S 

el punto medio del arco CB de Ω que contiene a A. La perpendicular por A a BC corta 

al segmento BS en D y a Ω de nuevo en AE  . La paralela a BC por D corta a la recta 

BE en L. Sea ω el circuncírculo del triángulo BDL. Las circunferencias ω y Ω se cortan 

de nuevo en BP  . Demuestra que la recta tangente a ω en P corta a la recta BS en un 

punto de la bisectriz interior del ángulo ∠BAC. 

 

 
 

 
IMO 2023 #2 

 



9.42 Cuatro puntos cocíclicos con incírculo. 
 

 

El incírculo de ABC toca BC, CA y AB en D, E y F, respectivamente. Sea X un punto 

en el interior de ABC tal que el incírculo de XBC también toca BC en D, y sean Y, Z 

sus puntos de contacto con CX y XB, respectivamente. Demuestra que EFZY es un 

cuadrilátero cíclico. 

 

 
 

 
IMO SL 1995 G3 

 

 

 
 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/l0ZrdxcXxy4 

 

 

 

https://youtu.be/l0ZrdxcXxy4


9.43 Punto de corte de 3 cevianas determinadas por el incírculo. 
 

 

Sean D, E y F los respectivos puntos de contacto entre el incírculo de un triángulo ABC 

y los respectivos lados BC, CA y AB. Sean Γ, Γ1, Γ2 y Γ3 los circuncírculos de los 

triángulos ABC, AEF, BDF y CDE, respectivamente. Supongamos que  Γ y Γ1 cortan en 

A y P, que Γ y Γ2 cortan en B y Q, y que Γ y Γ3 cortan en C y R. 

(a) Demuestra que las circunferencias Γ1, Γ2 y Γ3 tienen un punto en común. 

(b) Demuestra que PD, QE y RF son concurrentes. 

 

 

 
 

 
Canadian Mathematical Olympiad 2007 #5 

 

 

 
 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/SifGXpfmGbs  

 

 
 

 

https://youtu.be/SifGXpfmGbs


9.44 Segmentos congruentes en dos circunferencias secantes. 
 

 

Sean A, B y C puntos pertenecientes a una circunferencia Γ. Sea Δ una circunferencia 

tangente a AC en A, que cortará de nuevo Γ en D y cortará de nuevo AB en P. 

Supongamos que el punto A está entre B y P. Demuestra que si AD=DP, entonces 

BP=AC. 

 

 
 

 
BMO 2020 Round 1 #5 

 

 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/-UwXNuMaavE 

 

 

 

 

https://youtu.be/-UwXNuMaavE


9.45 Puntos colineales con bisectrices y ángulos rectos. 
 

 

Sea ABC un triángulo acutángulo no isósceles, y sean 
1B  y 

1C  los puntos medios de los 

lados AC y AB, respectivamente. Sea D un punto en BC tal que C está entre B y D. Sea 

F un punto tal que AFC  es un ángulo recto y FCADCF  . Sea G un punto tal 

que AGB  es un ángulo recto y GBACBG  . Demuestra que los puntos
1B , 

1C , F y 

G son colineales. 

 

 
 

BMO 2022 Round 1 #3 

 



9.46 Puntos colineales con ángulos rectos y circuncírculo. 
 

 

Sea ABC un triángulo agudo con circuncírculo Γ. Sean lB y lC las rectas perpendiculares 

a BC que pasan por B y C, respectivamente. Sea T un punto que pertenece al arco 

menor BC. La recta tangente a Γ en T corta lB y lC en PB y PC, respectivamente. Sea Q el 

punto de corte entre la recta por PB perpendicular a AC y la recta por PC perpendicular 

a AB. Demuestra que si Q pertenece a BC, entonces la recta AT pasa por Q. 

 

(Un arco menor de una circunferencia es el arco más corto de los dos arcos 

determinados por dos puntos extremos) 

 

 
 

BMO 2022 Round 2 #4 

 



9.47 Ciclo de saltos entre circunferencia y recta. 
 

 

Sea Γ una circunferencia de radio 1. Sea l una recta de forma que la distancia 

perpendicular de l al centro de Γ está comprendida estrictamente entre 1 y 2. Una rana 

se coloca en un punto de Γ cuya distancia perpendicular a l es estrictamente menor que 

1. Entonces realiza una serie de saltos, cada salto tiene una longitud de 1 y si un salto 

empieza en Γ acaba en l y viceversa. Demuestra que la rana siempre acabará volviendo 

a un punto en el que ha estado anteriormente. 

 

 
 

BMO 2022 Round 1 #6 

 



9.48 Recta tangente mediante cuerdas y recta tangente. 
 

 

Sean R y S puntos distintos sobre la circunferencia Ω tales que RS no es un diámetro de 

Ω. Sea l la recta tangente a Ω en R. El punto T es tal que S es el punto medio del 

segmento RT. El punto J se elige en el menor arco RS de Ω de manera que Γ, la 

circunferencia circunscrita al triángulo JST, intersecta a l en dos puntos distintos. Sea A 

el punto común de Γ y l más cercano a R. La recta AJ corta por segunda vez a Ω en K. 

Demostrar que la recta KT es tangente a Γ. 

 

 
 

IMO 2017 #4 

 

 
 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/2BaPzJDNQ9Y 

 

 

https://youtu.be/2BaPzJDNQ9Y


9.49 Olimpiada Rusa 2009 Grade 9 #2, AIME II 2012 #15. 
 

a) En un triángulo ABC  con circuncírculo  , la bisectriz interna del ángulo A  corta 

BC  en D y   de nuevo en E. La circunferencia con diámetro DE  corta   de nuevo 

en F. Demuestra que AF  es una simediana del triángulo ABC . 

 

 
Olimpiada Rusa 2009 Grade 9 #2 

 

 

b) Sea ABC un triángulo inscrito en una circunferencia   con AB=5, BC=7 y AC=3. 

La bisectriz del ángulo A corta el lado BC  en D y la circunferencia   en un segundo 

punto E. Sea   la circunferencia de diámetro DE . Las circunferencias   y   se cortan 

en E y en un segundo punto F. Se cumple 
n

m
AF 2  donde m y n son enteros positivos 

coprimos. Determina nm  . 

 
AIME II 2012 #15 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/QLtlGbZUaws 

 

https://youtu.be/QLtlGbZUaws


9.50 Intersección de puntos simétricos en el circuncírculo. 
 

 
Sean P y Q dos puntos del segmento BC de un triángulo agudo ABC  tales que 

BCAPAB   y ABCCAQ  . Sean M y N los puntos de AP y AQ, 

respectivamente, tales que P es el punto medio de AM y Q es el punto medio de AN. 

Demostrar que la intersección de BM y CN pertenece a la circunferencia circunscrita 

del triángulo ABC . 

 

 
 

 
IMO 2014 #4 

 

 

Nota: Este mismo problema aparece en este recopilatorio como problema 2.10, 4.25 y 

9.50, con lo que será resuelto mediante un total de cinco técnicas diferentes. 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/9syd0bEiVPc  

 



9.51 Intersección de dos segmentos en triángulo rectángulo. 
 

 
Sea ABC  un triángulo con º90C , y sea H el pie de la altura por C. Tomamos un 

punto D en el interior del triángulo CBH  de forma que CH pasa por el punto medio 

de AD. Sea P el punto de intersección entre las rectas BD y CH. Sea   la 

semicircunferencia de diámetro DB que corta el segmento CB en un punto interior. 

Trazamos la recta que pasa por P y es tangente a   en Q. Demuestra que las rectas CQ 

y AD se cortan en  . 

 

 
 

 
IMO 2015 SL #G3 

 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/WDqVKLHA4-0  

 

https://youtu.be/WDqVKLHA4-0


9.52 IGO 2017 Advanced Level #3. 
 

 

Sea O el circuncentro de un triángulo ABC . La recta CO corta la altura por A en el 

punto K. Sean P y M los puntos medios de AK  y AC , respectivamente. Si PO corta 

BC en Y, y el la circunferencia circunscrita del triángulo BCM corta AB en X, 

demuestra que BXOY es cíclico. 

 

 
 

 
IGO 2017 Advanced Level #3 

 

 
 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/dGbswDsmDLM 

 

 

https://youtu.be/dGbswDsmDLM


9.53 ELMO 2014 #5. 
 

 

Marcamos el ortocentro H y el circuncentro O de un triángulo ABC . La circunferencia 

 BOC  cortará la circunferencia de diámetro AO en OM  . Sea X el segundo punto 

de corte entre AM y  BOC . De forma similar,  BHC  cortará la circunferencia de 

diámetro AH en HN   y sea Y el segundo punto de corte entre  BHC  y AN. 

Demuestra que XYMN // . 

 

 
 

ELMO 2014 #5 



9.54 USAMO 2008 #2. 
 

 

En un triángulo ABC , sean M y N los respectivos puntos medios de los lados AB y 

AC. Las mediatrices de AB y AC cortan la A-mediana en D y E, respectivamente. Sea F 

el punto de corte entre BD y CE. Demuestra que A, M, F y N son cocíclicos. 

 

 

 
 

 
USAMO 2008 #2 

 

 

 

 

 

Nota: Este mismo problema aparece como problema 3.24 en el primer volumen de este 

recopilatorio de problemas de geometría, en donde se presenta una solución analítica 

basada en coordenadas baricéntricas. Ahora presentamos una solución sintética. 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/ZXDTW9ml8TQ 

 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria.pdf
https://youtu.be/ZXDTW9ml8TQ


9.55 TST 2005 #6. 
 

 

Sea P un punto en el interior de un triángulo ABC  tal que PBCPAB   y 

PCBPAC  . Supongamos que la mediatriz del segmento AP corta BC en Q. Si O 

es el circuncentro de ABC , demuestra que OQBAQP  2 . 

 

 
 

 
USA TST 2005 #6 

 



9.56 ELMO SL 2013 Geometry #3. 
 

 

En un triángulo ABC , sea D un punto perteneciente a la recta BC. El circuncírculo de 

ABD  corta de nuevo AC en AF  , y el circuncírculo de ADC  corta AB de nuevo 

en AE  . Demuestra que, al mover D, el circuncírculo de AEF  pasa por un punto fijo 

diferente de A, y que este punto pertenece a la A-mediana del triángulo ABC . 

 

 

 
 

 

 
ELMO SL 2013 Geometry #3 

 

 



9.57 IGO 2023 Elementary Level #2. 
 

 

En un triángulo isósceles ABC  con AB=AC y º30A , sean L y M puntos en los 

lados AB y AC, respectivamente, tales que CMAL  . Sea K un punto en AB tal que 

º45AMK . Si º75LMC , demuestra que BCMLKM  . 

 

 
 

 
IGO 2023 Elementary Level #2 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/0gy2kENvgPU 

 

 

https://youtu.be/0gy2kENvgPU


9.58 IGO 2023 Elementary Level #4. 
 

 

Sea ABCD un cuadrilátero convexo. Sea E el punto de intersección de sus diagonales. 

Supongamos que BEBCCD  . Demuestra que ABDCAD  . 

 

 

 
 

 
IGO 2023 Elementary Level #4 

 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/x3tEApr8-7A 

 

 

https://youtu.be/x3tEApr8-7A


9.59 IGO 2021 Elementary Level #4. 
 

 

Sea ABCD un trapecio isósceles ( CDAB // ) y sean puntos E y F perteneciendo al 

segmento CD de forma que D, E, F y C están en este orden y CFDE  . Sean X e Y los 

respectivos puntos simétricos de E y C con respecto a AD y AF. Demuestra que los 

circuncírculos de los triángulos ADF  y BXY  son concéntricos. 

 

 

 
 

 

 
IGO 2021 Elementary Level #4 

 



9.60 IGO 2023 Intermediate Level #1. 
 

 

Sean M y N los puntos medios de los lados AB y BC de un cuadrado ABCD. 

Generamos el esquema de la siguiente figura, en el que hemos dibujado un hexágono 

regular y un polígono regular de 12 lados. Los puntos P, Q y R son los centros de estos 

tres polígonos. Demuestra que PQRS es un cuadrilátero cíclico. 

 

 
 

 

 
IGO 2023 Intermediate Level #1 

 



9.61 AIME I 2024 #10. 
 

 

Sea ABC  un triángulo inscrito en una circunferencia ω. Sea D el punto de corte de las 

rectas tangentes a ω por B y C, y supongamos que AD  corta ω en P. Si AB=5, BC=9 y 

AC=10, AP se puede escribir de la forma m/n, donde m y n son enteros coprimos. 

Determina m+n. 

 

 
 

AIME I 2024 #10 

 

 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/Lt750QBxwBs 

 

 

https://youtu.be/Lt750QBxwBs


9.62 AIME II 2024 #10. 
 

 

Sea ABC  un triángulo con incentro I y circuncentro O tal que OIIA . El circunradio 

es 13 y el inradio es 6. Determina ACAB  . 

 

 

 
 

 
AIME II 2024 #10 

 

 
 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/4MyCzEoxHwU 

 

 

https://youtu.be/4MyCzEoxHwU


9.63 KVANT NR 12/2017. 
 

 

Sea M el punto medio del lado AB de un triángulo ABC , I el incentro de ABC , y W 

el punto de intersección entre el la bisectriz AI y el circuncírculo de ABC . 

Suponiendo que º90BIM , demuestra que: 

 

a) IWAI 2  

b) BCACAB 3  

 

 
 

Kvant nr 12/2017 

 

 

 



9.64 OME 2024 #3. 
 

 

Sean ABC un triángulo escaleno y P un punto interior tal que ∠PBA = ∠PCA. Las 

rectas PB y PC cortan a las bisectrices interior y exterior de A en los puntos Q y R, 

respectivamente. Sea S el punto tal que CS es paralela a AQ y BS es paralela a AR. 

Demuestra que Q, R, S están alineados. 

 

 

 
 

 

 
OME 2024 #3 

 

 

 

 

 

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

https://youtu.be/qVvQPQdASHc  

 

 

https://youtu.be/qVvQPQdASHc


Soluciones. 
 

9.1 

 
Sea AEB . 

   

   ACEADE
ECBEDEAE

ECDEBEAE
CDEABE

















2

sin

2

sin

2

sin

2

sin
36





 

 

Luego la respuesta correcta es 36. 



9.2 

 
BHCBDC   por ser ángulos que abarcan el mismo arco. 

Sea C’ el punto de corte entre HC y el lado AB. 

HBCBHC 'º180   por ser ángulos suplementarios. 

º70º20º90º90'º90'  ABHBHCHBC  puesto que ABCC ' . 

Luego º110º70º180  BHCBDC  

 

Nota: En las soluciones oficiales (SMT, página 942) se ofrece una solución alternativa 

mediante la recta de Simpson. 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumSMT.pdf


9.3 
 

Lo primero que observamos es que la circunferencia  DEF  es la “circunferencia de 

los nueve puntos” asociada al triángulo ABC , pues es la única circunferencia que pasa 

por los pies de las alturas (GA/11.7.1). 

 

 
 

Sabemos que esta circunferencia, además, pasa por los puntos medios de los segmentos 

HA, HB y HC, luego los puntos I, J y K son precisamente estos puntos.  

 

Aplicando el “Teorema del Conector de puntos medios”  (GA/7.2.1) al triángulo 

HAC , se deduce que IK es paralelo a AC y ACIK
2

1
 . Con este mismo 

razonamiento se deduce que el triángulo IJK  es una homotecia de razón 1/2 del 

triángulo ABC . Luego su área será 2)2/1(  del área del triángulo ABC . 

 

El área del triángulo ABC  se puede calcular sin necesidad de calculadoras aplicando 

por la fórmula de Heron (GA/10.5.11) 

    214/8484  IJKABC  

 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf


9.4 
 

De FABFDCBD //   deducimos que ACFD // . 

De AFCADB  deducimos que el cuadrilátero FKDB es cíclico. 

 

 
 

Luego FDKFBKABE   

y DACFDAFDK   por ser AD una transversal entre dos rectas paralelas. 

 

 



9.5 

 
Primera versión. 

Trazamos la recta paralela a BC por D. Sea G su punto de corte con AC.  

 
El triángulo ADG es isósceles, luego AGAD  , y por tanto GCDB  . 

 

Aplicando el teorema BPT (8.2.8) al triángulo DGE  con FCDG //  tenemos 

CE

GC

FE

DF
  

 

Luego  

FEDF
DB

DB

CE

DB

FE

DF
 1  

 

Segunda versión.  

Como aplicación directa del Teorema de Menelao (11.2.2), aplicado al triángulo ADE  

y la transversal DE: 

FEDF
FE

DF

CA

EC

FE

DF

BD

AB
1  

 

en donde hemos aplicado que CAAB   y ECBD  . 

 

 
Fuente de estas soluciones: Geometry Problems for Math Competitions (Jerry Gu) (página 99) 



9.6 

 
Aplicando el Teorema de Tales, sabemos que los puntos I , B pertenecen a la 

circunferencia de diámetro AD, luego º45 ABIADI . 

Por otro lado, º45º45º90º90  ADIDAI . 

Luego ADI  es un triángulo isósceles, con DIAI  . 

IDBIABIAC   y ICDACI  , por lo que DCIACI  , y como 

comparten dos lados iguales, serán congruentes, es decir DCAC  . 

 

Así pues, el triángulo ACD  será isósceles, y por lo tanto su bisectriz CI será también 

altura, es decir, ADCI  , tal y como queríamos ver. 

 

 
 

   
ID

CD

ID

AC

BD

ID
BDACBCACACIDabbID  2  

Y esta última igualdad se deduce que los triángulos DIB  y DCI  son semejantes. En 

efecto, está claro que comparten el ángulo IDBIDC  , y además 

DIBDABADBICB  º90  

 

Observación: En las soluciones oficiales se ofrece un argumento alternativo: 

abCBACDB   

  )(22222222 abbababcabcAD   

)(22 22 abbADID   

 

 



9.7 

 
Denotemos de la siguiente forma los vértices de esta configuración: 

 
Sean FEa  , FDb  . Por Pitágoras, 

222 3 ab . 

 

Los triángulos FED  y FGH  son semejantes, pues son rectángulos y además 

comparten el ángulo en el vértice F, pero también son congruentes, pues 3 DEGH . 

Luego abFEHF 9 . 

Solo nos queda resolver el sistema 

  459018918999
9

3 2222

222









abbbbbb

ba

ab
 

  6
2

34



DED  

y él área buscada es 156293    (D) 

 

 



9.8 
 

Sean ACa   y BCb  . Está claro que 222 12 ba . 

Sean ZYA  y YZA . 

 

 
 

Por ser ZYXW un cuadrilátero cíclico, los ángulos opuestos serán suplementarios. Es 

decir: 









º90º90

º90º180

ZWXZWX

ZWXZWXAYXZYAZWXZYX
 

Pero º90ZWB , por lo tanto XWB . 

Con un razonamiento similar,  









º90º90

º90º180

YXWYXW

YXWYXWYZAWZAYXWWZY
 

Pero º90YXB , y por lo tanto WXB . 

 

Así pues, por el criterio AA,  los triángulos ZYA  y XBW  son semejantes, y por tanto 

sus lados correspondientes son proporcionales: 

212)(
12

12



baa

a

ba
 

Recordamos que se cumple 
222 12 ba , y por tanto 

ababbababaaba
b


0

2222 )(  

Es decir, nuestro triángulo rectángulo es un triángulo rectángulo isósceles. 

Finalmente, 267272
2

144
212 22222  aaaba  

El perímetro del triángulo es 122121226212 ba    (C) 



9.9 

 
Sean D, E y F los respectivos pies de las perpendiculares por el punto I a los lados BC, 

AC y AB.  

Sabemos que segmentos tangentes concurrentes son congruentes (GA/10.2.9), luego  

BFBDx  , AEAFy  , CECDz   

 

 
 

Por las condiciones del enunciado se cumple: 















26

27

25

zy

yx

zx

 

Que es un sistema que es fácilmente resoluble: 

Restando a la tercera ecuación la primera obtenemos 1 xy , y sumando con la 

segunda obtenemos 13114282  yxyy  

 

Por otro lado, el área de este triángulo se puede determinar por la fórmula de Heron: 

39
2

272625



s  

      147827392639253939))()((  csbsassABC  

 

Ahora aplicamos la relación entre área e inradio (GA/11.4.8): 

  142391478  rrsrABC  

Y, finalmente, solo nos queda aplicar Pitágoras para determinar BI: 

152252257413222222  BIrxDIBDBI    (A) 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf


9.10 

 
Es fácil determinar los ángulos internos que aparecen en esta figura: 

º15º60  FBCEBAEBF  

º45º90  DFEDEFEDF  

 

Supongamos que 1 DACDBCAB . 

Sea xEADEx  1 . 

Aplicando Pitágoras en DEF  tenemos 
2222 2xDFDEEF  , pero aplicando 

Pitágoras en ABE  se cumple 

2
1

)1(222

1211)1(2

2
2

22222222








x

x
xxx

xxxABEAEBEFx

 

Calculamos las áreas respectivas: 

  2/
2

1 22 xxDEF    

 
2

1
)1(1

2

1 x
xABE


  

Y por tanto: 

 
 

2
12/)1(

2/ 22












x

x

x

x

ABE

DEF
   (D) 

 

 
Fuente de esta solución: https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2004_AMC_10A_Problems/Problem_20 en donde se 

presentan hasta cinco soluciones diferentes. 

 

 

 

 

 

 

https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2004_AMC_10A_Problems/Problem_20


9.11 

 
Está claro que la curva yxyx  22

 es perfectamente simétrica respecto al origen: 

Un punto ),( yxP   satisface la ecuación si y solo si la satisface ),( yx , ),( yx   o 

),( yx  . 

Supongamos que  P  pertenece al primer cuadrante: yx,0  , y por tanto xx  , yy  . 

Vamos a completar cuadrados: 

4

1

2

1

4

1

2

1

2

1
2

2

1
2

222

2
2



























 xxxxxxxx  

En nuestro caso: 

2

1

4

1

4

1

2

1

2

1

0
4

1

2

1

4

1

2

1
0

22

22

2222







































yx

yxyyxxyxyx

 

 

Si definimos ),( yxP  , 









2

1
,

2

1
Q , esta última ecuación se puede interpretar de 

forma geométrica: 

2

2

2

1
),(

2

1
),( 2  QPdQPd  

Es decir, es la ecuación de la circunferencia de centro 









2

1
,

2

1
Q  y radio 

2

2
. 

Los puntos  0,1A  y  1,0B  satisfacen la ecuación del enunciado: 0101 22  . 

 

Interpretando toda la información anterior llegamos a la conclusión de que la región 

interior determinada por la curva consta de un cuadrado de lado 2  y dos círculos de 

radio 2/2 : 

 
y por tanto su área será  

   













 2

4

2
22

2

2
22

2

2

   (B) 



9.12 

 
Para resolver este problema trazaremos la circunferencia de centro D y radio DCBD  . 

Sea E su punto de corte con el segmento AC. Trazamos los segmentos BE y DE. Por el 

Teorema de Tales, º90BEC , luego: 

 º60º30º90º180º180  ECBBECEBC  

 

 
 

Por otro lado, º135º45º180º180  ADBADC , y por tanto 

º15º30º135º180º180  ACDADCDAC  

 

Por el Teorema del Ángulo Central, º60º3022  BCEBDE , y por tanto el 

triángulo BED  es un triángulo equilátero, pues sus ángulos son de 60º. Por lo tanto 

sus lados son iguales, es decir: 

DEBDBE  . 

 

Pero el triángulo AED  es isósceles en el vértice E, pues º15 EDADAE , y por 

tanto: 

BEDBEDAE  . 

 

Finalmente, puesto que BEAE   y º90AEB , se deduce que el triángulo AEB  es 

un triángulo rectángulo isósceles, es decir, es un triángulo 45-45-90, luego º45BAE  

y por último º30º15º45  DAEBAEBAE    (B) 

 



9.13 
 

º602/º120º40º20º180º180  BACDACBADACBABCBAC  

 

Trazamos una circunferencia con centro B y radio AB. Sea E su punto de corte en el 

segmento BC. 

 

Está claro que buscamos determinar la longitud EC. 

º100º60º20º180º180  BADDBABDA  

º80º100º180º180  BDAADC  

 

El triángulo ABE  es isósceles en B, luego º802/)º20º180(  BEABAE , que 

es precisamente el ángulo ADE , luego el triángulo ADE  es isósceles en A, y por 

tanto 2 ADAE . 

 

º40º20º60

º20º80º80º180º180





DAEDACEAC

AEDADEDAE
 

 

 
 

De nuevo, observamos que el triángulo ADC  es isósceles en el vértice D, y por tanto 

2 EAEC  (C) 

 



9.14 

 
En primer lugar observamos que el triángulo rectángulo HBM  es conocido, pues si su 

hipotenusa es el doble de uno de sus catetos, se tratará del triángulo 30-60-90, y por 

tanto º60HBM  y º30HMB . 

Trazamos la circunferencia de centro M y radio ACAM  . Por el Teorema de Tales, 

puesto que º90ABC , el punto B pertenecerá a dicha circunferencia. 

 

Sea ACB  el ángulo que queremos determinar. Puesto que MCMB  , el triángulo 

BMC  será isósceles, y por tanto MBC . 

Por otro lado, los triángulos ABH  y ABC  son semejantes por el Criterio AA de 

semejanza, pues ambos son triángulos rectángulos que comparten un ángulo común 

BAC . Por lo tanto, ABHACB   

 

 
 

Así pues, en el vértice B nos aparece la siguiente ecuación:  

º15º602º90      (A) 

 

 



9.15 
 

En primer lugar, vamos a demostrar que FA=FC, mediante dos versiones diferentes: 

 

Primera versión. 

ACDACBBEABEDBFDAFD   

Luego ACDAFD   , DACFAD   y por tanto los triángulos AFD  y ACD  

son semejantes por el criterio AA. Pero comparten el lado común AD, luego son 

congruentes. Así pues, 9112024  ABAFFBACAF  

 

 
 

Segunda versión. 

AECABCABD  , y EACDACBAD  , luego AECABD  ,  

y por tanto 

AEADACAB
AC

AE

AD

AB
  

 

Aplicando PoP vemos que se cumple AFABAEAD  , y por tanto deducimos que 

AFACAFABACABAFABAEADACAB  . 

Así pues, 9112024  ABAFFBACAF  

 



Segunda parte. Una vez que sabemos que AC=AF, el lado FC lo podemos deducir de 

dos maneras diferentes: 

 

Primera versión. 

Observamos que nos queda el siguiente triángulo AFC  con la ceviana BC. Podemos 

deducir el lado FC que falta mediante el Teorema de Stewart: 

 
  

FCFCFC

FCFCFC





30900119900

360011135003600111350092011209112024

22

22222

 

 

Segunda versión. 

El lado FC se podría deducir también por el Teorema del Coseno: 

8

1
)cos()cos(

20112

201124
)cos(20112201124

222
222 





 BACBACBAC

 

Y por tanto 

30900900
8

1
80800)cos(202022020 222 







 
 FCBACFC  

 

 



9.16 

 
Trazamos el segmento BC. El triángulo ABC  es isósceles, luego 

º40 ABCACB . 

Completamos un triángulo equilátero EBC  marcando el punto E de forma que 

º60BCE  y BCEC  . 

 

 
 

 

Está claro que BCDACE  º20  y º30AEC , y puesto que CDAC  , y 

CEBC  , los triángulos ECA  y BCD  serán congruentes por el criterio SAS, y por 

tanto º30 AECCBD  y finalmente º10º30º40  CBDABCABD  

 
Fuente de la solución: Angel Silva Palacios en Facebook. 

 



9.17 

 
Completamos el esquema añadiendo los puntos A, B, C y Z, tal y como se muestra en la 

siguiente imagen. 

Sabemos que, por la propiedad de incidencia de un rayo de luz, el ángulo de entrada es 

igual al ángulo de salida, es decir: 

AYBZYX  , YBCABR  , YABOAR  . 

Además, AOR , por ser OZ una transversal de dos rectas paralelas OC y YX. 

 

 
 

Observamos las siguientes ecuaciones: 

Por ser OAR  un triángulo rectángulo, º90   

Por ser RAB  un triángulo rectángulo,  90RAB , y por tanto: 

  29090º180  

2º180 ABY , y por tanto 

021802180    

Con lo cual obtenemos el sistema 















º02

º902

º90







 

Que se resuelve en º2/135,º45,º2/45    

 

Nota: En realidad no hacía falta generar y resolver este sistema. Una vez vemos que 

tenemos los triángulos ORA  y YBA  ambos con ángulos   y  , se deduce que son 

semejantes por el criterio AA, y por tanto º90 ORAABY . Ahora, teniendo en 

cuenta que   º90º180  por ser ángulos suplementarios alrededor del punto B, se 

llega directamente a º45 , que es todo lo que necesitamos para acabar este 

problema. 

 

Con estos resultados observamos que los triángulos BCY  y BRA  son triángulos 45-

45-90, es decir, triángulos rectángulos isósceles, y por tanto BCCYd  , 

RBARx   

 



 
 

Sabemos que los triángulos 45-45-90 mantienen una proporcionalidad de lados 

2:1:1 , 

Luego dBYdBC 2,  , ,RBARx  xAB 2  

 

Pero por último observamos que º90º45º45º180 ABY , con lo cual los 

triángulos ABY  y ARO  son semejantes, pues tienen los mismos ángulos. Luego sus 

lados serán proporcionales: 

5
5

2
2

5

22
 d

dd

x

x

OR

YB

AR

AB
 

 



9.18 

 
La clave para resolver este problema está en que, aplicando el Teorema del ángulo 

exterior, BACxAMB  º15 . 

Luego los triángulos ABC  y MBA  son semejantes, pues tienen sus ángulos iguales 

(de hecho, se podría haber visto sin necesidad del cálculo anterior, por el criterio AA, 

pues CBAMx   y comparten el ángulo B  común). 

 
 

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que 1MCBM . Luego, por 

proporcionalidad de lados, 

2212  ABBCBMAB
AB

BM

BC

AB
 

 

Vamos a llamar AMa  . 

De nuevo, por proporcionalidad de lados,  

a
aaa

AC
a

AC

AB

BC

AM

AC
2

2

22

22

22

2

2

2

2
  

 

Ahora construimos un triángulo rectángulo isósceles AEC  sobre el lado AC: 

 

 
 

Sabemos que, puesto que es un triángulo 45º-45º-45º, CEAEAC 22  , luego 

aCEAE  . 

Trazamos el segmento ME, y observamos que el triángulo AEM  tiene ángulo 

º60º15º45 EAM , y AMAE , luego es un triángulo equilátero, y por tanto 

aMEAEEM  . 



Luego el triángulo MEC  cumple aECEM  , y por lo tanto es isósceles, con 

º30º60º90 MEC   

 
 

Finalmente,  

º30º45º75

º75
2

º30º180

2

º180











ACEBCEBCAx

MEC
MCE

 

 

 
Fuente de esta solución: GEOMETRI GÜNLÜGÜ PROBLEM 311  https://youtu.be/oxA9DkFu8wI 

 

 

 
 

https://youtu.be/oxA9DkFu8wI


9.19 
 

Sea el radio CDBCACR   

 

 
 

Aplicando Pitágoras, 
2222 2RRRAD  , por lo tanto 422 2222  RADDE  

  2222
2

2

222222

22)(22

24)(42

CFCFRRCFRFBEF

CFCFRRCFRAFEF




 

Y por tanto: 

R
CFCFRCFRCFR

2

1
4222   

Luego 

R
RCFACAF

2

1
  

Y por tanto 
2

222

2

1
42 










R
RAFEF  (1) 

 

Por otro lado, ACPDEP  , pues son triángulos rectángulos compartiendo un mismo 

ángulo en P. Luego PACPDE  . 

 

Trazamos la perpendicular a DP por E, sea Q su punto de corte con DP. 

 
 



 
)2(

42

1

42

1

2

1
2

1
222

2

2

2

222




















RRRRDE
CFEAEF

DE

CFEA
EF

DE

CF

EA

EF
AFEACPDEPDEQ

 

 

Así pues, uniendo (1) con (2) llegamos a la ecuación  

 

 
   

 
       22222

222

2

2

222

2

22
2

22

22

1216424
4

1216

42

1

4

1216

4

12
4

2

12
4

2

1
4

42

1

RxRRR
RR

R

R

RR

R

R

R

R

R
R

RR




















 












 

 

     
)50408(5040804504084

1412)42(14416)42()12(16)42(4

22323

222





xxxxxxxxx

xxxxxxxxxx
 

Puesto que está claro que 0x  podemos simplificar y deducir que 

2

5
504080 22  Rxxx  

Finalmente, el área será 


4

5

2

2


R

 



9.20 
 

Primera versión. Mediante Teorema del seno. 

Sea ACx  , ADB . 

 

 
 

Aplicamos el Teorema del Seno al triángulo ABD : 

 )sin(
1

2/3

1

)sin(

1

)º30º90sin(












xx
 

 

Aplicando el Teorema del Seno al triángulo CDB : 

 1
2

1

2

1
)sin(

1

)º30sin()sin( 2  xBC
BC




 

 

Con lo cual llegamos a la igualdad 

    
0422

31131)1(

1
1

3
1

2

1

1

2/3

34

222

22











xxx

xxxx

x
x

x
x

 

 

Para resolver esta última ecuación la vamos a factorizar: 

       222224220 3334  xxxxxxxx  

Ahora está claro que sus raíces son -2 y 3 2 . La primera no tiene sentido en el contexto 

de este problema pues es negativa, por lo que nos quedamos con la solución 3 2x . 

 

Una manera alternativa de resolver esta última ecuación es determinar la raíz 2x  

por tanteo (Ruffini). Y con esta raíz factorizar el polinomio como )2)(2( 3  xx , luego 

la segunda solución real es 3 2x , que es la solución que buscamos. 

 

Segunda versión. Mediante triángulos semejantes. 

Sea ACx  . Por Pitágoras, 12  xBC . 

Trazamos la paralela a BC por A y sea E su punto de corte con el lado BD. 

 



 
 

Está claro que el triángulo ABE  es un triángulo 30º-60º-90º, y puesto que 1AB , 

tendremos 3AE  y 2BE . 

Por otro lado, AED  y CBD  están en posición de Tales, y por tanto son semejantes. 

Luego: 

 31)1(
1

3

1

1 2

2






 xx

x

x

BC

AE

CD

AD
 

 

ecuación que resolveremos con el razonamiento de la primera versión. 

 

 

 



9.21 

 
Prolongamos la mediana CG hasta cortar el lado AB en su punto medio F. 

AGE  equilátero, º120º60º180º180º60  AEGGECAEG . 

GECECGE   isósceles. º30
2

º120º180

2

º180








GEC
ECGEGC . 

Así pues, º90º30º60  EGCAGEAGC , es decir, el triángulo AGC  es 

rectángulo. 

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, 1 GEAGECAE . 

 

 
 

Luego, aplicando Pitágoras, 312 22 GC . 

Ahora vamos a aplicar que el baricentro corta las medianas en proporcionalidad 1:2. Así 

pues, 2/12/  AGGD , 22  GEGB , 2/32/ CGGF . 

Puesto que     º90º30º60º180º180  EGCAGEDGC , el triángulo 

DGC  es rectángulo, y por tanto, por Pitágoras, 

 
2

13

2

1
3

2
2









CD  

De la misma forma, º90FGA , el triángulo FGA  es rectángulo, y por tanto, por 

Pitágoras, 

2

7
1

2

3 2

2















AF  

Así pues, 13
2

13
22  CDCB , 7

2

7
22  AFAB . 

Finalmente solo queda aplicar el Teorema del Coseno en el triángulo ABC : 

   

26

135

132

135

132

5

134

1347
cos

cos
2

13
221327

2
2

2












C

C

 

 

Y la respuesta correcta es 4426135    (A) 

 
 



9.22 

 
a) Está claro que º40º20º20 CDA  

Sea A’ el punto tal que º40'  CDAAAB  y º110'  DCABDA . 

Se cumple º70º110º180'º180'  DBAADA  

Luego º110º70º40''  ADACDACDA  

 

 
 

Los triángulos DBA'  y ACD  son congruentes por construcción. 

Pero ahora vemos que los triángulos 'CDA  y DBA'  son congruentes por el criterio 

SAS, puesto que DBCD  , ADAD  y DBACDA ''  . 

Luego º30''  BDADCA  y º40''  DBADCA . 

Finalmente, º60º30º30'''  BDADCABCA  y 

º60º20º40''  DCBCDACBA  

Es decir, que el triángulo BCA'  es equilátero, puesto que sus tres ángulos son de 60º, 

y por tanto sus lados son iguales: CABABC ''  . 

Ahora solo queda tener en cuenta que ADBA '  puesto que ACDDBA  ' . 

 

b) Prolongamos el lado AC hasta un punto X tal que BC=CX.  

Está claro que º140º40º180º180  BCABCX , y puesto que el triángulo 

BCX  es isósceles, pues CXBC  , deducimos que º20 BXCCBX : 

 

 
 

Pero ahora estamos en cumpliendo las condiciones el apartado a, con lo que podemos 

afirmar que ACBX  . 



Pero por otro lado, DXDCCXDCADAC  , luego DXBX  , y por tanto el 

triángulo BXD  es isósceles, de lo que deducimos que 

   º802/º20º180  BDXXDB . 

 

c) Prolongamos el lado BC hasta un punto X tal que BAXB . 

º140º40º180º180  CBAXBA , y por ser XBA  isósceles, se deduce que 

º20 XABAXB . 

 
 

Aplicando el apartado a, tendremos que BCXA  , y por tanto: 

XDXBBDCDBDBCXA   

Luego el triángulo AXD  es isósceles, y por tanto 

º802/)º20º180(  XADXDA  

Finalmente, 

º30º50º80º20º180)(º180  AX  

 
Fuente de estas soluciones: https://gogeometry.blogspot.com/2010/02/problem-423-triangle-30-40-degree-angle.html  

 

https://gogeometry.blogspot.com/2010/02/problem-423-triangle-30-40-degree-angle.html


9.23 

 
Vamos a resolver este problema como aplicación de la Circunferencia de Apolonio (Ver 

el apartado 11.11 de Geometria Axiomática), para ello tenemos que demostrar que 

XBXA /  es constante. 

 

Los triángulos AXB  y BXM  son semejantes pues comparten dos ángulos comunes. 

Por tanto: 

22
2

2

2

2











XM

BX

XM

BX

XM

BX

XM

BX

BX

XM

XM

BX

BX

AX
 

 

Luego 

2
2

2

2

22

2

1


BX

AX

BX

XM

BX

XM
 

 

tal y como queríamos ver. 

 

Observación. En las soluciones oficiales (Compendium OMEC, página 439) se 

presentan otras dos soluciones alternativas, todas ellas jugando con estos mismos 

elementos. 

 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumOMEC.pdf


9.24 
La clave para resolver este problema es observar que el punto de concurrencia  buscado 

es el punto P de intersección común de las tres circunferencias circunscritas a los tres 

rectángulos. 

 
 

En efecto, si P es el punto de intersección de las tres circunferencias circunscritas, 

º902  PAC , º901 APB , y por tanto los puntos 
12 ,, BPC  están alineados, y de la 

misma forma se demuestra que 
21 ,, BPA  están alineados y  que 

21 ,, APC  están 

alineados. 

 
 

Sea P el punto de corte de las circunferencias circunscritas  1CAA  y  1ABB . Entonces: 

 

BCCBABACA

BPACPABPACPAPBC

111

2

º180

º180º180º360




 

y por tanto P pertenece a la circunferencia circunscrita  1CBC . Así pues, hemos 

demostrado que, con la condición del enunciado, las tres circunferencias concurren en 

un punto común P. 



9.25 
Sea F el pie de la altura sobre el vértice A. Sea N el punto medio del segmento DE. 

Vamos a demostrar que D es también el punto medio del segmento AH, con lo cual 

estará claro que  DHAE . En efecto: DHDNHNENANAE  . 

 

Prolongamos la bisectriz CI hasta cortar AF en el punto P. La clave para resolver este 

problema es observar que los triángulos rectángulos FPC  y MDE  son semejantes, 

puesto que, por paralelismo, FPCMDE  , y por tanto 2/CPCFMED  . 

 

 
 

Puesto que el punto medio de la hipotenusa de todo triángulo es su circuncentro, por lo 

que, aplicando el Teorema del ángulo central tendremos 

CCMEDMND  2/22 . 

Sea G el pie de la altura por B. Está claro que BFHBGC   por el criterio AA, luego 

CBCGBHF   

 
 

Con todo esto llegamos a BHFMND  , por lo que BHMN // , y por el conector de 

puntos medios, se deduce que NHAN  , es decir, que N es el punto medio del 

segmento AH, tal y como queríamos ver. 

 

Fuente de esta solución: Soluciones oficiales (OME pág. 957) 

http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumOME.pdf


9.26 
Sean 'A , 'B  y 'C  los puntos medios de los lados BC, AC y AB, respectivamente. 

Sea P el punto medio del segmento AH, y Q el punto medio del segmento BH. 

 

 
 

Puesto que C’ es el punto medio de AB y P es el punto medio de AH, por el Teorema 

del conector de puntos medios (TCPM), BHPC //'  y puesto que BH y OB’ son 

perpendiculares comunes de AC, se deduce que son paralelas, y por tanto '//' OBPC . 

Con un razonamiento similar se deduce que '//' OAQC . 

 

Por otro lado, A’ y B’ son los puntos medios de los lados BC y AC, y por tanto, por el 

TCPM, ABBA //''  y 
2

''
AB

BA  . 

 

Puesto que P y Q son los puntos medios de los segmentos AH y BH, de nuevo por el 

TCOM, ABPQ //  y 
2

AB
PQ  .  

De lo anterior se deduce que '' BAPQ  . 

Puesto que C’ y Q son los puntos medios de los segmentos AB y BH, por el TCPM, 

2
'

AH
QC   

 

Así pues, los triángulos '' AOB  y PQC '  tienen los lados paralelos dos a dos, por lo 

tanto son semejantes (Criterio AA), y puesto que, además, '' BAPQ  , los triángulos 

serán congruentes, luego AP
AH

QCOA 
2

'' , tal y como queríamos ver. 



9.27 
En primer lugar vamos a demostrar que el punto H pertenece a la circunferencia 

circunscrita del triángulo ABC . 

 

Sabemos que el punto D es el centro de la circunferencia circunscrita del triángulo 

BIC , y su diámetro es IJ.  

 

Sea  ABC1  y  BIC2 . Trazamos además la circunferencia de diámetro AJ, a 

la que llamaremos 3 .  

 

 
 

El eje radical de 
1  y 

2  es la recta BFBC  . 

El eje radical de 
2  y 3  es la recta JF . 

Estos dos ejes radicales tienen punto común F. 

Sea AH '  el segundo punto de corte entre 
1  y 3 . 

Luego el eje radical de 
1  y 3  es 'AH , que forzosamente debe pertenecer a AF (ver 

“Centro radical, 14.2). Luego H’ es un punto de AF que pertenece a 3 , y por tanto, 

aplicando Tales, JAH '  será recto. Luego JH’ será la perpendicular por J que pasa por 

AF, y por unicidad de la perpendicular que pasa por un punto exterior a una recta, 

HH ' . 

 

Con un razonamiento similar demostramos que G también pertenece a la circunferencia 

 ABC1 . Sea ahora 
4  la circunferencia de diámetro AI. 

 
El eje radical de 

1  y 
2  es la recta BEBC  . 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf


El eje radical de 
2  y 

4  es la recta IE . 

Estos dos ejes radicales tienen punto común E. 

Sea AG '  el segundo punto de corte entre 
1  y 

4 . 

Luego el eje radical de 
1  y 

4  es 'AG , 

Así pues, forzosamente G’ pertenecerá a AE, y puesto que G’ pertenece a 
4 , aplicando 

Tales,  IAG'  es recto,  y por tanto G’ será el punto de corte entre AE y su 

perpendicular por I, es decir GG '  y por tanto G pertenece a  ABC1 . 

Ahora vamos a demostrar que los triángulos rectángulos AIE  y AJF  son semejantes 

mediante proporcionalidad de lados, es decir, 
FJ

AJ

EI

AI
 .  

Sea K el punto de corte entre la bisectriz AI y el lado BC. 

Queremos ver que 

FJ

EI

AJ

AI

FJ

AJ

EI

AI
  

Por otro lado, está claro que FJKEIK  , y por tanto 

JK

IK

FJ

EI

JK

FJ

IK

EI
  

Luego tenemos que demostrar que  

JK

IK

AJ

AI
  

Para ello observamos que BI es la bisectriz interior por B del triángulo ABK , y BJ la 

bisectriz exterior, 

  
y por tanto (ver 11.4.2 y 11.4.3) 

JK

IK

JA

AI

JK

JA

BK

AB

IK

AI
  

tal y como queríamos ver. 

Así pues, AJFAIE  , y por tanto IAHJAFEAI  , y puesto que 

IACBAI   por definición de recta bisectriz, deducimos que 

CAHEABGAB  . Ángulos iguales abarcan cuerdas iguales (ver 10.1.2), por lo 

que podemos concluir que HCGB  . 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf


9.28 
Marcamos el centro de la circunferencia O y varios de sus segmentos internos. 

ADGDGAD   isósceles AGDDAG   

Por ser DGFE cíclico, AGDFEO   

Por ser OFE  isósceles FEOOFE  . 

Así pues, FOEADG   por el criterio de semejanza AA, de donde se deduce que 

ADGFOE  . 

Aplicando el Teorema del Ángulo Central, 

2/2/  FOEFGE  

 

 
 

Ahora observamos que, puesto que F pertenece a la circunferencia de diámetro DE, 

º90DFE , pero por otro lado, DFEDAC  , luego CDADFE   por el 

criterio de semejanza AA, y por tanto 2/ FDEFCE . 

Así pues, DFC  es isósceles y por tanto FCDF  , y por tanto F pertenece a la 

mediatriz del segmento CD, de lo que se deduce que 12 FCAF , y por tanto 

24 FCAFAC . 

 

También observamos que FGEFCE  2/ , luego el triángulo GEC  es 

isósceles y por tanto ECGE  . 

Por último, puesto que GFED es cíclico, DGCEFC  , y por tanto FECDGC   

por el criterio AA de semejanza. Luego 

12

5

125

DC
DGAD

DCDG

FC

DC

EC

GC

FE

DG
  y por tanto, aplicando Pitágoras, 

DCDCAC

DCDCDCDCDCDCDCADAC

12

13

144

169

144

169
1

144

25

144

25

12

5 22222

2

222






















 

Así pues, 

13

288

12

13
24  DCDCAC . 



9.29 
Trazamos la perpendicular a AD y BC por P, y sean Q y R sus respectivos puntos de 

corte. 

Trazamos la perpendicular a AB y CD por P, y sean S y T sus respectivos puntos de 

corte. 

Sea PX   el segundo punto de corte entre la recta ST y el circuncírculo. 

Sea PY   el segundo punto de corte entre la recta QR y el circuncírculo. 

 

Puesto que todo rombo los lados opuestos equidistan, 

205169  PSPSSTQR . 

Es fácil demostrar que 5 PTXS , por lo que 15520  XSPSPX  

y que 9 YRQP , por lo que 7916  YRPRPY . 

 

 
 

Sea 'X  el punto de tangencia entre el incírculo y la recta AD. Aplicando el Teorema de 

la Tangente-Secante (¶101) tenemos: 

   12144'144799'2  QXQYQPQX  

Y por tanto, aplicando Pitágoras, 222222 15225129''  QXPQPX , de donde 

se deduce que XX ' . 

 

 
 

Los triángulos XSD  y XQP  son claramente semejantes, pues son triángulos 

rectángulos y tienen un ángulo en común, luego  

 
4

25

12

515

1512

5



 XD

XD

XP

XD

XQ

XS
 



 

Por otro lado, los triángulos XPQ  y XAT  son claramente semejantes, pues son 

rectángulos y comparten el ángulo QXP : 

 

 
 

Luego 

 25
20

1215
 XA

XAXT

XQ

XA

XP
 

Y finalmente 
4

125

4

25
25  XDXAAD  

Y el perímetro del rombo es 1254 AD . 

  

Observación 1. Una semejanza aún más potente hubiera sido trazar la perpendicular a 

AB por D, que cortará AB en D’. Los triángulos 'ADD  y XPQ  son claramente 

semejantes, y sabemos que 25'  STDD , luego 

Luego 

 
4

125

15

1225'
 AD

ADXP

XQ

AD

DD
 

 

Observación 2. Sin utilizar esta última semejanza se podría haber seguido de la 

siguiente manera: 

Sea Z  el punto de tangencia entre el incírculo y el lado AB. Aplicando el Teorema de la 

Tangente-Secante (¶101) tenemos 

   1010010015552  TZTZTPTZ  

 

Puesto que  21012  AQATATAQAZAX , y aplicando Pitágoras en 

los triángulos AQP  y ATP , que tienen la diagonal AP común, tenemos 

 

13

452445644)2(56

)2(5625)2(8159

222

22222222







AQ

AQAQAQAQAQAQ

AQAQAQAQATAQ

 

Finalmente, 
4

125

4

25
1213  XDQXAQAD  



9.30 
En primer lugar observamos que A es el centro de la semejanza espiral que pasa B a E y 

C a D: 

 
Ahora observamos que CAEBAD  . En efecto, 

AE

AD

AC

AB

AE

AC

AD

AB
DAEBAC   

Y puesto que CAEBACBAD  2 , solo hace falta aplicar el criterio SAS de 

semejanza. 










DBAECA

ADBAEC
CAEBAD  

Y puesto que ACDABC  , está claro que ECDDBC  . 

De la misma forma, BDCCED
BDCCED

ADCAED









 

 
 

Pero ahora observamos que, puesto que CBFDCE  , aplicando el “Teorema de la 

Caracterización Angular de una recta tangente” (10.2.7), tenemos que la recta DC será 

tangente a la circunferencia circunscrita del triángulo ABC , y con el mismo 

razonamiento tenemos que la recta DC será tangente a la circunferencia circunscrita del 

triángulo ADE . 

Ahora aplicamos el Teorema de la Tangente en ambas circunferencias: 

GDGCGDGC
FAGFGD

FAGFGC











22

2

2

 

Tal y como queríamos ver. 
Fuente de esta solución: https://youtu.be/MvUUWQ2BEZQ (OptionalProblem) 

https://youtu.be/MvUUWQ2BEZQ


9.31 
Aplicamos el “Teorema de la Caracterización Angular de una recta tangente” (10.2.7):  

FD es tangente a  ACD , luego CFDA  . 

DE es tangente a  ABD , luego BADE  . 

Así pues, ABCADEFDAFDE  º180 , y por tanto el cuadrilátero 

AEDF es cíclico. 

También deducimos que DACEDC   y DACBADFDB  . 

 

 
Trazamos el segmento EF. 

EDCFADFED  , luego BCEF // , y por tanto la distancia de F a BC es igual a 

la distancia de E a BC. Puesto que, además, DAEFAD  , está claro que EDFD  

puesto que son cuerdas determinando arcos iguales. 

 

Sean P y M los puntos de corte de la recta AG con FE y BC, respectivamente. Sea Q el 

punto de corte de DG con FE. 

 
Es un hecho general que M es el punto medio de BC y que EQFP   (lo 

demostraremos al final en un lema). 

Puesto que EDFD  y FEDFADEADEFD  , por el criterio AA de 

semejanza deduciremos que los triángulos PFD  y QED  son semejantes, con lo que 

llegaremos a EDPFDP  , tal y como queríamos ver. 

 



Lema . 

a) Dado un triángulo ABC , y los puntos F en AB y E en AC tales que BCFE // , el 

punto G de intersección entre BE y FC pertenece a la mediana por A, es decir, que si M 

es el punto de corte entre AG y BC, se cumple MCBM  . 

 
Sea N el punto de corte entre AG y FE. 

MC

BM

NE

FN

MC

NE

AM

AN

BM

FN
MCANEABMAFN  ,  

BM

MC

NE

FN

BM

NE

GM

NG

MC

FN
MBGNEGCMGFNG  ,  

Luego  

MCBMMCBM
BM

MC

MC

BM
 22 . 

 

b) Si D pertenece a BC y sean P el punto de corte entre FE y AD y  Q el punto de corte 

entre DG y FE, se cumple QEFP  . 

 
 

BG

GE

GE

FE

FE

GE

BC

BG
BCGFEG   

BG

GE

BD

QE

GE

BG

QE

BD
GEQGBD   

QEFP

BD

QE

BD

FP

BD

QE

BG

GE

BC

FE

AB

AF

BD

FP
ABCAFEABDAFP



 ,
 



9.32 
Sean X e Y los puntos de corte entre EF y PD y la mediana AD, respectivamente.  

 
 

Aplicando el Teorema del Conector de Puntos Medios (7.2.1), está claro que BCEF // , 

y que DCBDBCEF 
2

1
. 

Aplicando el Teorema de la Bisectriz (11.4.2) en ABD  y en ACD  tenemos: 

NA

CN

MA

BM

NA

CN

AD

DC

AD

BD

MA

BM
  

Luego aplicando el Teorema de Tales (8.2.8) tenemos BCMN // . 

 

Por ser Triángulos en posición de Tales tenemos 

XFEX
BD

XF

CD

XF

AD

AX

BD

EX
  

De la misma manera se demuestra que OMMO . 

 

Aplicamos el Teorema de Menelao (11.2.2) en el triángulo AMN  y la transversal PF : 

NF

FA

PM

AP

FA

NF

PM

AP

FA

NF

ON

MO

PM

AP
 11  

Aplicamos el Teorema de Menelao (11.2.2) en el triángulo AMN  y la transversal RE : 

NR

AR

EM

AE

RA

NR

ON

MO

EM

AE
 1  

Pero, como además de MNEF // se deduce que 
EM

AE

FN

AF
  y por tanto que  

NR

AR

PM

AP
  

De donde concluimos que MNPR // . 

Una vez hemos obtenido estos resultados seguimos razonando de la siguiente manera: 

MN

EF

MN

BC

AM

AB

AM

AMMB

AM

MB

AD

BD

AD

ADBD 2
11 





 

Y por tanto: 

EFADEFAD

AD

EFAD

BD

EFAD

ADBD

MN

112











  



Ahora solo nos queda aplicar el siguiente resultado (que demostraremos al final como 

lema): Si EFRP es un trapecio y MN es una recta paralela a las bases que pasa por el 

punto O de intersección de las diagonales, la longitud de MN es media armónica de las 

bases del trapecio: 

PREFMN

112
  

Aplicando esto último al resultado obtenido anteriormente llegamos a  

PRAD
PRADPREFEFAD


111111

. 

 
Fuente de esta solución: Soluciones oficiales (Compendium OME pág. 794) 

 

Lema. 

Sea EFQP un trapecio y O el punto de corte de sus diagonales EQ y FP. Sea M en EP y 

N en FQ tales que MN es paralela a las bases y O pertenece a MN. Entonces la longitud 

de MN es media armónica de las bases, es decir: 

PREFMN

112
  

 

 
 

Demostración. 

Aplicando Tales en el triángulo PEF  con la paralela OM: 

MP

EMMP

PM

PE

MO

EF 
  

Aplicando Tales en el triángulo rEF  con la paralela ON: 

NR

NRFN

NR

FR

NO

EF 
  

Aplicando Tales en el triángulo EPR  con la paralela OM: 

EM

MPEM

EM

PE

MO

PR 
  

Aplicando Tales en el triángulo FPR  con la paralela ON: 

FN

NRFN

FN

FR

NO

PR 
  

Sumando las cuatro identidades anteriores: 

NRFN

FN

MPEM

EM

RNFN

RN

EMMP

MP

PR

NO

PR

MO

EF

NO

EF

MO











  

Es decir: 

211 















RNFN

FNRN

EMMP

EMMP

PR

MN

EF

MN

PR

NOMO

EF

NOMO
 

MNPREFPREF
MN

211
2

11









  

Tal y como queríamos ver. 

 
Fuente de esta demostración: www.matetam.com  

http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumOME.pdf
http://www.matetam.com/


9.33 
 

Sea Q el punto de corte entre AP y la recta BC. Para demostrar que Q es el punto medio 

del triángulo ABD  vamos a demostrar que la recta BC es tangente a la circunferencia 

circunscrita de ABP , y el problema quedará resuelto aplicando GA/14.1.4 (Punto de 

corte entre la tangente común y el eje radical). 

 

 
 

Para demostrar que BC es tangente a ABP  aplicaremos el Teorema de la 

caracterización de una tangente al circuncírculo de un triángulo (GA/10.2.7), es decir, 

hay que demostrar que BAPCBP  . Sea PAD  y BADDAC  . 

Está claro que   PADBADBAP  

AMDP es un cuadrilátero cíclico, por lo tanto  PADPMD . 

DC es tangente a  AMD  y por tanto   180BDMPAMMDC . 

Finalmente,   BAPBMDBDMDBM  º180º180º180 , 

tal y como queríamos ver. 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf


9.34 
 

Primera versión. 

 
 

Sean DAGBAD  , ADB  y ABD  

Los triángulos ABD  y AGD  son congruentes. Basta aplicar el criterio SAS pues 

AGAB  , DAGBAD   y ADAD . Por lo tanto DGBD  , AGD  y 

ADG . 

Por otro lado, ABE  es isósceles, y por tanto  AEBABD  . 

De donde deducimos que AGDAEBAED   , y por tanto el cuadrilátero 

AGED es cíclico, y por tanto  ADBAGE . 

 

Aplicamos el Teorema de la bisectriz al triángulo ABC : 

 

DF

FC

AG

GC

DF

FC

AG

GC

DF

FC

DF

DF

AG

GC

AG

AG

DF

FCDF

AG

GCAG

DF

DC

AG

AC

DC

DF

AC

AG

DC

BD

AC

AB











11

 

 

Luego, aplicando Tales en el triángulo ADC  con la transversal GF, deducimos que 

GFAD // , y por tanto  ADBGFE . 

 
 

Así pues, hemos visto que GFEAGE   , y por lo tanto solo tenemos que aplicar 

el Teorema de la caracterización de la recta tangente a la circunferencia circunscrita al 

triángulo EGF  (10.2.7). 



Segunda versión. 

Como en la versión anterior, queremos demostrar que  GFEAGE  .  

Trazamos la recta BG y sea K su punto de corte con la recta AD. Sea GBC . 

 

 
 

Puesto que AB=AG, el triángulo ABG  es isósceles,  en un triángulo isósceles 

coinciden la bisectriz, la altura y la mediana por el vértice opuesto a la base. Es decir, 

BGAK   y BK=KG. 

Pero también se cumple BD=DF, y por tanto, aplicando el Teorema de Tales, 

GFAD // . 

De lo que se deduce que º90 BKDBGF , y por tanto  º90GFE . 

 

Por otro lado, está claro que los puntos B, E y G pertenecen a una misma circunferencia 

de centro A, por lo que 22  GBEGAE . 

Por ser AEG  isósceles, 








 º90
2

2º180

2

º180 EAG
AGE  

Así pues, concluimos que GFEAGE  , tal y como queríamos ver. 

 
Fuente de esta segunda versión: Soluciones oficiales (Compendium OMI, página 132) 

 



9.35 
 

Demostrar que NCNB   equivale a demostrar que N pertenece a la mediatriz del lado 

BC. Puesto que M es el punto medio de este lado, basta demostrar que ABMN  . 

 

Trazamos la circunferencia de diámetro AC. Puesto que PCAP  , por Tales está claro 

que P pertenece a esta circunferencia. Sea CR   el segundo punto de corte entre esta 

circunferencia y BC. De nuevo por tales se cumplirá BCAR  , es decir, AR es la altura 

por A del triángulo ABC . 

 

 
 Vamos a demostrar que MQRM  . 

Aplicando Potencia de un punto, y teniendo en cuenta que MCBM   

RMMQBMRMMQBMMCRMMPAMMQBM   

Ahora trazamos la circunferencia de diámetro AQ, cuyo centro es N. Puesto que 

RQAR  , por Tales está claro que el punto R pertenecerá a esta circunferencia. 

 
 

NQRN  , luego el triángulo RNQ  es isósceles, además MQRM  , luego NM es 

mediana del triángulo, y puesto que en un triángulo isósceles coincide mediana y altura, 

RQMN  . Así pues, N pertenece a la mediatriz del lado BC, y por tanto equidista de 

los vértices B y C, tal y como queríamos ver. 



9.36 
Primera versión. 

Lema. 

Dado un triángulo ABC , rectángulo en A, sea N el punto medio de la hipotenusa BC. 

Sea X el punto de corte entre la perpendicular por BC y el lado AC. 

a) BNAX   

 

 
 

Sabemos que en todo triángulo rectángulo, la hipotenusa es siempre el lado mayor, 

luego: 

BCAC   y NCXC   

 Y por tanto: 

BNNCBCNCACXCACAX   

b) Sea P un punto del lado AC. 

Se cumple PCBPBCAXAP   

 

 
 

Sabemos que el punto X es el que hace que XBC  sea isósceles: XCBXBC  . 

PCBXCBXBCPBCAXAP   

 

c) Como corolario, si PCBPBCBCAP 
2

1
 

En efecto, por el apartado a, APAXAPBCAX 
2

1
 

 

d) Si ABBCC 2º30  .  

 



Solucionemos ahora el problema. 

Sean N y M los respectivos puntos medios de los lados BC y AC. 

Sea E el punto de corte entre ON y la circunferencia  ABC , en el mismo lado que O. 

Trazamos la paralela a BC por O, que cortará la altura AP en el punto F. 

 

 
 

Sabemos que ANOC  , y por tanto 

ANOCOCNOCP  º90º90  

Así pues,  

OCPCOPACOPCOPA  º90º90  

 

Por otro lado, por Tales, los puntos M y N pertenecen a la circunferencia de diámetro 

OC, y por tanto el cuadrilátero OMCN es cíclico. Luego, teniendo en cuenta que 

BAOM  , 

EOABCBEOAAOMEOAEOMC   

 

Así pues, 

º30º30º30  EOABCBC  

 

Pero, puesto que AFEO // , pues ambas son perpendiculares comunes de BC, 

OAFEOA   

Así pues, tenemos como hipótesis que º30OAF . 

Ahora, aplicando el apartado d del lema, 

OCPCOPOCNPNPOCOFOA 
2

1
22  

tal y como queríamos ver. 

 



Segunda versión. 

En la web Art Of Problem Solving encontramos esta segunda versión, similar a la mía. 

Trazamos la mediatriz del lado BC. Sea Y su punto de corte con dicho lado. 

Trazamos la recta paralela a BC por A. Sea Z su punto de corte con OY. 

Puesto que DO=AO, el triángulo DAO  es isósceles. Claramente OZ es perpendicular 

a AD, luego es altura de DAO , que como es isósceles también será mediana, y por 

tanto DZ=ZA. 

 

 

 
 

Con todo esto DACB  es un cuadrilátero isósceles, y por tanto BCACBD  . 

Luego de la condición del enunciado º30 ABCBCA  deducimos que 

º30DBA . 

Y por tanto º602  DBADOA . 

Por consiguiente 2/2/ OCYPOAAZ  , puesto que YPAZ   y OCOA . 

Así pues, 2/2/ OCOPOCYPOP  . 

Luego OPOCOCOCYPOCYPYCPC  2/2/  

Y finalmente, OCPCOPOPPC  . 

 
Fuente de esta segunda versión: 

https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php?title=2001_IMO_Problems/Problem_1&oldid=96396 

 

Tercera versión. 

En las “Solution Notes” de Evan Chen encontramos una tercera versión realmente 

elegante basada en trigonometría. 

 

Siguiendo los razonamientos de las versiones anteriores, queremos demostrar que 

POPC  . 
22 POPCPOPC   

Por Potencia de un punto, 
22 PORPCPB  , donde R es el radio de la circunferencia 

circunscrita. 

Luego PCPBRPO  22
 y por tanto 

https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php?title=2001_IMO_Problems/Problem_1&oldid=96396


 
2

2

22

22

22

22

RBCPC

RPBPCPC

RPCPBPC

RPCPBPC

PCPBRPC

POPC













 

Utilizando la notación habitual ABcACbBCa  ,, , CbPC
b

PC
C coscos   

Y por lo tanto  

4

1
cos

22
cos 22  C

R

b

R

a
RCabRBCPC  

Aplicando el Teorema del Seno en ABC , 

A
R

a
R

A

a
sin

2
2

sin
 , B

R

b
R

B

b
sin

2
2

sin
  

Luego llegamos a  

4

1
cossinsin CBA  

Aplicamos la identidad trigonométrica “Producto a Suma” 

 
4

1

2

1
1

2

1
)sin()sin(

2

1
cossin 








 BCBCCB  

y teniendo en cuenta que 1sin A , demostramos la condición anterior, tal y como 

queríamos ver. 

 
Fuente de esta versión: “IMO 2001 Solution Notes”, Evan Chen  

 



9.37 

 
Llamaremos ',',' CBA  los respectivos puntos medios de los lados BC, AC y AB. 

Llamaremos '','','' CBA  las respectivas alturas por los vértices A, B y C. 

Sea 
A  la circunferencia de centro 'A  y radio HA' . Sea 

B  la circunferencia de 

centro 'B  y radio HB' .  

 

 
 

El eje radical de las circunferencias 
A  y 

B  es una recta que pasa por H y por su 

segundo punto de corte al que llamaremos P. Sabemos que esta recta es perpendicular a 

la recta que pasa por los respectivos centros 'A  y 'B . Pero la recta ''BA  pasa por los 

puntos medios de los lados BC y AC, luego aplicando el Teorema del conector de 

puntos medios (7.2.1), tenemos ABBA //'' , y por otro lado la altura CC ''  cumple 

ABCC '' , luego '''''' BACC  , y puesto que, además ''CCH , por la unicidad de la 

recta perpendicular que pasa por un punto dado, deducimos que la altura CC ''  es el eje 

radical de las circunferencias 
A  y 

B . 

 

Ahora el problema queda resuelto como aplicación directa de 14.2.3, puesto que 

CCCBBAA ''2121  .  

En efecto, 
21211221 BBAACBCBCHCPCACA   cocíclicos  aplicando el 

Recíproco al Teorema de la Potencia (10.2.2). 

Con un razonamiento similar se demuestra que C1 y C2 pertenecen a 
A . 

 

 



9.38 
 

No hay ningún triángulo que cumpla estas condiciones. De hecho, vamos a ver que ni 

siquiera hay ningún triángulo rectángulo con AB, AC, BI e IC enteros. 

 

Lo primero que vemos es que º135BIC . En efecto, 

  º135180

º45º18022º90





ICBIBCBIC

ICBIBCICBIBC
 

 

 
 

Luego, aplicando el Teorema del Coseno, 

º1352

º1352

2222

222

CosICBIICBIACAB

CosICBIICBIBC




 

 

De esta última igualdad se deduce que º135Cos  es un número racional si AB, AC, BI e 

IC son enteros, lo cual es absurdo, pues 
2

1
º45º135


 CosCos  no es racional. 

 
Fuente de esta solución: Soluciones oficiales (USAMO, pág. 244) 

http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumUSAMO.pdf


9.39 
 

Sabemos que BPBCPBA   y CPCBPCA  , luego 

ACBPCBPCAPBCPBA  º180  

 

Así pues, la condición del enunciado equivale a 

 

BPC
A

BPC
AA

BPC

ABPC

APCBPCBPBCPCB
















2
º90

2
º90º180

2
º90º180

º180º1802

º180

 

 

Pero este ángulo 
2

º90
A

  es precisamente BIC , en efecto, 

   

2
º90

º180
2

1
º180

22
º180º180

A

A
CB

ICBIBCBIC











 





 

 

Puesto que P pertenece al interior del triángulo, estará en el mismo lado que I respecto 

de la recta BC, y por tanto podemos aplicar la caracterización GA/10.5.3 de puntos 

cocíclicos, es decir, P pertenecerá a la circunferencia circunscrita del triángulo BIC . 

 

Pero esta circunferencia es conocida. Sabemos que su centro D es la intersección de la 

bisectriz por A y la mediatriz del lado BC (ver GA/11.12.2), es decir, es el punto medio 

del arco BC. 

 

 
  

Si IP  tenemos que ADP  es un triángulo, y teniendo en cuenta que IPD  es 

isósceles, 

AIAPPDAIIDAIADPDAP   

 

y la igualdad acontece cuando A, P y D están alineados, es decir, cuando P=I. 

 
Fuente de esta solución: Soluciones oficiales (IMO, pág. 860) 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumIMO.pdf


9.40 
Primera versión. 

Sea 
1  la circunferencia de centro A y radio AC. Está claro que L pertenece a 

1 . 

Sea CE   el segundo punto de corte entre 
1  y CD. 

Sea LL '  el segundo punto de corte entre 
1  y XB. 

Trazamos la recta tangente a 
1  por L y sea Y su punto de corte con CD. Vamos a 

demostrar que este punto no depende de L, solo de A, D, B y X.  

 

Puesto que º90 ALYADY , los puntos D y L pertenecerán a la circunferencia de 

diámetro AY. 

 

 
 

Luego ALDAYD  . 

Por otro lado, los triángulos rectángulos ABC  y ACD  son semejantes, pues 

comparten el ángulo en A , por lo tanto 

AC

AB

AD

AC
  

y teniendo en cuenta que ALAC   obtenemos 

AL

AB

AD

AL
  

Y por tanto los triángulos ALB  y ADL  serán semejantes (pues comparten también el 

ángulo en A).  

Por lo tanto 

ALDABL   
Y por consiguiente 

AYDALDALDLBAXBD   
 

Así pues, los triángulos rectángulos AYD  y XBD  serán semejantes por el criterio 

AA, y por tanto sus lados serán proporcionales: 

DX

DB
ADDY

DX

DB

AD

DY
  

 

Así pues, hemos visto que la recta tangente a 1  por L corta CX en un punto Y que no 

depende de L, solo de A, D, B y X.  

 

Observación: Se puede comprobar que el cuadrilátero cíclico 'ELCL  es un cuadrilátero 

armónico (ver GA/12.6.1), y que, por consiguiente, los puntos Y, C, X, E son una 

cuaterna armónica. 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf


Todo este argumento lo podemos hacer ahora para la circunferencia 
2  de centro B y 

radio BC. Está claro que K pertenece a 
2 . La recta tangente a 

2  por K cortará la 

recta BD en un punto que no dependerá de K, por lo tanto será el mismo Y que hemos 

calculado anteriormente. 

 

 
 

Puesto que Y pertenece al eje radical de las circunferencias 
1  y 

2 , 

YKYLYKYpowYpowYL  2

21

2 ),(),(  , luego los triángulos rectángulos 

YKM  y YLM  serán congruentes, y por tanto MLKM  , tal y como queríamos ver. 

 

 

 
 

Fuente de esta solución: https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/GeoGebra/2012IM 

 

 

 

https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/GeoGebra/2012IM


Segunda versión. 

Como en la versión anterior, sea 
1  la circunferencia de centro A y radio AC y 

2  la 

circunferencia de centro B y radio BC. Está claro que la altura CD es el eje radical de 

estas dos circunferencias (es una recta perpendicular a la recta que pasa por sus centros 

y pasa por C, que es uno de sus dos puntos de corte), luego el segundo punto de corte 

CE   entre las dos circunferencias también pertenecerá a CD. 

 

Puesto que BCAC  , AC será tangente a 
2  en C, y BC será tangente a 

1  en C. 

Por potencia de un punto, 

'' XLXLXEXCXKXK   

 

Luego los puntos ',,,' KLKL  son cíclicos. Sea 3  la circunferencia que los contiene. 

 

 
 

De nuevo por Potencia de un punto, 

'22 KKAKACAL   

 

Luego AL es tangente a 3  en L. De la misma forma se demuestra que BK es tangente 

a 3  en K. 

Así pues, L y K son tangentes a una misma circunferencia, y por tanto MK y ML son 

tangentes por un mismo punto M a una misma circunferencia 3 , y por tanto son 

segmentos iguales (ver GA/10.1.13), tal y como queríamos demostrar. 

 
Fuente de esta solución: Soluciones oficiales (IMO página 1284) 

 

 

 

 
 

 
 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumIMO.pdf


9.41 
Sea O el circuncentro de ABC . 

Sea SG   el segundo punto de corte entre la mediatriz del lado BC y Ω.  

Sabemos que la bisectriz interior del ángulo BAC es la recta AG.  

Por lo tanto, si se cumplen las condiciones del enunciado, forzosamente AGBSK  . 

Veamos que este punto satisface las condiciones del enunciado, es decir, PK  es 

tangente a ω. 

 

Primer paso. 

Lo primero que vamos a ver es que se cumple APPD . Para ello prolongamos el 

segmento PD hasta cortar la circunferencia Ω en un punto al que llamaremos 'A . 

 
 

Se cumple CEACEBCBLDBPDBPA  º90'  

Así pues,   CCBPABOA  2º180º902'2'  

Pero, por otro lado, CAOB  2 , por lo que los ángulos AOB  y 'BOA  son 

suplementarios, o lo que es lo mismo, los puntos A, O y A’ están alineados, es decir, 

'AA  es un diámetro, y por tanto, por Tales, º90'APA . 

 

Segundo paso. 

Lo segundo que vamos a demostrar es que AKPK  . Para ello trazamos el punto 

AKPDM  . Puesto que APM  es un triángulo rectángulo y M está en la 

hipotenusa, KMAKAKPK  . 

 
Por un lado,  

ANOCANAC  2/ . 

Pero por otro, 

BAOCOACACAOCA  2º180º1802'2' . 

 



Luego  

CB

BAOCANACOCANOCNOA



 2º180'2''
 

Pero también se cumple 

  CBCBBSOCBSOCAOCAOS  22  

En donde hemos aplicado que CBABSCSBCSOC  º180º1802  

Así pues, AOSNOA  ' , y por tanto '// SAAN  

Sea KSAAT  ' . 

Así pues, TSAATN ' , y por tanto 
TS

TK

SA

AK


'
 

También se cumple 'SDAKDM  , y por tanto 
DS

DK

SA

KM


'
 

Así pues, para demostrar que KMAK   será suficiente demostrar que 

DS

TS

DK

TK

DS

DK

TS

TK


 
Pero esta última igualdad es una aplicación directa del Teorema de la bisectriz exterior 

(GA/11.4.3), aplicada al triángulo DAT  con la bisectriz interior AK  y la bisectriz 

exterior AS  (recordamos que º90AKS ) 

 
 

Tercer paso. 

Volvemos a la configuración inicial. Vemos que AKBAKD  , pues 

KBADAK   

 

Luego KBKDAK
AK

KD

KB

AK
 2 , y puesto que PKAK  , llegamos a 

KBKDPK 2 , y por tanto PK es tangente a la circunferencia ω aplicando la 

caracterización de recta tangente mediante potencia de un punto (GA/10.2.8). 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf


9.42 
El problema se reduce a demostrar que las rectas FE y YZ se cortan en un punto P que 

pertenece a la recta BC, pues entonces, por la caracterización de Tangente mediante 

Potencia de un punto, PEPFPDPZPY  2  y aplicamos el Recíproco del Teorema 

de la Potencia (GA/10.2.2) o simplemente aplicamos GA/14.2.3. 

 

 
 

Por ser segmentos tangentes a una circunferencia que tienen un extremo común B, se 

cumple BD=BY. De la misma forma se demuestra que BD=BF, que CD=CZ=CE, 

XY=XZ y AF=AE. 

 

Trazamos la recta YZ y sea P su punto de corte con la recta BC. Aplicando el Teorema 

de Menelao (GA/11.2.2) al triángulo XBC , tenemos 

1
ZX

CZ

PC

BP

YB

XY
 

Teniendo en cuenta que XY=ZX obtenemos 

1
YB

CZ

PC

BP
 

Para demostrar que los puntos P, Y, Z están alineados aplicaremos el mismo Teorema 

de Menelao ahora en el triángulo ABC . Queremos demostrar 

1
EA

CE

PC

BP

FB

AF
 

Teniendo en cuenta que AF=EA obtenemos 

1
FB

CE

PC

BP
 

Y ahora teniendo en cuenta que CE=CZ y FB=YB, llegamos  

1
YB

CZ

PC

BP
 

Que es precisamente la igualdad que hemos demostrado anteriormente. 

 
Fuente de esta solución:  Solving Problems in Geometry (Kim Hoo Hang, pág. 165) 

 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf


9.43 
(a) Γ1, Γ2 y Γ3 tienen como punto en común el incentro I del triángulo ABC . 

En efecto, sabemos que ACIE   y ABIF  , luego, por Tales, los puntos E y F 

pertenecerán a la circunferencia de diámetro AI. Así pues, forzosamente, la 

circunferencia circunscrita  AEF  tiene que ser precisamente esta circunferencia de 

diámetro AI. El mismo argumento vale para las otras dos circunferencias Γ2 y Γ3. 

 

(b) Vamos a demostrar que los puntos P, Q, E y D son cocíclicos. 

Para ello nos basaremos en los resultados de GA/13.6.1, en donde hemos realizado una 

inversión respecto de  DEF . Mediante esta inversión, P es la imagen de 'P , el pie de 

la altura de DEF por el vértice D, y Q es la imagen de 'Q , el pie de la altura de 

DEF  por el vértice E. Pero está claro que º90'  EDQEPD , y por tanto, por 

Tales, los puntos P’ y Q’ pertenecerán a la circunferencia de diámetro DE, y por tanto, 

la imagen de esta circunferencia por la inversión es precisamente la circunferencia que 

pasa por los puntos E, D, P, Q.  

 

 
 

Pero, de la misma forma, se demuestra que los puntos R, Q, F, E son cocíclicos, como 

lo son también P, R, F, D, y, puesto que las tres rectas PD, QE y RF son los ejes 

radicales de estas tres circunferencias, está claro que tendrán el centro radical como 

punto en común. 

 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf


9.44 
Primera versión. Mediante semejanza de triángulos. 

Puesto que AD=DP, el triángulo DPA  es isósceles, y por tanto PADDPA  .  

Por la caracterización angular de recta tangente (10.2.7) , DPADAC  . 

Por otro lado, por ser ángulos que abarcan el mismo arco, ACDABD  . 
 

 
Así pues, los triángulos PBD  y ACD  son semejantes, y puesto que, además, se 

cumple PD=AD, son congruentes. Así pues, PB=DC, tal y como queríamos ver. 

 

Segunda versión. Mediante semejanza espiral. 

Vamos a demostrar que existe una semejanza espiral que envía el segmento orientado 

PB  al segmento orientado AC . Para ello seguiremos los pasos del apartado 15.6.4. 

En primer lugar vemos que ACPBA  . 

Trazamos  BAC  y vemos que es la circunferencia Γ.  

Trazamos  PAA . Para ello debemos interpretar A como un doble punto, y por tanto 

trazar la circunferencia que pasa por P y es tangente a AC, que es precisamente Δ.  

Luego el centro de la semejanza espiral que envía ACPB   es el punto de intersección 

de estas dos circunferencias, que es el punto D. 

Pero, además, esta semejanza espiral envía AP , y sabemos que DADP , luego el 

factor de ampliación de esta semejanza es 1, es decir, se trata de una rotación de centro 

D, y las rotaciones conservan las distancias, y por tanto el segmento imagen tendrá igual 

longitud que el segmento origen, es decir, PB=AC, tal y como queríamos ver. 

 



Tercera versión. Mediante una rotación. 

Sea Q el punto de corte entre la circunferencia de centro D y radio DP=DA y la 

circunferencia de centro A y radio AP. Vamos a demostrar que Q pertenece a la recta 

AC. 

 
 

Por construcción, DQ=DA=DP y AP=AQ, luego los triángulos PAD  y AQD  son 

triángulos isósceles congruentes, y por tanto DPADAQ  , y por tanto deducimos 

que AQ es tangente a  APD  en A (por el criterio angular de tangencia), pero AC era 

la recta tangente a  APD , y por tanto Q pertenece a AC. 

 

Vemos que el segmento AC es la rotación del segmento PB respecto del centro D y 

ángulo ADQPDA  , una rotación que envía AP   y DA , luego está 

claro que envía la recta PA a la recta AQ. Queda ver que envía CB . 

 

Vamos a ver que los triángulos ABD  y QCD  son congruentes. En efecto, 

QCDACDABD   por ser ángulos que abarcan el mismo arco AD. 

Por otro lado, DQCDAB   porque la rotación envía DQDA  y 

ACAQPAAB  . 

Puesto que, además, DQDA  , tendremos que son congruentes: QCDABD  . 

 

La igualdad DQCDAB   se puede demostrar también de la siguiente forma: 

DABPADDPADQADQC  º180º180º180  

 

 
 

Así pues, QCABQCDABD  , y como además sabemos que AQPA  , 

llegamos a ACQCAQABPAPB  , tal y como queríamos ver. 

 
Fuente de las versiones 1 y 2: https://youtu.be/BtnPjG9OvZg  

https://youtu.be/BtnPjG9OvZg


9.45 
 

Veamos que el punto F pertenece a la recta 
11CB . Sea ω la circunferencia de diámetro 

AC, y por tanto su centro será 
1C . Por Tales, F pertenecerá a ω, puesto que 

º90AFC . Sea H el pie de la altura por A del triángulo ABC . De nuevo por Tales 

sabemos que H también pertenece a ω. 

Sea I el punto medio del segmento AH. Aplicando el Teorema del Conector de puntos 

medios dos veces, BCCB //11
, y HCBC  por tanto la recta 

11CB  pasará por el punto 

medio del lado AH, es decir, I pertenece a 
11CB . 

Además, BCCB //11
 y AHBC  , luego AHCBIC  111

. Así pues, 
1IC  es la 

mediatriz del segmento AH. 

Sea FCADCF  . 

 

Por otro lado, por ser AFCH un cuadrilátero inscrito en ω,  DCFHAF . 

Por ser ángulos que abarcan un mismo arco de circunferencia,  ACFAHF . 

Así pues, HAFAHF  , y por tanto el triángulo AFH  es isósceles con base AH. 

 

 
 

Pero en un triángulo isósceles la mediatriz de la base pasa por el vértice opuesto, es 

decir, que F pertenece a la recta 
111 CBIC  , tal y como queríamos ver. 

 

Con un argumento similar se demuestra que el punto G pertenece a esta misma recta. 

Aunque vemos que en las soluciones oficiales (Compendium BMO, pág. 157) esto fue 

penalizado: “There were also penalties for students who provided an argument for 𝐹 

lying on 
11CB  and simply stated the same argument also works for 𝐺 (or vice-versa). 

While the arguments are similar, in many approaches they weren’t identical so at least 

some justification was required”. 

 

En las soluciones oficiales (Compendium BMO, pág. 157) se presentan otras soluciones 

alternativas. 

http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumBMO.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumBMO.pdf


9.46 

 
Sea T' el segundo punto de corte entre la recta AQ y la circunferencia  ABC . Vamos 

a demostrar que T'=T. 

Sea U el punto de corte entre el lado AC y la recta QPB
. 

 
 

Los triángulos QBPB  y UCQ  son semejantes, pues son triángulos rectángulos 

compartiendo el ángulo en el vértice Q. Luego ACBUCQQBPB  . 

Por otro lado, ABTACB '  pues CABT '  es un cuadrilátero cíclico. 

Así pues, QBTQBPB ' , y por tanto el cuadrilátero 
BPBQT '  es cíclico. 

De lo que deducimos que º90º90º180º180'  BQPQTP BB
. 

Con razonamientos similares llegamos a º90'  QTPC , es decir, que los puntos 
BP , 'T  

y CP  están alineados.  

Pero CBPP  es la recta tangente a  ABC  por el punto T, por lo tanto T será el único 

punto de esta circunferencia que pertenece a CBPP . Luego 'TT    y por tanto Q  

pertenece a ATAT ' , tal y como queríamos ver. 

 
Fuente de esta solución: Soluciones oficiales (Compendium BMO, pág. 215) 

 
 
 

http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumBMO.pdf


9.47 

 
Sea A el punto inicial, y sea O el centro de la circunferencia. 

Entre una recta y una circunferencia o entre dos circunferencias solo puede haber, como 

máximo, dos puntos de corte. 

La rana puede saltar a los puntos B y C en l, y del punto B puede saltar a D o volver a 

A. Del punto D puede saltar a E o volver a B.  

Del punto C puede saltar a H o volver a A. 

 

Trazamos las perpendiculares por D y A a la recta l, y sean P, Q, R, S los puntos de 

corte respectivos con l y la paralela a l por O, tal  y como se indica en el esquema 

siguiente: 

 

 
 

Sea 'O  el punto de intersección entre la recta l y la perpendicular por O. 

 

Observamos que, por construcción, DOBDABOA  , luego OABD es un rombo, y 

por tanto un paralelogramo, es decir, OADB //  y BADO // . 

Luego AORPBD  , BAQSDO  , y por lo tanto ROAPBD   y 

OSDBQA  . 

Con todo esto se deduce que E es el punto simétrico de C respecto a O'. 

En efecto, COQCQOQCORBQPBSOEPEO '''  . 

 

De aquí deducimos que los puntos que encontraremos a partir de E serán los mismos 

puntos que aparecen saliendo de C, es decir, estamos trabajando con un conjunto finito 

de puntos. Esto lo podemos razonar de la siguiente forma: Si del punto E puede saltar a 

F o volver a D, D será el punto simétrico de H y F será el punto simétrico de A. Y por 

consiguiente, de F puede volver a E o saltar a G, que será el punto simétrico de B.  

Finalmente, de G puede ir a H o volver a F. 

Así pues, estamos siempre trabajando con ocho puntos del plano: A, B, C, D, E, F, G y 

H. 

 
Observación. En las soluciones oficiales (Compendium BMO, pág. 164) se presentan otras soluciones alternativas. 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumBMO.pdf


9.48 
Primera versión. 

Por ser ángulos que abarcan un mismo arco, KJSKRS  . 

Por ser el ángulo exterior en un cuadrilátero cíclico, STAKJS   

Por ser RA tangente a  RKS , KSRSRA  . 

Por lo tanto, por el criterio AA de semejanza, RTAKRS    

 

 
 

Así pues, 

 
TA

RT

ST

KR

TA

ST

RT

KR

TA

RS

RT

KR
  

y como sabemos que RTAKRT  , aplicando el criterio SAS llegamos a 

STAKRT   

 

 
 

Y por tanto SATKTR  , que es la caracterización angular de segmento tangente, tal 

y como queríamos ver. 

 
Fuente: Soluciones oficiales (Compendium IMO, pág. 1691) 

 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumIMO.pdf


Segunda versión. Mediante Dumpty Point. 

Sea B el segundo punto de corte entre RA y Γ. 

Por ser JABS cíclico, ABSKJS  . 

Por abarcar un mismo arco de circunferencia, KJSKRS   

Así pues, KRSRBS  . 

Por ser RA tangente a  , RKSSRA  . 

Así pues, los triángulos KRS  y RBS  son semejantes y directamente orientados, es 

decir, se cumplen las condiciones de la Proposición GA/15.7.3, es decir, el centro S es 

el centro de una semejanza espiral que envía RKBR    

 

 
 

Y por tanto (apartado c de la proposición), el punto S será el centro de una semejanza 

espiral que envía TBKT  , es decir, los triángulos KST  y TSB  son semejantes y 

positivamente orientados, y por tanto, en particular SBTSTK  , de lo que se 

deduce que KT es tangente a   STB . 

 

 
 

 
Fuente: “On a special center of spiral similarity” (Jafet Baca) 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf


9.49 
 

a) Sea   la circunferencia de diámetro DE . 

 

Vamos a aplicar la “Force-Overlaid inversion" (ver GA/15.1.7) en el triángulo 

ABC , a la que llamaremos  . 

 
 

Sabemos que CB )(  y que BC )( , luego la imagen de la recta BC será la 

circunferencia que pasa por B, C y A, es decir, en la circunferencia  ABC . 

 

El punto D pertenece a la bisectriz, luego su imagen respecto de   también pertenecerá 

a la bisectriz. Por otro lado, el punto D pertenece a BC, luego su imagen respecto de   

pertenecerá a la imagen de BC, es decir a  . Así pues, la imagen de D será E. 

 

De la misma forma se demuestra que la imagen de E es D. 

 

Está claro que una simetría respecto de la bisectriz dejará invariante la circunferencia 

 , y por tanto, por las propiedades básicas de una inversión, la transformación   dejará 

invariante  :    . 

 

Sabemos que el punto E pertenece a la mediatriz del segmento BC , luego el punto 

medio M del lado BC  pertenecerá a  , puesto que º90DME . 

El punto M pertenece a BC  y a  , luego su imagen pertenecerá a   BC  y a 

   , es decir, tiene que ser el punto F.  

Puesto que sabemos que esta transformación envía una semirrecta AM  a su conjugada 

isogonal, hemos demostrado que  AMAF   es conjugada isogonal de la mediana 

AM , es decir, hemos demostrado que AF  es una simediana. 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf


c) 

  
 

Aplicando el Teorema del Coseno, 

 º120)cos(
2

1
)cos(532537 222 


 AAA  

Por otro lado, estamos con la configuración del apartado anterior, es decir, AF es una 

simediana y por tanto ABFC es un cuadrilátero armónico (ver GA/15.5.1). Así pues, si 

definimos CFx  , BFy  , se cumplirá  

 xy 53   

Aplicando el Teorema del Coseno en el triángulo BCF ,  

 xyyxxyyxyxyx  2222222 49
2

1
249)º60cos(27  

 

Luego 

 
19

35

19

21

9

19

3

5

9

25

3

5

3

5
49

222
2

2

2 







 yx

xxx
xxxxx  

 

Finalmente, aplicando el Teorema de Ptolomeo: 

 
19

900

19

30

19

210

19

105

19

105

19

21
5

19

35
37 2  AFAFAF  

 

Y por tanto, la respuesta correcta es 91919900  . 

 
Fuente de esta solución: https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2012_AIME_II_Problems/Problem_15  

 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2012_AIME_II_Problems/Problem_15


9.50 
Primera versión. Mediante Dumpty-point.  

Sea X el punto de corte entre MB y NC y sea Y el punto medio del segmento AX . 

Vamos a demostrar que Y es el A-Dumpty point del triángulo ABC , y por lo tanto 

sabemos que su punto simétrico X pertenecerá a la circunferencia circunscrita  ABC  

(ver GA/15.7.3). 

 

 
 

Sea Y el A-Dumpty point del triángulo ABC . Entonces AYBCYA  , y por tanto 

YABYCA  , y puesto que, por hipótesis, PABPCA  , se deduce que 

PAQYABPABYCAPCAPCY   

De lo que deducimos que AYPC es un cuadrilátero cíclico, y por tanto 

CBXCAYYCB   

 
 

De lo anterior se deduce que BXYP // (ángulos internos alternos iguales). 

Sea 'M  el punto de corte entre AP y BX. En el triángulo 'AXM , puesto que Y es el 

punto medio de AX y '// XMYP  podemos aplicar el Teorema del conector de puntos 

medios para garantizar que P es el punto medio de 'AM , es decir, que 'MM  . 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf


 
 

Con un argumento similar se demuestra que CN  pasa por X, es decir, que 

)(ABCCNBMX  . 

 

 

Segunda versión. Mediante triángulos semejantes. 

En primer lugar vemos que AQCABCABP   por el criterio AA. 

Luego AAQCAPB  , y por tanto AQP  es un triángulo isósceles, de lo que se 

deduce que QNAQAPPM  . 

Puesto que AQCABP  , tenemos  

PM

NQ

QC

NQ

AQ

BP

AC

AB

QC

AP
  

Y puesto que, además, NQCBPM  , llegamos a NCQBMP  , de lo que se 

deduce que NCQBMP   y QNCPBM  , con lo cual llegamos finalmente a  

BSCBPM  , y por tanto ACBBSCBPM  º180 . 



9.51 
Primera versión. (Mediante semejanza espiral) 

Sea M la proyección del punto D sobre el lado AB. Puesto que ABDM  , el punto M 

pertenecerá a la circunferencia  . 

Está claro que PHPM //  puesto que ambas son perpendiculares comunes a AB. 

Puesto que AE=ED, por el conector de puntos medios se deduce que AH=HM. 

Por otro lado, por Potencia de un punto, puesto que PQ es tangente a  , 

 
HA

HB

HM

HB

PD

PB

PD

PBPD

PD

PQ
PBPDPQ 




22

2
2  

Aplicando el Primer Teorema del Cateto (GA/8.4.1a) 

AB

BC
HB

2

 , 
AB

AC
HA

2

  

Y por tanto: 

2

2

2

222

:
AC

BC

AB

AB

AC

BC

AB

AC

AB

BC

HA

HB
  

Con lo que llegamos a  

AC

BC

PD

PQ

AC

BC

PD

PQ


2

2

2

2

 

Puesto que PQ es tangente a  DBQ , PBQPQD  , y por tanto 

PBQPQD  , luego  

DQ

QB

PD

PQ

AC

BC
  

Y como además, º90DQB , llegamos a DQBACB  . 

 

Así pues, B es el centro de una semejanza espiral que envía CAQD  , luego también 

será el centro de una semejanza espiral que envía DAQC  . (ver GA/15.6.4) 

Sea ADQCX  . El punto B será el segundo punto de intersección entre  QXD  y 

 CXA .  

Es decir,      QBDQXDADQCX , tal y como queríamos ver. 

 
Fuente de esta solución: On a special center of spiral similarity (Jafet Baca) 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
https://www.awesomemath.org/wp-pdf-files/math-reflections/mr-2019-01/mr_1_2019_spiral_similarity.pdf


Segunda versión. (También mediante semejanza espiral) 

Sea M la proyección de D en el lado AB. Entonces 

HB

HA

HB

HM

PB

PD
  

Sea L la proyección de Q sobre DB. 

 

 
 

Los triángulos DQB  y LQB  son triángulos rectángulos compartiendo el ángulo en 

B, luego son semejantes, y por tanto LQBQDB  , luego QLBDLQ   y por 

tanto  

 QBLDQL   

Por otro lado, puesto que PQ es tangente a  BDQ , DQLDBQPQD  , es 

decir, BQ es la A-bisectriz interior y QB es la A-bisectriz exterior  del triángulo PQL . 

Luego, aplicando el Teorema de la bisectriz, 

BL

DL

PB

PD

BL

PB

QL

PQ

DL

PD
  

Así pues,  

BL

DL

PB

PD

HB

HA
  

De la igualdad  

BL

DL

HB

HA
  

se deduce que la semejanza espiral  de centro B que envía DA  envía LH  . Esta 

semejanza espiral envía también la circunferencia de diámetro AB, es decir  ABC  a 

la circunferencia de diámetro DB, es decir  . 

Puesto que, además, ABCH   y DBLQ  , de deduce que   envía QC  . Así pues, 

los triángulos ABC  y DBQ  son semejantes, y se sigue como en la versión anterior. 

 
Fuente de esta versión: Soluciones oficiales (Compendium IMO, pág. 1505) 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumIMO.pdf


Tercera versión. (Mediante semejanza de triángulos) 

De nuevo, sea M la proyección ortogonal de D en AB. Los triángulos ABC  y CAH  

son semejantes pues son triángulos rectángulos compartiendo un mismo ángulo en el 

vértice A. Luego ABCACH  . Por otro lado, en versiones anteriores ya hemos 

visto que AH=HM, y por tanto los triángulos AHC  y MHC  son congruentes, y por 

tanto MCHACH  . 

 

Prolongamos el segmento AD hasta cortar   en el punto X.  

Puesto que º90 DXBAXB , el punto X también pertenecerá a la circunferencia 

 ABC . 

Sea XQ '  el segundo punto de corte entre CX y  . Queremos demostrar que QQ ' , 

es decir, que 'PQ  es tangente a  , o lo que es lo mismo, que '' DBQDPQ   

 

Puesto que BXQ’D es un cuadrilátero cíclico,  

HCMACHABCAXCDXQDBQ  ''  

Y por tanto los triángulos HCM  y BDQ'  son semejantes, y por tanto 

'
'

DQCMDBHM
DB

DQ

CM

HM
  

 

 
 

Por otro lado, HPDM // , y por tanto BDHMMBPD
MB

HM

BD

PD
 . 

Así pues, 
MB

CM

DQ

PD
DQCMBDHMMBPD 

'
' . 

 

Por otro lado, DBQXBQCXBCMA ''º180º180  , luego 

''º180º180' PDQDBQCMACMBDBQCMA  . 

De lo anterior se deduce que los triángulos CMB  y 'PDQ  son semejantes, y por 

tanto  

MBCPDQ  ' , o lo que es lo mismo, '' DBQDPQ  , tal y como queríamos ver. 

 
Fuente de esta versión: Soluciones oficiales (Compendium IMO, pág. 1505) 

 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumIMO.pdf


9.52 
 

Vamos a demostrar que Y pertenece a la circunferencia  XOB . Para ello 

demostraremos que BXBYPOX  . 

 

Puesto que el circuncentro O es la intersección de las mediatrices de los lados, sabemos 

que  ACMO . Sea D el pie de la altura por A y E el punto de intersección entre MO y 

AD. Puesto que ACME  y ADCD  , el cuadrilátero MEDC es cíclico, y por tanto 

CKEO  .  

Por otro lado, aplicando el Teorema del ángulo central, COAB 2 , pero puesto que 

MO es O-altura del triángulo isósceles CAO , tendremos que 

BCOACOM  2/ , y por tanto AEKO  , Es decir, CBAEOK  . 

Trazamos ahora el segmento MX . Puesto que X pertenece a  CMB , tendremos 

CAXM  , y por tanto BAMX  , es decir, CBAXMA  , y por tanto: 

BC

AC

XM

AX
    (1) 

Puesto que AEMAXM  , el cuadrilátero AXEM será cíclico, y por tanto 

AMXAEX  . 

 

 
 

Vamos a demostrar que XOMXPA  . 

Por un lado, XAPBXMAXMO  º90º90 , luego lo único que tenemos que 

demostrar es que  

MO

AP

XM

AX
  



Aplicando (1) tenemos que demostrar que  

MO

AP

BC

AC
  

 

Antes ya hemos visto que BCOM  , y por tanto BCOMMCO  º90º90  

 

Aplicando el Teorema del Seno en AKC : 
 B

AK

A

AC




 º90sinsin
 

 

Aplicando el Teorema del Seno en OMC : 
   

OC
CMO

OC

B

OM





 sinº90sin
 

 

Luego  

 
  Ar

AC

AOC

AC

OM

AP

AOC

AC

BOC

ABAC

OM

AK















sin2sin2sinº90sin

sin/º90sin
 

 

Donde r  es el radio de la circunferencia circunscrita  ABC . 

 

Aplicando el Teorema del Seno en ABC : ArBC
A

BC
r 


 sin2

sin
2  

Con lo que llegamos a 
BC

AC

OM

AP
 , tal y como queríamos ver. 

 

Y puesto que XOMXPA  , tenemos que XOEXPA  , y por tanto el cuadrilátero 

XOEP es cíclico. 

 
 

Y por tanto, finalmente, XEPXOP  , y por tanto BXOP   y el cuadrilátero 

BXOY es cíclico, tal y como queríamos ver. 

 
Fuente de esta solución: Soluciones oficiales (Compendium IGO, página 108) 

 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumIGO.doc


9.53 
 

Vemos que N es el A-Humpty Point de ABC . En efecto, pertenece a la circunferencia 

 BHC  y ANHN   puesto que N pertenece a la circunferencia de diámetro AH. 

 

Vemos también que M es el A-Dumpty Point de ABC , con argumentos similares y 

utilizando las propiedades de 15.7.3 f) y g).  

 

Así pues, son conjugados isogonales, y por tanto CAYCANBAMBAX   y 

CYNNBCMBA  , de lo que se deduce que ACYAMB  . 

Con argumentos similares se deduce que ACXANB  . 

 ACABAYAM
AY

AC

AB

AM
ACYAMB   

 AXANACAB
AC

AN

AX

AB
ACXANB   

Y por tanto 
AY

AN

AX

AM
AXANAYAM  , es decir, los triángulos AMN  y 

AXY  están en posición de Tales, y en consecuencia, XYMN // . 

 
Fuente de esta solución: Documento “On two special points in triangle” , Kapil Pause. 

 

 

 



9.54 
 

Primera versión. Mediante A-Dumpty Point. 

Sea O el circuncentro del triángulo ABC . Está claro que º90 ONAOMA , y por 

tanto N y M pertenecen a la circunferencia de diámetro AO. Solo tenemos que demorar 

que F también pertenece a esta circunferencia, es decir, º90OFA , y para ello solo 

debemos demostrar que F es el A-Dumpty Point del triángulo ABC , y aplicar 15.7.3f. 

 

Sea P el A-Dumpty Point del triángulo ABC . Tenemos que demostrar que FP  , es 

decir, que P es el punto de intersección entre DB y CE.  

 

Veamos en primer lugar que P pertenece a DB. Sea D' el punto de corte entre AP y la 

mediatriz de AC. 

 

El punto P es el centro de la semejanza espiral que envía BA  a AC , es decir, envía 

AB y CA . 

Luego envía el punto medio M de AB al punto medio N de AC: NM  , y envía la 

perpendicular por M a la perpendicular por N: NOMO . 

 

Por otro lado, sabemos que AP y AD son conjugadas isogonales, y por tanto 

'CADCAPBAD   

Y por ser D'N la mediatriz del lado AC, CADCAD ''  . 

Así pues, 'ACDBAD  , y puesto que D pertenece a la mediatriz de AB, su imagen 

pertenecerá a la mediatriz de AC, y con el resultado anterior CADCAD ''   podemos 

garantizar que esta semejanza espiral envía 'DD . 

 

Puesto que sabemos que envía AB , envía 'ADBD , y está claro que P  pertenece 

a AD', y P es fijo por la semejanza espiral, pues es su centro, luego P pertenecerá a BD, 

tal y como queríamos ver. 

 



Definiendo ahora MOAPE ' , y teniendo en cuenta que  

ACEEACBAE  '  

 

vemos que esta semejanza espiral envía EE ' , y por tanto CEAE '  y puesto que P 

pertenece a AE', su imagen que es el propio P pertenecerá a CE, tal y como queríamos 

ver. 

 

 
 

 

Segunda versión. Aplicando Angle Chasing y Teorema del Seno. 

Siguiendo el razonamiento de la primera versión, queremos demostrar º90AFO . 

Sean BADABDx   y ECAEACy  , por lo que Ayx  . 

 

 
 

Vamos a suponer que ACAB  . Otras configuraciones posibles se resuelven con 

argumentos equivalentes. 

En primer lugar vemos que, puesto que son ángulos exteriores de los triángulos ABD  y 

ACE , se cumple xFDE 2  y yDEF 2 , y por tanto  

BOCAyxBFEyxyxDFE  2)(2)(2º18022º180 , 

Luego los puntos B, F, O y C son cocíclicos. 



Sea T el punto medio del lado BC. Aplicando el Teorema del Seno en ABT : 

xBTABTAB
BTA

AB

x

BT
sinsin

sinsin



  

 

Aplicando el Teorema del Seno en ACT : 

yCTACTAC
CTA

AC

y

CT
sinsin

sinsin



  

Puesto que son ángulos suplementarios, CTABTA  sinsin , y puesto que T es el punto 

medio de BC, CTBT  , con lo que llegamos a  

yACxAB sinsin   

 

Aplicando el Teorema del Seno en ABF : 

xABAFBAF
AFB

AB

x

AF
sinsin

sinsin



  

 

Aplicando el Teorema del Seno en ACF : 

yACAFCAF
AFC

AC

y

AF
sinsin

sinsin



  

 

Con lo que, finalmente, llegamos a 

AFCAFBAFCAFAFBAF  sinsinsinsin  

 

Por otro lado, º1802º360  AAFCAFB , con lo cual podemos deducir de la 

igualdad anterior que AFCAFB  , y por tanto 

AAFCAFBAAFCAFBAFB  º1802º3602 . 

 

Puesto que BFOC es cíclico, AOBCOFC  º90   

 

Con lo que, finalmente, 

  º90º90º180  AAOFCAFCAFO  

tal y como queríamos ver. 

 
Fuente de esta versión: Soluciones oficiales (CompendiumUSAMO, pág. 194) 

http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumUSAMO.pdf


9.55 
Sean   APB1  y  APC2 . De PBCPAB   y PCBPAC   se deduce 

que BC es recta tangente común a ambas circunferencias, por lo que su eje radical, que 

es AP, pasará por su punto medio M. 

Sea Q el punto de corte entre la mediatriz de AP y la recta BC. Vamos a demostrar que 

AQ es tangente a  ABC . 

 

BBPMBMPABM   y CCPMCMPACM   

luego ACBBPC  º180 , BAPB  º180 , CAPC  º180  

 

 
 

Aplicando el Teorema del Seno en APB  y en APC : 

 
   B

AB

B

AB

APB

AB
BO










sinº180sinsin
2 1  

 
 C

AC

APC

AC
CO







sinsin
2 2  

 

Por construcción de circunferencia circunscrita, los puntos 
21,, OOQ  están alineados, 

pues 
1O  y 

2O  pasan ambos por la mediatriz del segmento AP, y COBO 21 //  pues ambos 

segmentos son perpendiculares comunes a BC. Luego, por Triángulos en Posición de 

Tales, 

 
  
  

 
 BAC

CAB

CAC

BAB

CO

BO

QC

QB











sin

sin

sin2/

sin2/

2

1  

Aplicando el Teorema del Seno en el triángulo ABC , 

 
   

 
  AC

AB

B

C

B

AC

C

AB










 sin

sin

sinsin
 

Con lo que llegamos a  

 
2

2

AC

AB

QC

QB
  

 



Trazamos ahora la recta tangente a  ABC  por A y sea Q' su punto de corte con AB. 

Aplicando el criterio AA de semejanza de triángulos, BAQACQ ''  , luego 

 
AQ

BQ

AC

AB

'

'
  

Y por tanto,  

 
2

2

'

'

'

'

'

'

'

'

''

''

'

'

AC

AB

AC

AB

AC

AB

AQ

BQ

AC

AB

CQ

AQ

AC

AB

CQ

AQ

AQ

BQ

AQCQ

AQBQ

CQ

BQ





  

 

Por lo tanto, con el punto Q' también se cumple  

 
2

2

'

'

AC

AB

CQ

BQ
  

De donde se deduce que 'QQ  , es decir, la recta AQ es tangente a  ABC . 

Luego º90QAO , y por tanto los puntos A, O , M y Q son cocíclicos, y por tanto 

QOMQAM  . 

Con este resultado es fácil solucionar el problema.  

Sea AQP . El triángulo AQP  es isósceles en Q, por lo que  

 QAMQAPQAP  2º1802º180º1802   

Sea OQB . Se cumple 

 








QAMQOM

QOMQOM

2º1802º1802

º90º90
 

tal y como queríamos demostrar. 

 
Fuente de esta solución: https://artofproblemsolving.com/community/c698232h1693635  

 

 

https://artofproblemsolving.com/community/c698232h1693635


9.56 
 

Primera versión. 

Trazamos las rectas BF y EC, y sea P su punto de corte. 

FADFBDPBC  , EADECDPCB   y por tanto 

AEADFADPCBPBC   

Luego   EAFAEPBAPCBPBCBPC  º180º180  

de lo que se deduce que el punto P pertenece a la circunferencia  AEF . 

 

 
 

Sea PQ   el otro punto de intersección entre  BCP  y  EFP . 

EAQEPQQBC   y QAFQPBQCB  . Luego el punto Q es el A-

Humpty point del triángulo ABC , que es un punto que no depende de D y que 

sabemos que pertenece a la A-mediana de ABC  (ver GA/15.1.8). Este punto pertenece 

a  AEF  por construcción. 

 

 
 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf


Segunda versión. 

Vamos a solucionar este problema aplicando la “Force-Overlaid inversion" (GA/15.1.7) 

y la proposición GA/15.4.4. 

Sabemos que la Force-Overlaid inversion intercambia BC  , y  ABCBC  , por 

lo que pasará el punto BCD  a un punto  ABCD ' .  

También transforma ABFACF  '  y ACEABE  ' , 

    'CFABFABD  ,     'BEACEACD   

Y aplicando GA/15.4.4 sabemos que la recta ''FE  contiene un punto fijo G (que no 

depende de D', y por tanto tampoco de D), que pertenece a la A-simediana del triángulo 

ABC . La imagen G' de G por la transformación Force-Overlaid pertenecerá a la 

circunferencia  AEF , y G’ pertenece a la A-mediana del triángulo pues esta 

transformación pasa puntos a sus conjugados isogonales. 

 

 
 

Fuentes de esta versión: “trumpeter” en https://artofproblemsolving.com/community/c6h545085p3151962 
“A Special Point on the Median” (Anant Mudgal, Gunmay Handa) 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h545085p3151962


9.57 

 
Primera versión. (Mediante trigonometría) 

 

Está claro que º75 ACBABC , º60KML  y º45ALM . 

Puesto que ACAB   y  MCAL  , se cumple LBAM  . 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 1MCAL . 

 
 

Aplicando el Teorema del seno en AML : 

  º75sin

º30sin

º105º180sin

º30sin

º105sin

º30sin

º105sin

1

º30sin



 LM

LM
 

Aplicando el Teorema del coseno en MLC : 

 º75cos21º75cos21222  LMLMLMLMLC  

Pero 

0
º75sin

º30sinº30sin

º75sin

º150sinº30sin

º75sin

º75sinº75cos2º30sin
º75cos2

º75sin

º30sin
º75cos2












LM

 

Luego ALLCLC  112
. De aquí deducimos que el triángulo ALC  es 

isósceles, luego 

º45,º60º75º30  BCLBLCMLCLCM . 



 
Luego CMLABC  , y por tanto 

LMLMAMBCAMMCAM
LM

BCAC

LM

BC
 1

1
 

 

Ahora solo queda demostrar que KMLMAM  . 

Aplicando el Teorema del seno en KML : 

º75sin

º45sin

º75sinº45sin


LM

KMLMKM
 

 

Aplicando el Teorema del seno en AML : 

  º75sin

º45sin

º75º180sin

º45sin

º105sin

º45sin

º105sin

1

º45sin



 AM

AM
 

tal y como queríamos ver. 

 

 



Segunda versión. (Solución oficial) 

 

Trazamos la recta paralela a BC por L y sea S su punto de corte con KM.  

SLABKMAALKM  º75º45º30  

 

Luego el triángulo KLS  es isósceles, por lo tanto SLKS   y º30KSL  

º30º45º75  MLACBAMLASLASLM  

 

Luego el triángulo LMS  es isósceles y por tanto MSLM  . 

 

 
 

Por ser ángulos opuestos por el vértice, º45 AMKCMS , y como además 

MS=LM y MC=AL, los triángulos AML  y CMS  son congruentes, de lo que 

deducimos que BLAMSC   y º30 LAMMCS , de lo que deducimos que 

BLCS // . 

Así pues CS  BL son segmentos paralelos y congruentes, luego LSCB es un 

paralelogramo (GA/7.1.2b). 

Finalmente, MLKMMSKMKSLSBC  , tal y como queríamos ver. 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf


9.58 

 
Marcamos el punto simétrico de D respecto de la recta AC, al que llamaremos F. 

  EBCEDCDCEDEC

DCEDECDCEBECFCEBCEBCF





º180

º180
 

y por otro lado, BEBCDCFC  , luego EBCBCF  , y por tanto FBEC  . 

Ahora ABFBAFECAFDCAFDCAD  . 

 

 
 

 

 

 
Fuente de esta solución: Soluciones oficiales (Compendium IGO, pág. 291) 

http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumIGO.pdf


9.59 

 
Trazamos el circuncírculo asociado a ADF  y sea O su centro. Vamos a demostrar que 

OYOBOX  , con lo cual habremos demostrado que O también es el circuncírculo 

asociado a BXY . 

Sea  AG  el segundo punto de corte entre  ADF  y AB. Entonces el cuadrilátero 

AGFD es cíclico, y por tanto AFDADFBGF  , y por tanto BCGF // . Como 

además FCGB // , tenemos que GBCF es un paralelogramo, y por tanto FCGB  . 

Por construcción de punto simétrico, GBFYFCDEXD  . Además, está claro 

que ODOFOGOA  . 

Vamos a demostrar que OFYOGBODX  , con lo que, aplicando el criterio 

SAS de congruencia de triángulos, habremos demostrado que 

OFYOGBODX  , de donde se deducirá que OYOBOX  , tal y como 

queríamos ver. 

 

 
 

Sean P y Q los respectivos centros de las simetrías de E sobre AD y de C sobre AF. 

 

 
 



Los triángulos AOD  y GOF  son triángulos isósceles congruentes por el criterio 

SSS. 

Así pues, ADXADOADXADOADFFGOBGFBGO  . 

Por otro lado, sea OADODAOFGOGF  . 

QFYCFQAFDGAFGOF   º902º180  

Por lo que    22º180º180º180  QFYAFDDFY  

  GFOGFDOFDFGBFDAGFD  y finalmente 

BGODFYOFDOFY   2 . 

 



9.60 
 

Primera versión. 

Vemos que º3012/º360 MRS , luego MRS  es un triángulo isósceles 75º-75º-

30º. 

Por otro lado, observando el cuadrado PNBM y el triángulo equilátero NQB , vemos 

que el triángulo PQM  también es un triángulo isósceles 75º-75º-30º, y como además 

PM=MB=MS, MRSPQM  .  Vemos que el cuadrilátero PQRS está formado por 

dos triángulos congruentes, luego es un trapecio isósceles y por tanto un cuadrilátero 

cíclico. 

 

 

 
 

Segunda versión. (Solución oficial) 

Vamos a demostrar que PQR  y PSR  son suplementarios. 

el hexágono está formado por triángulos equiláteros con el centro Q,  luego 

º60NQB  , º30BQR , luego º90º30º60 NQR . 

NQNP  , luego y PNQ  es isósceles en N, por otro lado, 

º150º60º90  BNQPNBPNQ , luego º15 NQPQPN . 

Finalmente, º75º15º90  NQPNQRPQR . 

Veamos ahora su ángulo opuesto. 

º30º75º75º180 AMS , º120º30º90 PMS . Puesto que SM=MP, el 

triángulo SMP  es isósceles, y por tanto º30 MSPSPM . 

º105º75º30  MSRPSMPSQ . 

Con todo lo anterior llegamos a º180º75º105  PQRPSQ , los ángulos opuestos 

son suplementarios y por tanto el cuadrilátero es cíclico. 

 
Fuente de esta solución: Compendium IGO, pág. 300 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumIGO.pdf


9.61 
Primera versión. 

En primer lugar vemos que, por construcción, AD es la A-simediana del triángulo 

ABC (ver GA/15.4.1) . Sea S el punto de corte entre AD y BC. 

Luego, aplicando GA/15.2.5,  

5

9
,

5

36
4

5

10

9

22





















SBCS

AB

AC

CS

CS
 

Ahora ya podemos aplicar el Teorema de Stewart (GA/9.1.6): 

5

26

5

9
10

5

36
59

5

9

5

36
9 222  ASAS  

Aplicando el Teorema de la Potencia: 

65

162

5

9

5

36

5

26
 SPSPSBCSSPAS  

Y finalmente: 

13

100

65

162

5

26
 SPASAP  y la respuesta es 11313100   

 

Segunda versión. 

 

Sea M el punto medio del segmento BC. El Teorema de Apolonio (GA/11.5.5) nos 

permite determinar la longitud de la mediana: 

2

13

2

952102

2

952102 222222







AM  

 

Sabemos que AD es la A-simediana del triángulo ABC , y que BPAMC   

(GA/15.4.3b) 

 
Luego  

13

100

5

2/1310
 AP

AP
 

 

 
Fuente de esta versión: https://artofproblemsolving.com/w iki/index.php/2024_AIME_I_Problems/Problem_10  

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
https://artofproblemsolving.com/w%20iki/index.php/2024_AIME_I_Problems/Problem_10


Tercera versión. 

Aplicando el Teorema del Coseno: 

25

11
coscos51025109 222  AA  

15

1
coscos5925910 222  BB  

Sabemos que la perpendicular por D al lado BC pasa por su punto medio M, y que 

ADCB   por ser CD es tangente a ω, luego  

22

2252/9
cos

25

11
 CD

CD
A  

Por otro lado, 

BACBCDCACD  º180  

Luego 

 BACD  coscos  

 

Y ahora, de nuevo aplicamos el Teorema del Coseno: 

22

135

22

135

15

1

22

225
102

22

225
100

cos
22

225
102

22

225
10cos

22

225
102

22

225
10

2

2

24

2

2

2

2

2

22


























AD

BACDAD

 

 

Aplicando Potencia de un punto, 

1322

53

13522

53

13522

225

13522

22225

22

135

22

225 24

2

44

2

2

22

222

























DPDP  

 

Finalmente, 

13

100

1322

2200

1322

53135

1322

53

22

135 2422242














 DPADAP  

 
 

 

 

 

Fuente de esta versión: https://artofproblemsolving.com/w iki/index.php/2024_AIME_I_Problems/Problem_10  
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9.62 
Primera versión. 

 

Aplicando el Teorema de Euler (GA/11.13.1), 

    1362131322  rRROI  

Puesto que 13 ROA , aplicando Pitágoras, 

  12131131313132222  OIOAAI  

Sean ',',' CBA  los puntos de corte entre los lados BC, AC y AB y el incírculo. 

 

 
 

De nuevo por Pitágoras,  

12061213'' 2222  ICAIAC  

 

Con estos datos podemos determinar el ángulo en el vértice A: 

 
1213

6'
2/sin




AI

IC
A  

 
1213

120'
2/cos




AI

AC
A  

Aplicando la identidad trigonométrica del ángulo doble: 

     
13

120

1312

12012

1213

120

1213

6
22/cos2/sin2sin 





 AAA  

      
13

7
cos

13

49

13

12013

13

120
1sin1cos

22

2

2

22 


 AAA  

Aplicando el Teorema del Seno: 

 
  1202

13

120
132sin22

sin



ARaR

A

a
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Aplicando GA/11.6.5b: 

  bccb

bc
cb

abcsRr

1201202136

1202
2

1202
13644
















 


 

Aplicando el Teorema del Coseno: 

 

     
13

20
2

13

7
12

13

7
221204

13

7
21204cos2

222

22222

bccbbccbbcbccb

bccbAbccba













 

Denotando cbS   y bcP   llegamos al sistema 

 













PS

PS

13

40
1204

1201202136

2
 

Cuyas únicas soluciones son 0P  y 468P . En efecto, 

 
2

2 2
136

1202
136

120

1202
136

120

136

120
12021201202136


































P
S

P

P
S

P
SPS

 

  
















































































12013

40

136

4

13612013

40
2

136
2

136
0

12013

40
22

136
2

136

12013

40
2

136
4

13

40
2

136
120

13

40
1204

2

2

2

2

22

2

P
PP

PP

P
PP

P
P

P
P

PS

 

De donde se deduce que 0P  o que 

 

468136624
13620

40

1

4

136
0

12013

40

136

4

13612013

40

136

4

136
0

222





























P
PP

PP
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Segunda versión. Mediante triángulos semejantes. 

 

Prolongamos el segmento AI hasta cortar BC en L y  ABC  de nuevo en D.  

DACDBC   y ABCADC   por ser ángulos que abarcan un mismo arco de 

circunferencia. Luego ADCABL  , y por tanto 

ALADACAB
AC

AL

AD

AB


 
 

Hemos expresado el producto que queremos calcular en términos de AD y AL. 

 

Puesto que en nuestro caso IOAI  , y ODAO  , los triángulos AIO  y DIO  son 

triángulos rectángulos congruentes, y por tanto IDAI  . luego AIIDAIAD 2 . 

 

Vamos a determinar AL. 

Sean E y G los pies de las perpendiculares a BC por D y I, respectivamente. Sea F el pie 

de la perpendicular a AC por I. 

 
 

DBCDACIAF  , luego FIADEB  . 

Sabemos que  BDID   por el Teorema del Tridente (GA/11.12.1b). 

Luego AIBD   y por tanto FIADEB  , de donde se deduce que 6 IFED . 

Pero también 6IG , luego EDIG   y por tanto está claro que los triángulos 

rectángulos IGL  y DEL  son congruentes. Así pues, LDIL  , luego 

AIIDIL
2

1

2

1
 , y por tanto 

AIAIAIILAIAL
2

3

2

1
  

 

Finalmente: 

23
2

3
2 AIAIAIALADACAB  . 

 

El segmento AI se deduce directamente aplicando el Teorema de Euler y Pitágoras, tal y 

como hemos argumentado en el inicio de la primera versión de la solución de este 

problema: 12132 AI  y por tanto 46812133  ACAB . 

 

http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf


Tercera versión. Mediante circunferencia circunscrita. 

 

Trazamos la circunferencia circunscrita asociada al vértice A, y sea P su centro. Sea D 

el segundo punto de corte entre AI y  ABC . 

 

 
 

Aplicando ACPABI  , tenemos 

APAIACAB
AC

AP

AI

AB
  

Pero siguiendo los argumentos de las versiones anteriores, 1213  AIID , 

y por el Teorema del Tridente, DPID  , luego AIAP 3 , con lo que finalmente  

468131233 2  AIAPAIACAB . 

 
Fuente de las versiones 2 y 3: https://artofproblemsolving.com/w iki/index.php/2024_AIME_II_Problems/Problem_10 

 

 

 

https://artofproblemsolving.com/w%20iki/index.php/2024_AIME_II_Problems/Problem_10


9.63 
a) Trazamos la circunferencia A-excrita asociada al triángulo ABC , con centro aI . 

 

 
 

Sabemos que aWIIW   (11.12.4). 

Sabemos también que aI  es el punto de corte de las dos bisectrices exteriores asociadas 

a los vértices B y C del triángulo ABC  (11.10.1). Luego, aplicando 3.10.6, aBIBI  . 

Puesto que BIMI  , tenemos que MI y aBI  son perpendiculares comunes a BI, luego 

son paralelas.  

Puesto que MBAM  , por el transportador de puntos medios se deduce que aIIAI  ,  

y finalmente IWIWWIIWIWIIIWAIAW aa 3 . 

 

 

b) Aplicando el Teorema del Tridente sabemos que WIWCWB  . Del apartado 

anterior se deduce que WCIWAW 33  . 

Ahora basta aplicar el Teorema de Ptolomeo al cuadrilátero ABWC: 

BCACABBCWCWCACWCABBCAWWBACWCAB 33   

 



9.64 
Primera versión. (Solución oficial) 

Sea S el punto de intersección entre la paralela a AR por B y la paralela a AQ por C, tal 

y como se indica el enunciado.  

Sea K el punto de corte entre RC y la bisectriz interior. 

Sea X el punto de corte entre la bisectriz exterior AR y el lado BC.  

Sea Y el punto de corte entre CS y AR. 

Para demostrar que R, Q y S están alineados es suficiente demostrar que 
YC

YS

AK

AQ
 . 

 

 

 
 

 

Por el criterio AA, 
AC

AB

AK

AQ
AKCAQB   

Por el Teorema de la bisectriz exterior, 
XC

XB

AC

AB
  

Pero por paralelismo 
YC

YS

XC

XB
XYBS //  

Con lo que llegamos a 
YC

YS

AK

AQ
  tal y como queríamos demostrar. 

 
Fuente de esta versión: CompendiumOME pág. 1017 

 

Segunda versión. 

Dado el triángulo ABC , y el punto interior P tal que PCAPBA  , prolongamos 

BP hasta cortar la bisectriz interior en el punto Q y la bisectriz exterior en el punto D. 

Sea K el punto de corte entre RC y la bisectriz interior. Trazamos la perpendicular la 

bisectriz por el vértice B y sea E su punto de corte con dicha bisectriz. 

Sabemos que la bisectriz interior y la bisectriz exterior por un vértice son 

perpendiculares, luego BE será paralela a AR. 

º90 DAERAE , CAQBAQ  , luego DACRAB  . 

Luego DABRACDABRAC   por el criterio AA, y por tanto  

ADBARC   

Pero EBDRDBBERD // . 

http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumOME.pdf


 

 

 
 

 

De aquí se deduce que QERKKABQ
KA

RK

QE

BQ
QBEKRA  . 

 

Por el criterio AA, BQAKKCAQ
KC

BQ

AK

AQ
AKCAQB   

De las dos igualdades anteriores llegamos finalmente a 

 
RK

KC

AQ

QE
KCAQQERK   

 

Prolongamos la recta RQ hasta cortar BE en el punto T. 

AQ

QE

RQ

QT
EQTAQRRTBARTBERA //  

 
 

Así pues TCKQ
RQ

QT

RK

KC
// , con lo que hemos demostrado que el punto T es en 

realidad el punto S del enunciado, y el problema queda resuelto. 

 


