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1 El lenguaje de las funciones. 
 

1.1 Representación gráfica de una función.  
 

1.1.1 
MF

  

Jenny mira su aplicación meteorológica que muestra el tiempo previsto y las 

temperaturas máximas para los próximos cinco días. 

 

 
 

¿Cuál de los gráficos si corresponde con una representación de las temperaturas 

máximas? 

 

 
 

Cangur B1 2021 #2, Kangaroo Junior 2021 #2 

 

1.1.2 
MF

  

La figura muestra la gráfica de una función f : [−5; 5] → IR. ¿Cuántas soluciones 

diferentes tiene la ecuación f(f(x)) = 0 ? 

 

 
 

(A) 8   (B) 4     (C)7   (D) 2   (E) 6 

 
Cangur B2 2021 #21, Kangaroo Junior 2021 #21 



1.1.3 
MF

  

En el teléfono inteligente de Nadya, este diagrama muestra cuánto tiempo pasó la 

semana pasada en cada una de sus aplicaciones. Esta semana redujo a la mitad el tiempo 

dedicado a dos de estas aplicaciones, pero dedicó la misma cantidad de tiempo a las 

otras dos aplicaciones. ¿Cuál de los siguientes podría ser el diagrama para esta semana? 

 

 
 

 
 

Cangur B1 2022 #8, Cangur B2 2022 #1, Kangaroo Junior 2022 #8 

 

1.1.4 
MF

  

Jenny mira su aplicación meteorológica que muestra el tiempo previsto y las 

temperaturas máximas para los próximos cinco días. ¿Cuál de los gráficos si 

corresponde con una representación de las temperaturas máximas? 

 

 
 

 
 

Cangur B2 2021 #2, Kangaroo Student 2021 #1 

 

 

1.1.5 
M

  

Un cachorro travieso agarra el extremo de un rollo de papel higiénico y se aleja a una 

velocidad constante. ¿Cuál de las siguientes funciones describe mejor el grosor y del 

rollo en función de la parte desenrollada x?  

 
 

 
 

Cangur B2 2021 #19, Kangaroo Student 2021 #19 



1.1.6 
MF

  

La gráfica muestra las subidas y bajadas del nivel del agua en un puerto a lo largo de un 

día. 

 
 

 ¿Durante cuántas horas ese nivel se mantuvo por encima de 30 cm? 

 

(A) 5   (B) 6   (C) 7   (D) 9   (E) 13 

 
Canguro N6 2012 #1, Cangur N4 2012 #1, Kangaroo Student 2012 #2 

 

1.1.7 
MF

  

María ha tenido que correr para conseguir coger el metro, baja en la segunda parada que 

hace el metro después de que haya subido, y posteriormente camina hasta la escuela. 

¿Cuál de los siguientes gráficos representa mejor la relación entre la velocidad y el 

tiempo a lo largo del desplazamiento que ha realizado María? 

 

 
 

Cangur B1 2023 #5, Canguro N5 2023 #2 

 



1.2 Problemas modelizables con funciones de primer grado. 
 

1.2.1 
Un conejo y un erizo tenían una carrera alrededor de una pista circular de 550 m de 

largo. Ambos corrieron a velocidades constantes. La velocidad del conejo era de 10 m/s 

y la velocidad del erizo era de 1 m/s. Empezaron al mismo tiempo. Sin embargo, el 

erizo corrió en dirección opuesta al conejo. Cuando se encontraron, el erizo 

inmediatamente se dio la vuelta y corrió tras el conejo. ¿Cuánto tiempo después de que 

el conejo llegó a la meta, llegó el erizo a la meta? 

 

(A) 45 s.   (B) 50 s.   (C) 55 s.   (D) 100 s.   (E) 505 s. 

 
Cangur B1 2022 #17, Kangaroo Junior 2022 #17 

 

 

 



2 Sucesiones y series. 
 

2.1 Sucesiones recursivas. 
 

Estas sucesiones están definidas declarando el valor del primer elemento 
1a , junto con 

una regla que nos permite obtener el término na  a partir del anterior 1na  o de algunos 

anteriores. 

 

2.1.1 
D
 

Definimos la siguiente secuencia recursiva: 201 t , 212 t , y 
2

1

25

15



 


n

n
n

t

t
t . 

Determina 2020t . 

 
AIME II 2020 #6 

 

2.1.2 
MF

 

Definimos la función f  recursivamente por 1)2()1(  ff  y  

 

nnfnfnf  )2()1()(  

 

para todos los enteros 3n . Determina )2018(f . 

 

(A) 2016   (B) 2017   (C) 2018   (D) 2019   (E) 2020 

 
AMC 12B 2018 #18 

 

2.1.3 
F
 

En una sucesión, 0 < a1 < 1. Para todo n≥1, se cumple 122  nn aaa  y 

2212  nn aaa . 

Si además, sabemos que a7=2, determina el valor de a2. 

 

(A) Igual a a1   (B) 5   (C) 4   (D) 3   (E) 2 

 
Cangur B2 2022 #28, Kangaroo Student 2022 #29 

 

2.1.4 
M

 

Hacemos una lista de números, los cuatro primeros son 2, 0, 2, 3 y el resto cumplen la 

siguiente regla: Cada número es el entero no negativo más pequeño que es diferente de 

todos los cuatro términos anteriores. ¿Cuál es el número que hay en la posición 2023 de 

esta lista? 

 

(A) 0   (B) 1   (C) 2   (D) 3   (E) 4 

 
Cangur B1 2023 #22, Canguro N5 2023 #22 

 



2.2 Sucesiones y series geométricas. 
 

Se define la sucesión geométrica de razón r  y valor inicial a  de la siguiente forma: 
n

n ratrarttrarttratat  ,...,,,, 3

23

2

1210  

 

Si 1r , podemos calcular fácilmente la fórmula de la suma de n términos de una 

sucesión geométrica, sin necesidad de memorizar ninguna fórmula: 

 
   

 
r

r
aSrarS

raraarSSrarSaraSra

rararaarararararaaS

n
n

nnnn

nn

















1

1
1)1(

1

......

1
1

111

1232

 

 

Serie geométrica. 

La serie geométrica  


0k

nra  es convergente si y solo si 1r , en cuyo caso su suma 

vale 

r

a
ra

k

n






 10

 

 

2.2.1 
M

 

Un gusano se mueve durante todo el día y duerme durante toda la noche. Empieza en el 

punto O y avanza una distancia de 5 unidades hacia el este. Cada noche, el gusano gira 

60º en el sentido contrario al de las agujas del reloj, y al día siguiente avanza en esta 

nueva dirección la mitad de la distancia del día anterior. Este gusano se acerca más y 

más a un cierto punto P. Determina las coordenadas de dicho punto. 

 
AIME I 2020 #8 

 

Nota: Este problema se plantea y se resuelve en PC/3.12 mediante números complejos. 

 

 

2.2.2 
M

 

La sucesión ,...,, 321 aaa comienza con 491 a . Para 1n , el término 1na  se obtiene 

añadiendo 1 a la suma de las cifras de na  y elevando al cuadrado el resultado. Por 

ejemplo,   196194
2

2 a . ¿Cuánto vale 2019a ? 

 

(A) 121   (B) 25   (C) 64   (D) 400   (E) 49 

 
Canguro N6 2019 #29, Cangur B2 2019 #28 

 

2.2.3 
F
 

¿Cuál es el límite de la sucesión de término general 

n

n

n
3

2







 
 ? 

(A) 
3

1

e
   (B) 

3e    (C) 
6

1

e
   (D) 

6e  

 
PAU PORTUGAL 635 2019 #3 

http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasNumerosComplejos.pdf


 

2.2.4 
F
 

Sea r  un número real mayor que 1. Se sabe que r  es la razón de una progresión 

geométrica de términos positivos. Se sabe, además, que para dos términos consecutivos 

de dicha progresión, su suma es igual a 12 y su diferencia entre el mayor y el menor es 

igual a 3. Determine el valor de r . 

 
PAU PORTUGAL 635 2019 #7 

 

 

2.2.5 
M

 

Existe un único número real positivo x  tal que los tres números 

)2(log 8 x  , x4log  , x2log  

 

en este orden, forman una progresión geométrica con razón positiva común. 

Determina x. 
AIME I 2020 #2 

 

2.2.6 
D
 

Existe una única secuencia de enteros no negativos kaaa  ...21  tal que 

kaaa
2...22

12

12
21

17

289





 

Determina el número k . 

 

(A) 117   (B) 136   (C) 137   (D) 273   (E) 306 
AMC 12A 2020 #19 

 

2.2.7 
F
 

¿Cuál es la mayor cantidad de números enteros consecutivos cuya suma sea 45? 

 

(A) 9   (B) 25   (C) 45   (D) 90   (E) 120 
AMC 12A 2019 #4 

 

2.2.8 
M

 

Definimos recursivamente la siguiente sucesión de números por 11 a , 
7

3
2 a , y  

12

12

2 








nn

nn
n

aa

aa
a . 

Entonces 2019a  se puede escribir como 
q

p
, con p y q enteros positivos coprimos. 

Determina qp  . 

 

(A) 2020   (B) 4039   (C) 6057   (D) 6061   (E) 8078 

 
AMC 12A 2019 #9 

 



2.2.9 
M

 

Para cierto entero positivo k , la representación en base k de la fracción (en base 10) 
51

7
 

es kk ...232323.023.0  . Determina k . 

 

(A) 13   (B) 14   (C) 15   (D) 16   (E) 17 

 
AMC 12A 2019 #11 

 

2.2.10 
MF

 

Determina 
 


100

1

100

1

)(
i j

ji  

 

(A) 100100   (B) 500500   (C) 505000   (D) 1001000   (E) 1010000 

 
AMC 12B 2018 #9 

 

2.2.11 
M

 

Sea A el conjunto de todos los enteros cuyos únicos factores primos son 2, 3 y 5. La 

suma infinita 

...
20

1

18

1

16

1

15

1

12

1

10

1

9

1

8

1

6

1

5

1

4

1

3

1

2

1

1

1
  

 

de todos los recíprocos de los elementos de A se puede escribir como 
n

m
, donde m  y n  

son enteros positivos relativamente primos. Determina nm  . 

 

(A) 16   (B) 17   (C) 19   (D) 23   (E) 36 

 
AMC 12A 2018 #19 

 

2.2.12 
M

 

Un cuadrado de área 84 se ha dividido en cuatro partes iguales. El cuadrado superior de 

la izquierda está pintado de negro. El cuadrado inferior derecho se ha vuelto a dividir en 

cuatro cuadrados, de la misma forma que he ha hecho con el cuadrado inicial. Este 

proceso se repite un número infinito de veces. Determina el área pintada de negro. 

 

 
 

(A) 24   (B) 28   (C) 31   (D) 35   (E) 42 

 
Cangur B2 2023 #9, Canguro N6 2023 #8 

 



2.3 Sucesiones aritméticas. 
 

2.3.1 
F
 

La sucesión ...,,
210

aaa  es una sucesión aritmética estrictamente creciente de números 

enteros positivos, cumpliendo 

7

2722 7 a
a

  

 

Determina el menor valor posible de 
2

a . 

 

(A) 8   (B) 12   (C) 16   (D) 17   (E) 22 

 
AMC 12B 2022 #9 

 

2.3.2 
MF

 

El número de manzanas que crecen en seis manzanos siguen una progresión aritmética 

en la que el mayor número de manzanas creciendo en el árbol con más manzanas es el 

doble del número de manzanas creciendo en el árbol con menos manzanas. Hay un total 

de 990 manzanas. Determina el mayor número de manzanas que crece en los seis 

árboles. 

 
AIME II 2023 #1 

 

 

 

 

 



3 Máximos y mínimos. 
 

Esta sección está dedicada a la determinación de máximos y mínimos sin utilizar 

derivación. 

 

3.1.1 Problema solucionado paso a paso en vídeo . 

 

 

Sea M(k) el valor máximo de kxx  44 2   para todo x en el intervalo [−1, 1]. Si k 

puede ser cualquier número real, determina el valor mínimo de M(k).  

 

(A) 5   (B) 8   (C) 11/2   (D) 4   (E) 9/2 

 
Cangur B2 2021 #29, Kangaroo Student 2021 #29 

 

Solución: https://youtu.be/93ph_XE0sts  

 

 

 

3.1.2 

Determina el valor mínimo del producto de dos números si sabemos que su suma es 

igual a 1. 

 

 

 

 

 

 

https://youtu.be/93ph_XE0sts


4 Calculus. 
 

4.1 Recta tangente. 
 

4.1.1 

La recta 16 axy  corta la gráfica de 3xy   en dos puntos diferentes. Determina el 

valor de a . 

 
SMT 2022 Calculus Test #2 

 



5 Ecuaciones funcionales. 
 

5.1 Ecuaciones funcionales nivell inicial. 
 

5.1.1
 F  

La función f(x) de números reales cumple  

)()()( yfxfyxf   , 2)1( f  

 

Determina el valor de la expresión siguiente: 

)2020(

)2021(
...

)2(

)3(

)1(

)2(

f

f

f

f

f

f
  

 
(A) 2

2020
   (B) 2021/2020   (C) 2020   (D) 2021   (E) Ninguna de las respuestas anteriores 

 
Cangur B2 2021 #23, Kangaroo Student 2021 #23 

 

5.1.2
 MF  

Determina la función que satisface la ecuación  

)(

11

xfx
f 








 

 

 
 

Canguro N6 2012 #8, Cangur N4 2012 #8 

 

5.1.3
 MF  

Dos funciones f y g satisfacen el sistema de ecuaciones 2)1(2)( xxgxf   y 
2)()1( xxgxf  . ¿Qué función es f ? 

 

(A) 
3

2

3

42  xx    (B) 
3

2

3

42  xx    (C) 
3

2

3

42  xx    (D) 542  xx  

(E) No existen dos funciones que cumplan el enunciado. 

 
Cangur B2 2023 #21, Canguro N6 2023 #21 

5.1.4
 F  

 Encontrar todas las funciones IRIRf :  tales que  

    xyyxfyxf 4  

 
5.1.5

 MF  

Una función f  definida para los enteros positivos verifica que )()()( yxfyfxf   

cualesquiera que sean los números enteros positivos  x e y. Si 8)2( f  y 10)3( f , 

calcula )12(f . 

 
III  Concurso Intercentros de Matemáticas de la Comunidad de Madrid 2003 B 3 

 



5.1.6
 F  

En el conjunto de enteros positivos definimos una función f  tal que 

)()()( yxfyfxf   

 

para cualesquiera x e y. Si 14)10( f  y  20)40( f , ¿Cuál es el valor de )500(f  ? 

 

(A) 29   (B) 30   (C) 39   (D) 48   (E) 50 

 
XXII Concurso de Primavera de Matemáticas 2018 #21 

 

5.1.7 
F  

Problema solucionado paso a paso en vídeo  

 

)(xf  es una función tal que 
   

 







20082005

200221

f

Zxxfxf
 

Entonces  2004f  vale: 

 

(A) 2004   (B) 2005   (C) 2008   (D) 2010   (E) 2016 

 
Canguro 2005 N6 #9, Kangaroo 2005 Student #9 

 

Solución: https://youtu.be/ig-xAXibDgo   

 

 

5.1.8
 F  

Sea f : Z → Z una función que verifica )1()1()(  xfxfxf  para todo entero x. Si 

18)20( f  y 20)18( f , determinar )20182018(f . 

 
LV Olimpiada Matemática Española Comunidad de Madrid 2018 #4 

 

5.1.9
 F  

Sea f  una función tal que, para todo x se verifica que  )1()1()(  xfxfxf . Si 

16)20( f  y 20)16( f , calcula )2016(f . 

 
XXXIV Concurso “PUIG ADAM” 2016 Nivel III  (1º de Bachillerato) #1 

 

5.1.10
 F  

Una función cumple la propiedad      yfxfyxf   para cualquier entero x e y. 

Además,   2/11 f . Calcula        3210 ffff  . 

 

(A) 1/8   (B) 3/2   (C) 5/2   (D) 15/8   (E) 6 

 
Kangaroo 2018 Student #24, Canguro 2018 N6 #24, Cangur 2018 B2 #23  

 

https://youtu.be/ig-xAXibDgo


5.1.11
 F  

Una función transforma números reales positivos en números reales. Para todo x real 

positivo se cumple  

x
x

fxf 5
2010

3)(2 







  

Determina el valor de )6(f . 

 

(A) 993   (B) 1   (C) 2009   (D) 1013   (E) 923 

 
Kangaroo 2010 Student #29, Canguro 2010 N6 #29, Cangur 2010 N4 #29 

 



5.2 Ecuaciones funcionales nivell medio. 
 

5.2.1
 M  

Sea Z el conjunto de los números enteros. Determinar todas las funciones f : Z → Z 

tales que, para todos los enteros a y b, 

 

  baffbfaf  )(2)2(  

 
IMO 2019 #1 

 

 

 

 

 
 



Soluciones. 
 

1.1.1 

Observando detenidamente las gráficas (B)  

 

1.1.2 

Observando detenidamente la gràfica de la función vemos que 

4,1,2,40)(  xxf  

4)( xf → Dos valores de x. 

2)( xf → Dos valores de x. 

1)( xf → Dos valores de x. 

4)( xf → Dos valores de x. 

Y en la gráfica se aprecia claramente que todos estos ocho valores de x son distintos entre ellos.   

(A) 

 

1.1.3 

La opción C, por observación detenida de las gráficas. 

 

1.1.4 

La opción A, por observación detenida de las gráficas. 

 

1.1.5 

Está claro que cuanto mayor sea x, menor será y, luego es una función descendiente. 

Tenemos como candidatos A, C y E.  

Observamos que la relación entre x e y no es lineal. Un mismo segmento de x, es decir un trozo 

de papel desenrollado, al principio, producirá un y pequeño, porque el diámetro del rollo es 

grande y ocupará pocas vueltas. Pero al final, cuando el diámetro es pequeño, ese mismo trozo 

ocupará muchas vueltas, es decir, mucho diámetro, mucha magnitud y, luego la gráfica que se 

adapta a este comportamiento es (E). 

 

1.1.6 

Basta con observar detenidamente la gráfica: 

 
 

Por encima de 30 cm estuvo entre las 4 y las 11, y entre las 14 y las 20, 13 horas en total (E). 

 

1.1.7 (D) 

 



1.2.1 

Podemos interpretar la distancia recorrida por el conejo como tC 10  y la distancia recorrida 

por el erizo como tE 550 , donde t es el tiempo transcurrido en segundos. 

Determinamos el tiempo transcurrido hasta encontrarse 

5011/5505501155010  tttt  segundos. 

Y la distancia recorrida es 50010 t  metros. 

El tiempo que necesitará el conejo para llegar a la meta es 

510/50501055050010  ttt  segundos 

El tiempo que necesitará el erizo para llegar a la meta es 

505505001  tt  segundos 

Luego el erizo llegó 45 segundos después del conejo.  (A) 

 

2.1.1 

Primera versión. 
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Luego vemos que hay un bucle de longitud 5: 








 525

101
,

502125

103
,

250

53
,21,20  

Y puesto que 54042020  , 
525

101
52020  tt  

 

Segunda versión. 

Similar a la primera, para ahorrarnos cálculos podemos definir nn ts 5 , y por tanto 

2

1

2

1

2

1 1

5

1

25

15











 








n

n
n

n

n

n

n
n

s

s
s

s

s

t

t
t  

Con 1001 s  y 1052 s . Ahora hacemos los cálculos: 

50

53
3 s , 

50105

103
4


s , 

105

101
5 s , 1006 s  y 1057 s . 



Y observamos el bucle.  

 

Tercera versión. (Oficial de la MAA) 

En general, para una sucesión de la forma  

at 1
, bt 2

 , 
ak

bk
t

23

1
  

Tenemos: 

abk

kbka

bak

ka

bak

kb

bkbak

kb

bkbkak

kb

bkka

kb

bk

akkb

bk

akkbk
t

33323

22222

2

4

1111

111
1

11)/()1(1)/()1(
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Y finalmente  at 6  y bt 7  

Y observamos el bucle de longitud 5.  

 

2.1.2 

12)3(

)2(1)3()2()2()1()(





nnf

nnfnnfnfnnfnfnf
 

Luego 

72)6(1)3(2)6()3(  nnfnnfnf  

 

Y por tanto: 

  6)6(1272)6(1272)6()(  nfnnnfnnnfnf  

 

Así pues, por cada vez que puedo restar 6, sumo 6, y puesto que 263362018   

Puedo restar 336 veces, y por tanto 

2017201616336)2()2018(  ff    (B) 

 

2.1.3 

32321327 422 aaaaaa    

Por otro lado, 2121123   aaaa ,  y por tanto la ecuación anterior queda de la forma 

 24 12232  aaaaa  

Por otro lado, tenemos que   

12212122 11 aaaaaaa  
 

Y sustituyendo en la ecuación anterior llegamos a 

   





4

1
43034214 22

2

22222 aaaaaaa  



22)1(1)1(1 1112  aaaa , lo que contradice la hipótesis del enunciado, 

luego la única solución posible es 4 (C) 

 

2.1.4 

Vamos construyendo la lista: 

2023 1402 3140 2314 0231 4023 1402... 

 

y vemos que desde la posición 25  se van repitiendo en bloques de 20 en 20:  

“1402 3140 2314 0231 4023” 

 

2023 = 4 + 2019 = 4 + 100×20 + 19 

 

el dígito que hace 4+19=23 es “2” (C). 

 

2.2.1 

 

 
 

Veamos en primer lugar como se comporta en vertical: 

 

Paso 1 OA: 0 

Paso 2 AB: 3
4

5

2

3
º60sin

2/5
 y

y
 

Paso 3 BC: 3
8

5

2

3
º30cos

4/5
 y

y
 

Paso 4 CD: 0 

Paso 5 DE: 3
32

5

2

3
º60sin

16/5
 y

y
 

Paso 6 EF: 3
64

5

2

3
º30cos

32/5
 y

y
 

 

La variación vertical es: 

...3
2

5
3

2

5
0

2

5
3

2

5
3

2

5
0

2

5

3
2

5
3

2

5
0

2

5
3

2

5
3

2

5
0

2

5

121110987

65432





 

Vemos por separado cada uno de estos bloques de seis pasos: 



16

21
3

2

5

2

1

2

1

2

1
13

2

5
3

2

5
3

2

5
3

2

5
3

2

5
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16

21
3

2

5

2

1

2

1

2

1
13

2

5
3

2

5
3

2

5
3

2

5
3

2

5
8438121198









  

 

Así pues, estamos sumando: 

 

    3

5

63

64

16

21
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1
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5
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2

1

2

1

2

1
1

16
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2
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62362662

181262201482
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Veamos ahora su comportamiento en horizontal.  

 

Paso 1 OA: 5 

Paso 2 AB: 
4

5

2

1
º60cos

2/5
 x

x
 

Paso 3 BC: 
8

5

2

1
º30sin

4/5


 x

x
 

Paso 4 CD: 
8

5
x  

Paso 5 DE: 
32

5

2

1
º60cos

16/5


 x

x
 

Paso 6 EF: 
64

5

2

1
º30sin

32/5
 x

x
 

Luego se ha producido un cambio total de  
64

315

64

5

32

5

8

5

8

5

4

5
5   

 

En el siguiente grupo de 6 pasos será 
64

315

2

1
6
  

 

Y el resultado final será 













0
6

5
63

64

64

315

64

315

2

1

n

n

 

 

Así pues, el gusano se acerca más y más al punto 








3

5
,5  

 

2.2.2 

Vamos viendo como se comporta la sucesión: 

  196194
2

2 a  

  289171691 22

3 a  

  400201982 22

4 a  

  2551004 22

5 a  



  648152 22

6 a  

  12111146 22

7 a  

  5

22

8 2551121 aa   

Y vemos que entramos en un bucle: 7106958 ,, aaaaaa  . 

Y puesto que 641367152019 62019  aa  (C) 

 

2.2.3 

6

6

6
2/3333

1

)2/(

1
1

)2/(

1
1

2
1

22

e
e

nnnnn

n

n

n
nnnnn











































 








 








  




 

 

La respuesta correcta es la (C) 

 

2.2.4 
n

n raa  0 . Vamos a suponer que la sucesión es creciente, es decir, que 1r . 

  1

0

1

0

1

001
1

12
112 

 


 nnnn

nn ra
r

rrararaaa  

  1

0

1

0

1

001
1

3
13 

 


 nnnn

nn ra
r

rrararaaa  

 

Luego  

3

5

9

15
159

123312331212)1(3)1(12
1

3

1
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2.2.5 

)(log
3

1
)(log)2(log)(log)2(log)2(log 882888 3 xxxxa   

x
xxx

xb 8
8

2

2

8

8

8
4 log

2

3

3/2

log

2log

log

4log

log
log

3

  

x
xxx

xc 8
8

2

8

8

8
2 log3

3/1

log

2log

log

2log

log
log

3

  

 

Luego, denotando )(log 8 xk  , llegamos a  

ka 
3

1
 , kb

2

3
  , kc 3  

 

Por ser una sucesión geométrica: 

 

3

4
4341291249

3
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3

2
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3
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1
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2

3
2

2/3

3

3/1
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1

2

1
28)(log
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4
4

43/4

8 
 xx  

 

2.2.6 

Teniendo en cuenta que 217289  , hacemos el cambio de variable 172u , y por tanto 

1

1

12

12 17

17

289










u

u
 

 

Realizamos la división sintética: 

       

   1...1

11...111

1...
1

1

1315

111315

213141516
17










uuuu

uuuuuuuu

uuuuuu
u

u

 

 

Ahora observamos que tenemos una suma de una sucesión geométrica de razón 2: 

12...22121 151617 u  

 

Luego, finalmente: 

   0117317111713171517011516

17

289

222...22222...22
12

12




   

 

Es una suma de 1371817   potencias de 2  (C) 

 

2.2.7 

En principio podríamos creer que la respuesta correcta es 9, puesto que  

459...321   

 

Pero debemos observar que podemos trabajar también con números negativos, y ver que 

      909089...878889   

 

Luego podemos encontrar una suma de 90 términos. 

Aunque no es apropiado en un contexto de una competición matemática, se puede demostrar 

que 90 es la solución máxima: 

 

  909090|12)1(290
2

)1(

)1()2(...321)1(...2145








nnxnnnxn
nn

xn

nnxnnxxxx

 

 

2.2.8 

Primera versión. 

Calculamos a mano los primeros valores de esta sucesión: 

11 a , 
7

3
2 a , 

11

3
3 a  , 

5

1
4 a  , 

19

3
5 a  , 

23

3
6 a  , 

9

1
7 a  , 

31

3
8 a  , 

35

3
9 a  

 

Y observamos que siguen una pauta en grupos de tres en tres: Sea  3/)1(  nN , 












 1112

3
,

712

3
,

14

1

NNN
 

 

 

2367212019  , luego nos piden el tercer elemento del grupo 672N , es decir: 

 

8075

3

1167212

3

1112

3
2019 







N
a  

 

Y la respuesta correcta es )(807838075 E  

 

Segunda versión. 

Con un poco más de observación podríamos haber visto que  
312

3

14

1




 NN
 

Y que por tanto la sucesión del enunciado se reduce a: 

8075

3

120194

3

14

3
2019 





 a

n
an

 

 

Esto se puede demostrar por inducción: 

Supongamos que es cierto hasta n, entonces 
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2.2.9 

         

       

 
1

32

1

1
32

1
321

1

1
32132

32...323232

...323232...232323.023.0

22

2

2

2
0

2

1

2642

654321














































































k

k

k
k

k

k
k

k
kkk

kkkkkkkk

kkkkkk

n

n

n

n

kk

 

 

Así pues, llegamos a la ecuación 



   




























7/10

16
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122102
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14884102
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)160(74102102
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La única solución entera es 16k . 

 

Observación. Nos podemos “saltar” esta última ecuación, demasiado larga sin calculadora, 

aprovechando que la pregunta es de tipo multirespuesta, con lo que todo se reduce a determinar 

qué opción de entre las cinco propuestas satisface dicha ecuación. 

 

2.2.10 

Fijando un i  tenemos: 

5050100
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2.2.11 

Queremos calcular la siguiente serie: 
 cba

cba

,,0

532  

Si fijamos un b  y un c , tenemos: 

 
cbcb

cb
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acb
a

cba
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cba
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Donde hemos aplicado la fórmula de la serie geométrica. 

 

Luego ahora podemos hacer lo mismo fijando b  y haciendo la suma infinita en c : 
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b
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 A ahora haciendo la suma infinita en b : 

4

15

2

3

2

5

3/11

1

2

5

3

1

2

5

3

1

2

5

532

1

00,,0




















 

 b
b

b
b

cba
cba

 

 



y la solución es 19415     

 

2.2.12 

Vemos que la fracción S pintada de negro corresponde a la serie geométrica 

...
4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1
S  

Luego 

3

1
13

1...
4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1
1...

4

1

4

1

4

1

4

1
4

4

1

4

1

4

1
4

4

1

4

1
4

4

1
44





SS

SS

 

 

Luego la parte pintada de negro es 2884
3

1
    (B) 

 

2.3.1 

De la condición 7

2722 7 a
a

  se deduce que 7a  es una potencia de 2, digamos que ka 27  . 

Luego  xaxka
  272222 7

27277  

La menor potencia que encontramos que satiface esta condición es  

52732 7  xxa . 

 

Luego buscamos la menor sucesión aritmética estrictamente creciente de números enteros 

positivos cumpliendo 327 a . 

En general, en una sucesión aritmética, nkaan  0  para cierta constante k. 

kakaa 732732 007   

Probamos varias posibilidades: 

1224444 20  aak
 

172311113 20  aak  

Vemos que el valor mínimo se obtiene con 12,4 2  ak    (B) 

 

2.3.2 

Sea ia  el número de manzanas que crece en el arbol 50  i . 

Por ser una progresión aritmética, ikaai  0 , para cierto número k. 

Sabemos que 05 2aa  , y que 990 ia . 

Luego  

00105 5252 akakaaa   

220
9

990
252222

45

990
451556156

5432990

050

000000543210





kaakkkkka

kakakakakaaaaaaaa

 

 

3.1.1 

La función kxxxf  44)( 2  es una parábola con las ramas hacia arriba en la que hemos 

cambiado de signo su parte negativa.  



El vértice de esta parábola está en 
2

1

42

4



x , luego tenemos que prestar atención a tres 

puntos de su gráfica, los tres candidatos a máximo: El vértice de la parábola i los puntos 

frontera del dominio. 

 
 

kkf  8)1(4)1(4)1( 2  

1)2/1(4)2/1(4)2/1( 2  kkf  

kkf  1414)1( 2  

 

El discriminante de esta parábola es 10161644)4( 2  kkk . 

 

a) Si 1k , la parábola está totalmente por encima del eje X, y vemos que el valor máximo se 

toma en 1x . En efecto: 

18  kkk  

 

 
Luego kkMk  8)(1  

 

b) Si kkkk  110110 . 

kf  8)1(  

kf 1)2/1(  

kf )1(  

Sigue siendo el máximo kf  8)1(  

c) Si kkkk  110101  

kf  8)1(  

kf 1)2/1(  

kf )1(  

Sigue siendo el máximo kf  8)1(  

d) Si kkkk  110118  



kf  8)1(  

kf 1)2/1(  

kf )1(  

 5.3
2

7
271818 


 kkkkkk  

Entre 5.38  k  el máximo se encuentra en kf 1)2/1(  

Entre 15.3  x  el máximo se encuentra en kf  8)1(  

e) Si 88088  kkkk  

8)1(  kf  

kf 1)2/1(  

kf )1(  

 y está claro que el valor máximo lo encontramos en kf 1)2/1(  

 

Así pues, la función )(kM  tiene el siguiente comportamiento: 










5.31

5.38
)(

kk

kk
kM  

 

Una función contínua, decreciente por la izquierda de 5.3x , creciente por la derecha de 

5.3x , luego la función tiene un mínimo en 5.3x , y su valor es: 

2/95.4)5.3( M    (E) 

 

Observación: 

Una versión más rápida sería representar gráficamente las tres funciones: 

kkf  8)(  , 1)(  kkg  , kkh )(  

 

 
 

y observar que la función máximo tiene un mínimo en 5.3x  con valor  

2/95.4)5.3( M  

 

3.1.2 

Queremos determinar el mínimo de yx  sabiendo que 1 yx . 

)1(11 xxyxxyyx   

 



La función )1()( xxxf   tiene forma parabólica, con las ramas hacia arriba, y su mínimo se 

encuentra en su vértice: 

2

1

)1(2

1

2
)1()( 2 









a

b
Vxxxxxf  

Y su valor mínimo es 
4

1

2

1

2

1

2

1
1

2

1

2

1


















f  

 

4.1.1 

La única posibilidad aceptable es que la recta sea tangente a la curva. Por lo tanto, tienen la 

misma pendiente: 

ax 23  

y pasan por un mismo punto: 

12)2(3216216316 2323  axxxxaxx  

Se puede comprobar fácilmente que, en efecto, 1612  xy  cumple las condiciones 

requeridas. 

 

5.1.1 

Vemos que la función cumple )1()()1( fnfnf  , luego 

2)1(
)(

)1()(

)(

)1(



f

nf

fnf

nf

nf
 

 

Y por tanto 

4040220202...22
)2020(

)2021(
...

)2(

)3(

)1(

)2(

2020

 
f

f

f

f

f

f
   (E) 

 

5.1.2 

Vamos probando los candidatos propuestos hasta ver que la opción D cumple la condición del 

enunciado: 

)(

1

/1

111
)(

xfxx
f

x
xf 








  

 

5.1.3 

2

2

)1()1()(
11

)()1(
yygyf

yxxy

xxgxf









 

y como esto funciona para cualquier y podemos deducir que  
22 )1(2)1(2)(2)1()1()( xxgxfxxgxf   

Luego, sumando ambas ecuaciones: 

3

2

3

4
)(243)1(2)(3

)1(2)1(2)(2

)1(2)(
2222

2

2











xxxfxxxxxf

xxgxf

xxgxf
 

y la respuesta correcta es (A) 

 

5.1.4 

Sustituyendo xy   tenemos 

              0)2(0424024 222 fxfxxfxfxfxxxxfxxf   

Mediante el cambio de variable xz 2  nos queda la función  



    02 fzzf   

y vemos que el valor de  0f  es libre, en efecto, para cualquier constante k, la función 

   kzzf  2  

cumple las condiciones del enunciado. En efecto: 

 

 

 
    xyxyxyyxfyxf

kyxyxkyxyxf

kyxyxkyxyxf

422

2)(

2)(

222

222







 

Así pues, las funciones que satisfacen la condición del enunciado son todas las funciones de la 

forma   kzzf  2  para cualquier constante k . 

 

5.1.5 

268810)2()2()3()22()3()4()3()43()12(  fffffffff  

 

5.1.6 

61420)4(14)4()10()4()104()40(20  ffffff  

32/6)2()2(2)2()2()22()4(6  ffffff  

11314)5()5(3)5()2()52()10(14  ffffff  

281414)10()10()1010()100(  ffff  

392811)100()5()1005()500(  ffff  

 

5.1.7 

     
 

 

  2005
2

4010
2004

200424010

2004220022008

2002200421200420052008









f

f

f

fff

 

 

5.1.8
 

Está claro que 382018)18()20()119()119()19(  fffff . 

Ahora observamos que podemos ir calculando los valores de la función uno por uno, pues 

 )1()()1(  xfxfxf  

Así pues, 

 203818)19()20()21(  fff  

 381820)20()21()22(  fff  

 18)20(38)21()22()23(  fff  

 20)38(18)22()23()24(  fff  

 38)18(20)23()24()25(  fff  

 182038)24()25()26(  fff  

 

Y vemos una pauta que se repite en ciclos de 6 valores: 

 

18 19 20 21 22 23 

20 38 18 -20 -38 -18 

 



Queremos saber qué valor va en la posición 46336366201820001820182018  , 

que será el valor que ocupa la quinta posición, es decir, -38. 

 

5.1.9
  

Aplicando la igualdad del enunciado obtenemos el siguiente sistema de tres ecuaciones con tres 

incógnitas: 

 






































16)18()19(

)19()18(20)18(

16)18()19(

)19()17()18(

)18(20)17(

)20()18()19(

)19()17()18(

)18()16()17(

ff

fff

ff

fff

ff

fff

fff

fff

 

 )18(3616)18(20
16)18()19(

)19(20
ff

ff

f









 

 163620)17(20163616)18()19(  fff  

 

Y ahora, puesto que )1()()1(  xfxfxf  podemos ir calculando los siguientes valores de 

la función: 

 36)20(16)19()20()21(  fff  

 201636)20()21()22(  fff  

 163620)21()22()23(  fff  

 

Y vemos que se va repitiendo un ciclo de seis valores: 

 

16 17 18 19 20 21 

20 -16 -36 -20 16 36 

 

Queremos calcular el valor que se obtiene en la posición 263332000162016  , es 

decir, en la tercera posición, que será un -36. 

 

5.1.10 

            10
2

1
010101

2

1
1,0  ffffffyx  

         
4

1

2

1
1211111

2

2









 fffffyx  

       
8

1

4

1

2

1
212132,1  ffffyx  

Así pues,        
8

15

8

1

4

1

2

1
13210  ffff  

 

5.1.11 

Observamos que 63352010   

Evaluando en 6x : 

  303353)6(265
6

2010
3)6(2 








 ffff  

Evaluando en 335x : 

  167563)335(23355
335

2010
3)335(2 








 ffff  



 

Con lo que obtenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas: 

 

 

 

 

993
5

4965
)6(

4965605025)6(5
5025)335(669

603356)6(4

1675)335(263

303353)6(2
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5.2.1 

Sustituyendo por   bffbffa  )(2)0(0  

Así pues,    )0()(2 fxfxff   

Luego 

 )()(2)(2)(2)0()2(

)0()(2)(2)2(

bfbafbfbaffaf

fbafbfaf




 

En particular, para 1a , 

2

)0()2(
)()1(

ff
bfbf


  es una constante, luego la función es una función lineal, es decir, 

de la forma BAxxf )( , con 
2

)0()2( ff
A


  y )0(fB  . 

 

Vamos a demostrar que A=2 o B=0. En efecto, sustituimos en la igualdad del enunciado: 

   

BABbaABbaA

BABbaABAbBAa

BBbaAABAbBaA







)(3)(2

)(222

)(2)2(

2

2
 

 

En particular, tomando valores tales que 0ba , )1(3  ABBABB  

Si 0B  podemos simplificar en  212  AA  

Si )()(20 2 baAbaAB  ,  y tomando 0,1  ba , 

2,00)2(022 22  AAAAAAAA  

Es decir, las funciones solución de esta función son Bxxf  2)( , para cualquier B, o 

0)( xf . 

 

 
 


