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Prova Modelo de Exame Nacional de Matematica A @
Prova 635 | Ensino Secundario | Junho de 2020 | ‘ -
12° Ano de Escolaridade l ["_
Prova 635
Duragao da Prova: 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos. 9 Péginas

e Utilize apenas caneta ou esferogréafica de tinta azul ou preta.

e Nao é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
e E permitido o uso de régua, compasso, esquadro e transferidor.

e Apresente apenas uma resposta para cada item.

e As cotacbes dos itens encontram-se no final da prova.

e A prova inclui um formulério.

e Nas respostas aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de
respostas, o nimero do item e a letra que identifica a opcao escolhida.

e Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os céalculos que tiver de efetuar e todas as
justificagoes necessarias. Quando, para um resultado, nao é pedida a aproximacao, apresente
sempre o valor exato.

e [tens cujas respostas contribuem obrigatoriamente para a classificacao final:
2.1,2.2,5.2¢6

Estes itens estao assinalados no enunciado através de uma moldura que os rodeia.

e Dos restantes 14 itens da prova, apenas contribuem para a classificacao final os 8 itens cujas
respostas obtenham melhor pontuacao.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circun-

feréncia

ar (a - amplitude, em radianos, do angulo ao

centro; r - raio)

Area de um poligono regular:
Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

2 . . A~
&= (o - amplitude, em radianos, do angulo ao

centro; r - raio)

Area lateral de um cone:
7rg (r - raio da base; g - geratriz)

Area de uma superficie esférica:
47r? (r - raio)

Volume de uma piramide:

% x Area da base x Altura

Volume de um cone:

% x Area da base x Altura

Volume de uma esfera:

amrd (r - raio)

Progressoes:

Soma dos n primeiros termos de uma pro-

gressao (unp):

Progressao aritmética:
Ul + Up

2
Progressao geométrica:

1—r"
1—17r

Uy X

Trigonometria

sin (a 4+ b) = sinacos b + sin bcos a

cos (a + b) = cosacosb —sinasinb

Complexos

(=)

n ,ind

:pe

\/ pel® = Weiﬂzlm (ke {0,...,n—1}en €N)

Regras de derivacao

u+v) =u +

(
(uwv)" = v'v + uw’
(

/
eu) — uleu

(log, u)" = ﬁ (a € RT\ {1})

Limites notaveis

1 n
lim<1+) =e (neN)
n
lim sin x _
z—0 X
et =1
lim
z—0 x
|
lim —2 =0
r—+o0 X
X

-
xk?ooﬁ =+o0 (p eR)

=1
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1. (Inés Cruz)

Uma parte do gindsio da escola A foi transformado numa sala de aula para serem leccionadas
matérias presenciais a turmas do 11.° e 12.° anos, de acordo com as indicacées da DGS.

Desta forma colocaram-se 24 mesas, distribuidos por quatro filas de seis mesas, cumprindo o
distanciamento obrigatério.

Pep—
P

Na aula de matematica do 12.° A vao estar presentes dezoito alunos distribuidos pelas mesas,
de modo que:

e todos os lugares livres situam-se nos extremos das filas

e 0 Rui e a Maria ficam sempre na fila da frente e em mesas consecutivas
Nestas condicoes, de quantas maneiras se podem sentar os alunos?

(A) 8Cg x 18! (C) 2 x 2! x"Cg x 16! + 3 x 2! x® Cg x 16!
(B) 8C x 3 x 2! (D) 2! x7 Cq x 16! 4 3 x 2! x8 O x 16!

2. (Carlos Frias)

Na figura estd representado, num referencial o.n. Ozyz, uma piramide quadrangular regular
[ABCDE].

Sabe-se que:

e 0 vértice A pertence ao eixo das ordenadas e o vértice C pertence ao eixo das cotas

e 0 plano «a, que contém a base da piramide, é definido por 2y + z = 6

3
e a equacio z2 4+ y% + 22 — 19y — 142 + - = 0 define a superficie esférica centrada no

vértice E e que é tangente ao plano «

2.1. Defina por uma equacao vetorial a reta que contém a altura da piramide.

2.2. Determine o volume da piramide [ABCDE].
Apresente o valor do volume na forma av/b com a,b € N.
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3. (Ricardo Ferreira)
Seja 2, conjunto finito, o espaco de resultados associado a uma certa experiéncia aleatoria.
Sejam A e B dois acontecimentos (A C Qe B C Q).
Sabe-se que:
e P(AUB)=0,8
1
P (A|B) ==
. P(alp) - |
e P(A)=2P(B)

Qual é o valor de P (B)?

(A) 0,1 (B) 0,2 (C) 0,3 (D) 0,4

4. (Paulo Naves Pedro)

Num jogo de bilhar ha 16 bolas, sendo quinze numeradas de 1 a 15 e mais uma bola branca sem
ndimero.

As bolas sdo guardadas numa caixa que estd dividida em dezasseis espagos (4 linhas e 4 colunas),
ficando uma e uma s6 bola em cada espaco.

4.1. Do conjunto das bolas numeradas, sao escolhidas, ao acaso, cinco.
Qual é a probabilidade de obter cinco bolas com niimeros consecutivos?
Apresente o valor pedido na forma de fracdo irredutivel.

4.2. As bolas sao distribuidas, ao acaso, pelos espacos da caixa.
Determine a probabilidade de pelo menos uma das duas diagonais ficar preenchida com
bolas com ntimero impar.
Apresente o valor pedido na forma de percentagem com aproximacao as décimas.
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5. (Manuel Gongalves)

Na figura esta representada, num referencial o.n. £Oy, uma circunferéncia com centro na origem
e raio 4 e o pentdgono [BCDEF).

y
E
ja
A
G D 0 a x
B
¢ H

Sabe-se que:

e « é a amplitude, em radianos, do angulo DAC
e A e (G sdo os pontos de intersecao da circunferéncia com o eixo das abcissas
e H é o ponto de intersecao da circunferéncia com o semieixo negativo das ordenadas

e D é um ponto do eixo das abcissas tal que AD =6

s
C desloca-se na circunferéncia, do ponto H para o ponto GG, tal que 1 <a<0

e B é o ponto de intersegao da reta AC com o eixo das ordenadas

os pontos E e F' sao, respetivamente, imagens de C' e B por meio de uma reflexdo em Ox
5.1. O comprimento do segmento [AC] é dado, em funcao de «, por:
(A) 8cosa (B) 8sina (C) —8cosa (D) —8sina

5.2,

Mostre que a area da regiao sombreada pode ser dada, em funcao de «, por

A(a) = —16tan (3 cos? o — 1)

Em seguida, com recurso a calculadora, determine o valor de o para o qual a area da
regiao a sombreado da figura é igual a area do setor circular GOE.

Na sua resposta deve:

e equacionar o problema
e apresentar o(s) grafico(s) que considerar necessario(s)
e apresentar o valor pedido, arredondado as centésimas
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6. (Vitor Corveira)

Os trés primeiros termos de uma progressao aritmética (u,) sao, respetivamente, —1, Ina e
Ina3, com a > 0.

Determine a soma dos 20 primeiros termos da sucessao (uy,).

Mostre como chegou a sua resposta.

7. (José Manuel Santos Gabriel)
, T .. [ 14rw
O ntimero complexo 2 [cos (—15> + isin <15)

(A) 1643+ 16i (B) 32v/3 +32i (C) 8+ 8/3i (D) 16 + 16+/3i

é uma das raizes quintas de:

8. (Carla Coelho e Id&lia Oliveira)

2 6 17
Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z; = —\2[ + \gi, 2o = \/ge’% e z3 tal que:
(21)° x (=3)"
z3

x i e R™

Escreva z3 na forma algébrica, sabendo que o seu afixo pertence a circunferéncia centrada na
origem e que contém o afixo de z1.

9. (Ricardo Ferreira)

Na figura estd representado um hexdgono regular [ABCDEF| de lado 2.

E D

O valor de DA - (ﬁHF_}x) é:

(A) -8 (B) —4 (C) —2 (D) 8

10. (Manuel Gongalves)
Considere a,b € R com a > 1 e b > 1 tais que Vb = a5.

O valor numérico da expressdo log, b> + log, a é:

(a) ® 2 © 2 D) ¥
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11. (Sofia Sousa)
Seja f uma funcao derivavel em R e r a reta tangente ao grafico de f no ponto de coordenadas
(1,3).

Sabe-se que a reta r é perpendicular a reta de equacao 3y = x.
2

Qual é o valor de ilinl % ?
(A) 1 (B) _% (©) % (D) 1

12. (José Carlos Pereira)
Sejam f , g e h trés funcoes continuas no seu dominio, tais que:

e 0 dominio de f é R, o ponto de coordenadas (—1,2) pertence ao seu grafico e a reta de

equacao y = 3 — 2z é assintota do seu gréfico, quando x — +00
2

e o dominio de g é R e a sua derivada, também de dominio R, é definida por ¢’ (x) = %
et +x
- . . : a?f(z) |
e o domfnio de h é R\ {—1} e é definida por h (z) = — 1 +4 (z)
T

12.1. Estude a funcdo g quanto ao sentido das concavidades e a existéncia de pontos de inflexao
do seu grafico.
Na sua resposta deve:
e indicar o(s) intervalo(s) onde o grafico de g tem a concavidade voltada para cima
e indicar o(s) intervalo(s) onde o grafico de g tem a concavidade voltada para baixo
e indicar as abcissas do(s) ponto(s) de inflexao
12.2. Estude a funcdao h quanto a existéncia de assintotas do seu grafico, paralelas aos eixos
coordenados.
Caso exista(m), indique a(s) sua(s) equagao(oes).

13. (Eduardo Carvalho e José Carlos Pereira)

Para um certo valor real k, considere a fungao f, de dominio R, definida por:

( 3
cos (7” + 2:6)
—— sex<0
3z
f(z) = k se0<z<1

In(2x —1)

EEEr T
13.1. Mostre que f pode ser continua em R.

3

13.2. Mostre que existe pelo menos um ¢ € ]2, 3[ tal que f (¢) = f’ (—;)

FIM
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Cotacoes

PP 16 pontos
2.
7 20 pontos
2 16 pontos
P 16 pontos
4.
A . 16 pontos
A 16 pontos
5.
5 00 16 pontos
L5 7 16 pontos
B 20 pontos
(PP 16 pontos
B e 16 pontos
L5 PP 16 pontos
1 16 pontos
L 16 pontos
12.
L2 L. 16 pontos
L2 . 16 pontos
13.
0 16 pontos
0 16 pontos
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Solucgoes

1. C 7. D
2. 8. —1—i
19 9. A
2.1. (z,y,2) = <0,2,7> +k£(0,2,1), k €
R (ou equivalente) 10. A
2.2. 30v5 11. B
3. C 12.
4. 12.1. Conc. vol. p. cima [0, 2]
1 Conc. vol. p. baixo |—00,0] e [2,4+00]
4.1. 973 Abcissas dos pontos de inflexdo z = 0
4.2. 7.7% cw=2
12.2. x = -1,y = —1 e y = —2 (ou equiva-
5. lentes)
5.1. A 13.

5.2. o~ —0,67 13.1. A funcao f pode ser continua e, nesse

) 2
6. 360 caso, k tem que ser igual a 3

Coordenacao: José Carlos Pereira
Paginacao: Carlos Frias

Verificagao de resultados:
Rafael Saraiva, Mafalda Costa, Nuno Godinho, Sofia Sousa, José Carlos Pereira e Carlos Frias
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Proposta de resolucao

1. Duas situacoes podem ocorrer:

e O Rui ou a Maria ficam num dos extremos da 1.2 fila;

e Nenhum dos dois fica num dos extremos da 1.2 fila.

No primeiro caso: 2 x 2! x” Cg x 16!

e 2 representa o nimero de formas de colocar os dois alunos alinhados num dos extremos da
1.2 fila (& direita ou a esquerda);

e 2! representa o nimero de permutacoes entre o Rui e a Maria;

e Existem 7Cg formas de escolher 6 dos 7 restantes lugares nos extremos para ficarem deso-
cupados;

e 16! representa o numero de formas de distribuir os restantes 16 alunos nos restastes 16
lugares.

No segundo caso: 3 x 2! x8 Cg x 16!

e 3 representa o nimero de formas de colocar os dois alunos (Rui e Maria) em mesas conse-
cutivas na primeira fila sem nenhum deles estar num dos extremos (2.* e 3.* mesas ou 3.*
e 4.* mesas ou 4.* e 5.* mesas);

e 2! representa o nimero de permutagoes entre o Rui e a Maria;
e Existem 8Cy formas de escolher 6 dos 8 lugares nos extremos para ficarem desocupados;

e 16! representa o nuimero de formas de distribuir os restantes 16 alunos nos restastes 16
lugares.

. 2x 20 x7T Cg x 16! + 3 x 2! x8 Cg x 16!
Opcao (C)

2.1.

237 (19
4 2

2,2, .2 237 2,2 19)* 2 ’
oty +z —19y—14z+T =0« 27+y —19y+ > +2°=142449 = ——+| = )| +49 &

2 19 * 2

A\ +(z=T7)"=80
) ?7

A reta que contém a altura da piramide é perpendicular ao plano «, assim o vetor W=

(0,2,1) que é normal ao plano o é um seu vetor diretor.

Assim, F (0 19 7)

Uma equacao vetorial que defina a reta que contém a altura da piramide é, por exemplo:

19
oy, 2) = (0,2,7> +k(0,2,1), keR
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2.2. Por 2.1 a altura da piramide é V80 = 4/5
A0,y,0)0NAca=2y=6<y=3
C0,0,z)) NCea=2=6
Assim, A(0,3,0) e C(0,0,6)

[AC] é uma diagonal da base da piramide, assim, pelo teorema de Pitdgoras:
—2 =52, 52 2 ——2
AC" =AB +BC" & V02+32+62 =24AB" &

o 45 ~ 3V10

1—— 1 4
-'-V[ABCDE] = §AB2 X h= g X ?5 ><4\/5:30\/5
3.
P(AUB)=08% P(A)+P(B)~P(ANB)=08<3P(B)—P(AB)x P(B)=08 <
8
SP(B)=08 P(B)=03
Opgao (C)
4.

15-5+1 11 1
o, BCs 273

e Existem '°Cs formas de escolher 5 bolas de entre as 15 bolas numeradas;

4.1. P =

e Existem 11 formas de selecionar 5 bolas com nimeros consecutivos (1 ao 5, 2 ao 6, 3
ao 7,4 a0 8,5a009, 6 ao 10, 7 ao 11, 8 ao 12, 9 ao 13, 10 ao 14 e 11 ao 15).

2 x8 A, x 12! — 8! x 8!
4.2. p= =~ 4X16' XS TT%

16! representa o nimero de formas de distribuir 16 bolas distintas por 16 posicdes;

e 2 representa o numero de diagonais;

8 A4 representa o nimero de formas de distribuir 4 das 8 bolas com nimero fmpar pelos
lugares de uma diagonal;

12! representa o nimero de formas de distribuir as restantes 12 bolas pelas restantes
12 posicoes;

8! x 8! representa o nimero de formas de distribuir as 8 bolas com niimero impar pelas
duas diagonais e as bolas com nimero par e a bola branca pelas restantes posigoes.
Este valor tem que ser subtraido pois esta a ser contabilizado em duplicado na primeira
parcela.
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5.1.
E Y
F
A
G\ D o o
B
¢ 1m
AC AC
cosa::C@COS(x:—C@AC:Scosa
AG 8
Opcao (A)

5.2. Seja C’ a projegao ortogonal de C sobre o eixo das abcissas.

E Y
F
¢ |0 A
B
¢ g
ae]—w,O[i—tana:OB(:)OB:—ZLtana e cosoz:g(:)E: 4
4 OA AB cos v

Os triangulos [AOB] e [AC'C] sao semelhantes pois possuem ambos um &ngulo reto e

possuem um angulo em comum.
Assim,

AC CC 8 cc’ —

— == czsa: & CC" = —8tanaccos? a
AB OB —4tan«

COs «x

6 x (—8tan a cos? a 4 x (—4tana
Aa) =2 (A[ACD} - A[OAB]) =2 [ ( L | =

2 2

= —16tan« (3 cos® o — 1)
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GOFE = COG = —2a pois COG é um angulo ao centro de uma circunferéncia em cujo arco
correspondente tem amplitude —2a (repare-se que C AG é um angulo inscrito de amplitude
—a, portanto, o arco CG tem amplitude —2a).

-2
Assim, a area do setor circular GOF é Ag = Toz x 42 = —16a.

Pretende-se resolver, graficamente e em } —%, 0 [, a equacao:
—16tan« (3 cos? v — 1) = —16«

Area

------------------------------ 10.70

T 067 o0 @
4

O valor de a para o qual a area da regiao sombreada ¢é igual a area do sector circular GOE
é, aproximadamente, —0.67.

6. Se (u,) é uma progressao aritmética, entao uz —ug = ug —uj = r, onde r é a razao da progressao

aritmética.

ug—ugqu—ul(r)lna?’—lna:lna—i—l@lnaQ—lna:1<:>lna:1<:>a:e

r=lna+1lsr=lhe+lsr=2 g =up +19r = —-14+19x2 =37

A soma dos 20 primeiros termos é dada por:

-1

20 = 360
5 X

T . 147 T o T T B o
z=2|cos| —— | +isin| — =2 |cos— +isin|m— — =2|cos— +isin— | = 2e'15
15 15 15 15 15 15

. 1 g
2= [26%} — 32615 = 32 <cosg +isin 7;) — 16 + 16V/3i

Opcao (D)
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21——?+\/6i:>]21\— <—\/§> _|_<\/6> -2

2 2 2
V6
2
Arg (z1) :W—arctan% =71 —arctan V3 =7 — g = ;T
2

Se o afixo de z3 pertence a circunferéncia centrada na origem e que contém o afixo de z1, entao

23] =|z1] = V2.

Assim, z3 = v/2¢", onde # é um argumento de z3.

‘ 177 T
) ()
2'2:\/§€ 16 :}—2:\/36 :\/ge

4 9 4
0 9 1 2
1
i1 =
9\ - 4
V2e 3 | x \/§e< 16> ( 7r> W
. 2 By m .
(21)° x (=7)" 49 _ _2vV2x9e \ 4 9 _ l<49>
— X1 = - X1, = - e 2 = 186
23 \@629 \/iezﬂ

Sepertencea]R_,entéo%—9:W+2k7r, ]{JEZ@HZ—%—QIWT, keZ.

. .. . 3r
Assim, o argumento principal de z3 serd ——.

‘ 37r>
“\ T4 2 2
.-.zgzﬁe< ) — V2 |cos 3T + isin 3 =2 —i—ii =—1—i
4 4 2 2
9. — — —
DA-(@—FFA):DA-B?:4><2><COS180°:—8
Opgao (A)
10.
\/l;:a3<:>b:a6
3  log,a 1 1 109
log b3 +log, a = 1 (6) a% _qg4 1 _qg4 - —
og, b +log,a =log, | a +logab 8+logaa6 8+6 5
Opcao (A)
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1
11. Se a reta r é perpendicular a reta de equagao 3y = x & y = gx, entao o declive da reta r é —3.
Assim f/ (1) = -3 e f(1) = 3.

lim & (x—1) I
y a? — 1 ez 1 1Xx1—>m1x 1 1 1
m — = — = - —_—m - —_— = ——
a1 3f(x)=9 3, fl@)-f1) 3~ Q1) 3 -3 9
z—1 r—1
Opgio (B)
12.
12.1.
" (@) 2\ 2 (e* +a?) —a? (" +22) = (2e” + 227 — we” — 22%)  ze” (2 —x)
g xTr) = —_— = _= =
e’ + 7 (e% + 22)° (6% +22)? (e% + 22)°
")=0z2=0V =0 v2—:c:0/\<em+x2)2750 cr=0V r=2
g N——
Eq. imp. em R —
Cond. universal em R
x —oo | O 2 | +o0
g (z) | - 0 |+1]0 -
g N pi| U | pi N
O grafico de g apresenta concavidade voltada para cima em [0, 2].
O gréfico de g apresenta concavidade voltada para baixo |—o00,0] e em [2, +00].
As abcissas dos pontos de inflexdao do grafico de g sdfo x =0e x = 2.
12.2. 2f () 2f () )
x°f (x , z°f (x x
h = o h —
@)= T9@er@ =327 o

22 f () z? f(1) 1 2 1
lim h(z)= Il = == +-—F—>==
:c—>H—n1i (@) x—:glli ( x3+1 + e + g2 0+ + eml4+1 0% + el +1 0

A reta de equagao x = —1 é assintota vertical bilateral ao grafico de h. Nao existem outras
assintotas verticais pois h ¢ continua em R\ {—1}.

lim h(x)= lim <x2f(x)+ i ): lim /(@) + Zl =

x—>+00 x—>+00 3+ 1 er + 2 z—+00 1 €
x |1 + 3 ) + 1
T x
declive da assintota
———
lim I (@)
T—+00 xX 1 -2 1

_|_ = —|— =
1 . e’ 1 1

lim <1+3) 1+ lim — +0 oo

T—>+00 €T r—+00 I

———

Limite notavel
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2 2
ll)r_n h(z) = Er_n <x3f_£$1) xi_ 2>_ e 1 e
T 00 T %) T e T T %) x<1—{—> c
x

declive da assintota

——
@
- 1 —2 1
e
lim 1+ — lim — +1
T——00 x3 z——oco \ x2

A reta de equacdo y = —2 ¢é assintota horizontal ao grafico de h quando x — +o0o. A reta
de equagao y = —1 é assintota horizontal ao grafico de h quando z — —oc.

13.

13.1. Para x < 0 a funcao f é continua pois é o quociente entre funcoes continuas, uma é a
composta entre uma funcao trigonométrica e uma funcao polinomial e a outra é polinomial.

Para 0 < x < 1 a funcao f é continua por ser uma funcao constante.

Para x > 1 a funcdo f é continua pois é o quociente entre fungdes continuas, uma é a
composta entre uma funcao logaritmica e uma polinomial, a outra é polinomial.

Resta analisar a continuidade de f em x =0e x = 1.

fO)=f1)=k
3
CcOs (* + 21’) in (2 2 in (2 2 2
lim f(x):limz—:hm sm(:/v):i lim sm(:c):in:i
z—0~ z—0— 3x z—0- 3% 3 22—0- 2z 3 3
—_—
Limite notavel
In(2x — 1 In(2z —1 In(2z —1 1
lm f(z)= lim 2CT=D g, W@roD g W@l 1
z—1+ a1t 322 =3 o1t 3x(r—1) a1t x—1 a—1+ 3z
1. In(2z-1)
N 31+ r—1
., eV +1
Mudanca de varidavel: y =1In (22 — 1) & x = 5 r—1T=y— 0"
Assim,
1. WmQe+1) 1 y 1. 2w 21 2 1 2
S lim ——— = - lim ——=—— =~ lim == - = x-==
3zt x—1 3y—>0+6+1_1 By—sot eV —1 3 . e!—1 31 3
2 y—0t Y

Limite notavel

f pode ser continua e, para tal, k tem que ser igual a %
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13.2. Para x < 0:
(x) = (sm(2x))’ 6z cos (2x) — 3sin (2z)

3z 92
Assim,
7 3T _ —97 cos (—3m) — 3sin (—37) _9rx4 4
2 81 8172 97
—7
4
In3 4
2) = —° > —
In5 4
f@3)= = <or

f é continua em [2, 3] pois é o quociente entre fungoes continuas, uma é a composta entre
uma funcao logaritmica e uma polinomial, a outra é polinomial.
T

Como f(3) < f/ (—32

306]2,3[:f(c):f’<

) < f(2) e f é continua em [2, 3], entao pelo teorema de Bolzano

3w
5 ) como querfamos mostrar.
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GRUPO RECURSOS PARA MATEMATICA

Prova Modelo de Exame Nacional de Matematica A &
Prova 635 | Ensino Secundario | Junho de 2020 ‘ M
122 Ano de Escolaridade ‘
Prova 635
Duracgiao da Prova: 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos. 9 Paginas

¢ Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

* Naio é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que néo seja classificado.
* E permitido o uso de régua, compasso, esquadro e transferidor.

* Apresente apenas uma resposta para cada item.

* As cotacgoes dos itens encontram-se no final da prova.

¢ A prova inclui um formulario.

* Nas respostas aos itens de escolha multipla, selecione a opgéo correta. Escreva, na folha de res-
postas, o nimero do item e a letra que identifica a opc¢éo escolhida.

¢ Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as
justificagdoes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacio, apresente
sempre o valor exato.

¢ Itens cujas respostas contribuem obrigatoriamente para a classificagao final:

2.1,2.2,5¢6

Estes itens estdo assinalados no enunciado através de uma moldura que os rodeia.

* Dos restantes 14 itens da prova, apenas contribuem para a classificacdo final os 8 itens cujas
respostas obtenham melhor pontuacéo.
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Formulario

Geometria Regras de derivacao
Comprimento de um arco de circunferéncia: (w+v) =u"+v
ar (a - amplitude, em radianos, do 4ngulo ao centro; r - raio) (wv) =u'v+uv’
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema (ﬁ)/ _ u'v—uv'
v v2

Area de um sector circular: .
(u) = nu ' (neR)

2
ar
—— (a - amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r - raio) , ,
2 (senu) =u'cosu
Area lateral de um cone: nrg (r- raio da base; g - geratriz) (cosu) = —u'senu
Area de uma superficie esférica: 47r? (r- raio) (t u)' 3 !
1 & cos?u
Volume de uma piramide: — x Area da base x Altura ,
3 (eu) — u/eu
1
Volume de um cone: 3 x Area da base x Altura (a*)' =u'a*Ina  (aeR*\{1})
4 p_w
Volume de uma esfera: §Hr3 (r- raio) (lnu) =—
/ u'
1 = eR*\{1
flogo )/ = 4 (acR*\ (1)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressdo (u,):

Limites notaveis

~ . L. uitup
Progressao aritmética: —5 xn
. 1\"
lim|{1+—| =e (ne]N)
N L. 1-r" n
Progressao geométrica: u1 x 1
-r . senx
lim =1
x—0 X
Trigonometria et
lim =1
x—0 X
sen(a+b) =senacosb +senbcosa
. Inx
lim — =0
cos(a+b)=cosacosb—senasenb x—+oo x
ex
lim —=+00 (peR)
x—+o00 xP

Complexos
(pei(?)n — pneinﬁ

W: vpel (kE{O,...,n—l} enE]N)
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1. (Carla Pacheco e Susana Freitas)

Sejam k£ e b nimeros reais.

n
Relativamente ao desenvolvimento do binémio (x3 +ekb ) ,x#0, nelN, sabe-se que:

* tem 8 termos;

e um dos termos do desenvolvimento é igual a 70/ e6% x x°.

O valor de % é:

(A) In (2e4b) (B) In (2 x e5b) (C) In (? + 5b) (D) 1n(\3/ 10 x eeb)

2. (Antero Neves)

Na figura esta representado, em referencial
on. Oxyz, um cubo [ABCODEFG] de onde
foi retirada uma piramide quadrangular regu-
lar [DEFGQ)].

Sabe-se que:

2.1. Mostre que uma equacédo da reta r pode ser:

2.2. Determine as coordenadas de @ sabendo que o plano BQC é um plano paralelo a xOy.

o ponto A tem coordenadas (4\/@,0,0);

o angulo formado pelo semieixo positivo
das ordenadas e a semirreta OC tem 30°
de amplitude;

o ponto M é o ponto médio de [AC];

a face [OCGD] esta contida no plano
yOz;

areta r contém a altura da pirdmide;

ri(x,y,2)=(2v6,3V2,V6) +£(0,-v3,3), keR

3. (Manuel Goncgalves)

A combinac¢io de um determinado modelo de cofre é formada por seis digitos: dois pares de alga-
rismos e, entre eles, um par de letras (considera-se o alfabeto com 26 letras).

Uma combinacéo possivel sera 11AB34.

Quantas séo as combinacgoes que satisfazem simultaneamente as 3 condicées:

* terminam em numero impar superior a 15;

e contém apenas uma das letras da palavra MATEMATICA;

® 0 seu primeiro digito é um ndmero primo.

(A) 403200 (B) 201600 (C) 302400 (D) 384000
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4. (Paulo Conde e José Carlos Pereira)

Uma caixa tem bolas brancas, azuis e pretas, todas numeradas com nimeros distintos.

4.1. Sabe-se que:

* 62,5% das bolas sdo pretas;

* entre as pretas, trés em cada cinco estdo numeradas com um numero par;

1
. 3 das pares nao sao pretas.
Escolhendo uma bola ao acaso, qual é a probabilidade de estar numerada com um niimero
impar?
Apresente o resultado na forma de percentagem.
4.2. Considere que na caixa estdo cinco bolas brancas, uma azul e algumas pretas e considere

também a experiéncia aleatéria que consiste em extrair, sucessivamente e sem reposicio,
todas as bolas da caixa.

Sejam X e Y os acontecimentos:

X : «as bolas brancas sdo extraidas consecutivamente»

Y : «as bolas da mesma cor sio extraidas consecutivamente»

1
Sabendo que P (Y\X )= 29° determine o numero de bolas que estdo na caixa.

Resolva o problema sem recorrer a formula da probabilidade condicionada, comegando por
interpretar P (Y |X) no contexto da situacéo descrita.

5. (Roberto Oliveira)

Na figura ao lado estido representadas, em re-
ferencial o.n. xOy:

* parte do grafico da funcdo f de dominio —*

_ f
]O,g], definida por f(x) = M +2;

3x —x2
* parte do grafico da funcdo g de dominio

O,g , definida por g(x) = cosx; -

* o tridngulo [OPQ], sendo P um ponto do Q
grafico da funcdo f e @ um ponto do gra-
fico da funcéo g, ambos com a mesma ab- g
cissa. T

0

Seja a a abcissa comum dos pontos P e @, com a > 0.

R‘

Recorrendo a calculadora grafica, determine o valor de a para o qual a area do triangulo
[OPQ] é igual a 0,4, sabendo que esse valor existe e é tnico.

Na sua resposta:

* apresente um equacio que lhe permita resolver o problema;
* reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcao(6es) visualizado(s) que lhe per-
mitem resolver a equacio;

¢ apresente o valor de a arredondado as centésimas; nas coordenadas de pontos, considere,
pelo menos, duas casas decimais.
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6. (Manuel Goncalves e José Carlos Pereira)

Sejam (u,) e (v,) duas sucessdes tais que:

. - oy 2

* (u,) é progressdo aritmética, ug— 1= (u7);

¢ a soma de todos os termos de (un) entre o terceiro e o décimo segundo, incluindo-os, é
35;

o (vn) é uma progressio geométrica estritamente decrescente;

* u7 e ug so os dois primeiros termos de (vy,).

Mostre que v, = 25727,

7. (Ricardo Calinas)

] j8m . L. - .
No plano complexo, os afixos de z; = e'24 e z9 = e*2¢ s&o dois vértices ndo consecutivos de um

poligono regular centrado na origem.

O numero de lados desse poligono pode ser:

A) 4 B) 6 ) 8 (D) 10

8. (Joana Machado e José Carlos Pereira)

e
.3 . sin| —
. , ) i34k 1 34+2i In (8)
Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z1 = 5 comkeN, e z9 = cos ry +—".
-1 i
n
(21)

—\2
22

Determine o menor valor natural para n de modo a que seja um numero real positivo.

9. (José Carlos Pereira)

Na figura estéo representados, em referencial o.n. xOy, o tridngulo equildtero [ABC] e a circun-
feréncia inscrita nesse tridngulo.

Sabe-se que:

* olado [BC] é paralelo ao eixo Ox; A

* uma equacéo da circunferéncia é
x2-2x+y%2—-8y+13=0.

Qual das seguintes equacoes define a mediatriz
do segmento de reta [AB]?

(A) y+V3x=6+3
(B) 3y+v3x=6+V3
(C) 3y+v3x=12+V3
D) y+V3x=2+V3
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10. (Joao Ferreira)

Na figura esta parte da representacdo grafica de um funcéo £, cujo dominio é R\ {2,6}.

A

As retas de equacgoes x = 2 e x = 6 sd0 as Unicas assintotas

verticais do grafico de f.

n+4
Considere a sucessdo (u,) de termo geral u,, = n-In (3)
n

Qual das afirmacéoes seguintes é verdadeira?
(A) limf (up)=—o00

(B) limf (un)=+o0

(C) limf (u,)=2

(D) Nao existe lim f (u,)

11. (Maria de Fatima Serrano)

Para um certo valor de a e para um certo valor de b, é continua no ponto x = —2 a funcéo g definida

por:
e 2 rx+1
— sex<-2
x+2
g(x) = 4 a sex=-2
1 3
b+M sex>—2
x+2
Quais os valores de a e de b?
(A) a=2eb=2 B) a=2eb=1 (C) a=1eb=2 M) a=1eb=1

12. (José Carlos Pereira)

Seja g uma funcéo de dominio R* tal que a reta de equacio y = —3x +2 é assintota do seu grafico.

2
Qual é o valor de lim (g(x)) +3xg(x)?
x—+oo  Inx—g(x)
A) -3 ®B) -2 ) 2 D) 3

13. (Marcia Eiras e José Carlos Pereira)

Seja f uma funcio de dominio IR, sabe-se que a sua derivada f’, também de dominio IR, é definida
por:

f/(x) — (x + 1)2 e2x+1

) . fo-fQ)
13.1. Qual é o valor de glcl—»nil W?
(A) 2¢2 (B) 2¢3 (C) 8e2 (D) 8¢

13.2. Seja r a reta tangente ao grafico de f com declive maximo no intervalo |—oo,—1].

Determine o declive da reta r.

Item extra: Determine o conjunto solu¢édo da inequagéo In(f'(x))—1=1In (3x2 + x) + 2x.
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14. (Paulo Conde e José Carlos Pereira)

Considere a funcéo g, de dominio [—n, +oo[ \ {0}, definida por:

senx(1—cosx)
——————— se —71<x<0

xex sex>0

14.1. Verifique se existe lil% g (x).
r—

14.2. Considere a funcédo f, de dominio [—n, +oo[ \ {0}, definida por f(x) = x>g(x).
Estude a fun¢éo f quanto & monotonia e a existéncia de extremos relativos.

FIM

Prova modelo n.? 2 Grupo Recursos para Matematica Pagina 7 de 9



Cotacoes

P 16 pontos
2.
0 20 pontos
2 e e 16 pontos
. 16 pontos
4.
N 16 pontos
B e, 16 pontos
5 PP 16 pontos
B e e e 20 pontos
A 16 pontos
B e e 16 pontos
3 T 16 pontos
L 16 pontos
0 16 pontos
L. e 16 pontos
13.
1 0 16 pontos
L3, 16 pontos
14.
S 16 pontos
L, e 16 pontos
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Solucoes

1. A 12. B
2. 13.
2.2. Q(2v6,2v2,2V8) 13.1. D
. -3
N 13.2. O declive é e 1 )
Item Extra: S=|-=,--|uU]0,1]
4. 2" 3

4.1. 43,75% 14.

4.2. Estao 16 bolas dentro da caixa. 14.1. Nio existe lin(l)g(x).
x—>

5. a =0,88. 21
14.2. f é decrecente em [—n,—? e em
7. C 1 77:
]0,— , é crescente em ——,0[ e em
8. n="17 2
! oo
9. C 2’ ’
. . 27
10. B Tem minimo relativo em x = -y e em
11. B x= 3 e tem maximo relativo em x = —7.
Coordenacao

José Carlos Pereira

Paginacao
Antero Neves

Verificacao de resultados

Ana Paula Jardim, Antero Neves, Carlos Frias, José Carlos Pereira, José Sacramento, Manuel Gongal-

ves, Marcia Eiras, Nuno Godinho, Patricia Oliveira, Rafael Saraiva, Sandra Rodrigues.
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Resolucao da Prova Modelo 2 do Grupo Recursos para Matematica (Facebook)

1. Se temos 8 termos no desenvolvimento entdo n ="7.

Todos os termos do desenvolvimento de (a +b)" tém a Xy = 4V6+0 =26
seguinte forma: 0 i /3
+
M= = 3v2
"Cpa" P b
0+2v6

o= U285

Logo, neste caso, ficamos com: 2

7- _b\?P _ _
Cr_p (%) P (ek b) =7Cpa% 3p okp=bp
Como sabemos que um dos termos é 70V e6* x x? entéo

21-3p=9op=4

Substituindo na expresséo anterior:

7CMe4k_4b =170V/eb% xxg

& 35etk—tb =703k

o4k—4b L,
RO
o et =2
< k—-4b =In2

M|2v6,3v2,V6

© k =ln2+4b ( Ve, \/_’\/_)
o k —In2+1n (e4b) Como sabemos que r tem a mesma direcdo da reta CG e
- B ~In(2e 4b) aface [OCGD] estd no plano yOz, podemos determinar

um vector diretor de r, chamemos-lhe %, rapidamente:

Opcao: | A
P 0C =(0,6v2,2v8)

logo

2.1 Como sabemos que o ponto A tem coordenadas g
(4\/3,0,0) entdo OA = 4\/(?. Sendo [ABCODEFG| um el (0, —2\/5,6\/5)
cubo entdo sabemos também que todas as arestas tém

o mesmo comprimento, e por conseguinte, OC =4v/6. e podemos determinar um vetor colinear com este mul-

. . 1
Considerando o plano yOz temos: tiplicando todas as coordenadas por ﬁ’ ficando:

z
N 1
= (0.-2v6,6v2) = (0,-3,3)
Entao uma equacao da reta r pode ser a apresentada.
C
uﬁ’ )
0° '
0 P vy

cP — 1
sin30°= — & CP=4V6x - < CP =2V6
46 2
OP V3
€0s30°= — ©OP =4V6x — <
o 46 2

OP =2V/18 < OP =62

Assim sendo, C (0,6v/2,2V86).
Agora, com os pontos A e C, podemos determinar as

coordenadas do ponto M (xps, ¥ar,2Mm), uma vez que € o
ponto médio do [AC].
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2.2 Seja Q (xq,¥q,2q)-

Sendo paralelo a xOy, a equagdo do plano BQC é
z =26, logo, 2= 2v6

Recorrendo a equacdo da reta apresentada na alinea
anterior,

V6

2V6=vV6+3k o k= 3

e, portanto:

6
xQ:2\/6+‘/?—x0=2\/€

6
¥Q =3\/§+§ x (-v3)=2v2
O que permite concluir que @ (2 \/6,2\/5,2\/6).

. Considerando o primeiro ponto do enunciado, temos
duas situagoes distintas que é importante considerar.

A primeira em que ainda temos um nimero cujo alga-
rismo das dezenas é o 1:

1 7,9

1 2

e a segunda em que ja ndo temos o 1 como algarismo
das dezenas:

2,3,4, 1,3,5,
.9 7,9
8 5

Para o segundo ponto do enunciado, temos de te ter
em conta que a palavra “matematica” tem 6 letras dis-
tintas e que uma e s6 uma delas tem de aparecer na
combinacéo, sendo um dos espacgos ocupado por ela
enquanto que no outro apenas podem aparecer as res-
tantes letras (20):

>

Q

=
restantes

No terceiro ponto do enunciado apenas é pedido que
o primeiro digito seja um ndmero primo, nada sendo
imposto no segundo, temos:

2,3,
5,7 todos
4 10

A solugéo sera:

4x10x6x20x2x(1x2+8x5)=403200

Opcéo:

Resolucao da Prova Modelo 2 do Grupo Recursos para Matematica (Facebook)

4.

4.1 Sejam:

A: «Abola é preta.»
B: «A bola estda numerada com um numero par.»

Do enunciado sai que:

e P(A)=0,625
3
e P(BIA)=—
(BlA) 5
— 1
. P(A‘B):g
Queremos saber o valor de P (E)
Como
P(BNA)
PBIA) = ——
(BlA) PA)
temos
3 _P(BnA)
5 0625
ch0,625:P(BmA)
3
o 3 =P(BnNA)

Sabemos também que:

—1) . P(AnB)
P(A|B)_1 PAIB)=1-—
portanto:
3
1 _,_ 3
3 P(B)
3
©P(B)=%
3
9
P(B)= —
<P (B) 16

Assim sendo:

P (E) _1-2 _4375%
16
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Resolucao da Prova Modelo 2 do Grupo Recursos para Matematica (Facebook)

4.2 De acordo com a definicdo de X e Y feita no enunciado, 5. Vamos considerar o seguinte:
P(Y|X) é a probabilidade de as bolas com a mesma cor
serem extraidas consecutivamente sabendo que isso Y,

acontece com as bolas brancas. Assim, apenas temos
de considerar o que acontece com as pretas (a falta de
um valor concreto para o seu nimero vamos considerar P

n) e com a azul mas também com o posicionamento dos f
trés grupos de cores presentes na extracéo.

Podemos visualizar uma das situag¢des que queremos
que aconteca (casos favoraveis):

SISCISES e ¢

ol A x

Claro que os grupos podem trocar de posic¢do entre si e,

: | i 4 A=
por isso, o nlimero de casos favordveis é: 3! = 6. A drea do triangulo [OPQ], pode definir-se como a dife-

No entanto, podemos ter um caso assim: renga entre as dreas dos triangulos [0AP] e [0AQ)].

Assim, queremos saber para que a se tem:

sin(a —3)
|_0]OlGl0le]e] o “\Ba-az axcosa
- =0,4
2 2
~~ N——r
A A
[OAP] [OAQ]
Para contarmos todas as situagdes possiveis vamos con- ou, se quisermos:
siderar que temos n bolas pretas, 1 bola azul e 1 grupo
de bolas brancas que estara sempre junto, o que perfaz a |sin(a-3)
— X |—————+2—cosa|=0,4
um total de n + 2 elementos/espagos. Vamos comecar 2 3a —a?
por colocar todas as bolas pretas - n - nos n + 2 espagos: y
A
nize (2! (n+2)(n+1) .
"Talm+2-n) 2
Isto tera de ser multiplicado pelas trocas entre a bola
azul e o grupo de bolas brancas, assim: =
‘ 0,88 x E;
+2)(n+1 ’
%>@:(n+2)(n+l) ?

Assim,depois de fazermos a representacdo na calcula-
~ x sin(x—3)
=35 X |

dora das fungdes y = 5 ‘ o
conseguimos verificar que se intersetam quando

x = 0,88, ou seja, a = 0,88.

+2—cosx‘ ey=04,

Assim sendo:

6 _ 1
(n+2)(n+1) S22
o 132 =n?+3n+2
2 —
< n®+3n-130 =0 > Usando a férmula
resolvente

on=10|vn=-13¢N

Temos 10 +5+1 =16 bolas dentro da caixa.
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6. Sabendo que (u,) é progressdo aritmética, podemos
escrever ja que:

up,=up+n-~kr

Up —Up

S = 2 x(n—k+1)

A partir daqui e com a informacéo que nos é dada no
segundo ponto do enunciado, temos:

ugtugt...+tu =35 > Usando a formula in-

uztuig «(12-3+1) =35 dicada anteriormente
> Considere-se r1 a ra-

©u7—4r1+u8 +4rq zdo da p.a. (up)

2 x10=35
o (ur—4ri+ug+4ri)x5=35
= u7+us =17
o usg =T7T—-uy

Sendo assim, usando o primeiro ponto do enunciado:

ug—1  =(up)?

& T—ur—1 =(uy)?

o7 +u7—-6=0 ) Usando a féormula
9 ¥ resolvente.

S ur=-3 Vur=

Vamos analisar cada um destes valores de u7:

i) Se u7 = -3 entdo ug =7+ 3 =10 e, consequente-
mente, o valor de r1 =rg—r7 = 13. Podemos, com
isto, determinar o valor de ug = 10+ 13 = 23.

Sendo u7 e ug os dois primeiros termos de (v,),
progressdo geométrica, a sua razéo pode calcular-
se a partir da divisdo destes termos que, como tém
sinais contrarios, sera negativa e impossibilita a
monotonia da sucesséo (vy,).

i) Se u7 =2 entdoug=7-2=5 e arazio éry=3.
Assim sendo, ug =5+ 3 = 8. Pelo facto de (v,) ser
decrescente conseguimos dizer que vi =ug =8 e
que vg = u7 = 2. A razéo desta progresséo geomé-
trica é

=272,

| o
| =

ro =
Como (v,) é uma progressio geométrica,
k

vp=vp X1’

O que, substituindo adequadamente, fica:

v, = 8x (2—2)n—1 — 93 x9~2n+2 _ 95-2n
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7. Temos:

T 137
A = — A = —
rg(z1) o1 rg(zo) 94

assim,

1837 n =&
A —Ar =——— ==
rg(zg) g(z1) o1 24-39

Com isto podemos descartar as opgoes (A), (B) e (D):

¢ descartamos (A) pois nesse caso teriamos um qua-
drado e os afixos seriam vértices consecutivos con-
trariando o enunciado;

* descartamos (B) e (D) pois no caso de um hexa-
gono e de um decagono ndo encontramos vértices
que resultem da rotacio centrada na origem e

A T L.
angulo 3 de outro vértice.

Opcao:

8. Em primeiro lugar vamos simplificar os ntimeros 21 e
z9 presentes na expressao.

i34k +3+2i

2—1i
. 4\ —k .
i3 (14) +3+2i

21

—ix1+3+2i

2—-1i

3+1
= > Seguindo as regras da divisao de

21 =

Como i3=—ieit=1

2-1

. complexos escritos na forma algé-
3+1i .
= — brica.
2—1 x(2+1)

_(B+i)2+1i)
T (2-0)(2+1)
_6+3i+2i—-1 5+5i
2241 5

1+1

Im(z)

0| Re(2)

Passando agora z; para a forma trigonométrica:

lz1l=V12+12=v2

Seja & um argumento de z1, entéo

1
tanf = 1 AO € 1°Q.

Logo,
1
0 = tan~! (—) =2 i okmkeZ
1”1

e assim, podemos escolher & = 0, ficando 0 = %
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Concluimos, portanto, que

21 = VBei(3),

Analisemos agora o namero zo.

8 i
9 1
= cos (_n) + = x sin(—)
98 t Como % =—i
Y3 . T
:COS(;)—ISln(g) Ser?do que ‘
9 —sin(a) = +sin(7 + @)
= CoS (?) +1isin (71 + —) ¥ podemos escrever
97[) . (971)
=cos|— |+isin|—
8
= eil¥)
Agora,

mas, tendo em conta que:

9
o,
4 4

entdo, podemos simplificar para:
552 = oi-1)
Assim sendo,
AN\
(Zl)n (\/EGI(Z))
(27)

Para o nimero ser real positivo, o argumento tem de
ser da forma: 0+ 2k, k € Z.

_ V3o

ei(i%

Im(z),

Re(2)

Por isso

%n+%=0+2kﬂ,k€Z >COZocamos 0s mesmos
an+n=8kn kel
n+1=8k,keZ

n=8k-1,keZ

O menor valor de n obtém-se quando & = 1:

denominadores.
) Dividimos tudo por
7.

n=8-1="17.

Resolucao da Prova Modelo 2 do Grupo Recursos para Matematica (Facebook)

9. Manipulando a expressao da circunferéncia

x?—2x+y2—8y+13 =0
ox2-2x+1-1+y2-8y+42-42+13=0

o (x-1)2+(y-4)2 =922

conseguimos determinar o seu centro (1,4) e o raio
r=2.

Como BC é paralela ao eixo Ox e sabemos que os Angu-
los internos de um tridngulo equilatero tém 60° de am-
plitude, o declive - m - da reta AB é: m =tan60° = /3

: o 1 1 V3
O declive - m’ - da mediatrizé: m'=—— = —-—=—-—

m V3 3

Num tridngulo equilatero o incentro e o circuncentro
coincidem e, por isso, sabemos que a mediatriz contém
o centro da circunferéncia representada. Sendo assim:

V3

_g4=_Y°
Y 3

(x—1)©3y—12=—\/§x+\/§
< 3y+V3x=12+V3

Opcao:

+4
10. Comecamos por calcular o valor de lim n )

n-ln(m
n-ln(Z—i;) ln(fj(i—ig ]
(1+%)n
(1+%)n

zlne—2:1ne2:2’
e

Entéo o limite lim f (u,,) é equivalente a lilg f(x).
P 3

lim =lim

Observando o grafico, vemos que, & medida que o x
toma valores préoximos mas inferiores a 2, os valores de
f(x) tendem para +oo.

Y

Opcéo:
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11. Se queremos que a funcdo g seja continua no ponto
x = —2 entao queremos que

lim
x——2

glx) = xl@; gx)=g(-2)

Comecemos por resolver o limite onde n&o encontramos
oanemo b.

e**2 4 x4 1 (3)
x+2 B

24x+1-0
lim = f-2)=2
x—2- xe2- x—(=2)

Considerando que
f(x):ex+2 +x+1

f é derivavel no seu dominio e o limite é
igual a
fx)-f(=2)
x——2 x—(=2)
Podemos entéo concluir que este se re-
sume a f'(2).

Fla)=e"*24+1= fl(-2)=e0+1=2

Como o limite calculado tem de ser igual ao valor de
2(-2) entdo sabemos ja que a = 2 (descartamos as op-
¢oes (C) e (D)).

+ lim

x——2%

x+2 x—(-2)
r =b+h'(-2)=b+1

lim (b

x——2%

1n(x+3)) In(x+3)—0
"2 op —

Considerando que
h(x)=1n(x+3)

h é derivavel no seu dominio e o limite é

igual a
h(x)—h(-2)

x—-2 x—(=2)
Podemos entéo concluir que este se re-
sume a A/(2).

1

1
/ = S h(-2)= —— =
h(x)_x+3 h=2) -2+3

Também este limite tem de ser igual a 2 e, portanto,
b=1

Opcao:
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12. De sabermos que y = —3x + 2 é assintota do grafico de
g e que D, =R*, sabemos também que:

. xljgnw [g(x)—(-3x)]=2

Entao:
(8(x)*+3g(x) .
Inx—g(x)  x—+oo

g(x)(g(x) + 3x)
Inx — g(x)

% (g(x) +3x)

xX—+00

= lim
X—+00

Inx g(x)

X X
-3
PR 2

lim £ Tim 20— C30)
X X—+00

xX—+00

. Inx
lim —
x—+00 x

. gx)
— lim =—=
Xx—+00 x

Limite notdvel =0 -3

Opcao:

13.
. f@W-fO@R),. [f®-fQ) x-1
Ry | (R RN
Y fO-f1) . x-1
=lim -lim
x—1 x—1 xﬂlx—\/y_c(x_'_\/;)
')
-1
(- lim EZ Dl VE)
x—1 x“—x
:f’(l).hmm
x—1 (x—D)x
- £(1)-Tim 55 VE
x—1 X
Como
o Fl)=1+1)%e* 1t =4e?
4 hmx+ﬁ = ﬂ :2
x—1 X 1
temos:
=4e3.2
=8e3

Opcao: @
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13.2

O declive da reta tangente a funcdo para x = aé dado
por f'(a). Se queremos saber o declive maximo no inter-
valo ]—oo,—1] entdo queremos saber onde f’(x) atinge o
seu maximo nesse intervalo. Para isso vamos analisar
f/! ( x)

f//(x) — ((x + 1)2 er+l)’

— [(x+ 1)2)’e2x+1 +(x+ 1)2 (62x+1)’
=2(x+1)e2 1 1 2(x + 1)2 2041

=22+ (x + 1) (x +2)

Calculamos agora os seus zeros:
2e¥*  (x+1)(x+2)=0

o 2e2T1=0 vx+1=0vx+2=0
N———

Impossivel em R

ox=—-1vx=-2

X —00 -2 -1
2e2x+1 b b 45
x+1 - - - 0
x+2 - 0 +
f"(x) + 0 - 0
max.
/ I min.

Item extra:

Assim sendo, o declive maximo no intervalo pedido é
igual a f'(-2) ou seja:

F1(=2) = (=24 1)2e2(-2H1 = o3

In((x+1)?e?**1) —1>1n(3x2 + x) + 2x

Comecamos com a determinacio do dominio em que
esta desigualdade é valida:

D= {xE]R:(x+1)2e2x+1 >O/\3xz+x>0}
Para verificarmos a primeira condi¢io
(x+1)2%e®tl >0

basta que x # —1, ou seja, x € R\ {-1}.
Para a segunda, temos uma inequacido de segundo
grau:

3x2+x>0
Calculamos os zeros:
3x2+x=0
<xBx+1)=0

< ov L
x=0vx=—=
3

Fazemos o esboco da parabola:

N - x
3

Como queremos que seja positiva, ficamos com:

—00, — 3 U0, +oo[

Assim, o dominio onde vamos trabalhar é

1
—00,— =
3

D =]R\{—l}ﬂ(

ulo, +oo[)

= ]—oo,—%[u]o,mo[\{—l}

Entao, em D temos:

In((x+1)?e2*™1) —1>1n (3% + x) + 2x
oln((x+1)2e? ) >1In(3x% +x) +2x +1
<lIn((x+1)2e?**1) > 1n (352 + x) + In (e25*1)
<lIn((x+1)2e?*1) > 1In [(3x% +x) (e25+1)]

> e>1
o (x+1)?e?*1 > (322 +x) (e2*11)
o (x+1)2e? 1 — (322 +x) (e2*1) 20

o e2vtl [(x +1)2- (3x2 +x)] >0
>0VxeD

ox2+2x+1-8x2-x=0

o -2¢2+x+1=0

Mais uma vez temos uma inequacio de segundo grau,
cujos zeros podemos calcular usando a férmula resol-
vente e sdo: —% el

Desta vez a parabola esta voltada para baixo:

+
- /1 N - X
2
1
A solucdo é: Dn [—5,1]
4—([—’? o
-1 1.1 0 1 «x
273
Ou seja:
1
S=|-=,--|ul0,1].
-5 v
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14.

14.1 Para os casos em que o ponto néo pertence ao dominio,

a existéncia de limite da funcéo em @ apenas prevé que
lim g(x)= lim g(x)
x—a” x—at
Assim, neste caso, queremos verificar se:
lim g(x) = lim g(x)
x—0~ g x—0% g

. sinx(1-cosx) (3)

lim ———— =

x—0~ x3

sinx (1 —cosx)(1+cosx)
x3(1 + cosx)

= lim
x—0~

B sinx (1 - cos®x)

x—0-  x3(1+cosx) Pela formula funda-
mental da trigonome-
sinxsin®x tria.

=lim ————
x—0~ x°(1+cosx)

-\ %3  1+cosx
. sinx 3 .
= lim - lim ——
x—0" X x—0~ 1+cosx
. . 1
limite notédvel 2
=1
1 1
:1 ¢ —_—= —
2 2
2
2 (0-00) ex
lim (xex) =" lim T
x—0t x—0t =
x
2
. ex
=2 lim T
x—0% 2 Se x — 0% entdo
x 2 . 2
£ — 4oo. Seja y =%,
. ey y — +0o0
= lim —
y—’+00 y
—_——
limite
notavel=
+00

=2-4+00 =400

Com isto, concluimos que néo existe lin(l) g(x).
X

14.2 Vamos comegar por ver qual a expressido da fungao f
apresentada no enunciado.

flx) =23 g(x)

3sinx (1 - cosx)
x————— se —m1=x<0
x

3 2
x°-xex sex>0

sinx(l—cosx) se —m<x<0

x4'e

21N

sex>0

Para estudar a sua monotonia e existéncia de extremos
relativos vamos analisar f’.

Paraxe|-m,0[:
(sinx (1 —cosx)) =(sinx) (1 - cosx) + sinx (1 —cosx)’
=cosx(l—cosx)+sinx-sinx

2

=C0SX — COos 2

X+ sin“x

=cosx—cosZx+1—cos?x

=—2cos?x +cosx + 1
jé quando x € |0, +oo]:
2/ 2 2\/
(x4e§) =(x4) ex +x4(e§)

2 2 2
=4x3ex + x4 (——2e5)
x

2 2
=4x3ex —2x2e*

=22%% (2x— 1)
e, portanto:

, —2cos?x+cosx+1 se —m<x<0
fl(x)=

2 2 _
2x%ex (2x—1) sex>0

Vejamos agora para que valores f'(x) = 0.
Quando x € [—7,0[:

—2cos?x+cosx+1=0
Usando a férmula
1 resolvente.
<cosx=1Vcosx= ~3

¢>COS.’)C=O+2kT[Vx=7[—g+2k7[
b4
Vx:—n+§+2k7z,k eZ

2 2
@cosszanx:?n+2anx:——n +2kn, ke

De todas as solucdes, a que pertence ao intervalo onde

T
estamos a trabalhar é: — 3
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Se x € ]0,+o00:
9 2
2x%ex(2x—1)=0

2
X

o2x%ex=0v2x—-1=0

©2%2=0V er=0 v2x—1=0
N——

Impossivel
em R

@x:Oszé

Neste intervalo, temos de considerar a solucéo %

x| -7 —%” 0 % +00
T
/ ciiiess
1l - - 0 + [ - 0 o
225555
méx. 2555555
f . P BN 7
min. 150500 min.
Assim, podemos dizer que
. 1
* f é decrescente em |-71,—— | eem |0,—|.
3 2
, 21 1
® f écrescenteem |——,0| eem §,+oo .

* f tem um maximo relativo quando x = —.

2
* f tem minimos relativos quando x = — Y e quando

X =—.

2
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RECURSOS PARA MATEMATICA
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Prova Modelo de Exame Nacional
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Prova 635 | Ensino Secundério | Junho 2021

Grupao

Recursos Parn Matemdtica

Duracéo da Prova: 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos. 8 Paginas

¢ Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

* Naio é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
 E permitido o uso de régua, compasso, esquadro e transferidor.

* Apresente apenas uma resposta para cada item.

* As cotagdes dos itens encontram-se no final da prova.

* A prova inclui um formulario.

* Nas respostas aos itens de escolha multipla, selecione a opgdo correta. Escreva, na folha de respostas, o
numero do item e a letra que identifica a opg¢éo escolhida.

¢ Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificacoes
necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacio, apresente sempre o valor exato.

¢ Jtens cujas respostas contribuem obrigatoriamente para a classificacio final:
1.1, 1.2, 3, 4., 6., 8., 10.1., 10.2., 13.1., 13.2. e 15.

Estes itens estdo assinalados no enunciado através de uma moldura que os rodeia.

* Dos restantes 7 itens da prova, apenas contribuem para a classificacéo final os 4 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuacio.
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Formulario

Comprimento de um arco de circunferéncia:
ar (a - amplitude, em radianos, do 4ngulo ao centro; r - raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

ar?

N (a - amplitude, em radianos, do Angulo ao centro; r - raio)

Area lateral de um cone: nrg (r- raio da base; g - geratriz)

Area de uma superficie esférica: 47r? (r- raio)

1 .
Volume de uma piramide: 3 x Area da base x Altura
1
Volume de um cone: 3 x Area da base x Altura

4
Volume de uma esfera: gnr3 (r- raio)

Soma dos n primeiros termos de uma progresséo (u,):

~ . e uitup
Progressao aritmética: xn
~ - 1-r"

Progressao geométrica: uj x 1
-r

sen(a+b) =senacosb +senbcosa

cos(a+b) =cosacosb —senasenb

(peie)” = p"ein?

. - 0+2k7
n pele —n pel n

(kE{O,...,n—l} e nE]N)

w+v) =u'+v
wv) =u'v+uv

(u )’ u'v—uv'
v v2

! —
(u") =nu" 14 (neR)
(senu) =u'cosu

(cosu) = -u'senu

!

t [ —
(tgu) cos2u

. senx
lim =1
x—0 X
X
.oef-1
lim =1
x—0 X
. Inx
lim — =0
Xx—+o00 x
ex
lim —=+00 (peR)
x—+o00 xP
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1. Na figura 1 encontra-se representado em referencial o.n. Oxyz um prisma reto [0ABCDEFG]|.
Sabe-se que:

* O é a origem do referencial;
¢ A pertence ao plano xOy;

¢ F pertence ao plano xOz;

* abase [0AFG| é um paralelogramo;

n
é e areta AF pode ser definida vetorialmente por:
2 (x,5,2) =(3,4,-3) +%k(1,-2,3), ke R
=
)
o Resolva os itens seguintes por processos analiticos.
1.1. Defina por uma equagéo o plano que contém a face
[DEFG].
Apresente a equacgio na forma ax+by+cz+d =0, com
a,b,c,delR.
1.2. Sejam P (2,—2,2) um ponto e § a amplitude do angulo
OAP. Figura 1
Determine o valor de cos (26).
2| 2. A soma de todos os elementos de duas linhas completas do Tridngulo de Pascal é 2080.
=
3 De entre os elementos dessas duas linhas, qual é o que tem maior valor?
=]
QE:} (A) 210 (B) 462 (C) 792 (D) 924

3. Relativamente aos funciondrios de uma empresa, sabe-se que:

® 20% s&o homens;

* 60% das mulheres nio sdo licenciadas.

Para representarem os trabalhadores numa reunido da diregéo, o diretor de recursos humanos da empresa
selecionou, aleatoriamente, dois funcionarios da empresa.

©
~
.-
]
~
8
=
o
i
o
=

92
Sabendo que a probabilidade de esses dois funcionarios serem mulheres licenciadas é de 925 determine

quantas mulheres licenciadas trabalham na empresa.

4. Seja E o espago amostral associado a uma certa experiéncia aleatéria e sejam A e B dois acontecimentos
(ACE e BcE) tais queP(Z) =0,6 e P (B)=0,8.

O valor de P (A|B) pertence necessariamente a um dos seguintes intervalos. Qual?

11
8’4

12
55

11
A) B) © 13

1
(D) [5,1

—[ José Nuno Cunha ]—
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5. Na figura 2 esta representada parte do grafico da funcéo f, Yy

de dominio IR*, juntamente com uma das suas assintotas, "*\\
s paralela a bissetriz dos quadrantes pares. "'~.\
k3 sen Tl
= Indique o valor de lim al N
) x—+oo f(x) N"\.
Q S
T A -1 (C) +o0 S
£ 0 T~ *
~ ®B) 0 D) -0 f
T Figura 2

2
6. Seja (u,) uma progresséo aritmética tal que In2 e In (g) sdo dois termos consecutivos de ().

Mostre que a sucesséo (vy,), definida por v, = 3e~2“n é uma progressdo geométrica, indicando a sua razéo.

{ Marisa Cardoso }

7. Considera as sucessdes (u,) e (v,) definidas por:

n
E §+3 sen<12 vy =4
S Up = e Up: —2v
<) 5-3 =——" elN
g e sen=12 Un+1 (-1)»x3 20
O n+
T
2 Qual das seguintes afirmacoes é falsa?
<
(A) ambas as sucessodes séo limitadas. (C) (uy) é limitada mas ndo monétona.
T (B) ambas as sucessdes sdo convergentes. (D) (vy) é limitada e monétona.

8. Em C, conjunto dos nimeros dos complexo, considere

—2senacosa + (cos2 a — sen? a) i

= ‘ , com a € |0,7].
cosa—isena

]
~
o
o
>
=
o
Q
S
IS5

Determine os valores de a de modo que o afixo de z pertenca a bissetriz dos quadrantes pares.

9. Considere em C, conjunto dos niimeros complexos, o conjunto A, definido por:

]

g A={zeC:(Im(z)20VRe(z) <0) Alel < [1+il}

Q

&

Q; Qual dos numeros pertence ao conjunto A?

E 323 i 1

© A) %23 -2 B) i(1+1) (©) ﬁe’(‘z) (D) -
V2e's
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10.1.

10.2

Valter Carlos

10. Considere as funcdes f e g definidas por

f(x)=38cos®x+4sen(2x) e g(x)=n—4sen(2x)

Considera a reta r de equagéo x = k£, com k € [0,5].

Sejam A e B os pontos de interse¢io da reta r com os graficos de f e de g, respetivamente.
Seja d a funcdo que a cada valor k faz corresponder o valor de AB.

O valor de %, aproximado as centésimas, para o qual a funcdo d atinge o maximo absoluto é:

(A) 0,69 B) 2,26 (C) 3,83 D) 9,78

0”]
’2'

Seja P um ponto do grafico de f e seja ¢ a reta tangente ao grafico de f no ponto P.

Considere a funcéo f definida em

Sabe-se que a reta ¢ é paralela a reta de equacgéo 2y+3x+6 = 0 e que o valor da sua ordenada na origem
éb.

Determine, recorrendo as capacidades graficas da calculadora, o valor de b, arredondado as
décimas, sabendo-se que este valor existe e é tnico.

Nao justifique a validade do resultado obtido na calculadora.
Na resposta:
* apresente uma equacfo que permita determina a abcissa do ponto P;
¢ reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcéo(des) visualizado(s) na calculado que per-
mite(m) resolver a equacéo e apresenta a abcissa do ponto P arredondada as centésimas;
* determine, arredondada as centésimas, a ordenada do ponto P;
¢ apresente o valor de b, arredondado as décimas.

A)

]
§=
[«5)
<
=
s
=
N
=
3

Lara Reis

11. Num referencial o.n. xOy, considere a reta r tangente a circunferéncia definida por x2 + y? — 10x = 0 num
ponto de abcissa 8 e de ordenada positiva.

Qual a equacéo reduzida da reta r?

3 3 3 3
y=—1x+11 ®B) y:Zx—lo ) y:—1x+10 (D) y:Zx—ll

12. Na figura 3, esta representada, em referencial o.n. xOy, uma circunferéncia de centro no ponto O e raio 2.
Sabe-se que:

os pontos A, B e C pertencem a circunferéncia; . y

os pontos O, B e E pertencem a reta r; . t
1

os pontos A, D e E pertencem a reta ¢; B !

areta t é vertical e tangente a circunferéncia no ponto A (2, O); E %

o ponto C é simétrico do ponto B em relagdo ao eixo Ox; E R A x
i ,

a é a amplitude, em radianos, do Angulo AOB; E /,’/

ae g ‘ "

F. E

Figura 3

Mostra que a 4rea do retangulo [CDEF| pode ser dada, em funcéo de a, pela seguinte expressio:

f(a)=-2sen (2a)tg®a
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13. Considere a func¢éo g, continua em |0, +oo[, definida por:

e—kx+k +x—=2

> se0<x<1
X% —x
glx) =
22lnx -2
_ sex=>1
x

13.1. Estude, no intervalo |1,+oo[, o grafico da fun¢do g quanto ao sentido das concavidades e mostre que

4
tem um ponto de inflexdo de coordenadas | 2,In (—) .
e

13.2. Qual é o valor de &?

A -1 B) 1 © 2 D) 3

—[ José Carlos Pereira

(]
~
% 14. Seja a um numero real positivo tal que Ina = 3.
o
;f Determine, em IR, o conjunto solucédo da inequacgéo
)
% eI 2 5
0w
=]
=]
15. Na figura 4 encontram-se parcialmente representados, em referencial o.n. xOvy, os graficos de duas funcgoes
f e g, de dominios R e R*, respetivamente, definidas por f (x) = e* e g(x) =Inx e ainda uma reta ¢.
Tal como a figura sugere:
* areta t é tangente ao grafico de g num ponto de abcissa a, com a > 1,
* aretat é também tangente ao grafico de f num ponto de abcissa negativa.
y
f
t
n
8 l
~ |
m |
wn 1
= |
~ L
8 0] a x
Figura 4
Prove, por processos analiticos, que:
a+1
Ina=——
a—
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As pontuagoes obtidas nas
respostas a estes 11 itens

da prova contribuem obriga- | 1.1. 1.2. 3. 4. 6. 8. 10.1. | 10.2. | 13.1. | 13.2. 15. | Subtotal
toriamente para a classifica-

cao final.

Cotacéo (em pontos) 12 14 12 14 12 12 14 14 12 14 14 144

Destes 7 itens, contribuem
para a classificagéo final

da prova os 4 itens cujas 2. 5. 7 9. 11. 12. 14. Subtotal
respostas obtenham melhor

pontuacéo.

Cotagéo (em pontos) 4 x 14 pontos 56
Total 200
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RECURSOS PARA MATEMATICA

Grupo do Facebook
Resolucao da Prova Modelo de Exame Nacional N.? 3 | Junho 2021

1.

1.1.

A face [DEFG] contida no plano pedido e a reta AF
estdo assinaladas na figura seguinte:

Comecemos por determinar um vetor perpendicular
ao plano DEF. Se o vetor (1,-2,3), vetor diretor da
reta AF, for perpendicular a FE e a OA, que séo dois
vetores néo colineares, paralelos a DEF entéo o vetor
(1,-2,3) é normal a DEF.

Usaremos o produto escalar entre os vetores OA e
(1,-2,3), da reta, nessa verificacéo.

Precisamos de determinar as coordenadas do ponto A
que, por ser um ponto do plano xOy, sabemos ter cota
nula, ou seja A (x4,y4,0) e como é ponto da reta AF
podemos fazer:

(x4,54,0) = (3,4,-3)+k (1,-2,3)

de onde sai que:

xa =3+k xqa =4
ya =4-2kF ©<ys =2
0 =-3+3k 1 =k

Logo A (4,2,0).
Determinamos agora o vetor OA:
OA = (4,2,0)—(0,0,0) = (4,2,0)

e fazemos o produto escalar entre este e o vetor da
reta:

(4,2,0)-(1,-2,3) =4x1+2x (-2) +0x3=0

ou seja, [0AFG|é um retangulo e podemos usar o ve-
tor diretor da reta para a equacéo do plano.

1.2.

Em ax+by+ cz+d =0 vamos substituir os valores de
a, b e ¢ pelas coordenadas do vetor normal ao plano.
Temos, entao:

x—2y+3z+d =0

Determinamos d usando as coordenadas de um ponto
do plano para substituirmos x, y e z.

Vamos determinar as coordenadas de F que, para
além de estar no plano DEF, pertence também ao
plano xOz, ou seja, ao plano de equacédo y =0 e, por
isso, podemos escrever que F' (xF,O,zF). Como F' tam-
bém faz parte da reta AF, tem-se

(x7,0,2r) = (3,4,-3) + £ (1,-2,3)

De onde sai que

xp =3+Fk xp =3+Fk xp =5
0 =4-2k o<k =2 o<k =2
zrp =-3+3k zrp =-3+3k zrp =3

Logo F (5,0,3).

Como dissemos anteriormente, vamos substituir estas
coordenadas na equacéo do plano:

5-2x0+3x3+d=0od=-14
Uma equacéo do plano que contém a face [DEFG]|

pode ser:

x—2y+3z—-14=0

Pedem-nos para determinar o valor de cos(26). Ora:

cos (20) = cos®0 — sen?

Portanto, se descobrirmos o valor de cosf e de sen0,
conseguiremos encontrar o valor de cos (26).

Temos que A(4,2,0), P(2,-2,2) e, obviamente,
0(0,0,0).

Daqui podemos determinar os vetores

AO =-0A = (-4,-2,0)

AP =(2,-2,2) - (4,2,0) = (-2,-4,2)

Fazemos também as normas de cada um destes veto-
res e o produto escalar entre eles:

261 - /47 + (-2 + 02 = vED

1B = \/(-2)? + (-4)* + (2)2 = v22

AO-AP =(-4,-2,0)-(-2,-4,2) = 16
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Com isto, podemos usar a férmula:

E-ﬁ: ||E|| X ”ﬁ” x cosf

para determinarmos cos6.

16 2v/30
16 =v20 x V24 xcos © cos = —— = ———
Vv20v24 15
Agora, pela formula fundamental da trigonometria:
2130\’ 7
sen?0+|——| =1losen?6=—
15 15
E, assim:
2
2v30 7 1
cos(20)=|——| ——===
15 15 15

Podiamos ainda resolver este exercicio recorrendo a
Lei dos cossenos para calcular o valor de cos6.

—
Para isso precisamos de determinar OP:

OP=P-0=(2,-2,2)-(0,0,0) = (2,-2,2)

E ainda a sua norma:

loP] = /22 +(-2)* +22 = V1i2=2V3

Aplicando a Lei dos cossenos:

loP|? = 4P|+ 402 - 2| AP[ | AO| coso
ou seja:

2v30
12=24+20-2v24v20 cosO < cosf = 5

A partir daqui a resolugdo coincide com a anterior.

. A soma de todos os elementos da linha n do TriaAngulo
de Pascal é igual a 2".

Sejam n e n + p as linhas que estdo a ser somadas.

* A soma de todos os elementos da linha n é 2™.

¢ A soma de todos os elementos da linha n+p é
2n+p'

Entao, atendendo ao enunciado:
2" + 2P = 2080
2™ + 2" x 2P = 2080

o 2" (1+2p)=2080
—

Par .
Impar

Fatorizando 2080 ficamos com:

2080 =2° x 5 x 13

A tnica forma de se ter 2" (1+27) = 2080 com n e p
naturais é tendon =5e 1+ 2P =65.

1+2P =65
2P =64
©p=6

Assim sendo, somaram-se todos os elementos das li-
nhas 5 e 11. A linha 11 tem 12 elementos. Os maiores

sdo 1C5 = 1Cq = 462.
Opcéao: (B)

Temos entdo de encontrar m e n tais que:

2™ +2" = 2080

Por tentativa e erro, com ajuda da calculadora, rapi-
damente chegamos a

2048 +32 =2080

Como 2048 = 2! ¢ 25 = 32 entéo estamos perante as
linhas 5 e 11.

Sendo 5 e 11 nimeros impares, cada uma destas li-
nhas tem um nuimero par de elementos e, por isso, os
dois elementos de maior valor serdo os dois centrais.
Temos entdo: °Cy =°C3 = 10 e 11C5 = 1104 = 462.

. Comecemos por definir os acontecimentos:

H: «O funcionario é homem.»

L: «O funcionario é licenciado.»

Pela informacéo presente no enunciado, sai que:
e P(H)=0,2
P (Z|ﬁ) =06

Daqui podemos tirar mais alguns dados:
P(H)=1-P(H)=1-02=08

P(Emﬁ) - 06- P(Znﬁ)

P(L|H) :ﬁ —o5

0,6 xo,szp(fmﬁ) ©0,48:P(fﬂﬁ)

pelo que podemos concluir também que:

P(Zmﬁ) =P(ﬁ) —P(L mﬁ) -0,8-0,48= 0,32
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Considere-se agora que n é o nimero de mulheres li-
cenciadas e m o numero de trabalhadores que néo sio
mulheres licenciadas. Entao:

n

P (L mI_J) - 0,32 =

n+m n+m
<0,32(n+m)=n

<0,32m =n-0,32n

o 068n
=032
17
<om=—n
8

Temos agora de considerar o acontecimento:

M: «Séo escolhidas duas mulheres licenciadas para
representar os trabalhadores.»

Temos:

¢ Casos possiveis: "*™Cy

e Casos favoraveis: "Cy

Entao:
nCy 92
P(M)= = —
( ) ntmCqy 925
"Cy 92
n+m(C, ~ 995 \ Recordar que
' “ ne n!
o I T P
2!x(n-2)! 92 pi(n=p)
(n+m)l 925
2! x (n+m-2)!
nx(n-1)x(n—2)7
2% (n—2)T 92
(n+m)x(n+m-1)x(n —9)I 925
2! x (n+m=2)!
nx(n-1)

P 92

= -
(n+m)><(n+m—1) 925
2f

nx(n-1) 92

(n+m)x(n+m-1) " 925

n n-1 92 ) )
< X = — Como vimos anterior-
n+m n+m-1 925 .
——— mente:
_38 \
0,82=25 | 17
/ m=—n
8
8 n—-1 92
S— X —m = —

25 n+iln-1 T 925

n-1 23

R=3 e —
Bp-1 74

575
<74n-"74 = ?n—23

17
©§n=5l©n=24

Concluimos assim que na empresa trabalham 24 mu-
lheres licenciadas num universo de 75 trabalhadores.

. No enunciado é-nos dito que:

P (Z) =06 e P(B)=08
de onde podemos tirar que:
P(A)= 1—P(Z) -1-0,6=0,4

Para avaliarmos os possiveis valores para P (A|B) va-
mos escrever esta probabilidade como

P(AnB)
P(B)

e comecar por enquadrar P (A nB).

®

PU)=1
P(A)=0,4 PB)=0,8
P(AnB)=0,2
@ P(U)=-1
PB)=0,8

P(A)=P(AnB)=0,4

Na figura I esta representada a situacdo em que con-
seguimos ter a menor interse¢fio possivel e na figura
II temos a situacdo em que A < B e, por isso, a maior
intersec¢éo possivel. Assim, ficamos com:

0,2<P(AnB) <04

| Dividindo por P (B)=0,8
02 P(AnB) 04

02 _P[AnB) 04

08~ P(B) 08

< P(AIB) < %

I
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Podemos escrever o limite

senx
m
x—+00 f (x)

como

m X senx
x—+00 f(x)

Da informacgédo que conseguimos retirar do enunciado
e observacédo da figura podemos concluir que

i f@)= oo

e, consequentemente,
1
lim — =0
x—+00 f(x)
Sabemos também que senx é uma funcdo limitada.

Assim, podemos concluir imediatamente que

xEI-Poo o xsenx|=0

ou seja:

senx
m =
x—+00 f (x)

Para determinar o valor deste limite podiamos come-
car pelo enquadramento:

Dividimos tudo por f(x).
Atencdo que quando x — +oo
/ temos f(x) <0

-1 <senx =< 1 \

1 senx
< <

<:>__ < —-——-
fx)  f(x) f(x)

Como

AT\ "7

entao

senx
m =
x—+00 f(x)

0

Se (u,) é uma progressdo aritmética em que In2 e
2\ . . ~
In 3 s@o termos consecutivos entdao podemos encon-

trar a razdo r de (u,) fazendo:

r=In g —-In2=1n2-1n3-In2=-1n3

Assim

VneN,up41—u,=-1n3

Para (vn) ser uma progressao geométrica, é necessario
Un+1

que néo dependa de n.

n
Vamos usar a definicéo de (v,) para determinar a ex-
presséo de vy 41.

Un+1= 3¢ 2un+1
Uy = 3¢ 2kn fazemos a divisdo entre estas

duas expressées e simplificamos.
|
Un+l Se_zurul /

Un - 36_2u”

= e_2un+1_(_2un)

— e*2(un+1*un)
\ Como visto em cima:

u —up=-—1n3
=e_2><(_1n3) / n+1 n

_ ()

=32=9 — Ndo depende de n.

Un+1

Entéo, como Vn € IN temos =9 podemos afirmar

Un
que (vn) é uma progressio geométrica com razao igual
ag.

. Ao observar a forma como as sucessoes estdo defini-

das, (v,) chama a atencdo pela presenca de (—1)", que
muitas vezes significa que a sucessio ndo é monétona.
Assim, vamos calcular alguns termos desta sucesséo e
verificar se é esse o caso aqui.

U1 = 4 \
—g —4 < 0= decrescimento

-9 ~ (7%) < 0= decrescimento

16 /
U3 = —3
| - 3% - (7 %) > (0 = crescimento
32 /
Vg =——
27

Assim, concluimos que (vn) néo é mondtona e, por isso,
a frase:

(v,) é limitada e monétona.

é falsa.
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8. Comecamos por simplificar a expressio:

sen(2a) cos(2a)
——~
—2senacosa+ (cos2 a —sen” a) i
z= .
cosa—isena
—sen (2a) + cos (2a) i
z= .
cosa—isena
[— sen (2a) + cos (2a) i] (cosa+isena)
oz=

(cosa—isena)(cosa+isena)

sen? a+cosZ a=1

<z =-sen(2a)cosa—isen(2a)sena+

+icos (2a)cosa —cos (2a)sena

sen(2a+a)=sen(3a)

oz=— (sen (2a)cos a + cos (2a) sen a) +

+i (cos (2a)cosa —sen (2a) sen a)

)

cos(2a+a)=cos(3a)

<z =—sen(3a)+icos(3a)

Como queremos que o afixo de z pertenca a bissetriz
dos quadrantes pares (y = —x) entéo:

cos(3a) =— (—sen (3a))

<cos (3a) =sen(3a)

n
<cos(3a) = cos (5 - Ba)

©3a:z—3a+2knv3a:—(z—3a
2 2

+2km keZ

condi¢éo impossivel
T
<6a = §+2kn,k€Z

k
©a=£+—n,k€Z
12 3

Vejamos agora, pela substituicdo de £ quais os a que
estéo no intervalo indicado:

k=1= a=5—n€]0,n[

T
k=0 = GC—EE]O,T[[ 1

1
k=3='a=ﬁe€]0,n[

k=2 :a:%e]o,n[ D

k=—1:>a=—%¢]0,n[

n bmn 3w
127127 4 |°

Logoae{—

9. Vamos comecar por fazer a representacdo, plano de
Argand, da regido correspondente ao conjunto A.

Im(z) Im(z)
0 Re(z) 0 Re(2)
Im(z)=0 Re(z)<0

Assim, a condicédo Im(z) v Re(z) corresponde a:

Im(z)

o Re(2)

Para entendermos a parte |z| < |1 + i| temos de saber
a que corresponde |1 + i|.

|1+i|=V12+12=V2
Ficamos com |z| < V2, ou seja, queremos considerar

todos os pontos que estdo a uma distincia a origem do
referencial inferior a v/2. Temos, portanto:

Im(z) ,
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Podemos agora representar a regido que resulta da
conjuncéo entre as duas condigdes:

(Im(z)z0VRe(z) <0) Alz] < |1+i]

Im(z) ,

3

Na opcéo (A) temos o nimero 323 — 2 que é igual a

—i+1. No entanto

|~i-2|=1/(-1)*+(-2)*= V5> V2

logo, este nimero néo pertence a A.

Na opgéo (B) temos o nimero i(1+i) que é igual a
—1+1i. No entanto

|-1+i|=\/(-1)*+ (1) = v2

portanto, este nimero também néo pertence a A

No caso da opg¢do (C), porque o nimero esta na forma

trigonométrica, ainda é mais facil percebermos que

néo pode pertencer a A pela mesma razio que a op-

¢do anterior: o seu médulo néo é inferior a v/2.

. . )

Assim, ficamos com a opc¢do (D), cujo médulo é = eo
. 2m

argumento é 3

Seja D o afixo do niimero desta opcéo.

Im(z)

10.

10.1.

10.2.

Na figura seguinte apresentam-se parte das repre-
sentacdes graficas das duas fungdes consideradas no
enunciado com x € [0,5]:

/hx g
J A\ %f x

Cada um dos segmentos verticais que se apresentam
na figura correspondem a um segmento [AB] com A e
B definidos como no enunciado.

y

Pedem-nos para determinar o méximo absoluto que
AB toma para valores de x € [0,5], ou seja, 0 maximo
absoluto da funcdo d que se pode definir do seguinte
modo:

d(x)=|f(x) - g(x)|, com x € [0,5]
Recorremos depois a calculadora para determinarmos

o ponto pedido e obtemos:

y
9,781

0 2,2635 5 x

Assim verificamos que maximo absoluto de d se atinge

quando x = 2,26.
Opcéo: (B)

Seja P (a,f(a)). Sendo a reta tangente paralela a ¢, va-

. 7
mos calcular o declive de ¢ - m; - e calcular a € |0, )

tal que f'(a) = m;.

Como
3
2y+3x+6=0©y:—§x—3

concluimos que m; = -5

Recorremos agora as capacidades graficas da calcula-
dora para representar a derivada de f e resolver a
equacao

@)=
fl@=~3

Prova modelo n.? 3

Grupo Recursos para Matematica

Pagina 6 de 9


https://www.facebook.com/groups/recursosparamatematica

o) 0,694 25

N o
R‘

Chegamos a a ~ 0,69.

Entéo

fla)=1(0,69) =5,71

Podemos agora substituir estes valores na equacéio da
reta tangente:

3
=——x+b
Y Zx

e determinar o valor de b pedido.

3
5,71=—§ x0,69+b < b=571+1,035<b~=6,7

11. O ponto de tangéncia é um ponto comum a circunfe-
réncia e a reta tangente. Quando nos dizem que esse
ponto tem abcissa igual a 8 e ordenada positiva entao
podemos excluir ja as opc¢des (B) e (D) uma vez que
nestes casos ao substituirmos x por 8 nas equacoes
das retas obtemos valores negativos para as respeti-
vas ordenadas.

Na opgéo (A), para x = 8 temos:

3
=-Sx8+11=5
y=-gx

entdo o ponto da reta com abcissa 8 é (8,5). Veja-
mos se este ponto pertence a circunferéncia de equa-
cdo x2+y2—10x:0:

82+52-10x8=0<9=0 Prop. falsa.

logo néo é ponto da circunferéncia.

Na op¢éo (C) temos o ponto (8,4) e se usarmos estes
valores para substituir o x e y na equacéo da circun-
feréncia ficamos com:

82+42-10x8=00=0 Prop. verdadeira.

12. Para determinarmos a 4rea do retangulo [CDEF] va-
mos primeiro colocar alguns comprimentos na figura
por forma a termos alguma orientacao:

OH =-2cosla OA=2

— ="

HB=2sena

< \

CH =2sena
AE = -2tga

CF = —-2tga—2sena

~~
FE =2-2cosa

Podemos fazer:
f(a):F_E xCF
=(2-2cosa) x (-2tga —2sena)

=—4tga—4sena+4cosatga+4senacosa

sena
=—4tga—4sena +4cosa- +4senacosa

=—4tga—4senma +4sena +4senacosa

=—4tga+4senacosa

:4tgoc(—1+cos2 a)

Pela formula funda-
| mental da trigonome-
/ tria

=4tga (— sen? a)

sena 2

=—4 sen“a

cosa

sen2 a

=—-4senacosa 5
cos“

sencx)2

=-2x2senacosa
cosa

2senacosa =sen |2«
)

= -2sen (2a)tg? @ /

13.
13.1. Em |1,+00[ a funcdo g esta definida como:

2
x“Inx—2
glx)= ——

e é valida a simplificagdo

2
gx)=xInx— -
x
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Para estudarmos o sentido das concavidades do gra-
fico da funcdo vamos calcular a segunda derivada de
g neste intervalo.

g'(x)= (xlnx - g)
x

!
=x'Inx+x (lnx)’ - (g)
x

1 2
:lnx+x><—+—2

X x

2
=lnx+1+—2

x

!
2
g (x)= (lnx +1+ —2)
X

!
= (1nx)’+ 1+ (%)

1 4
B X xx2 .7C3
_ x?—4
x3

Calculamos agora os zeros da segunda derivada em
busca de candidatos a pontos de inflexdo do grafico de
8.

2
-4
Y 0ex®-4=0A23#0
x
o x2=4 Ax#0
o x=+2 Ax#0
x 1 2 +00
+ 8 +

Y NEZS N 4

Temos concavidade voltada para baixo em |1,2] e vol-
tada para cima em [2,+oo].

Temos também um ponto de inflexdo com abcissa 2 e
cuja ordenada é:

~ 2%In2-2

g(2) 2

=2In2-1=1n22-1ne zln(é)
e

Assim, como queriamos mostrar, temos um ponto de

4
inflexdo de coordenadas | 2,In (—) .
e

13.2. Sendo g continua em |0,+oo] entdo é continua em

x =1 e, se isso acontece, sabemos que

lim g(x) = lim g(x) = g(1)
x—1" x—1*

Pela forma como esta definida a funcéo

2
x“Inx -2
lim g(x)= lim ——=-2=g(1
xll*g( ) xlﬁ g( )
Assim sendo,
o ehrtr 49
x—1~ x“—x
8 (ind.)
) e*kl‘f’k -1 x—1
< lim + =-2
=17 | x(x—-1)  x(x-1)
B e k(1) _1 x—T
olm [-—x——— |+ lim ————=-2
=1 x  —k(x—1) x—1" 5
—_—
=1
k —k(x-1) _q
< lim |[—— [ x lim ¢ +1=-2
x—1"| x x—1-| =k (x - 1)
k
) e k(x-1) _ 1 Sex— 1"
-k Xxlf?, 7 (x—l) =-3 \ entdo —k (x—1) — 0%
(dependendo do sinal
) de k)
o—k lim e’ -1 -_3 Seja y=-k (xfl)
y—0* ¥y entdo y — 0%

Limite notavel =1
o—-kx1=-3

<k=3

Podiamos também usar a calculadora para represen-
tar a funcéo com o k substituido por cada valor pre-
sente nas op¢oes. Para k = 3 ficava:

Ny

e, embora sem certezas da continuidade da funcéo,
como nos restantes casos essa descontinuidade era
evidente, apenas restava esta hipétese como verda-
deira.
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14. Queremos determinar, em R, o conjunto solugéo de:
4
ev2 2 =g

sabendo que @ € R* e que Ina = 3.

Temos entéo:

4
ez 2 >q \
\ D =R\ {2}
~ 3
4 Se Ina =3 entdo a = e°.
ez >3 /

le>1
4
o 4 C2x(x-2) 3(x-2) -0
x—2 x—2 x—2

4-2x2+4x-3x+6
< >
x—2

222 +x+10
Q—
x—2

>0 ——> A considerar para a solucgdo.

e Zeros do numerador
—2x2+x+10=0

—1+41/12-4x(-2)x 10
2><(—2)

e Zeros do denominador

x—2=0cx=2

X —00 -2 2 g +00
—2x2 +x+10 - 0 + 4 4 0 -
x—2 - - - 0 + + + K
)
2x*“+x+ 10 + 0 _ d + 0 _
x—2

Entéo S = |—00,-2| U

2,=1.
2

15. Sejam P e @ os pontos onde a reta t é tangente as
fungoes f e g, respetivamente.

Do ponto @ sabemos ter abcissa igual a a > 0 e, por-
tanto, @ (a,Ina).

Digamos que a abcissa do ponto P é b, entdo P (b, eb).

Por outro lado, sendo ¢ tangente a g no ponto de ab-
cissa a, o declive da reta t - m; - é igual a g'(a). Temos
que:

1l 1
g'(w)=(Inx) = -

entao

1
/
my;=g'(a)=— (%)
a
Pelas mesmas razoes, esse declive também ¢é igual a

f'(®). Como f'(x) = (e*) = e, ficamos com f'(b) = e?,
que conduz a igualdade:

Assim, conseguimos determinar b em funcéo de a:

b= ln(l) =In (a_l) =-In(a)

a

1
Com isto concluimos que P (— Ina, —).
a

Usemos os pontos P e @ para determinar uma expres-
séo para o declive de ¢:

yp-yq o ~In@
m;= =

= (k%)
xp—-x9 —In(a)-a
De (%) e (x%) sai:
1 z-In(@
a —In(a)—-a

o—-In(a)-a=1-aln(a)
o—-In(@)+aln(a)=1+a
@1n(a)(—1+a) =1+a

a+1
<ln(a) = ]

como se pedia para mostrar.
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¢ Jtens cujas respostas contribuem obrigatoriamente para a classificacio final:
1.1, 1.2, 3, 4., 6., 8., 10.1., 10.2., 13.1., 13.2. e 15.

Estes itens estdo assinalados no enunciado através de uma moldura que os rodeia.

* Dos restantes 7 itens da prova, apenas contribuem para a classificacéo final os 4 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuacio.
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Formulario

Comprimento de um arco de circunferéncia:
ar (a - amplitude, em radianos, do 4ngulo ao centro; r - raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

ar?

N (a - amplitude, em radianos, do Angulo ao centro; r - raio)

Area lateral de um cone: nrg (r- raio da base; g - geratriz)

Area de uma superficie esférica: 47r? (r- raio)

1 .
Volume de uma piramide: 3 x Area da base x Altura
1
Volume de um cone: 3 x Area da base x Altura

4
Volume de uma esfera: gnr3 (r- raio)

Soma dos n primeiros termos de uma progresséo (u,):

~ . e uitup
Progressao aritmética: xn
~ - 1-r"

Progressao geométrica: uj x 1
-r

sen(a+b) =senacosb +senbcosa

cos(a+b) =cosacosb —senasenb

(peie)” = p"ein?

. - 0+2k7
n pele —n pel n

(kE{O,...,n—l} e nE]N)

w+v) =u'+v
wv) =u'v+uv

(u )’ u'v—uv'
v v2

! —
(u") =nu" 14 (neR)
(senu) =u'cosu

(cosu) = -u'senu

!

t [ —
(tgu) cos2u

. senx
lim =1
x—0 X
X
.oef-1
lim =1
x—0 X
. Inx
lim — =0
Xx—+o00 x
ex
lim —=+00 (peR)
x—+o00 xP
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1. De duas sucessdes (u,) e (v,) sabe-se que:

* (u,) é uma progresséo aritmética;

* a soma de todos os termos de (un) entre o quarto e o décimo terceiro, incluindo-os, é —55;
® ug=-17,

. (vn) é uma progressio geométrica estritamente crescente;

* ug e ujg sdo os dois primeiros termos de (v,).

1.1. Qual das seguintes afirmacgdes é necessariamente verdadeira?

Manuel Gongalves

(A) (u,) é uma sucessdo monétona crescente.

(B) Se n > 11 entdo a soma dos primeiros n termos consecutivos de (u,) ¢ inferior a 0.
(C) A soma dos primeiros vinte termos de (u,) é igual a —230.
D) us=-28.

1.2. Determina k sabendo que o termo geral de (v,) é dado pela expresséo v, = DR

2. Considere um cubo e um octaedro seu dual, representados na figura 1.

H

G

Paulo Naves Pedro

Figura 1

Escolhendo ao acaso um conjunto de trés vértices do cubo e um conjunto de trés vértices do octaedro, qual é
a probabilidade desses dois conjuntos definirem planos paralelos ou coincidentes?

3. Considera todos os nimeros de seis algarismos distintos que se podem formar com os algarismos de 0 a 9.

Quantos destes nimeros tém os algarismos colocados por ordem crescente ou decrescente?

(A) 210 B) 294 (C) 420 (D) 462

[José Carlos Pereira}

4. Seja E o espaco amostral associado a uma certa experiéncia aleatéria e sejam A e B dois acontecimentos
(AcE e BcE) tais que:

. P(A‘(BUZ)) =%

- P(a)=3

Qual é o valor de P (B|A) ?

—{ José Carlos Pereira }7
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5. Qual é o valor de lim (2n (ln (n2 +3n+ 2) —In (n2 + 2n)))?

[ José Carlos Pereira }

6. Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere a equacéo z2 — 8z + 25 = 0.

Na figura 2 encontra-se representado, no plano com-

plexo, um quadrado [OABC]. Im(z)
Sabe-se que: B
= * O é a origem do referencial;
=
L:",) * O vértice A do quadrado é a imagem geométrica
T::s de uma das solucdes da equacédo dada; c A
@] . L. s
* O vértice B é a imagem geométrica de um com-
plexo w.
Qual dos seguintes é o valor de w? 0 Re(2)
(A) 2+6i B) 2+7i (C) 1+7t (D) 1+6i Figura 2
7. Seja C o conjunto dos nimeros complexos. Considere:
5
< (1 +V3 i) T .
& = =4sin|= | +4icos|=
g z1 ~goin 200 e z9 =4sin 6) icos ( 6)
()]
mo No plano complexo, sejam O a origem do referencial e A e B as imagens geométricas de z; e zg, respetiva-
o mente.
)

Sabe-se que o segmento de reta [AB] é um dos lados do poligono cujos vértices sdo as imagens geométricas
das raizes de indice n de um certo nimero complexo.

Qual é o valor de n?

8. No referencial o.n. xOy da figura 3 estédo representadas uma reta r e uma circunferéncia.

Tal como a figura sugere:

¢ a circunferéncia é centrada num ponto C pertencente
ao eixo das abcissas.

* a reta r passa pela origem do referencial e tem a in- Y r
. . T 23l 4
clinacéo Erad;

g

g= * a reta r é tangente a circunferéncia no ponto A de -

h'm ordenada 2v/3; \& ~ .
= 0 C X
S

3

&)

Qual das equacdes seguintes define a circunferéncia?
Figura 3

A (x-9)°+y%=14 B) (x-8)°+y%=14 ©) (x-9)°+y%=16 D) (x—8)°+y2=16
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9. Determine, em R, o conjunto solu¢do da inequacéo:

ln(5e2x - 1) <x+In(1-e%)

José Gomes

10. Na figura 4 encontra-se representado, em referencial o.n. Oxyz, um tridngulo [ABC].

Sabe-se que:
* O é a origem dos referencial;

* 0 ponto A pertence ao eixo das cotas;

* B e C sao os pontos de intersecido do plano de equacéo

n
®
I 2x+3y—-6=0
=
42} 0 .
% com os eixos Oy e Ox, respetivamente.
@
© * o volume da piramide [0ABC] é igual a 4.

Resolva os itens seguintes por processos analiticos.

10.1. Mostre que o plano ABC é definido por 4x + 6y +3z —12=0.

10.2. Considere a superficie esférica centrada no ponto P de coorde-

nadas (—1,-8,1) e que é tangente ao plano ABC.
Defina essa superficie esférica por uma condicéo. Figura 4
11. Considere a funcéo f, de dominio R, definida por:

<
£ 2¢*cos(x)+1 ,x<0
@]
° f )= In(2x+1)
2 _ , x>0
[a¥ x

Mostre que o grafico de f tem duas assintotas, ambas horizontais.

12. Considere as fungdes f e g, definidas, respetivamente, em |-3,+oo[ e R, por:

n
2
5, f@)=2In(x+3)+x+1 e  gx)=x2-2e""
E’ Seja a a abcissa do ponto de inflexdo do grafico de g.
§ Escreva a equacéo reduzida da reta tangente ao grafico de f, no ponto de abcissa a.

Apresente a ordenada na origem na forma Ink, com 2 € R*
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13. Considere a fungéo f, de dominio R, definida por f (x) = L(x).
4 -sen(x)

13.1. Seja <R tal que tg(p) = 2. Qual é o valor de f (2)?

|
J

3 3 3
-2 _2 _2 D) -3
A 6 B) 3 ©) 2

13.2. O grafico da funcéo f tem um ponto de abcissa pertencente ao intervalo [0, 7] tal que quando se
adiciona 2 a abcissa a sua ordenada dobra.

Utilizando as capacidades graficas da sua calculadora, determine as coordenadas desse ponto.

Na sua resposta:

José Carlos Pereira

(
L

* apresente uma equacéo que lhe permita resolver o problema;

¢ reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fun¢io(6es) visualizado(s) na calculadora que lhe
permite(m) resolver a equacéo e apresente as coordenadas do(s) ponto(s) relevante(s) arredonda-
das as centésimas;

* apresente as coordenadas do ponto, arredondadas as centésimas.

In |x?
14. Considere a func¢do g definida em R\ {0} por g(x) = )

Estude a funcdo g quanto a monotonia e a existéncia de extremos relativos.

]
~—
o=
o
>
=
o
=]
]
~
=

15. Considere f e g duas funcdes de dominio R e f' a primeira derivada da funcfo f, continua em R.
Sejam a e b dois nimeros reais tais que:
* b>qa
* g(@=b
* (gog)@)=a

José Gomes

Sabe-se que: Vx € R, f/(x) x

(g08) @) -g@]+f@>(fog) @),

L.M.U(f [a;b])

Mostre que existe pelo menos uma reta tangente ao grafico da func¢éo f com declive igual a ; .
-M.V.(g,[a;b])
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As pontuagoes obtidas nas
respostas a estes 11 itens

da prova contribuem obriga- | 1.1. 1.2. 3. 4. 6. 8. 10.1. | 10.2. | 13.1. | 13.2. 15. | Subtotal
toriamente para a classifica-

cao final.

Cotacéo (em pontos) 12 14 12 14 12 12 14 14 12 14 14 144

Destes 7 itens, contribuem
para a classificagéo final

da prova os 4 itens cujas 2. 5. 7 9. 11. 12. 14. Subtotal
respostas obtenham melhor

pontuacéo.

Cotagéo (em pontos) 4 x 14 pontos 56
Total 200
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José Carlos Pereira
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RECURSOS PARA MATEMATICA

Grupo do Facebook
Resolucao da Prova Modelo de Exame Nacional N.? 4 | Junho 2021

1.
1.1.

Da sucesséo (u,) sabemos que:
* é uma progressdo aritmética, logo
Up =u1+r(n—1) ou up=uy +r(n—k)
® ugstus+...+tui3=S13-S3=-55
® ug=-7

Vamos tentar encontrar a razdo de (u,).

Com ug podemos escrever:

up=-7+r(n-9)

Do segundo ponto sai:

S13—S3 =-55

ui+uis ui+us
< — X

x 13 3=-55

Conseguimos calcular, em funcéo de r, os termos que sur-
gem na expressao.
> up =-7+r(1-9) =-7-8r

u1g=-T+r(18-9)=-7+4r
ug =-7+r(3-9) =-7-6r

ui u13 ui us
—_— — —_—~ —
—7—8r+[—7)+4r —7—8r+(—7)—6r
= x 13— x3=-5b5
2 2
—-14-4r —-14-14r
o x 13— 2 x3=-55

©-91-26r—(-21-21r) = -55
<-T70-5r=-55

©-5r=15

or=-3

Assim, porque r <0, a progressido é monétona decres-
cente e, por isso, (A) é falsa.

up=-7+(-3)(1-9)=17
uig=-7+(-3)(12-9)=-16

uie+ui _—-16+17

S12 = B x12= x12=6>0

Logo, nem sempre temos a soma dos termos inferior a
zero quando n > 11 e, portanto, (B) é falsa.

up=-7+(-3)(1-9)=17
ugo =—7+(-3)(20-9) =-40

ug)t+ui

-40+17
Sap=——,— x20= x

20=-230

Ou seja, (C) é verdadeira.

Confirmemos apenas que (D) é falsa:

uis=-7+ (—3) (15 - 9) =—-25# -28.

1.2. Sabendo que (v,) é progressdo geométrica estrita-

mente crescente e que ug e uig sio os seus dois pri-
meiros termos, vamos determina-los para, posterior-
mente, conseguirmos calcular a razéo de (vy,).

ug=-7+(-3)(8-9)=—14
uig=-7+(-3)(12-9)=-16

Como (vy,) é crescente entéo vi = —16 e vy = —4. Pode-
mos agora calcular a razdo de (v,):

Uy —4 _ 1

Cvp -16 4
Recordemos agora a expressao do termo geral de uma
progressédo geométrica:

vp=vp xR
se k=1 temos
vp=vyxrtt
Como
vi=-16=-2%
e
1 1
r=—=—= 2_2
4 22

ficamos com:

-1
vy = -2 x (2—2)” — 9ty 9 2n+2 _ _g6-2n

Comparando esta expressido com a que é dada no

enunciado, v, = —2*72" concluimos que % = 6.
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2. Vamos comecar por definir o acontecimento:

A: «Os dois conjuntos de vértices definem planos pa-
ralelos ou coincidentes.»

E importante notar que se escolhermos trés vértices
do cubo nunca teremos trés pontos colineares, ou seja,
define-se sempre um plano. Isto é valido também para
o octaedro.

Assim, para os casos possiveis, temos:

Dos oito vértices Dos seis vértices do
do cubo escolhemos |[<— 8C’ 3 X 603 <—| octaedro escolhemos
trés. trés.

J4a no que a casos favoraveis diz respeito, precisamos
considerar algumas situagdes:

Nuamero de faces do cubo
paralelas ao plano definido
pelos vértices do octaedro.

Numero de planos defi-
nidos no octaedro.

!

3 x 403 x 2 x 4C;

! !

Formas de escolher 3 vér- Formas de escolher 3 vér-
tices do octaedro de entre tices de uma face do cubo
os 4 disponiveis para cada paralela ao plano definido

plano. no octaedro.

Para além destes, temos para cada uma das oito faces
do octaedro, uma situagéio como a que se apresenta de
seguida:

em que se verifica a existéncia de dois planos, um pa-
ralelo e outro coincidente com o plano que contém a
face de referéncia. Assim, serdo mais 16 casos favora-
veis a acrescentar aos anteriores.

Com isto, chegamos a:
B 3x4C3x2x4C35+16 1

P(4) 8C3 x 6Cq 1_0:0’1

3. Temos a disposi¢ao todos os algarismos, 0 a 9, e quere-
mos formar um nimero com seis deles. Por exemplo,
de:

L] ] =] el (el (o] (e] (=D [e] ]
podemos fazer a escolha
(] =]

esta da origem a dois nimeros que verificam o exigido,
ordenacéo crescente ou decrescente dos seis digitos:

]G] EE ]

EEEER

No entanto, nem todas as escolhas geram dois nime-
ros com seis algarismos, por exemplo, na escolha:

pjojaaan

temos

LI E )
215 ) () (e

sendo que o primeiro destes ndo tem seis, mas sim
cinco algarismos: 12358, ndo sendo, por isso, uma op-
cdo valida. Convém aqui real¢ar que o segundo tem
de terminar, forgosamente, com o algarismo 0.

Pelo que vimos, vamos contabilizar os nimeros desta
forma:

rar as duas formas de ordenacéo.

]

FQCG X 2 + 9(j5<—l

Formas de escolher seis Formas de escolher
algarismos de entre cinco algarismos de en-
nove porque excluimos tre nove, uma vez que

a hipétese de 0 fazer 0 0 ja foi escolhido e
parte do grupo de alga- ocupa a posic¢do das uni-
rismos escolhidos. dades.

Quando o zero néo é escolhido podemos conside- ‘

9Ce x2+%C5 =294

)
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4. Para determinarmos o valor de P (B|A) podemos co-

mecar por escrever esta expressdo de outra forma:

P(A) AnB=BnA.
Do enunciado sabemos que
P(AnB) /P(A)=1
T3
4

Vamos agora descobrir o valor de P (A nB):

P(A‘(BUZ)):%

Aplicagdo da formula:

P(alB)= P(AnE)
P(Am(BuZ)) ) P(B)
P(BUA) "3
Propriedade distributiva
,_L de N relativamente a U.
P((AmB)u(AmZ)) 1
o S
P(BUA) 3

@ é elemento neutro de U.

P(ANB)=1p (BuUA)

3

@P(AﬂB):% P(B)+P(4)-P(Bn4)
@P(AnB):% P(B)+(1—P(A))—(P(B)—P(BnA))]
@P(AﬂB):% M+1—;EI)—§EBT+P(B0A)]
@P(AﬂB):% 1 +P(BnA)

SP(ANB)= 1=+ 2P(Bn4)

@P(AnB)—%P(BnA) - %

o2P(BnA)= =
3 12

©P(BnA)=

| =

Voltando ao célculo inicial:

1
P(AnB) 3 1
P(B|A):T=?:g
4 4

. Comecamos por fazer a substituicdo de n por +oco e

obtemos:

lim (Zn

ln(n2+3n+2)_ln(n2+zn)))

=+00 (ln(+oo) - 1n(+oo))

Ind.
——
= +oo( +00— oo)
Chegados a uma indeterminacéo, vamos tentar resol-
ver o limite doutra forma, comecando por aplicar a
propriedade

log.a —log.b =1log, (%)

[ 2
+3n+2
“lim | 2n [In 230 *2
n2+2n

blog.a =log, ab

2n
. n?+3n+2
=11m 1n 2—
n<+2n
2n ]
. n2+3n+2
=In |lim | | 2572
n<+2n
Como:
n2+3n+2 |n2+2n
-n2-2n 1
n+2
entao .
n2+3n+271+ n+2 14+ n+2Z =14+
n2+2n n2+2n n(n+2) n
n 2
. 1
=ln||lim|1+— Limi -
n imite noto;lvel.
. 1
lim|1+—| =e
9 n
=lne®*=2

. Visto que A é a imagem geométrica de uma solucgéo da

equacdo dada, vamos comecar por resolver essa equa-
cao.

2
—-8)%x1/(-8)" —4x1x25
22-82+25=0c2= ( ) ( )

2
8+1/-36
=
2
~36=36x i2 = (6i)
8+ 6i
>z =
2

entdo o numero do qual é afixo tem

©z=4+3i > Como A estd no primeiro quadrante,
parte real e parte imagindria positiva.

=>zp=4+3i
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Atentando na figura:

Im(z)

0 Re(2)

verificamos que podemos calcular o namero do qual C
é imagem geométrica multiplicando z4 por i uma vez
que isso resulta numa rotagéo de centro em O e 4ngulo
+90°.

ze=2zaxi=(4+3i)xi=-3+4i

outra coisa que se observa é que zg = z4 + z¢, entéo:

zp=4+3i+(-3+4i)=1+7i
Opcéo: (C)

Outra forma de resolver esta questdo passa por de-
terminar |z A|, depois de resolver a equagao, de modo
calcular o comprimento do lado do quadrado [OABC]:

|ZA|=\/42+32:5

logo, OB =5v2=2zp

Determinando o médulo de cada opg¢do presente
(usando a calculadora por uma questdo de rapidez),
verificamos que isso s6 acontece na op¢éo (C).

. Para resolver este problema é vantajoso escrever os
dois nimeros - z1 e z2 - de uma forma simplificada.

Para zq:
Seja w =1+ V/3i.

wl=V12+V3=vi=2

Seja 6 um argumento de w. Como Re(w)=1>0
eIm(w)=v3>0entdoHe 1.2 quadrante.

3
th:% AOe 12Q

© tg@ztgg NDe 1.2Q
7
©6=§+kn,k€ZA9€ 1.2Q

. b4
Vamos considerar 6 = 3
Ficamos com:

w =2ei(%)

Quanto ao denominador de z1, fazemos:
_8ein;2015
> {2015 = ;20125 33 9012 ¢ divisivel
4
— Bem x ( )

por 4, logo 12912 =1 ¢ 3 =—

_Qu Il 5
=8e'" x i o .
a multiplicagd@o por i corresponde a
/2
um aumento de 3 no argumento.

zsei(%)

Ficamos, entdo, com:

Para zo :
4 (” +4 (”)
sen| — C —
¢ 6 1eos 6 sen(z):cos(z)
6 3
(5)=5en(3)
cos|—=|=sen|=
=4|cos z)+isen(z) 3
3 3
cosa+isena =e'®

Sendo o segmento de reta [AB] um dos lados do poli-
gono cujos vértices sio os afixos das raizes de indice
n de um numero complexo, entdo A e B séo vértices
consecutivos e por isso a diferenca entre os seus argu-
mentos permite-nos saber em quantas partes dividi-
mos 27 e, em consequéncia disso, saber o nimero de
vértices e o valor de n.

Vejamos a seguinte ilustracio da situagio presente:

Im(2)

Logo, n =12.
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8. Como r passa pela origem sabemos que a sua equa- Podemos abordar o problema de outra forma, tendo
¢do é do tipo y = mx. A inclinagdo a de r é dada, logo em considerac¢do alguns pontos mencionados na reso-
podemos calcular o valor do declive: lucdo anterior, podemos construir a seguinte imagem:

m=tga Y r
2v3

b4 3
Assim, como tg s = g, ficamos com:

V3
riy=-—x

3

e

O ponto A que pertence a r tem ordenada 2v/3 entéo 0 A’
facilmente determinamos a sua abcissa:

3
2\/_=§x©x=6

Tendo em conta que r é uma reta tangente a circunfe-
réncia no ponto A, sabemos que é perpendicular a AC
e o seu declive é [AOA’] é um triangulo retangulo entdo podemos de-
terminar o comprimento OA fazendo:

1
mac=-—==-V3

V3 T 2V3
? seng = —_—
0A T 1
Com este declive e o ponto A determinamos a abcissa sene =3
1 2V3
de C que tem ordenada nula: o =2Y2
OA
0-2v3=-V3(x-6) o -8/3=-VBrox=8 ©0A=4V3

Ou seja, C (8,0).

. 3 . Sabemos que [AOC] também é um tridngulo retan-
Nas opcdes ja nos apresentam equacdes de circunfe-

réncias na forma (x —xc)2 +(y- yc)2 =r? entéo pode- gulo:
mos descartar (A) e (C) pois o centro tem outras co- __
n AC
ordenadas. tg= = —
6 4v3 /3
y‘ r tg— = ?
2v3 ©§ - _AC
3 43
7 SB35
\6 . 3
o C X o
<AC=4
Podemos descartar as opgdes (A) e (B).
Por outro lado,
Para determinarmos o comprimento do raio [AC] fa-
zemos: 0C’=40" +AC
_ 2
AC=\/(8—6)2+(0—2\/§) .
0C=\/(4v3) +42, 0C=0
SAC=V4+12=4
0C=8
Ou seja, a equacédo da circunferéncia é:
(- 8)2 +y% =42 Entéo o centro da circunferéncia é C (8,0).
Assim, a circunferéncia tem equagéo (x — 8)2 +y2=42
Opcao: (D)
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9. Para resolver a inequacio, vamos comecar por deter-
minar o dominio - D - onde a desigualdade é valida.

D={x€R:5ezx—1>0A1—e’c>0}

1
5e2¥ —1>00e? > =
5 . _
Inx é uma fungao

1 crescente
<ln (e2x) >In (—)
5
<2x>1In (5_1)
<2x>—-Inb
In5
X > ——
2
1-e*>00-e*>-1
e <1 B
> Inx é uma fungao
oln (ex) <Inl crescente
<x <0
o)
“Ins 0 x
2
In5
D=|(-———0
2 [

Em D temos:
In (5e2x - 1) <x +1n(1 - ex)

oln (5e2x - 1) <In(e*)+1In(1-e")

Inx é uma funcao
crescente

ln(5¢2 - 1) <In(e* (1-¢%))
ob5e? —1<e*(1-eY) >
©be? —1< e — e
©6e?¥—e*-1<0
©6(e)?—e*—1<0

>Seja e¥=y

Vamos calcular os zeros de 6y% —y —1:

©6y2—y—-1<0

6y’ —y—-1=0
1+4/12-4x6x(-1)
@y:
2x6
1V 1
< = — = ——
YT VYT T3

10.

10.1.

Fazemos agora o esboco:

+ +
_I = 1 x
3 2
entao
> 1 Ay < 1
Y=T3M =3
y=e"
1 1
o e¥=—= pNef=s-=
3 2
Cond. Universal
1
e < —
2 . -
Inx é uma funcgao
crescente.
<lne* <ln (—)
ox<-In2
R

|
vl 1 T
O1+—0

Se B pertence a Oy entéo B(0,yp,0). Mas B também
pertence ao plano 2x + 3y — 6 = 0 entéo:

2x0+3xyg—6=0<yp =2

O ponto C pertence a O, entdo C (x¢,0,0), tal como B
também pertence ao plano 2x + 3y — 6 = 0, aplicando
um raciocinio analogo, chegamos a x¢ = 3.

Temos agora que:

B(0,2,0) e (C(3,0,0)

Podemos agora determinar a area da base da pirdmide
[OABC]

2x3

z Afosc1 = =5

=3

A

Sabe-se que o volume da piramide
é igual a 4. Aplicamos a férmula

1 —
Vioac) = 3 ¥ Ajopc) % OA

e determinarmos a sua altura:

4=%x3xm©4=m

Assim, concluimos que A (0,0,4).
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Os pontos A, B e C néo séo colineares, logo, definem
um plano. Para mostrarmos que o plano ABC pode
ser definido pela expressao:

4x+6y+32—-12=0
vamos substituir x, y e z da expressio pelas coordena-
das de cada um dos trés pontos e ver se a proposicéo
resultante é verdadeira.
Para A:
4x0+6x0+3%x4-12=0
12-12=0

0 =0 (Prop. verdadeira)

entdo A pertence a 4x +6y+3z—12=0.
Para B:

4x0+6x2+3x0-12=0
12-12=0

0 =0 (Prop. verdadeira)

entéo B pertence a 4x +6y +3z—-12=0.

Para C:
4x3+6x0+3x0-12=0
12-12=0

0 =0 (Prop. verdadeira)
entao C pertence a 4x+6y+3z—-12=0.
Logo, o plano ABC é definido por 4x+6y+3z—12=0.

10.2. Uma condigéo que define a superficie esférica pode ser

do tipo:

(x —xc)2 +(y —yc)z +(z —zc)2 =r?

Como o centro é dado, entdo podemos escrever ja:

+[z—1)2=r2

(3= (1) + (- (-8)

Para encontrarmos o raio precisamos de calcular qual
a distancia de P ao plano ABC que, por 10.1, sabemos
ter equacéao

4x+6y+32—-12=0

11.

u

Vamos definir a equacéo de uma reta perpendicular ao
plano que passe em P e determinar a intersecéo dela
com o plano. Sendo perpendicular ao plano, podemos
usar o vetor do plano como vetor diretor da reta, fica-
mos com:

(x,y,z) = (—1,—8, 1) +k (4,6,3) ,keR
De onde podemos tirar o ponto genérico
(-1+4k,-8+6k,1+3k) (%)

Substituindo estas expressdes na equacido do plano,
vamos determinar qual o valor de 2 que permite en-
contrar o ponto que pertence a reta e ao plano.

4(-1+4k)+6(-8+6k)+3(1+3k)—-12=0
©-4+16k—-48+36k+3+9k—12=0
©—61+61k=0
k=1

Seja I o ponto que pertence a reta e ao plano, entéo,
usando £ =1 em (x):

1(3,-2,4)

E o raio da superficie esférica é:

PI= \/(—1—3)2+ (-8-(-2)) +(1-4)*= V61
A condicéo para a superficie esférica indicada é:

(x+1)°+(y+8)%+(z-1)* =61

E-nos pedido para mostrar que o grafico de f tem duas
assintotas e que ambas sdo horizontais. Comecemos
por testar a existéncia de assintotas verticais que, a
haver, pelo que nos é dito sobre o dominio da funcéo -
R - e pela forma como esta esta definida, sera x =0 e
apenas para x — 0%,

. In(2x+1)

lim ———=
x—07

= g (ind.)

y_1
Sejay:ln(2x+1)©ey=2x+1©eT =x.

x— 0" =In(2x+1) — 0" ou seja y —07.

lim
y—0* y

lim Y =2 lim Y =2
y—0* eV —1 y—0te¥—1

2

-1
] =2eR

Lim. notavel = 1

Logo x =0 nfo é uma assintota vertical.
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No caso das assintotas néo verticais, temos um ma-
ximo de duas.

Vamos calcular assintotas horizontais, uma vez que

sdo essas que nos interessam e, se forem duas, fica
demonstrado o que se pretende.

Para x — +o0:

In(2x+1) +oo

lim ——==— (ind.)
xXx—+00 X +00
In(2x+1)
In(2x+1

lim —( ) = lim —2x;- 1

x—+00 X x—+00
2x+1
In (Zx + 1)
im ——=
_x~too 2x+1
lim Seja y=2x+1.
x—+00 2x + 1 Como x — +0o0
entao
2x+1— +oo
. In (y ) Portanto,
lim
_ y—too y y — +o0.
lim
x—+00 2% + 1 i 2O
y—+oo y

————
Lim. Notdvel = 0

Assim sendo, y = 0 é assintota horizontal ao grafico de
f quando x — +oo.

Para x — —o0:

lim (2ex cos(x)+ 1): lim (2ex cosx) + lim 1
X——00 X——00 X——00
1

e =0 Funcao limitada

/—/H
=2 lim (e*) x lim “cosx +1
X——00 X——00

=0
=1

Temos, entéo, que y = 1 é uma assintota horizontal ao
gréafico de f quando x — —oo;

Fica assim mostrado o que se pretendia.

12. Para determinarmos o valor de a precisamos de calcu-
lar os pontos de inflexdo do grafico da fungéo g e, para
isso, os zeros da segunda derivada desta funcao.

Primeira derivada de g: Segunda derivada de g:

g ()= (xz _ 26x+1)’

(e e

=2x-2(x+1) e**1 =2-2(x+1) e¥*?

gu(x): (Zx _2ex+1),

= (2x) -2 (e“l),

= 2x — 2¢%+1 =2—2¢%+1

Zeros da segunda derivada de g:

2-2¢"tl = e 21 = 2 & ¥l =1

er1):1n1<r>x+1=0

oln(e
<ox=-1

Do enunciado depreende-se que o grafico de g tem um
e s6 um ponto de inflexdo entdo, porque temos apenas
um zero da segunda derivada de g, esse ponto tem ab-
cissa igual ao zero que determinamos, ou seja, a = —1.

Para chegarmos a equacio reduzida da reta tangente
ao grafico de f no ponto de abcissa —1, precisamos do
declive - f'(-1) - e de um ponto dessa reta.

Quanto ao declive:
! !
f'(x)= (2ln(x+3) +a+ 1) =2(1n(x+3)) +x'+1'

(x+3) 1 2
+1=2x
x+3 x+3

=2

Entdo f'(-1)=2.

O ponto a usar sera o ponto de tangéncia que pertence

tanto a reta quanto a funcéo: (—1, f (—1)).
f(-1)=2In(-1+3)+(-1)+1=2In2

Assim, podemos escrever:
y-2mn2= 2 _(x-(-1)
f'(-1)

2+2In2=Ine? +1n22

y=2x+2+2In2
> =1In (62 X 4) =In (462)

y=2x+In (4e2)

A equacio reduzida da reta tangente ao grafico de f
no ponto indicado é:

y=2x+In (4e2)
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13.
13.1. Se f(x)= cos(x) podemos escrever:
4 —sen(x)
cos (28)
20)= ———
f(20) 4 -sen(2p)

cos (2p) = cos® f—sen®
cos? fosenzp ) " PIZEsenfeosh

" 4-2senfcosp

Dividindo tudo por coszﬁ
1-tg?p

2tgp

cos2

1-tg”p
4 -2tgp

cos?

_ 1-tg”p
4(1+tg2ﬁ)—2tgﬁ

Como tg =2, ficamos com:

1-22 3

4(1+22)—2x2 " 16

13.2. No enunciado podemos ler:

(x,f ()
——t
O grafico da fungdo f tem um ponto perten-
cente ao intervalo [0,7], tal que quando

se adiciona 2 a sua abcissa a sua ordenada dobra.

(x+2,f(x+2)) (x+2,2f (x))

Para resolver o problema precisamos da solucédo da
equacao:

f(x+2)=2f @)

Vamos considerar:

. o) (x+2) = cos (x+2)

glo=rx _4—sen(x+2)
_ _ cos(x)

hix) = 2f (x) = 2 x 4 —sen(x)

e fazer a representacédo grafica destas duas fungées no
intervalo considerado e encontrar a intersecio.
Y

O ponto pretendido tem coordenadas (1,83; f (1,83)),
ou seja, (1,83;-0.08).

14. Para estudar a monotonia da fun¢io vamos analisar o
sinal da sua derivada. Comecamos por determinar g’

ln(xQ) ! ln(x2) ’~x—ln(x2)'x’
g (x)= = 5
x x
2x
= x—ln(xz)-x’ 2—ln(x2)
- 2 -T2

€ agora o0s seus Zeros:

2—ln(x2)
—2:O©2—ln(x2) =0Ax2#£0
x
@ln(xz) =2Ax#0
oxZ=e?2Ax#0
S(x=evx=—e)Ax#0
x |—oo —e
g - 0 +

gt \ Min. /

A funcédo é monétona decrescente em |—co,—e| e em
|e, +00] e é monétona crescente em [—e,0[ e em [0, e].

n[-e?|
c gz ——— ==
—e e

Ine? 2

. g(e): =
e e

. . 2
Tem um minimo relativo em x = —e com valor —— e
e

. . . 2
um maéaximo relativo em x = e igual a —.
e

15. Em primeiro lugar, vamos analisar a informacgéo que
encontramos no enunciado:
e b>aoa-b<0;
* gla)=b;
* (gog)(@=aog(g@)=aeg(b)=a.

Vejamos agora em que podemos transformar a expres-
. LMU(f [ab))

séo .
t.M.V.(g[a;b])
f(b)-f@
L.M.U.(f [a;b]) _ b—-a _ f(b) -f(a)
t.m.U.(glap)) & (b) -gla) g (b) -g(a)

b—a

Queremos mostrar que existe uma reta tangente ao
grafico da funcgéo f com este declive, ou seja,

f(b)-f(a)

deeR:f'(c)=
ceRSO= o) @
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Vamos também escrever a expressio

f'(x) x

(g08)®-g@)|+f®)>(fog) @)

de outra forma:
f'@)]g(g@)-g@]|+f@>f(gw)

Para x =a:

a b b
—_——

fl@|2(e@)-2@] +f@>F(2@)

Dividimos por:
a-b<0

sf'(@)(a-b)>f(b)-f(a)
' @(a—b] _f(b)-f@ >
w5 - @b

f(6)-f(@
a-b

of(a)<

f(b)-f ()
g(b)-g

of'(a)<

Para x =b:

b a a
—~N = —~N=

£'(6) [ 2(2(6))-2(6)| + £ (6) > F2(0))
@f’(b) (b—a) >f(a)—f(b)
(b)(b~a) _ f@~f(b) >
(b~a) (b-a)
f@)—-r£(b)
b-a
f@)-f(b)
g(a)-g(b)

Dividimos por:
b-a>0

<f'(b)>
<f'(b) >

o =[re)-r@)
e (g (b) —g(a))

of () > f%b) f(a)

g(b)-g(@)

Como f' é uma funcfo continua em R é continua, em

particular, no intervalo [a,b] e temos

o £/ f(b)_f(a)
Fro< o) -s@
f(b)-Ff@)

° ’b
ro> o) -s@

entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, podemos afir-

mar que:
f(b) —f(a) _ t.m.V.(f [a;b])

dcela,b|: f'(c)= = .
Ja.o[: 1 g(b)-gl@) tmu.gap)
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A prova inclui 12 itens, devidamente identificados no enunciado por uma moldura que os rodeia, cujas respos-
tas contribuem obrigatoriamente para a classifica¢éo final. Dos restantes 6 itens da prova, apenas contribuem
para a classificacao final os 3 itens cujas respostas obtenham melhor pontuacéo.

INSTRUCOES DE REALIZACAO

¢ Para cada resposta, identifique o item.

¢ Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

* Naio é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nio seja classificado.
* E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora gréfica.

e Apresente apenas uma resposta para cada item.

* As cotagdes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

* A prova inclui um formulério.

* Nas respostas aos itens de escolha multipla, selecione a op¢do correta. Escreva, na folha de respostas, o
numero do item e a letra que identifica a opg¢éo escolhida.

* Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificacoes
necessarias. Quando, para um resultado, néo é pedida a aproximacédo, apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:
ar (a - amplitude, em radianos, do 4ngulo ao centro; r - raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

ar?

N (a - amplitude, em radianos, do Angulo ao centro; r - raio)

Area lateral de um cone: nrg (r- raio da base; g - geratriz)

Area de uma superficie esférica: 47r? (r- raio)

1
Volume de uma piramide: 3 x Area da base x Altura

Volume de um cone: % x Area da base x Altura

4
Volume de uma esfera: gnr3 (r- raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (un)

~ . L uitup

Progressao aritmética: —
~ o 1-r"

Progressao geométrica: uj x 1
—-r

Trigonometria

sen(a+b) =senacosb +senbcosa

cos(a+b) =cosacosb —senasenb

Complexos

(peie)” = p"ein?

2/ peid = ¢ pei9+'2lk7r

(kE{O,...,n—l} e nelN)

Regras de derivacao

w+v) =u'+v
wv) =u'v+uv

(u )' u'v—uv'
v v2

(u”), =nu" 1y (neR)
(senu) =u'cosu

(cosu) = -u'senu
!

t [ —
(tgu) cos2u

(@*) =u'a*Ina (a eR*\ {1})

!

Inu) =%
(Inu)’ = —

(loggu)' = uitna (a eR*\ {1})

1 n
1im(1+—) =e (ne]N)
n
lim 222% 1
x—0 X
* -1
lim &= =1
x—0 X
1
lim —= =0
x—+00 x
ex
xl_{lgrnoox—p—+oo (peR)
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1. Considere uma progressdo geométrica monétona (a n)
Sabe-se que ag =36 e que a4 = 81.

Qual das seguintes é uma expresséo do termo geral de (a,)?

3)\" 45 3\" 2\"
(A) 16x(—§) B) ?n—Q ©) 16x(§) D) 81x(§)

—[ Roberto Oliveira }—

2. Relativamente a duas sucessdes (a,) e (b,) sabe-se que:
* (@n) é progressdo aritmética;

®* a3=18 e ajy9=39;

Vasco Coelho

3 12k —n
T n+k

,keR

n

Determine %2 de modo que a5 +...+a13 seja o trigésimo sexto termo de (bn)

3. Na figura 1 esta representada uma grelha retangular de 3 por 6.
Pretende-se distribuir dez cartées numerados de 1 a 10 pelas
“casas” da grelha de modo a que:

]
J

¢ cada cartao colocado ocupe apenas uma “casa” da grelha; ‘ ‘

* uma das linhas fique completamente livre; ‘ ‘

* uma das linhas fique ocupada com, exatamente, 6 cartoes; ‘ ‘

* 0s cartdes em cada linha fiquem todos juntos e encostados
a uma das laterais da grelha. Figura 1

Manuel Gongalves

(
L

O nimero de maneiras diferentes de o fazer é?

(A) 29030400 (B) 43545600 (C) 21772800 (D) 311040

4. Seja k o valor do décimo quinto elemento de uma determinada linha do tridngulo de Pascal de modo a que
o valor do trigésimo sétimo elemento é também igual a k.

Selecionando, ao acaso, 5 elementos da linha seguinte determine a probabilidade de, pelo menos dois deles,
serem inferiores a k.

Apresente o resultado em percentagem com arredondamento as centésimas.

«{ Manuel Gongalves }»
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5. Numa certa regido do pais, uma central elétrica distribui eletricidade para as cidades da regiéo.
A distribuicéo da eletricidade pode, ou néo, passar por uma subestacédo elétrica.

Num certo momento, para uma das cidades da regifo, A-do-Alentejo, verificou-se que:

3
. 5 da distribuicdo da eletricidade passa pela subestacéo;

8 * a percentagem de eletricidade que a cidade A-do-Alentejo recebe e ndo passa na subestacéo é 12%.
E Designe por A o acontecimento «eletricidade recebida pela cidade A-do-Alentejo» e por S o acontecimento
<2 «eletricidade que passa pela subestacéo».
Determine o valor de P (A|S), de modo a satisfazer as seguintes condicées,
P(sla)=P(s[a) e P(als)>05
Apresente o resultado arredondado as décimas.
Se, em cdlculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, quatro casas decimais.
6. Na figura 2 podemos visualizar um cubo [ABCDHEFG| e uma pirdmide [EIJHQ] parcialmente inserida
no cubo.
Sabe-se que:
* A(2,-2,0), B(2,2,0) e C(-2,2,0);
* I e J sdo pontos médios de [BF| e [CG], respetivamente;
* o centro da base da piramide é a projegao ortogonal do ponto @ .
§ no plano EHI, )
20 * o ponto @ pertence ao plano BCG;
]
~
Fé * o ponto P € a intersec¢éo de @I com FG.
<
6.1. Qual das seguintes condi¢des define uma superficie esférica com
o centro no interior do cubo e que contém os pontos A, C e I? NE
A) x2+y%+22-2x-2y+22=8
B) x2+y2+22-2x—2y—-2z=8
©C) x2+y2+22+2x+2y—62=8
D) x2+y2+22+4x+4y—102=8 SEnEag
6.2. Calcule as coordenadas da projecéo ortogonal de P sobre o plano que contém a base da pirdmide.
7. Na figura 3 estfo representados em referencial o.n. xOy, uma circunferéncia de raio 2 centrada na origem
O do referencial, o &ngulo a, os pontos A, B e C e o tridngulo do qual sdo vértices e ainda o ponto D.
Sabe-se que:
b4 A
* o é a amplitude do 4ngulo DOA e a € |0, 1 ;
@ * os pontos A, B, C e D situam-se na circunferéncia;
>
2 * o ponto B é simétrico do ponto A relativamente a bissetriz
% dos quadrantes pares;
-
é ¢ o ponto C pertence ao eixo das ordenadas.
¢ o ponto D pertence ao semieixo positivo das abcissas.
Mostre que a drea A (a) do triangulo [ABC]| se pode escrever, em B
funcéo de a como:
7T
A(a):2\/§sin(a+ Z)+2cos[2a) Figura 3
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{Marisa Cardoso }

8. Seja f a funcdo de dominio R*, definida por:

e *_x+2
_ sex>3
2x2 18

f)y=<%k sex=3
In(3-x)-In(v3-
e[n( =) n( ﬁ) se0<x<3

8.1. Mostre que néo existe nenhum %, para o qual a funcédo f seja continua em x = 3.

2 (fw-£(1)) 1
8.2. Mostre que lim —————— = _.
x—1 x< -1 2

Item extra: Mostre que a taxa média de variagéo no intervalo [1,2] é igual a V2-1.

Sugestdo: Comece por mostrar que para x € |0, 3[: f (x) =

3—x
VA-VE

Carlos Frias

9. Seja f a funcéo, de dominio R*, definida por f (x) = x%Inx.

9.1. Qual das equagdes seguintes define a reta tangente ao grafico de f, no ponto de ordenada nula?
A y=2x-1 B) y=x-1 ) y=x-2 D) y=2x-2

9.2. Considere o tridngulo [OAP], sendo:
* O a origem do referencial;
¢ A o ponto do grafico de f com ordenada minima,;
* P um ponto do grafico de / com abcissa maior que 1.

Sabe-se que o tridngulo [OAP] é retangulo em A, utilize as potencialidades da sua calculadora para
determinar, com aproximacio as centésimas, as coordenadas do ponto P.

Na sua resposta, deve:

¢ determinar, por processos analiticos, as coordenadas do ponto A;
* apresentar uma equagio cuja solucdo corresponda ao resultado pretendido;

* apresentar o(s) grafico(s) visualizado(s) na calculadora, apresentado o(s) ponto(s) relevante(s) para
o problema;

¢ indicar uma aproximagio para as coordenadas do ponto P.

]
o
=
[<2]
>
g
=]
@)
—
Q
-
g
>

o 5 g ;T
10. Em C, o conjunto dos niimeros complexos, considera z1 e zg em que z1 = 2e'3.

Sabe-se que, no plano complexo, as imagens geométricas de z; e de zg sdo vértices consecutivos de um
poligono regular com n lados.
. . 22
Seja w o nimero complexo tal que w = —.
21
Sabendo que w é um imaginario puro, qual o valor de n?

A 3 B) 4 © 5 D) 6
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11. Resolva este item sem recorrer a calculadora, a ndo ser para eventuais cdlculos numéricos.

Em C, conjunto dos nimeros complexos, a condigio |z -2+ i| =3+/5 define, no plano complexo, uma circun-
feréncia.

Considere todos os nimeros complexos cujos afixos pertencem a esta circunferéncia.

Determine qual deles tem maior médulo e qual tem menor médulo.

Apresente esses numeros complexos na forma a + bi, com a, b € R.

% Carlos Paulo Freitas F

12. Considere a funcéo f definida em R\ {0} por:

2
x—xex sex<0

fx)=

1—cosx

5 sex>0

X

Estude a funcéo f quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico paralelas aos eixos coordenados.

)]
]
=
=]
O
S
E
cvs
A

13. Seja f uma funcédo, de dominio |0, g], cuja derivada, também de dominio |0, g , é definida por:
cosx
flx)y=——.
2—senx

Estude a funcédo f quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia de pontos de
inflexao.

Na sua resposta, apresente:

Tozé Oliveira

* o(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem concavidade voltada para baixo;
* o(s) intervalo(s) em que o gréafico de f tem concavidade voltada para cima;

* a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de inflexao do grafico de f.

14. Determine, em R, o conjunto-solugdo da equacéio:

2ln2(2x+3)—ln(2) =3+ln(x+g)

]
~
o
]
»
>
IS
=]
~
=l
Q
A

15. Sejam f uma funcéo duas vezes diferencidvel em ReacR™.
Sabe-se que:

e f(1)=1ef'(1)=0;
e f"(x)>0,VxeR.

Mostre que a equagdo f (x) = f (x + 1) tem exatamente uma solucéo em |a, f (a)|.

—{ José Carlos Pereira }—
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As pontuagdes obtidas nas
respostas a estes 12 itens
da prova contribuem obriga-

1. 3. 4. 6.1. 6.2. 8.1. 8.2. 9.1. 9.2. 10. 12. 15. | Subtotal
toriamente para a classifica-
cao final.
Cotacéo (em pontos) 12 12 14 12 14 14 14 12 14 12 14 14 158

Cotagéo (em pontos)

3 x 14 pontos

42

Total

200
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RECURSOS PARA MATEMATICA | Grupo do Facebook

Resolugao da Prova Modelo de Exame Nacional N.° 5 | JUN’ 22

Pergunta 1

Sejo (a., ) uma progresséo geométrica monétona, tal que as =

36 e ay = 81. Entdo

ays =as X r*72 & 81 =36 x 12

9
2
srl==
"7y
3
er=42
"=

. - 3
Como (a,,) € monotona, entdo r > 0, logo r = 7

Donde

Opgéo (C)

Pergunta 2

Como (a,,) e uma progress&o aritmética tal que a3 = 18 e

a1 = 39 vem que:
ajp=as+ (10—3) xr < 39=18+T7r
21 ="Tr

sSr=3

Donde
an =asz+ (n—3)x3
=184+ (n—3)x3
=3n+9

Pelo que

as +ais

as+---+aiz = X9

2444
_ +8><9

=324

Pretende-se que

12k — 36
bsg = = =324
36 = a5 + + a3 & %136 3
12k — 36
394 =
k+ 36 3 0
12k—36—324(k+36)_0
k+ 36 B
—312k — 11700 0
k+ 36 N
& 312k — 11700 =0A k+36 £ 0
<:>I<:=—E

2
Pergunta 3
]| B[] [E

Uma resposta possivel é:

30, x2 0y x19 0y x 6! x2 Oy x 4! = 43 545 600

o 3 representa o numero de possibilidades de esco-

Iher a linha que fica livre.

e 2 representa o niimero de possibilidades de escolher

a linha que fica ocupada com exatamente 6 cartdes.

o 10Cs x 6! representa o nimero de possibilidades de
escolher, entre os 10 cartdes numerados, 6 para ocu-

par a linha, permutando-os pelas 6 posigoes.

o 2( x 4! representa o nimero de possibilidades de es-
colher uma das duas laterais da grelha e permutar os 4

cartdes restantes, mantendo-os juntos e encostados.

Opgao (B)
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Pergunta 4

"0142"036<:)36=n—14<:>n=50

Logo, a linha seguinte, daterminada para n = 51 tem 52 ele-

mentos, dos quais 2 x 14 = 28 s&o inferiores a k.
Donde

Nimero de casos possiveis: 2Cj

Numero de casos favordveis: 92Cs —24Cs —24Cy x 22 C}

Pelo que

52 _ 24 _ 24 28
P(Ll?) _ 05 055205 C4 X Cl

~ 86,92%

Pergunta 5

Considere-se os acontecimentos:
A - «eletricidade recebida pela cidade A-do-Alentejo»
S - «eletricidade que passa pela subestagdo»

Sabe-se que:

P(ANnS)=0,12P(A)—P(ANS)=0,12
&P(A)=0,12+P(ANS)

P(A) =1-P(4)
=1—(0,12+ P(ANS))

=0,88— P(ANS)

Dado que se pretende satisfazer a condi¢do
P(S|A) =P (S| 4)
Entéo:

P(S|A)=P(5]4)
P(SNA) P(SnA)

P(A)  P(4)
0,12P (A) = P(A) x (P(S) — P(ANS))

0,12(0,88 — P (AN S)) =
P(A) x (0,6 — P(ANS))
0,1056 — 0,12P(ANS) =
(0,12 + P(AN S)) (0,6 — P(AN S))
©0,1056 — 0,12P(ANS) = 0,072 — 0,12P(AN S)
+0,6P(ANS) — [P(ANS))?

&[P(ANS))> —0,6P(ANS)+0,0336 =0

—(=0,6) £ /(-0,6)> —4 x 1
wp(ans) = (00 £ V(0.6 —4x1x0,0336

2x1
Logo
P(ANS)~0,06250u P (ANS)~0,5375

e portanto

P(ANS)

PALS) =5

~0,10uP(A|S)~0,9

Como P (A | S) > 0,5, conclui-se que P (A | S) ~0,9.

Pergunta 6.1

Opgéo (A)
24?422 —20 -2y +22=8
e@-1)24+Hy-12+=+1)2=11
Centro (1,1, —1) eraio r = /11
Esta opgao é rejeitada, pois o centro da superficie esférica ndo

pertence ao interior do cubo.

Opcéo (B)

224yt + 22 -2 -2 —22=38

sE-12+y-1)*+(E-1)?=11

Prova Modelo n.° 5
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Centro (1,1,1) eraior = /11

Tem-se que

CT=y2-12+2-1)2+(2-1)2
=3 < V11

Esta opgéo é rejeitada, dado que a superficie esférica ndo con-

tém o ponto 7.

Opgéo (C)
224y 42220 4+2—62=38
SE+1)?+y+1)2+(2-32%=19

Centro (—1,—1,3) eraior = v/19

Opgéo (D)
P4y 422 +dr+4y—102 =8
SE+2)2+ (y+2)2+ (2 -5 =41

Centro (—2, —2,5) eraio r = v/41
Esta opgao é rejeitada, pois o centro da superficie esférica ndo

pertence ao interior do cubo.
Opcao (C)

Pergunta 6.2

Como @ € BCG entdo yg = 2.

Logo Q (2, 2, 2q)

Por outro lado, E(2,—2,4) e J(—2,2,2), donde Q’, pro-

jecao ortogonal do ponto @ no plano E H I tem de coordena-

das
o = 24 (-2) —2+42 4+2
2 2072
=(0,0,3)
Tem-se que
o EH = (-4,0,0)
« EI=I-E
= (2, 27 2) - (27 7234)
= (0,4,-2)

Considere-se um vetor, 7i(a, b, c) tal que:

El=0 a,b,¢) - (0,4,-2) =0

—4a =0
=
4b—2¢c=0

Si

{ i.-EH =0 { (a,b,¢) - (—4,0,0) = 0
- (

donde 7i(0, b, 2b), b € R\{0}. Tomando b = 1, vem que 0

vetor 77(0, 1, 2) é um vetor normal ao plano EH 1.

Areta
r:(z,y,2) =(0,0,3) + k(0,1,2),k € R

¢ perpendicular ao plano EH I e contém o ponto (. Donde,

substituindo, vem

(zq,2,2q) = (0,0,3) + k(0,1,2)

zg=0+0xk
= 2=0+k
ZQ:3+2]€
rTQ =
4 =
ZQ—7

Concluindo-se que Q(0,2,7)

O vetor

1G=Q-1
=(0,2,7) —(2,2,2)

= (~2,0,5)

Pelo que, a equagao dareta Q) é

1Q : (z,y,2) = (2,2,2) + M(—2,0,5), A € R

Prova Modelo n.° 5
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Intersetando comaretay = 2 A z = 4 vem

r=2-2\
y=2
z=245\ <4§ 4=2+5A
y=2
z=4
L6
)
2
& >‘:3

pelo que, as coordenadas do ponto P séo (g, 2, 4) .

Ora, a equagdo da reta perpendicular ao plano EH I e que

contém o ponto P é
6
s:(x,y,2) = 5,2,4 +u(0,1,2),p e R
e aequagdo doplano HET é

HET Ox (z—2)+1x(y—2)+2(z—2)=0

Sy+22—-6=0

Donde, a interseg&o da reta s com o plano H E'T é:

6
r = -
5
Y =2tp
z=4+42u
Yy+2z2—6=0
= &
24+ pu+2(44+2u)—-6=0 5u=—4
v 6
5
_6
Y=5
=
12
Z = —
)
_ 4
F=75
ou seja, as coordenadas da projecéo ortogonal de P sobre 0
. L 6 6 12
plano que contém a base da piramide sdo P’ (5, R ?) .

Pergunta 7

Considere-se a circunferéncia de centro na origem e raio 2 e
€ } 0, % { Tem-se entdo que:
o A(2cosa,2sina)
e B(—2sina,—2cosa)

e ((0,2)

Assim,

Alapc) = Apoc) + Ajaoc) + Ajaon)

Area do triangulo [BOC]

2 X 2sin«
A[BOC] =5
=2sin«
Area do tridngulo [AOC]
2 X 2cosa
A[AOC’] =5
=2cosa

Area do triangulo [AO B]

Tem-se que

sin (a+ %) = O;A & O0'A =2sin (a+ %)
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e que

cos(a—i—z @OO’zQCOS(a—I-E)

logo,

E:2x2cos<a+%) :4cos<a+z>

4
Pelo que,
2 X 2sin (a+ %) X 2cos (a+ %)
AjaoB) = 5
: 0

= 2sin (204 + 5)

= 2 cos(2a)
Logo,

A(a) =2sina + 2 cos a + 2 cos(2a)
2 2
=2v/2 (sina X \/7— + \/7— X cosa)
+ 2 cos(2a)
=22 (sinacos (%) + sin (%) cos a)
+ 2 cos(2a)

=21/2sin (a + %) + 2 cos(2a)

Pergunta 8.1

Tem-se que

lim f(z) = lim eMB-2)-In(V3—va)

T3~ r—3~
| ( 3—x >
= lim e V3 - Vo
Tr—3~
= lim S-¢
r—3~ \/g — \/E

= lim S ><\/§+\/E
e=3- \V3—vr V34 x
i 8- (VB4 V)

r—3~ 3—x

= lim <\/§+ \/E)

r—3~

=V3+V3
=2V3

e que

lim f(z)

r—3+
I e T —z 42
= lim ———
r—3t 2¢2 — 18
i e T _141—x+2
= lim
T3+ 2(x2-9)
y e T -1 y 1 N 3—=x
= lim
z—3t | r—3 2z +3) 2(z—3)(r+3)
e3 T 1 . 1
— X lim ———
r—31 2(%’ + 3)

= — lim
3—z—0- 33—

Sex — 3t entdo3 —az — 0~

b odim &= 3)
z—3+ 2(x — 3)(z + 3)
1 -1

X (+3) " 2B3+3)

Para f ser continuaem x = 3. ter-se-ia de verificar:

lim f(z) = f(3) = lim f(z)

r—3— r—3+1
ou seja

2V/3=k=-1/6

0 que ¢ impossivel.

Logo, n&do existe nenhum valor k, para o qual a fun¢éo f é

continua em x = 3.

Pergunta 8.2

Tem-se que

lim

r—1 .’E2—1

i (22 L)
z—=1 \x+1 rz—1

= lim x xlmM
z—=1x+1 r—1 r—1
2x1 ,

=151 fW

=f(1)

1

2

Prova Modelo n.° 5

Grupo Recursos para Matematica

Pagina 5 de[f0]



PROPOSTA DE RESOLUGAO

Se z €]0, 3|

f/(ili) = _61“(31)1n<\/§\/§)]/
_1 33—z !
= en<\/_—\/5>

] 3-x ]/

NERNG
_B-a) (V8- Va) - (3-2) (V- va)
(V3—va)’
~(Va-vE) + (3=
(v

donde se obtém

1
—(\/§—1)+(3—1)><m
(vV3-1)°
- (V3-1)+1
(vV3-1)°

23
3-2V3+1
2-3
2(2 —/3)

1
=3 (*)

f1a) =

Pergunta 9.1

Pretende-se a reta tangente ao grafico de £, no ponto de orde-

nada nula.

fx)=0c2’me=0Az e RT
& (2?=0vlhz=0)AzeR"
S@=0ve=1) Az cR"

sSr=1

Logo o ponto de tangéncia tem de coordenadas (1, 0).

f'(z) = (2*In :z:)/

=2zInz + 22 x l
T

=2zlnx +x

Logo, o declive da reta tangente & dado por:

f=2x1xIn(l)+1=1

Pelo que se conclui que a equagéo da reta tangente é:
t:(y—0)=1x—1)
sSy=x—1

Opgéo (B)

Pergunta 9.2

Pela alinea anterior f'(x) = 2z Inx + «. Donde:

fl(z)=0&2xlnx+z=0A2 €R"

S z(2nr+1)=0Az e RT

= (Q?ZOVIH.%':—%)/\JSER+

=

Sr=e
0 e~ 3 +00
f| nd. - 0 +
Fl nd \ Min e

f (e_%> = (6_%>21n6_% = —2—16

~ , 1
A fungdo f’ é decrescente em |0, ¢ 2} e crescente em

[e—% , +00 { e por isso, 0 ponto de coordenadas ( \/%7 - %)

tem ordenada minima.
Seja P(x,y), o ponto do gréafico de f, tal que = > 1.

Entéo

A0=0-A

()
AP=P A
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Donde, para o tridngulo [O A P] ser retdngulo em A, tem de se

verificar a condigao:

AP - AB =0

& 1 +1+i + L 0
el T e T2V T ez
Ll 1 deql
Qey_\/Ex 4e?
oy 2o e+l
4 \/Ex 2e
)
Y
P(2,58;6,34)
@) A T’

Concluindo-se assim, que as coordenadas do ponto P, com

aproximagao as centésimas é P (2, 58; 6, 33).

Pergunta 10

™

. Z ’ .
Sejam z; = 2e <3> e z nlimeros eomplexos, tais que, z;

€ zy Sao vertices consecutivos de um poligono regular de n

(71' 27r>
i =+—
lados. Logo z5 = |z|e \3 7

22
w=—
21

<7T 27T>
il o+—
_|22|€ 3 n
= T
2@Z<§>
‘<27r>

Como w é um imaginario puro, entao

9
AT i knkeZ
n 2

27r77r+2k7r

kel

n 2
4

=— _keZ
14 2k° €

=n

Como n > 3, tomando & = 0, conclui-se que n = 4.

Opgao (B)

Pergunta 11

Considere-se, no plano complexo, a circunferéncia definida por:
|z —2+i|=3V5 & |z —(2—i)| =3V5

Logo, os afixos pertencem a circunferéncia de equagao:
(=22 +(y+1)" =45

.y OBS:
Sendo P um ponto qualquer da
circunferéncia, pela desigualdade
A triangular, conclui-se que:
r—0C < OP<r+0C
0 ,
H)
14l €T
Sl
y=-—-
2

Considere-se a reta r que passa no centro da circunferéncia

C(2,—1) e naorigem O. Logo
riYy=1me
1
Como (2,—1) e r,vemque —1 =m x 2 & m = ~5

logo 1
Ty = —ix

Determinando os pontos de interse¢do da reta » com a circun-

feréncia:
(r—2)2+ (y+1)?2 =45
1
Y= —51“
(@ —2)+ (2o +1)" =45
o
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x2—4x+4+%x2—x—|—1:45

A 1

y—fix

22 —dx —32 =
< 1

y——§l‘

T =—4 r=3_8
= V

y=2 y=—4

Logo, os pontos A(—4,2) e B(3, —4) séo os afixos dos nu-
meros complexos z4 = —4 + 2i e zg = 8 — 44 respetiva-

mente, de menor e de maior mddulo

Pergunta 12

Assintotas Verticais

Em ] — o0, 0[ a fungdo f resulta da composicdo e de opera-
¢Oes sucessivas envolvendo fungdes continuas neste intervalo,

sendo por isso, continua em | — oo, 0[.

Logo, neste intervalo, o gréfico de f ndo admite assintotas ver-

ticais ao seu grafico.

Em ]0, +oo] a fungéo f resulta de operagdes sucessivas en-
volvendo fungbes continuas neste intervalo, sendo por isso,

continua em ]0, +o0.

Logo, neste intervalo, o grafico de f ndo admite assintotas ver-

ticais ao seu grafico.
Dado que 0 é ponto aderente ao dominio de f, ent&o:

lim f(z) = lim (aﬁ—xe%)

z—0~ r—0~

=0-0x0

=0

. 2 . 2
comoxz — 0~ entdo — — —ocoeporissoez — 0~
x

1—cosx
lim f(z) = lim
z—0+ f(@) z—0+ 22
. (1 —cosz) 1+4cosz
= lim 5 X
z—0+ T 1+ cosx
1 —cos?z

e T r—,
a—0+ z2(1 + cosx)
sin?

=lim —— %
o0+ x2(1 + cos x)

z—0+ 1+ cosx

r—0t X
Limite Notavel
1
=12 x =
2
1
2

Logo, a reta de equagdo = = 0 ndo ¢ assintota vertical ao

gréfico de f.

Desta forma, conclui-se que ndo existem assintotas verticais ao

gréfico de f.

Assintotas Horizontais

lim f(z) = lim (xfxe%)

r——00 r——00

= lim [—x <e% — 1)]
T—>—00
_9 Mudanga de Variavel
= lim |:t (Et — 1):| Seja t = g

Se x — —oo entdo t — 0~

t
1
=—2x lim
t—0—
=—2x1
=—2
Logo, a reta de equagdo y = —2 & assintota horizontal ao

gréfico de f em —oo.

. . 1—cosz
S f@) = lm e
. 1
:xBr—iI-loo {(1 —cosx) X xz}
=0

dado que, vz € R™,0 < 1 — cosx < 2 sendo por isso uma

1
funcao limitada e — — 0.
x

Logo, a reta de equagédo y = 0 é assintota horizontal ao gréfico

de f em +o0.
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Pergunta 13

Seja fuma fungéo, de dominio } 0, g} , Cuja derivada, também

tem dominio } 0, g} é definida por:

COS ™

f'z) =

2 —sinz

Entdo

() = [ cos }'
(cosz)' (2 —sinz) — cosz(2 — sinzx)’
B (2 —sinx)?
_ —sinz(2 —sinx) 4+ cosx x cosx
N (2 —sinx)?
_ 1—2sinz
(2 —sinz)?

2 —sinzx

Donde

' (x) :0/\x€}07g}
1—2sinx

m:ome}o,g}

(:)I—QSinx:O/\xe]O,g]
& si 1/\ 6}0 ﬁ}
sinz == Ax —
2 2

N T
T = —
6

=

7| nd. +
f | nd. —

MR
|
I
—_

Pelo que se conclui que o grafico de f tem a concavidade vol-

tada pora cima em |0, f] e tem a concavidade voltada para

baixo em [W q
6’21

O gréfico de f tem um ponto de inflexdo de abcissa = = %

Pergunta 14

Considere-se a equagéo.

2In%*(2z4+3) —In(2) =3 +1In <x + g)

Tem-se que:

DE:{xGR:2x+3>O/\x+g>O}
~|-3 +00
=|-3
Assim,
2In%(2z +3) —In(2) =3 +1In (x—l—g) ANz € Dg

3
©2In*(2r+3) =3 +1n <m+ 5) +In(2) Az € D

©2In*(22+3) =3+ In(2x +3) Az € DE
<2In(22+3)—In(2x+3)—3=0 Az€Dg

—(-1) < \/(—1)2 —4x2x(-3)
2 x 2

<In(2z+3) =
3
@(ln(2m+3):—1\/ln(2x+3)=5) Nz € Dg

@<2x+3=e*1v2x+3=e%>/\x€DE

—3e+1 e —3
v p—
% . 2

ST =

Pergunta 15

Seja f uma fungdo duas vezes diferenciavelem R e a € R~

tal que:

o f()=1lef'(1)=0

e f">0,VzeR

A fungdo f é duas vezes diferenciavel em R e por isso é con-

tinua em R.
Como [ > 0,Vx € R entdo a fungdo f’ & crescente em R.

Consequentemente, como f” é crescenteem Re f/(1) = 0,

conclui-se que f'(z) < 0,Vz < 1e f'(z) > 0,Vz > 1.

Concluindo-se que f é decrescente em ]—oco, 1] € é crescente
em [0, +oo], sendo f(1) = 1 o minimo absoluto de f em

=1 0BS:

f(@) =f(z+1)
<f(@) - flz+1) =0

Sg(z) =0

Considere-se a fungéo g, definida por:

g(x) = f(z) = flz+1)
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PROPOSTA DE RESOLUGAO

A funcdo g resulta da composicao e de operagdes sucessivas
envolvendo fungdes continuas em R e por isso, em particular,

é continua em [a, f(a)].

Tem-se que

g(a) x g (f(a))

e Comoa<Oentioa<a+1<1.

Dado que a fungdo f é decrescente em | — oo, 1|

conclui-se que
fla)> fla+1) s f(a)— fla+1) >0
e Como f(1) = 1 é o minimo absoluto da fungdo f,
entdo f(a) > 1, e porisso
1< f(a) < fla)+1
Dado que a fungéo f ¢ crescente em |1, +oo[ entdo

f(fla) < f(fla)+1)
< f(f(a) = f(fla)+1) <0

Logo, pelo Corolario do Teorema do Bolzano- Cauchy conclui-

se que:
dxg € la, f(a)[: g(zg) =0
<3z € a, f(a)]: f(xo) — f(zo+1)=0

&3rg € a, f(a)[: f(20) = f(z0 +1)

Dado que

(@) =1f(a) = fe+ 1)
=F'(@) -
=f'(@) -

flle+1)x (z+1)
fllz+1)
e que f’ & mondtona crescente e por isso injetiva, entdo

g'(x) # 0,Vz € R, pelo que, g ¢ mondtona em R, e por isso,

em particular, em ]a, f(a)[. Concluindo-se assim, que a solu-
a0 da equagdo f (x) = f (z + 1), nointervalo Ja, f(a)[ é

Unica.
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RECURSOS PARA MATEMATICA

Grupo do Facebook

Prova Modelo de Exame Nacional

Matematica A ‘
Prova 635 | Ensino Secundério | Junho 2022

Grupo

Recursos Parn Matemdtica

Duracéo da Prova: 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos. 8 Paginas

A prova inclui 12 itens, devidamente identificados no enunciado por uma moldura que os rodeia, cujas respos-
tas contribuem obrigatoriamente para a classifica¢éo final. Dos restantes 6 itens da prova, apenas contribuem
para a classificacao final os 3 itens cujas respostas obtenham melhor pontuacéo.

INSTRUCOES DE REALIZACAO

¢ Para cada resposta, identifique o item.

¢ Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

* Naio é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nio seja classificado.
* E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora gréfica.

e Apresente apenas uma resposta para cada item.

* As cotagdes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

* A prova inclui um formulério.

* Nas respostas aos itens de escolha multipla, selecione a op¢do correta. Escreva, na folha de respostas, o
numero do item e a letra que identifica a opg¢éo escolhida.

* Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificacoes
necessarias. Quando, para um resultado, néo é pedida a aproximacédo, apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:
ar (a - amplitude, em radianos, do 4ngulo ao centro; r - raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

ar?

N (a - amplitude, em radianos, do Angulo ao centro; r - raio)

Area lateral de um cone: nrg (r- raio da base; g - geratriz)

Area de uma superficie esférica: 47r? (r- raio)

1
Volume de uma piramide: 3 x Area da base x Altura

Volume de um cone: % x Area da base x Altura

4
Volume de uma esfera: gnr3 (r- raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (un)

~ . L uitup

Progressao aritmética: —
~ o 1-r"

Progressao geométrica: uj x 1
—-r

Trigonometria

sen(a+b) =senacosb +senbcosa

cos(a+b) =cosacosb —senasenb

Complexos

(peie)” = p"ein?

2/ peid = ¢ pei9+'2lk7r

(kE{O,...,n—l} e nelN)

Regras de derivacao

w+v) =u'+v
wv) =u'v+uv

(u )' u'v—uv'
v v2

(u”), =nu" 1y (neR)
(senu) =u'cosu

(cosu) = -u'senu
!

t [ —
(tgu) cos2u

(@*) =u'a*Ina (a eR*\ {1})

!

Inu) =%
(Inu)’ = —

(loggu)' = uitna (a eR*\ {1})

1 n
1im(1+—) =e (ne]N)
n
lim 222% 1
x—0 X
* -1
lim &= =1
x—0 X
1
lim —= =0
x—+00 x
ex
xl_{lgrnoox—p—+oo (peR)
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José Carlos Pereira

1. Qual dos seguintes é o termo geral de uma sucesséo crescente e convergente?

A) 2" 1 1) _1
(B) 2+n (C) (5) (D) 2 -

Paulo Conde

2. Seja (a,) uma progressdo aritmética tal que:

® az+tag=-2
* a4—ag=-8
Sabe-se que a soma de seis termos consecutivos da sucesséo (a,) é igual a 198.

Determine o primeiro destes seis termos, ou seja, o termo de menor ordem.

{Ant()nio Pedro Costa Silva}

3. Seja E, conjunto finito, o espago de resultados associado a uma certa experiéncia aleatéria e sejam A e B
dois acontecimentos A c E, B c E tais que:

Qual é o valor de P (Z\B)?

1 2 3 4
A) 5 B) 5 © 5 (D) 5

Marta Lopes

4. Na figura 1 esta a planificacdo de um dado equilibrado, com as faces numeradas.
36
Considere a experiéncia aleatéria, que consiste em lancar o dado seis

vezes consecutivas e registar, pela ordem de saida, o nimero da face
que fica voltada para cima em cada um dos langcamentos.

Quantos sfo os registos possiveis em que ndo existam numeros que 45
néio séo divisiveis por 9 registados consecutivamente? R

Figura 1

Hugo Rocha

5. Um saco nio transparente contém bolas de trés cores distintas indistinguiveis ao tato, sendo que hé4, no
saco, o mesmo numero de bolas de cada cor.

Retiram-se sucessivamente e sem reposi¢do duas bolas do saco.

Sabendo que a probabilidade de as duas bolas extraidas ndo serem da mesma cor é de 75%, quantas bolas
existiam inicialmente no saco?
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6. Considere, num referencial o.n. Oxyz:
* a superficie esférica, S, definida por

(x—1)%+(y+3)%+(2-2)%=5; z

* o plano a, definido por x —y+2z-9=0;

* aretar, definida por

|
J

(x,5,2) =(0,-1,2) + £ (1,-1,2) ,k € R.

6.1. Seja C o centro da superficie esférica S e sejam P e
@ os pontos de intersecéo da reta r com a superficie
esférica S. é»y

Anabela Matoso

(
L

Sendo 6 a amplitude, em radianos, do dngulo PCQ, %

0
qual é o valor de tg? (5)‘7

P) 11 21 3 Figura 2
A) - B) — C) — D) -
A 5 B) %5 © 50 D) 7
6.2. Determine o perimetro da circunferéncia que resulta da interse¢do do plano a com a superficie esférica

S.

7. Na figura 3 estdo representados, num referencial o.n. xOy, a circunferéncia trigonométrica e e o triAngulo
[0AB].

Sabe-se que:

* C e D sao os pontos da circunferéncia que tém a menor e a
maior ordenada, respetivamente;

* aamplitude, em radianos, do Angulo AOD é a e a do 4ngulo

O,E[);
4
0]

* os pontos A e B pertencem a circunferéncia e ao segundo e
terceiro quadrantes, respetivamente;

COB é o dobro (a €

Paulo Conde
= Y

* A(a) é a drea do triangulo [OAB], em funcéo de a. B

sen (3a)
Mostre que A (a) = —

Figura 3

8. Considere a funcdo f, de dominio R\ {0}, definida por:

2x2e* — 3xe® sex<0

fla= ln(ex+x)—3x

X

sex>0

Tozé Oliveira

8.1. Estude a fun¢éo quanto a existéncia de assintotas horizontais ao seu grafico.
8.2. Estude, no intervalo |—oo, 0[, a fun¢éo f quanto a monotonia e a existéncia de extremos relativos.
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|
J

José Carlos Pereira

(
L

9. Uma espécie de felinos foi reintroduzida numa area protegida. Os responsaveis estimam que o nimero de

felinos, em centenas, ¢ anos ap6s a reintroducgéo é dado, aproximadamente, pelo modelo:

2
F(t)=———,t=0
@ 1+3e703t’

Considere que ¢ = 0 corresponde ao inicio de 2022.

9.1. Em que ano se espera que o nimero de felinos desta espécie duplique em relacéo ao inicio de 2022?

(A) 2024 B) 2025 (C) 2026 D) 2027

9.2. Segundo este modelo, apés os primeiros cinco anos existe um instante ¢; tal que quando passa o quin-
tuplo do tempo que passou até ao instante £; o nimero de felinos desta espécie aumenta cinquenta
individuos.

Determine o instante ¢; sabendo que ele existe e é unico.
Apresente o resultado em anos e meses, com meses arredondados as unidades.

Na sua resposta deve:
® equacionar o problema;

* reproduzir o(s) grafico(s) que considerar necessario(s) para a resolucéo do problema, bem como a(s)
coordenada(s) de algum (ou alguns) ponto(s) relevante(s), arredondadas as centésimas.

—{ Anabela Matoso

10. Em C, o conjunto dos nimeros complexos, considere os complexos, ndo nulos, z e w, tais que:

Arg(z) =Argw) e lzlx|w|/=1.
Podemos afirmar que:

(A) z é o simétrico de w. (C) z é o conjugado de w.

(B) z éoinverso de w. (D) z é o simétrico do conjugado de w.

[Ant(’)nio Pedro Costa Silva}

. . . 2+1 o
11. Sejam z e w dois nimeros complexos tais que z = ew=v2e'1.

1-2i
Determine o menor valor natural de n de modo que o nimero complexo (w — 22)" x 12022 pertenca ao conjunto
definido por:

A={zeC:Re(z)=0AIm(z) <0}

12. Considera a funcéo g, de dominio R definida por g(x) = x2 + x + cosx (senx —2).

Mostre que existe pelo menos um ponto com abcissa no intervalo |-, 0] em que a reta tangente ao grafico
de g nesse ponto é paralela a bissetriz dos quadrantes impares.

[Victor Corveira]
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13. Considere a funcio g, de dominio R*, tal que a sua derivada, também de dominio R* é definida por:

1 e’ -1
Ty —
g("’—éln(em)‘ex

Mostre que o grafico de g tem exatamente um ponto de inflexéo e indique a sua abcissa.

Apresente o resultado na forma In (\/E), com k € IN.

—{ Nuno Leal Ribeiro }7

(=]
~
g
& | 14. Determine em R o conjunto solugéo da inequacéo:
R
~
S (lnx—l)x4len(x2)—2
B
[«
bl
l 15. Considere as funcédo f e g, diferenciaveis em R, e uma reta r, obliqua, tais que:
®
~
.% o f (1) =1
A * f nao tem zeros;
n
£ (Fof)m+ — 1
~ ° = —
gx)=(fof)x)+
S f (x)
\g * areta r tangente aos graficos de f e de g no ponto de abcissa 1.
w

Escreva a equacao reduzida da reta r.

Item Extra Para certos valores reais de a e de b, a funcéo f, de dominio ]—oo, 7[], definida por:

x+1

il e —x—2 <1
8 ——— sex<-—
5 x2—x-2
5
A ax+b se —1<x<0
g flx)=
E (32) +
sen(3x)+x

O ————— sel<x<nm
[=+3)
3 cos|x+—
= 2

é continua.

Qual é o valor de logg (ab)?
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As pontuagdes obtidas nas
respostas a estes 12 itens
da prova contribuem obriga-

1. 3. 4. 6.1. 6.2. 8.1. 8.2. 9.1. 9.2. 10. 12. 15. | Subtotal
toriamente para a classifica-
cao final.
Cotacéo (em pontos) 12 12 14 12 14 14 14 12 14 12 14 14 158

Cotagéo (em pontos)

3 x 14 pontos

42

Total

200
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Coordenacao
José Carlos Pereira

Paginacao
Antero Neves
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Prova Modelo n.° 6 | Grupo Recursos Para Matematica

Proposta de Resolucao

a
E o s}l}ll.[::-t—i =it
Z| L Qual dos segnintes & o termo geral de uma sucessio crescente e convergente? n -0
g 1 " 1
2 (X 2 ) 241 & 11 D) 2-—
& L | bl 5\{3[5] 2 2o = & -’ﬁemm;pgb
. w
% W d = 4P
=
b E'nﬂ=ﬂ’a=?{+—1 —)(-":"_
=1 bad Toxt
TR T
< {
FRE. i AR P SN
n(n=«L) wln)

| =
oL L o< V’nr,lrd

e
L £ MO@‘-‘IE‘.
e, . L.L) - € = é e ¢ “r‘;' = S 2w £ cms,cmla ‘k
D) L B R s e T
n *7
IRREE Sy TSI <. M e Sl ( o MeN e st
* Nt s nn«d) nln<) :

LAt « [nsl)

S ¢ 2 g B ja (24)

2. Seja (a,) uma progressao aritmética tal que:
A X
- a
b (S ’
Ald |

L]l ag+ag=-2 ,L) &
1—'] - (14—[.!8:—8

[Paule Conde |

SHabe-ge que a soma de seis termos consecutivos da sucessio (a, ) € ignal a 198, Lb
ab

e CEN LY =) - B % =

e
S oM

Determine o primeiro destes seis termos, ou seja, o termo de menor ordem.

1) &b:&}*’SE &)a6:ﬂ3+5\!l H kL Ay + p

P
‘};,bg}.h»ﬂnrm 0\3‘.0\3 cb = -1 &) m3:~‘3 e)“
Ae

lyy - a, < (v=9)e = -4 < (n3).2 = & x2a-¢ - s to
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loy @ & «(-2)eec -4 «(n9). 2 = -k x2a-¢ - aas 4ol

Sebous, fu wl&m aJous b3 M [wL ﬁ{,+q?({ta\”&ﬁﬂp{3*q“qf’lpt_ = 143
Lo TM 2 "l; + a‘PTg s b=
ke S T T 3(C‘Jr o aP*s')

Lﬂ’gr SLGT * ﬁk?*s) - 123 5 ﬂ? - a?*s’ = Gb = JP,L lo + ;.L?\—S') Ao a (=78 &)

=3 L -L
2p-t0 a(pes) -0

&) Lp- (o Jc;’.;;«%ﬂ—db - b6

= s W s 1-"%‘ @yi‘l‘i

14

0 e g oo o £ 0 4, gr £ - w0 - 23,

P8) - paasw)
. ——
3. Seja E, conjunto finito, o espago de resultados associado a uma certa experiéncia aleatdria e sejam A e B ?[ A '"3) > M
dois acontecimentos A = E, B c E tais que: P{g)
: - p(a)=2 7« s) -700e)
E (4)= 5 ¥ ?\W E] = Ay -ra o) ?[s) Il :RQ“P']
Z 1 = . T —
S * PAnB)=C o L =208 - &9 ¢ clopw)-2 e
£ 3 Lo 5
L, 1
D e M 4 L
= -
2 . 5= P o) Hro). S < ) -3 pi
2| Qualéovalorde P(AB) He) @ = IS
] ' €
- 2 2 3 4
W - ®) - © 3 o - %
R C O s I )
LB to 5
ol
s 7
4. Na figura 1 estd a planifieacao de um dado equilibradoe, com as U'n. "5(5[" ‘E’Q
faces numeradas, 36
Considere a experiéncia aleatdria, que consiste em lancar o 518 8 M 4y 36
dado seis vezes consecutivas e registar, pela ordem de saida, 5 15 |18 | 27
o mimero da face que fica voltada para cima em cada um dos . IIoL.O k l—b el
langamentos. 15 o n= hests el
Quantos sio os registos possiveis em que o0s nimeros que nao = G'ﬁ
sao divisiveis por 9, ndo estao registados consecutivamente? Fi £
igura 1
0s Oy wa fVioige pe 1 % 5 e LF
Poste  psiveer jus ks b enyncmdo
A 13 1% s 23 45 e - v exmlu nowan wi fusies  pd g
£ o.o®os 3% 3% 3% 3 = 55 exwle v nhwowr wE Ausiel pu g
3) NS A TR T KT 18 ~ Ceslow b ni & ovisiees peg o, e o
mwk\z w&\)—iﬂ-
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5. Um saco nao transparente contém bolas de trés cores distintas indistinguiveis ao tato, sendo que ha, no
saeo, o mesmo nimero de bolas de eada cor.
Retiram-se sucessivamente e sem reposicio duas bolas do saco.
Sabendo que a probabilidade de as duas bolas extraidas nfo serem da mesma cor & de 75%, quantas bolas
existiam inicialmente no saco?

—| Hugo Rocha

%non;&w&eﬁﬁm&&. NDLL&;,: an bolp

N an(3n-1) - mﬁj_

My el le
3 i < il -
neb: Guate N ¢ 6a® LM W | S e MR sy 1 o AW
i n Vi o Vo n o
A
o z
2 sgwalegh
Yodet 6wt Y T A E owlan-1) & N. 2N =035 &
3plan- ]
£ —93N=-93F5 & n- .°__"H & N=3
0‘7_5- ¢
He hA bhy bc cada
o

o Eslewa i\umaﬂwwl& Mo Soco NMoVT h'JW'

Outra resolucao:

5. Um sacoe nao transparente contém holaz de trés eores distintas indistinguiveis ao tato, sendo que hd, no
saco, 0 mesmo niumero de bolas de cada cor.
Retiram-se sucessivamente e sem reposigio duas bolas do saco.
Sabendo que a probabilidade de as duas bolas extraidas nao serem da mesma cor é de 75%, quantas bolas

existiam inicialmente no saca?

Hugo Rocha

T s B o o) o o P(ass Bt o o)

o%s

e

nept 3 (3“ '*)

It
[~
[
wy

o A o g werme e )
nek  3x 0(n-y)
galn ) Ly ;

arlan-) i

o Yln-t) = In- & bn-UW=30-1 &5 n=3

&)

. Bshko ne mh&%&@ﬂaﬁoﬂ[ o e, el ne e rove blw
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6. Considere, num referencial o.n. Oxyz: 6.!
= g superficie esférica, S, definida por
A — =3
u_l}zf{'+3jz+[._2]3:5; . e t-3 J-) 2z ., b=Pr - Cp cCca@
g v
* o plano ¢, definido por x=y+2-9=0;
* aretar, definida por
g cQF
2 (x,¥.2)=(0,-1,2) +&[1,~-1,2) ,k€R.
= K
K1 6.1. Seja C o centro da superficie esférica S e sejam P e .
3_ @ os pontos de intersecio da reta r com a superficie T A |
g esférica 8. T £ -y
= . _ g Vo lake e - e (bt 532) -
Sendo & a amplitude, em radianos, do dngule PCQ, X
L6
qual é o valor de tgz[a]'.’ & —-
= . CQ
2 11 21 q Figllt‘a Z D ——
@ - B ©g5 O 1182 [ L&Y
6.2. Determine o perimetro da circunferéncia que resulta da intersecao do plano a com a superficie esférica
S,

l) Deltcnion w omdenchr & P e fe &

O ok gtnweo g & ¢ (f, e sl KcR . Shilade na ojees de S

Wt [K-l)lAt-l- K« !);-b [ifﬂl‘*—#’)z =5 =) U(--. L)LA l;b—i‘—); + (ll‘)z > 5 )

CARSEN e M TP G | S S

@y Bt G s [ERLRY) lma e G 1 R o e R S
% koo, ada Plo - 2) | o Koo, ak &[4 11, 2020) v s &1, 24)

2 ool A{=32) 2 Lva o) o (bl it s 5 T

el T (L—-‘n’*)- (ts2) & Lot .L) - Nc&hk = ‘E,‘L“z « ¥ -z

éb.ck - b=k 2.0)-(0,4,2) = 2 ¢« 2 x0 -2

2 G o b, b &) 2 B L. 2 S b |5 Eala wui“pl«{ F&ua; 0 o
T
S Vs g D Guins

_‘(2) 1.15928
o Ccos’'|—™ |
e - 2B 5 |
m: & = T gl- |
) s (1.1592794807274 2 0.428571 §
L s 2 |
£ SREREE ~ammaE ) |
P e o] e * 3 0.428571 |

\o 1w —_

7 R:D |
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7. Na figura 3 estao representados, num referencial o.n. 202y, a circunferéncia trigonométrica e e o triangulo

|0AB].
R
Sabe-ze que:
e D sao os pontos da circunferéncia que tém a menor e a A 2 /
" Le ] J CIrCur e 11 i )
T o I‘)
maior ordenada, respetivamente; ~ "BVU""? i ) %L =
' B\
'§ * aamplitude, em radianos, do dngulo AOD é a e a do Angulo
8 1 T - = =
E COB é o dobro [HE !ﬂ %” ol Rt L@Guyﬂa [DH‘J} L Isusaﬂﬂa
E ) L0 x
= ps pontos A e B pertencem & circunferéneis & ao sepundo e et A
terceiro quadrantes, respetivamente; ? 1 L AB =T - ot~ Aot
* A(a)e aarea do tridngulo [JAB], em fungao de a. B - = 32
son(3a) #
“J
A A
Mostre que A{a)= 3 L kB = 0BA = F
Figura 3

B cF-m-T o B -2

Sl Y E nh - S
SussiBRL £
wp. W o B mp
1
A BD
A3 x 6b 25D « o St 3)
‘A'LNED i 2 = ; i %_ .Z&l’f'iw.? T %,%LAF;) T 7

‘%Lu{l?) 3@ T g? :f_ Pl )

8. Conzidere a fun¢ao [, de dominio [{ {D}, definida por:

2x?et — BreT sex<(

re= In(e® +x)-3x

x

sex>0

8.1, Estude a funcao quanto i existéneia de assintotas horizontais ao seu grafico.
8.2, Estude, no intervalo ]—co. 0[, a funcao [ guanto 4 monetonia e & existéncia de extremos relativos.

— Tozé Oliveira
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9. Uma espécie de felinos foi reintroduzida numa drea protegida, Os responsdveis estimam que o namero de a1 ﬂt) = & F{"’)
felinos, em centenas, t anos apds a reintroducdo € dade, aproximadamente, pelo modelo: 13
. a , he Je flivos no
)= —Y—mp ¥
143008 L
= Mo do 2022
Considere que ¢ = 0 corresponde ao inicio de 2022
8 ' 9.1. Em que ano se espera que o niimero de felinos desta espécie duplique em relagéio ao infeio de 20227 T’L") g o =5 ]
: S e
& (&) 2024 (B) 2025 (©) 2026 ) 2027 R S e a RN
o
5 9.2, Segundo este modelo, apos os primeiros cineo anos existe um instante ¢, tal que quando passa o quin- pe b i
2 tuplo do tempo que passou até ao instante f; o numero de felinos desta espécie aumenta cinquenta 1+ 3¢ il 3
=] individuos.
Determine o instante £y sabendo que ele existe e € unico.
Apresente o resultado em anos e meses, com meses arredondados &s unidades. FU{) - & FLD) =]
Na sua resposta deve:
* equacionar o problema: 5] a ,{— 1 P
* reproduzir o(s) grifico(s) que considerar necessario(s) para a resolucio do problema, bem como a(s) 1 3 -03% /? ¥
coordenadais) de algum (ou alguns) ponto(s) relevante(s), arredondadas as centésimas. % =
—ok 0% -0,3% 1
w( L
L 2. 1% 3e By e e e . _og.-k.:h(ig) - {T‘lL .
S -03
&) bx>Ek

L-o i Moo do 2012
bt o, IWes & 2013
k=9 4 1en d2 26y
2 mice $ 2s2s

e = ERger = Dum)rz 0 ane fe 2Zo2h

b=k, Wee f o2

ST IR, Ml o L-i o n & T, € &l pu Fly)

,?&ﬁho%l“lﬂo&olﬂupwwnﬁk booee 2 sy, 0 on s (G aewalou Tm

b
hesle l\-'\"?‘al-f. o w- do ‘E&‘hm) moe. aulne

£ Mﬂ . F[‘T};L)
NLcniu a0 w Be fdine mo NH&LI , 0wz msol L s FHE) + 0,5
\
Ask) - Flw) co5

v Pedede w2 by L-Q e FlsE) - FlE) « o5 (4, € a =luce Salo a.Jua@w)
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o Rdede 2 bys LR e BleE) - P cos (4 € a oluce b z}m@n)
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HU}
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4. Rve32 &4

L
10. Em (", o conjunto dos nimeros complexos, considere os complexos, nao nulos, z e w, tais que: S@F = IE{& &
5]
21 Arglz)=Arglw) e lzlxlwl=1 - 1 )
= ) loge % = e |
-3 Podemos afirmar que:
q' (A) z 6o simétrico de w. (C) z ¢ o conjugado de w. L au—g{"mgﬂ
e (B) z ¢ oinverso de w. (D) € o simétrico do conjugado de w. pge w
(o) il-e)
Crne \%Ig[ﬁl;l@)[u\;l,m fre \N:'lvu'.le,L - d e > € o Mo de &
< i '
_uﬂ) u
i f,',) -
; 3 < o -o) il-¢
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[ o7t _lelo z
2 L = & L =-1
| . R ) . D4 — N S — =
=11, Sejam z e w dois ndmeros complexos tais que 2 = arel i VZ3e's, L =
= =
:U: Determine o menor valor natural de n de modo que o nimero complexo [w - 22)" %i*™ pertenca ao conjunto
|5 definido por: 24l {4 X
£ = : ot f ——
= ] — ]nu.le luagi uive weAc ke . ’ i PREET!
g A=lze( :Reff]‘:ﬂalmtz)c()} e
E Tt IS
| M NG e odethbe vt alt
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T eaw, KeZ 1= e)
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AP w 20 4 S
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2B ii;) o
2 &~
e - 5
 1el? p 5 e (a
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= L\FLL e
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o 20 Lt i wew® » wpolt s - T o G 540
_1_' ! i ?O Yy = (\ri) Z . B
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a7
2 112. Considera a fungéo g, de dominio IR definida por g(x)= % +x +cosx (senx—2). 7 &-‘*‘f'&( ng Miﬂ
-E Mostre que existe pelo menos um ponto com abeissa no intervalo |-, 0] em que a _ ao grafico
5 de g nesse ponto & [ABRIEN A
= \y {3 =X
I o wormo !
bedi vt Bec}ive Lﬁua.Q ak

s e 7 ?w;)ﬂ-ﬂb‘:t MU;LM fue } CG]-TtoL : ﬂ'lc) =1

0 ‘?)k“) S Fex 4 ewi(saux_x)) = 2 4 o« (n) (smt-2) + E'}-a'xtm‘f.-ﬂ-)‘ 5
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: ojL-«] soaTeledam(x) cem21) - _20 clecdeo xl = 2o AT o 3'[4’) “t
s !

?;La) = 2dxo <1 % 3’?&.@ +Cyle) = L = ﬁ‘u\ 21
o i

2 Ceog oo Gl m Tomo] o e gl <t eqe), pdo loan fo Blywo - Cudiy

3 cedro ilc),i . et fe ?n\mﬂo o fe = ?\mlﬂaﬂm

\
_l _— N - i . - i lln[u,j) w
=|13. Considere a funcio g, de dominio 17, tal que a sua derivada, também de dominio IR™ & definida por: T
z . 2
= g Lol =)
E 3”’—2]“[9__;1,1] 4 el |
= ES s GRS { :
E Mostre gque o grafico de g tem exatamente um ponto de inflexao e indigue a sua abeissa. 21 ) i e ") Lﬂ - 0 H LE' -l){t‘l *(‘l
_T_ Apresente o resultado na forma In [\/F]‘ com k€N, Ul ({1'¢L}2’
e‘ { ‘ L SE L L ]
{ L = Ly e
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14, Determine em [} o conjunto solucio da inequacho: gy

(lnx—1)=x4*=1In (,1:2] -2

. Nel Jewiws D, o

| José Carlos Pereira
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P
_15. Considere as funchs f e g, diferencidveis em IR, e uma reta r, obliqua, tais que: /
1

s =1 = Ul iﬂﬂ rU{l) & R 5‘“ =) Q,of/)[\} ,,-a.n £ = :“.&L‘]) + j?[ _/ = &L) =3

* f nao tem zeros;
L gel s gk &ux
]

. g(a:):[fo.l‘]fxn-m— ftﬂ — Deaede ¥

! {
* aretar tangente aos grificos de f e de g no ponto de abcissa 1. = MK = -f«ll} & ‘3 U.)

Tewnede de &u-pa;lrf
Lon) ) = £ ) W'y

4058 Garliy Pereiis:

Escreva a equagao reduzida da reta r.

o

\ ( ( { T’""‘ 1
@) W) e e [AY o s ) oy o e dw
v gt k € k@) t ) BRI 07 Lamie

= flif—w)). frli) = _i'll_l}._;_ *> (??(x))‘ ey f'u)
) 1
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Item Extra Para certos valores reais de g e de b, a fungao [, de domimo |—oc. b3 ], definida por:

Py i & LR £ Gnlinve su A1s -4
Bt rd_x-2
<o
E oxr+b e —l=x=0 %
B fix)
a o Juo By = o | b = &
] n A= o L SN —_—
= L'ﬂ:||..T+ _)) T - Lkl
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RECURSOS PARA MATEMATICA

Grupo do Facebook

Prova Modelo de Exame Nacional

Matematica A ‘
Prova 635 | Ensino Secundério | Junho 2023

Grupo

Recursos Parn Matemdtica

Duracéo da Prova: 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos. 8 Paginas

A prova inclui 12 itens, devidamente identificados no enunciado com * ao lado no nimero item, cujas respos-
tas contribuem obrigatoriamente para a classifica¢éo final. Dos restantes 6 itens da prova, apenas contribuem
para a classificacao final os 3 itens cujas respostas obtenham melhor pontuacao.

INSTRUCOES DE REALIZACAO

¢ Para cada resposta, identifique o item.

¢ Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

* Naio é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nio seja classificado.
* E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora gréfica.

e Apresente apenas uma resposta para cada item.

* As cotagdes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

* A prova inclui um formulério.

* Nas respostas aos itens de escolha multipla, selecione a op¢do correta. Escreva, na folha de respostas, o
numero do item e a letra que identifica a opg¢éo escolhida.

* Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificacoes
necessarias. Quando, para um resultado, néo é pedida a aproximacédo, apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:
ar (a - amplitude, em radianos, do 4ngulo ao centro; r - raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

ar?

N (a - amplitude, em radianos, do Angulo ao centro; r - raio)

Area lateral de um cone: nrg (r- raio da base; g - geratriz)

Area de uma superficie esférica: 47r? (r- raio)

1
Volume de uma piramide: 3 x Area da base x Altura

Volume de um cone: % x Area da base x Altura

4
Volume de uma esfera: gnr3 (r- raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (un)

~ . L uitup

Progressao aritmética: —
~ o 1-r"

Progressao geométrica: uj x 1
—-r

Trigonometria

sen(a+b) =senacosb +senbcosa

cos(a+b) =cosacosb —senasenb

Complexos

(peie)” = p"ein?

2/ peid = ¢ pei9+'2lk7r

(kE{O,...,n—l} e nelN)

Regras de derivacao

w+v) =u'+v
wv) =u'v+uv

(u )' u'v—uv'
v v2

(u”), =nu" 1y (neR)
(senu) =u'cosu

(cosu) = -u'senu
!

t [ —
(tgu) cos2u

(@*) =u'a*Ina (a eR*\ {1})

!

Inu) =%
(Inu)’ = —

(loggu)' = uitna (a eR*\ {1})

1 n
1im(1+—) =e (ne]N)
n
lim 222% 1
x—0 X
* -1
lim &= =1
x—0 X
1
lim —= =0
x—+00 x
ex
xl_{lgrnoox—p—+oo (peR)
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L (_1)n+1
£ x1. E dadauma sucessio (b,), definida por b, = P
5] n
> ,
6 E possivel concluir que 0,00125:
Q
E (A) néo é termo de (b,); (B) é termo de ordem 199;
p%. (C) é termo de ordem 200; (D) é termo de ordem 201;

2. Considerem-se (un) e (vn), progressdes aritmética e geométrica, respetivamente, com a mesma razéo e
primeiro termo igual a 2.

5
Sabendo que a diferenca entre ug e vsg é > calcule a soma de todos os termos de (vn)

)
=]
-5
~
=
[
(]
=]
—
(]
T

*x 3. Considere a familia de fun¢des quadraticas definidas em R por:

f(x)zoc2 —2xcos(a)+1-sen(a), ae

o,f].
2

Determine, analiticamente, os valores de a para os quais os graficos das fun¢des desta familia sdo tangentes
ao eixo das abcissas.

—{ Manuel Oliveira }7

*x 4.1. Considere o lancamento de dez dados cdbicos equilibrados, todos de cores diferentes e com as faces
numeradas de 1 a 6. A soma dos valores obtidos nos dez dados foi de 16 pontos. Em quantos desses
lancamentos ocorre exatamente uma face com o niimero 4?

Uma resposta a este problema é

10 x (1108 - 9)

Numa pequena composicdo justifique esta resposta.

José Gomes

4.2. Seja (E,P (E) ,P) um espaco de probabilidade e A, B € P (E) dois acontecimentos possiveis.

Sabe-se que:
- P(A|B)=P(B)
* P|(AnB)|(AuB)|=
* P(A)=4P(B)-1
Qual é o valor de P (B)?

1
5
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Paulo Conde

José Gomes

5. Na figura 1 estéo representados, num referencial ortonormado Oxyz,
o prisma quadrangular regular [ABCDEFGH]| e a reta r. Sabe-se
que:

* 5.1.

5.2.

* 5.3.

% 6. Durante o por e o nascer do Sol, o Sol aparenta estar numa posi¢ao que
ndo corresponde a realidade. Esta discrepancia deve-se a mudanca
da direcdo de propagacdo da luz quando esta muda do vacuo para a
atmosfera e entre as diferentes camadas da atmosfera.

Assumindo um modelo simplista de que a atmosfera é constituida por
uma tnica camada de densidade constante, é possivel explicar este
desvio através da formula:

sendo n o indice de refracdo da atmosfera, R o raio do planeta, & a

* os pontos A e B tém coordenadas (3,5,3) e (—3,3,6), respetiva-
mente;

* uma equacdo vetorial da reta r, que contém o ponto E, é:

(x,,2) = (4,6,-9) +k(-7,-10,-6), k€ R
Sejam a um plano que passa no ponto A e % (1,2,1) um vetor
paralelo a a. A reta r é paralela ao plano a.

As coordenadas do ponto de intersec¢éo do plano a com o eixo Oy
sao:

) (0,2,0) B) (0,1,0) (©) (0,-1,0) (D) (0,-2,0) Figura 1
Escolhendo, simultaneamente e ao acaso, trés dos oito vértices do prisma, qual é a probabilidade do

plano definido por esses trés pontos conter a reta AE? Apresente o resultado na forma de fragéo
irredutivel.

Determine o volume do prisma quadrangular regular  ABCDEFGH].

do Sol

Sol

R R
5= —p(nxf) -1 =
sen (R+h) sen R+h

espessura da atmosfera e § a amplitude do desvio. Figura 2

* 6.1.

* 6.2.

Aplicando este modelo simplista na Terra, ou seja, considerando que a atmosfera da Terra é constituida
por uma unica camada de indice de refracdo 1,0003 e que a espessura dessa atmosfera é 320 vezes
menor que o seu raio.

A amplitude do desvio, em graus e aproximado as centésimas, é:
A) 0,20° (B) 0,22° (C) 0,2¢4° D) 0,26°

Considera-se que os planetas TOI 700 d e Teegarden b tém atmosferas constituidas por uma tnica
camada de indice de refracdo 1,0003. Estima-se que o raio de TOI 700 d é 12% maior que o raio de
Teegarden b.

Seja k& > 100 o quociente entre o raio e a espessura da atmosfera do planeta Teegarden b. Verifica-se
que, em comparagio com Teegarden b, se a espessura da atmosfera de TOI 700 d é 5% inferior, entao a
amplitude do desvio aumenta 9,2%.

Utilizando as capacidades graficas da sua calculadora, determine o valor de .
Na sua resposta deve:

® equacionar o problema;

* reproduzir o(s) grafico(s) que considerar necessario(s) para a resolucdo do problema bem como a(s)
coordenada(s) de algum (ou alguns) ponto(s) relevante(s);

¢ indicar o valor de £ arredondado as unidades.

Sugestao: na equacgio do problema, colocar um dos membros a zero.
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Vasco Coelho

4{ Frederico Costa }7

Hugo Rocha 4{ José Carlos Pereira }7

7. Determine o conjunto dos nimeros reais que séo soluc¢des da inequacgéo

(x—e)logV-x+1 < In(e™*)log(1-x)

Apresente a resposta usando a notacéo de intervalos de nimeros reais.

* 8. Sejam f e g duas funcdes diferencidveis, definidas no intervalo [-a, a|, com a > 0.
Sabemos que:
* f é impar;
e gépare g(—a)=0.

Mostra, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que existe pelo menos um valor de x no intervalo [—a, a|
em que [ (x) = g(x).

*x 9. Considere a funcio f, de dominio R, definida por f (x) = (x —2) e~%25%,

Sejam:

* A o ponto de intersecdo do grafico de f com o eixo das abcissas;
* B um ponto mével no grafico de f com abcissa maior que 2;

¢ C o ponto sobre o eixo das abcissas com a mesma abcissa do ponto B.

Considere g, a funcéo que a cada abcissa do ponto B faz corresponder a drea do tridngulo [ABC].

Determine, por processos analiticos, a abcissa do ponto B para a qual é maxima a érea do tridngulo [ABC].

*x 10. Na figura 3 esta representado, no plano complexo, um enedgono regular inscrito numa circunferéncia cen-
trada na origem.

Im(z)
O ponto P pertence a circunferéncia e é a imagem geométrica do A
numero complexo z =4 + 3i. p
A e B sao vértices do poligono e A pertence ao eixo imaginario.
Qual é o numero complexo cuja imagem geométrica é o ponto B? 0 Ro )
z
(A) 5ei T (B) 5el ¥
(©) 6! T (D) 6!
B
Figura 3

11. Considere C, o conjunto dos nimeros complexos. Sejam z € C, w e C e 6 € R tais que

0

zel? + wei(_e) =2cos0 +3senf

Determine, na forma algébrica, dois niimeros complexos z e w que verifiquem a equacéo para todo o 6 € R.
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12. Seja f a funcgio definida em R por:

esen(nx) -1

sex<0
X

fx)= Ink sex=0, keR*

In(e*-1) sex>0

* 12.1. Sabendo que li%li f(x)=£(0), qual é o valor de k£?
P

(A) Inn B) e ©C) n D) ™

12.2. Determine as equacgoes das assintotas ao grafico de f.

4{ Nuno Leal Ribeiro

*x 13. Seja f uma fungéo duas vezes derivavel em R tal que:

* areta de equacdo y = —3x + 3 é tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 0;

® o grafico de f tem um ponto de inflexdo no ponto de abcissa 0.

2
?

Qual é o valor de lim (f (x))2 F2 @+ (f’(x))

x—0 x2

% José Carlos Pereira k

Prova modelo n.® 7 Grupo Recursos para Matematica Pagina 6 de 8


https://www.facebook.com/groups/recursosparamatematica

As pontuagdes obtidas nas
respostas a estes 12 itens
da prova contribuem obriga-

1. 3. 4.1 5.1. 5.3. 6.1. 6.2. 8. 9. 10. 12.1. 13. | Subtotal
toriamente para a classifica-
cao final.
Cotacéo (em pontos) 12 12 14 12 14 12 14 14 14 12 12 14 158

Cotagéo (em pontos)

3 x 14 pontos

42

Total

200
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Coordenacao
José Carlos Pereira

Paginacao
Antero Neves
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1. Podemos escrever a sucessdo como:

1
— se n é impar
4n

—— senépar
4n

Uma vez que 0,001 25 é positivo, usamos o ramo dos
termos de ordem impar para construir a equacgao:

1 1 1
— =0,00125 — = — & n =200
4n 4n 800
no entanto, 200 é um nimero par, logo esta igualdade

néo é verificada e concluimos que 0,00125 n&o é termo
de (b,).

Com a ajuda da calculadora podemos também verifi-
car rapidamente se a sucessao toma o valor indicado
para alguma das ordens que constam nas opgoes:

b(199.) 0.001256281407
b(200.) -0.00125
b(201.) 0.001243781095

Figura 1: Usando a calculadora TI-nspire CX II-T

Grafico Takela

Sequéncias

Ajustar o +dintervalo

n up
199  0.0@1256281
200 -0.088125

201 0.081243781

Figura 2: Usando a calculadora NUMWORKS

2. Uma vez que (u,) é uma progressdo aritmética,

up=up+r(n—~k)
e como (v,) é uma progressio geométrica,

Up =vp xR

Sabemos que u; = v; =2 e que a razéo é igual nas
duas progressoes.

Também nos é dito que

ug—vg = E
Logo,

ug—vg=
3 3 u3:u1+rB—1):2+2r

3-1 2
V3 =U1Xr =2r
©2+2r—2r2=

N|OT D] Ot

o4r2 —4r+1=0
4+1/42 - 4x4x1 4+0
r= =
1 2x4 8

= r=—
2

Assim, a soma dos n primeiros termos de (v,) é dada

por:
ln
1-(3) 1\"
Sp=2x——2—=4[1-|=
1-1 2

Como queremos a soma de todos os termos, vamos de-
terminar este valor quando n — +oo:

n
limS,,=lim 4(1— (%) )
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3. Sendo f uma funcio quadratica, a sua representacio
grafica traduz-se numa parabola. Se o objetivo é que
esta seja tangente ao eixo das abcissas, entdo s6 po-
dera ter um zero e, nestas condigoes, A = b2 —4ac=0.

Temos entéo:

1 %2 —2cos(a) x+ 1—sen(a) =0
b C

e queremos:

[—2cos(a))2 —4x1x(1-sen(a))=0
odcosZ(a)+4sen(a)—4=0

4

ocos?(a)+sen(a)—1=0 >
=3 —sen2(a)+sen(a)— 1=0 > costa =1 -senta
<—sen?(a)+sen(a)=0
<—sen(a)(sen(a)—1)=0
<—-sen(a)=0 VvV

sen(a)—1=0

osen(a)=0 Vv sen(a)=1

ca=kir V a:g+2k2n, ki kycZ

, as unicas solucdes obtém-se quando

Como a € [0, z
2

k1=Fko=0 e sdo:

=0 v «x=

4.1. Comecemos por imaginar o lancamento dos dez dados
em que temos exatamente um dado com o nimero 4

R EH | R N R R K5 I R

Nota-se imediatamente que esta ndo é uma das situ-
acdes que procuramos pois ndo verifica a restricdo a
soma de pontos que nos é imposta (16 pontos).
Também percebemos que o nimero 4, que queremos
que saia apenas uma vez, pode sair em qualquer um
dos 10 dados.

Para cada uma dessas posi¢oes do nimero 4 temos
depois de considerar que ha ainda nove dados pelos
quais tém de ser distribuidos apenas 12 pontos.
Pensemos entdo nesses 12 pontos como elementos se-
parados:

gjojoooinoinnioioin

Se entre estes colocarmos 8 separacgdes, podemos
“criar” nove dados cuja pontuagio é a soma de cada

grupo criado e que, todos juntos, totalizam 12 pontos.
Por exemplo:

BBE]E]E]BE]@E]BE]E]

—— ———— ' —— ———— ——

E © 00600 8 O

O conjunto dos dez dados ficava:

HHHOOLBEHEL

4+1+1+3+1+1+1+1+2+1=16

Temos onze espacgos entre os 12 pontos individuais.
Destes vamos escolher oito para colocar as oito sepa-
ragdes e dessa forma criarmos os nove dados. Temos
Ly formas de o fazer.

Ha, no entanto, separagdes que nao nos importam,
como aquela que se apresenta de seguida:

EIEIE]EIE]E]E]E]E]E]E]E]

OE B B0EEEE

poque apresenta outro dado com o nimero 4. Esse
conjunto pode corresponder a qualquer um dos nove
dados e por isso precisamos de retirar estas possibili-
dades as combinagdes que calculamos antes.

Assim, uma resposta possivel é 10 x (1108 - 9).

4.2. Com A e B acontecimentos possiveis, temos

_p() » DW0B)_

P (A|B) 30

& P(anB)=(P (B))2 (%)

Sabemos também que

P[(AnB)\(AUB)]z%
P|(AnB)n(AUB)| 4
P(AUB) %\ Como AnB < AUB entdo
P(anE) 1 (AnB)n(AUB)=AnB
@ P(AUB) 5
® 5P (ANnB)=1P (AUB)
o 5P(AnB)=P(A)+P(B)-P(ANnB)
- 6P (ANB)=P (A)+P(B)
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Usando (%) e o facto de P (A) = 4P (B) — 1, que encon-
tramos no terceiro ponto do enunciado, sai

6(P(B))2—5P(B)+1=0

5+v25-4-6-1
QP(B):—Z-G
5+1

logo
P(AuB)=1+2-2-254
2 4 4
o que é impossivel.
. SeP(B)z%,vem que
1 1
P(AnB)==eP(A)==
(AnB)=5 e P(4) =3
logo
P(AUB)=1+1—1:§
3 3 9 9

5
como 0 < 3 <1, este caso € possivel.

1
Concluimos assim que P (B) = 3

5.1. Queremos encontrar o ponto com coordenadas do tipo
(0,y,0) e que pertence ao plano a.

Seja 7i (a,b,¢) um vetor normal ao plano a.

Sabemos que o vetor # e o vetor diretor da reta r,
(=7,-10,-6) sdo paralelos ao plano, logo sdo perpen-
diculares ao vetor 7. Estes dois vetores também néo
séo colineares pois as coordenadas homélogas néo sdo
diretamente proporcionais:

-7 -10 -6
1 2 1

Assim, podemos recorrer a estes vetores para deter-
minarmos um possivel 7.

{(1,2,1)-(a,b,c) =0

(-7,-10,-6)-(a,b,c) =0

a+2b+c=0
—T7a—-10b-6¢=0

a=-2b-c a=2b
o o
14b+7¢-10b-6¢ =0 c=-4b

Logo

7i = (2b,b,~4b)

e, se b=1entdo 7i(2,1,-4).

Ficamos com

2x+y—-4z+d =0

e, como sabemos que o ponto A(3,5,3) pertence ao
plano a:

2x34+5-4x3+d=0ed=1

Sai que:

a:2x+y—4z+1=0

Para encontrarmos a ordenada do ponto que quere-
mos, basta anular a abcissa e a cota, ficando:

2x04+y—-4x0+1=00y=-1

O ponto pretendido é (0,—1,0).

Com auxilio da calculadora

Com a calculadora, podemos determinar o produto ex-
terno! para obtermos um vetor normal ao plano:

[2 1 -4]

crossP([-7 -10 -6)[1 2 1]

Figura 3: Usando a calculadora TI-nspire CX II-T.

menu, 7, C, 2.

IEste contetido ndo esta contemplado nas aprendizagens essenciais e, por isso, ndo pode ser usado em questes de desenvolvimento.
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cross([-7 -10 -6],[1 2 1])
[21-4]

Figura 4: Usando a calculadora NUMWORKS.

Caixa de ferramentas, Matrizes e Vetores, Vetores, cross(U,V)

Embora o resultado nfo seja exatamente igual, o ve-
tor que obtemos por este método € colinear com o que
se determinou analiticamente.

5.2. Seja p a probabilidade pedida. Vamos determinar o
valor de p recorrendo a regra de Laplace.

No que diz respeito a casos possiveis, temos apenas
de calcular o nimero de formas que temos de escolher
trés pontos a partir dos oito disponiveis: 8Cs.

Para calcular o nimero de casos favoraveis, obser-
vando a figura, podemos concluir que sera necessa-
rio escolher trés vértices que pertengam simultanea-
mente & face [ABFE] ou a face [ADHE] ou entdo a
[ACGE].

o que corresponde a *Cs x 3.

Logo

_YC3x3 12 3

8, 56 14

5.3. A férmula de célculo do volume do prisma é:

V = Aypase x altura

A base é um quadrado visto o prisma ser quadrangu-
lar regular, entéo:

—2
AlaBcp)=AB

S 2
AB = \/(3-(—3)) +(5-3)%+(3-6)%=7
LOgO, A[ABCD] =49.
A altura do prisma é AE e, para a calcular, vamos pri-

meiro determinar as coordenadas de E tendo em conta
que é o ponto que pertence a reta r e ao plano ADH.

O plano ADH tem AB = (-6,-2,3) como um vetor
normal, logo a equacdo sera do tipo:

—6x—2y+3z+d=0
e, usando o ponto A, temos:
—-6x3-2x5+3x3+d=0d=19
Entdo, ADH tem equacéo:

—6x—2y+32+19=0

O ponto genérico da reta r, que designaremos por P,
tem coordenadas da forma:

(4-7k,6-10k, -9-6k), kR
Vamos usar as coordenadas deste ponto para substi-

tuir x, y e z na equacao do plano e encontrar % € R tal
que:

—6(4—Tk)—2(6—10k)+3(-9—6k)+19=0

Sai que
—24+42k - 12+20k -27-18k+19=0

<44k -44=0
ok=1

Em alternativa. . .

Podiamos procurar o ponto da reta r que verifica a con-
dicdo

AB-AP =0
Tendo em conta que

AP=P-A=(1-Tk,1-10k, -12-6k)

queremos & € IR de modo que

(-6,-2,3)- (1= Tk, 1-10k, ~12-6k) =0
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6.1.

©—6+42k-2+10k-36-18k =0
©44k -44=0

ok=1

Para obtermos o ponto E e o vetor AE basta fazer k = 1
em:

P(4-7Tk,6-10k, -9—-6k), ke R

AP (1-7Tk,1-10k, —12 - 6F)
respetivamente.

Sai que E (—3,-4,-15) e AE (~6,-9,-18).

|AE] =AE =/ (-6)? + (-9)% + (-18)> =21

Logo,

ViaBcpErGH] =49 X 21 =1029u.v.

Na expressao dada:

R R
s=sen | X8| _gen?
sen (R+h) N\ R+n

fazemos
n=1,0003
e
R
h=—
320
e ficamos com:
1,0003 xR R
d=sen! —; —sen~!
R+ 390 R+ 390
3 _1| 1,0003 xR B -1
=sen — | sen — 1

Usando a calculadora, com o cuidado de verificarmos
se os resultados devolvidos vém em graus, temos:

320 320
0.222724564991

Figura 5: Usando a calculadora TI-nspire CX II-T.

1.0003 _ 1
——— |-arcsin 1

+—
320
0222724565

arcsin

1 1

+—
320

Figura 6: Usando a calculadora NUMWORKS.

Podiamos fazer também a representacédo de uma fun-
cao

N
X+ 355 x+

fl(x)=sen! (M) —sen”! ( xR )

320

‘l 1.1
¥

f 1. x | I - |
f1 (x) =sin" —sin™
x X
xt— r—
320 320
(3.65,0.223)

) X
-0i53 19,31

Figura 7: Usando a calculadora TI-nspire CX II-T.

E, depois de verificarmos que é constante, escolhiamos

a opcao correta.
Opcéo: (B)
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6.2. Nesta questido temos dois planetas. Vamos considerar

que:

e TOI 700 d tem: indice de refracéo ni, raio Rj e
espessura da atmosfera h1;

* Teegarden b tem: indice de refracéo ng, raio Rs e
espessura da atmosfera hs.

Dizem-nos que:

n1=ng= 1,0003

R1=1,12R,
e ainda que:
R,
k=—, k>100
ho’

Podemos mudar ligeiramente a expressido da ampli-
tude do desvio:

R R
6=sen! nx )—sen‘l( )

R+h R+h
=gsen~! & S R
h(%+1) h(%+1)

R, R
=sen~! Rh —sen~! 7 h
F+1 F+1

E assim, para o planeta Teegarden b, temos que:

1,0003% k
§(k)=sen! (’kT) —sen! (m), £ >100

No caso descrito no enunciado, temos como condi¢io
que a espessura da atmosfera de TOI 700 d é 5% infe-
rior a de Teegarden b, logo
h1=0,95h9

entao

Ri 112R, 112 112

h1 095hy 095 95
o que significa que o desvio para TOI 700 d é dado por

112
) (gk) e este valor é 109,2% do desvio 6 (k).

Uma equacio que traduz este facto é:

112
6| —=k|=1,0926(k), k> 100
95
Seguindo a sugestdo apresentada, podemos obter:
112
o (%k) -1,0926 (k) =0, % > 100

Para usar as potencialidades da calculadora podemos
definir uma funcéo f como:

+1

texto -:E_)
2.3 =

Figura 8: Usando a calculadora TI-nspire CX II-T.

e, de seguida, definir uma outra, g, igual ao primeiro
membro da equagéo anterior:

gw)=f (Ex) —-1,092f (x), x>100

95

e (378.126,0)

=
P
[F.35 509.47

~B.5E"4

Figura 9: Usando a calculadora TI-nspire CX II-T.

100

Entao £ =~ 378.
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7. Comecemos por determinar o dominio onde esta ine-
quacéo faz sentido e designemos esse dominio por D.

D:{erR: —x+1>0 A e *>0 A 17x>0}

[ —

® ® @

O -x+1>00-x+1>0ex<1

(® Condigéo universal em R

Entéo D = |-oo0, 1] e para x € D, podemos fazer:
(x—e)log(—x+ 1)% < —xlog(1-x)

X
<

;e log(1-x)+xlog(1-x)<0

@(x;e +x)log(1—x) <0

@(3x2_e)10g(1—x) <0

x2
< (8x—e)xlog(l-x) =0
P(x) \—> A considerar na solugdo.
x —00 0 5 1
M 3x-—e - - - 0 +
—H log(1-x) + 0 - - -
P (x) - 0 + 0 -

y=3x—e

é a equacdo de uma reta com declive positivo:

Como log(x) é uma fungéo crescente, podemos
concluir que log(1-x) é uma fungéo decrescente
pois o seu grafico pode ser obtido a partir do
grafico de log(x) através de uma translacéo e

de uma reflex@o de eixo vertical, sendo que esta
ultima transformacdo muda a monotonia. As-
sim, a func¢éo vai ser positiva até ao seu zero e
negativa a partir dai.

A solucéo é

xe]—oo,O]U

e
_,1[
3

8. Mostrar que

Jce[-a,a]:f(c)=g(c)

é equivalente a mostrar que

Jc € [—a,a] fe)—-g(e)=0

Seja h a funcdo definida por

h(x)=f(x)—g(x)

Como f e g sao funcoes diferenciaveis entéo sdo conti-
nuas em [—a, al, assim, & é uma funcéo continua em
[—a, a] pois estd definida como a diferenca entre duas
fungbes continuas.

Temos também que

h(—a)=f(-a)— g(-a)

0 f é impar, logo
f(=a)=~f(a)
=—f(@)-0
=—f(a)
e
h(a)=f(a)-g(a) >gépan logo
- f(@) gla)=g(-a)=0
sai que

h(-a)x h(a)=—f(a)x f(@)=—(f(@)* <0

Se h(—a) x h(a) =0 entéo f(a) =0 e como g(a) =0 en-
tao a é solugdo da equacéo f (x) = g (x).

Se h(—a)x h(a) < 0, pelo corolario do Teorema de
Bolzano-Cauchy, podemos concluir que

dce[-a,a]:h(c)=0<f(c)-g(c)=0<f(c)=g(c)

Em qualquer caso, f(x) = g(x) tem pelo menos uma
solugdo em [—a, a].

9. Segundo os dados do enunciado, temos que:

* A(x4,0), onde x4 é um zero da funcéo f;
. B(xB, f(xB)) com xg > 2;

. C[xB, 0).

Prova modelon.? 7

Grupo Recursos para Matematica

Pagina 7 de 11


https://www.facebook.com/groups/recursosparamatematica

Podemos comecar por fazer a representacdo da fungio
para perceber como sera o tridngulo:

Ya
B
A/
0] 2 C x

Determinemos os zeros de f:

(x - 2) e 0252 —

ox—2=0v e 02r—
—
Condicao impossivel

ox=2
como a funcdo s6 apresenta um zero, entdo x4 = 2.

Temos entéo, para o tridngulo [ABC]:

° E: |x3—2| = .’XZB—2

Como xp >2 entdo xgp —2>0

e BC= ’f(xB) =| (xp—2) e 0258
T >0
— (xB _ 2) 670’25363
Sai que:

(xB — 2) X (xB - 2) e~ 02528
2

Seja A uma funcio que a cada x > 2 faz corresponder
a drea do triangulo [ABC], definida por:

A[aBc] =

(x _ 2)2 o~0,25x

A =
() 2
Temos que:

!

(x _ 2)2 o0,25%

A(x)=| —

(%) B

L {(e-zpeom

Ch 2)2)I670’25x +(x—2)° (e*0,25x)ll
-1 |2(e-2)er0se i (x-2)? (—ie-ozw)

=% (x—2) (—x+ 10) =025

Calculamos os zeros da derivada:

1
Al(x):O = g(x—Q) (_x+10)e—0,25x =0

© x-2=0Vv-x+10=0v e *?¥* =0
-
Condi¢do impossivel

o x=2vx=10 VxeR,e 025% 5 0

2 10 +00
— + +
—] 0 —
+ +
0 —

a0 O\

Entéo a area é maxima quando xg = 10.

10. Todas as opg¢des tém numeros complexos escritos na
forma trigonométrica. Os afixos A, B e P estdo todos
sobre a circunferéncia centrada na origem entdo sdo

todos afixos de niimeros complexos com 0 mesmo mo-
dulo.

Comecemos por isso por determinar o médulo de z:

lz|=V42+32=v25=5

Uma vez que A pertence a parte positiva do eixo ima-
. s Py T
ginario sabemos que é o afixo de 5e’2.

Im(z) ,

N

Re(2)

. , i(l+3—”) ;25n
Logo, B é afixo do nimero 5¢ 2" 9/ =5e' 18,
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11. Na equacéo

ze'? + wel(=9) = 2050 + 3sen®

vamos usar a relacéo e'® = cos(a) + i sen(a)

z(cosO +isenf) +w (cos (-6) + isen(—G)) =2cos0 +3send

Sabemos que a funcdo cosseno é par e que a fungdo seno é impar logo

cos(—0) =cosf  sen(-0)=—sen6

z(cosO +isenf) +w (cos (6) - isen(@)) =2cos0 +3send
©zcosl+izsent +wcosO —iwsend =2cosf +3send

& (z+w) cosO+ (iz—iw) senf = 2 cosf+ 3 send

ztw=2 w=2-z w=2-z
iz—iw=3 iz—i(2-2)=3 2iz=3+2i
w=2-z w=2-z w=2-z
<X = =
3 +2{ 1+ 3 —i 1 3i
= — —_— zZ= —_— X — Z2=1——
“Toi ot 2 i 2
w=2—(1—%) w=1+-1
<X =
3
=1]1—-— z=1—-—=1
z=1 i 2
Em alternativa
Tendo em consideragio a transformacao:
e!® = cos(a) +isen(a)
vem que
e’ =cosf+isend
e!(=0) = cos (~6) + i sen (-0) ] cos (6) —isen(0)
A funcdo cosseno é par e a fungdo seno é impar.
e daqui podemos tirar as seguintes relacoes:
0 ,i(-9)
e 100 =2¢0s(0) © % = cosf
o 0if _ pi(-0)
e —e'(-0) = 2isen () o = send
i

Sendo assim

2cosf +3send

2i i
S PR PR A PEICT)
21 2i
—_——
z w
Logo

SR D AV S L.
- 2i2 2
3 i 3i 3
w=l-—x —=1-"2 2142,
20 —i 2i2 2

12.

12.1. Sabemos que

lim f@)=£/(0)
e temos

sen(mx) _ 1

liI(I)l_ fx)= 1iI(I)1_ e f(0)=Ink

Do limite, sai

esen(nx) -1 (%)

. . eSen(m®) _ 1 gen (7rx)
lim X X TT
x—0" X x—0 sen(mx) X
Se x — 0~ entdo . esen(m) _q sen(mx)
= m —————— — X
sen(nx) — 0~ e 71x— 0~ x—0" sen (7T-9C) x—0~ X
Com sen(nx)=ye nx=2z <
concluimos que . ey -1 senz
= lim x  lim X 7T
y—0" e z—0" y—0" y z—0" z

—_— —
Limite notavel =1 Limite notavel =1
Assim

Ink=nok=e"
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12.2.

Vamos estudar a existéncia de todas as assintotas ao
gréfico de f.

Antes de comecar o cédlculo das suas equacdes, pode-
mos fazer uma representacdo da funcio na calcula-
dora e, dessa maneira, ter uma ideia de como seréo as
assintotas: verticais, horizontais ou obliquas.

—6.67

Figura 10: Usando a calculadora TI-nspire CX II-T.

Grafico

Expressies

Auto Eixos HWavegar Calculo

Figura 11: Usando a calculadora NUMWORKS.

Assintotas verticais:

Para x — 07, pela alinea anterior,
lim f(x)=n
x—0~

Sex— 0%,

lim In(e*—1) = 1n( el — 1) =In0" = -0
x—0% -

1
Assim, porque um destes limites € infinito, concluimos

que x = 0 é assintota vertical ao grafico de f.

Para R\ {0} a funcdo estd definida como composicdo
de fungdes continuas e, por isso, é continua. N&o ha
mais assintotas verticais ao grafico de f.

Assintotas nao verticais:

Para x — —oo parece haver uma assintota horizontal.
Vamos calcular

lim f(x)
X——00
sen(nx)_l 1
lim & "= lim [(esem”x)—l)x—
x——00 X x——00 X
Temos que:
-1 = sen(nx) <= 1
>e>1
o e—l < esen(nx) < el

wel_1<esenlm) _1<o-1

.y =e%n0™) _1 ¢ limitada.
E
lim —=0
x——00 x

Entao podemos concluir que

X——00

1im ( esen(nx) - 1 ) X 1 = O
— 85
limitada

-
Tende para zero.

Portanto, y = 0 é assintota horizontal do grafico de f
quando x — —oo.

Para x — +o00, a assintota, a existir, parece ser obli-
qua.

Vamos calcular

x—+00 x

._
5
—
=
—_
®
R
|
=
N—
Il 88
—_
5
—_
=
®
=
—_——
[u—y
|
®
al'—‘
N ——

x—+00 X

1
lnex+1n(l+ —)
ex

= lim
x—+00 X
X e ®=0"
——t— _
Ine* ln(1+ e "
= lim + lim
xX—+00 X x—+00 X

I
=
g
[
+

11
—
+
11
[y
+
o
Il
=
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13.

b= xl—l»IPOO [f (x) - mx]

(00 —00)
lim ln(ex—l)—lx] = lim (In ex(l—i) —-x

x—+00 x—+00 ex

= lim_(In(e¥) +In(1+¢7%)+x)

= xlllgloo (;6+ln(1 +e™¥) +;é)

=In(1+0)=Inl1=0

Logo, y = x é assintota ao grafico de f quando x — +oc.

Queremos determinar

(F @) +2f @ F @)+ (' (x))°

2

lim
x—0 X

Observando o numerador da expressio, podemos re-
parar que € o resultado de um quadrado do binémio:

(Fe)*+2f @ F @+ (F'@) = (Fe+ @)

Resolvendo o limite com essa substituicao feita, fica-
mos com:

(f @)+ f' (x))°

2

=lim
x—0

lim
x—0 X X

(f(x>+f’<x>)2

, 2
_ (hm f@+f <x>) @

x—0 X

Uma vez que o declive da reta tangente ao grdfico da fung¢do no ponto
de abcissa 0 é igual a -3 podemos escrever que:

,3:,0’ (0) = lim M

x—0 x-0 (x)

O ponto de tangéncia é comum a reta tangente e a funcdo. Usando a
equagdo da reta tiramos que esse ponto tem ordenada

-3x0+3=3

ou seja, [O) =3, fazendo a devida substitui¢do no limite (%) temos
que:

o £ =38
m ——-—- =

x—0 x

-3

Voltando ao limite (}), vamos somar e subtrair 3 de
forma a construir o limite que queremos.

. f(x)—3+3+f’(x))2
=|lim
x—0 X
, 2
| i =3 g @43
x—0 X x—0 X
-3
"x)+3 2
- —3+1imfx—) &)
x—0 X

Sendo a fun¢do duas vezes derivdvel e tendo um ponto de inflexdao
em x =0, podemos dizer que

0= £"(0) = tim L =1"(©)

x—0 x—0

pelo que vimos antes, f'(0) = -3, entdo

-0 .. flw-(-3) . flx+3
0= lim = lim = lim
x—0 x—0 x—0 x x—0 x
Substituindo em ¥
, 2
+3
g4 im 2O | (C540)2=9
x—0 X

0
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Recursos Parn Matemdtica

Duracéo da Prova: 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos. 8 Paginas

A prova inclui 12 itens, devidamente identificados no enunciado com * ao lado no nimero item, cujas respos-
tas contribuem obrigatoriamente para a classifica¢éo final. Dos restantes 6 itens da prova, apenas contribuem
para a classificacao final os 3 itens cujas respostas obtenham melhor pontuacao.

INSTRUCOES DE REALIZACAO

¢ Para cada resposta, identifique o item.

¢ Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

* Naio é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nio seja classificado.
* E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora gréfica.

e Apresente apenas uma resposta para cada item.

* As cotagdes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

* A prova inclui um formulério.

* Nas respostas aos itens de escolha multipla, selecione a op¢do correta. Escreva, na folha de respostas, o
numero do item e a letra que identifica a opg¢éo escolhida.

* Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificacoes
necessarias. Quando, para um resultado, néo é pedida a aproximacédo, apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:
ar (a - amplitude, em radianos, do 4ngulo ao centro; r - raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

ar?

N (a - amplitude, em radianos, do Angulo ao centro; r - raio)

Area lateral de um cone: nrg (r- raio da base; g - geratriz)

Area de uma superficie esférica: 47r? (r- raio)

1
Volume de uma piramide: 3 x Area da base x Altura

Volume de um cone: % x Area da base x Altura

4
Volume de uma esfera: gnr3 (r- raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (un)

~ . L uitup

Progressao aritmética: —
~ o 1-r"

Progressao geométrica: uj x 1
—-r

Trigonometria

sen(a+b) =senacosb +senbcosa

cos(a+b) =cosacosb —senasenb

Complexos

(peie)” = p"ein?

2/ peid = ¢ pei9+'2lk7r

(kE{O,...,n—l} e nelN)

Regras de derivacao

w+v) =u'+v
wv) =u'v+uv

(u )' u'v—uv'
v v2

(u”), =nu" 1y (neR)
(senu) =u'cosu

(cosu) = -u'senu
!

t [ —
(tgu) cos2u

(@*) =u'a*Ina (a eR*\ {1})

!

Inu) =%
(Inu)’ = —

(loggu)' = uitna (a eR*\ {1})

1 n
1im(1+—) =e (ne]N)
n
lim 222% 1
x—0 X
* -1
lim &= =1
x—0 X
1
lim —= =0
x—+00 x
ex
xl_{lgrnoox—p—+oo (peR)
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]
J

José Carlos Pereira

[
[

Ricardo Costa

x 1. Na figura 1 esté representado o diagrama de dispersdo de pontos que relaciona duas varidveis x e y.

Y
o
o
o
o
o
o
oQD o
o
00 o
o
O X
Figura 1

Numa das opg¢des seguintes esta o coeficiente de correlagio linear, r, e a equacio reduzida da reta de regres-

séo linear.

Em qual?

(A) r=0,15e y=0,783x+116,9 B) r=0,15e y=-0,783x+116,9
(C) r=0,93e y=0,783x+116,9 D) r=0,93e y=-0,783x+116,9

2. Seja f a funcéo, de dominio R, definida por:

2x x
+e¥ -2
L—S sex<0
x
f@=19 sex=0
x2Inx sex>0

x 2.1. Estude a continuidade da fun¢do f em x =0.

% 2.2. Seja (un) uma sucessdo tal que lim f (u,) = —3.
Qual dos seguintes pode ser o termo geral de (u,)?

(A) 1 B) 1-yn (C) 1+n? (D) 1

n+1 n+1

2.3. Estude a funcéo f, no intervalo ]0, +0o[, quanto & monotonia e quanto a existéncia de extremos relati-
vos e determine, caso existam, esses extremos.
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|
J

Ricardo Ferreira

[
[

Paulo Conde

Paulo Conde

3. No referencial o.n. Oxyz esta representado o prisma triangular
[ABCDEF|. Sabe-se que:

* abase [ABC] é um triangulo retangulo no vértice B;
* o ponto A tem coordenadas (0,0,4);

* o ponto C tem coordenadas (5,4, —3);

* o ponto B pertence ao eixo Oy;

* o ponto F' tem coordenadas (—8,0,0);

* o plano ABC tem equacéo 3x—2y+z—-4=0.

* 3.1. Seja @ a amplitude do angulo BAC. Qual é o valor de cos® a?

1 9 2 18 .
A) 9 B) %5 ©) 9 D) % Figura 2

*x 3.2. Determine o volume do prisma.

3.3. Dos seis vértices do prisma serdo escolhidos trés vértices ao acaso. Determine a probabilidade de esses
trés vértices formarem um tridngulo que tenha pelo menos um vértice pertencente ao plano xOy.

4. Considere uma progressio aritmética (u n) de razao 3.

Sabe-se que a soma dos vinte primeiros termos de ordem impar de (u,) é 1180.

Determine o termo de ordem dez de (u,,).

5. Um grupo de amigos visitou um parque de diversaes.

*x 5.1. O mesmo era constituido por trés raparigas e alguns rapazes. Aquando da compra dos bilhetes, os
elementos do grupo colocaram-se numa unica fila existente; dando continuidade a mesma e de forma
a nédo existirem outras pessoas entre eles. A probabilidade de se terem distribuido de forma a néo

5
ficarem duas raparigas do grupo seguidas é Eo

Determine o nimero de rapazes existentes nesse grupo.

* 5.2. Sabe-se que:

¢ 2 em cada 5 elementos do grupo eram raparigas;
* 15% dos elementos do grupo néo gostaram desta visita;

* 40% dos elementos que néo gostaram da visitam eram rapazes.

Escolhe-se ao acaso um rapaz do grupo. Determine a probabilidade de esse rapaz ter gostado da visita
ao parque.

Prova modelo n.° 8 Grupo Recursos para Matematica Pagina 4 de 8


https://www.facebook.com/groups/recursosparamatematica

*x 6. De duas fungbes f e g, ambas continuas em R, sabe-se que:

* areta de equacdo 2x —y = 1 é assintota néo vertical ao grafico de f quando x — +oo.

£° * areta de equacgio 3x —2y =0 é perpendicular a assintota nédo vertical ao grafico de g quando x — —oo.
Q
Qo
% * g(x)—g(-x)=0,Vx,—xcR.
Q
7] 3
x)gx)—f(x)gx
S Qual é o valor de lim fx)g ) 4f @& )?
xX—+00 X
@A) -7 (B) +oo «© -8 @) -
3 2
7. Na figura 3 estdo representados, num referencial o.n. xOy, a circunferéncia trigonométrica, o tridngulo
[ABC] e a reta r, tangente a circunferéncia e paralela ao eixo das ordenadas.
Sabe-se que: Yy
. . . B
* o ponto B esta situado no primeiro quadrante e pertence a
retar;
]
ks
g * o segmento de reta [AB] contém a origem do referencial;
o a
5 C
= * o ponto A pertence a circunferéncia e tem a mesma abcissa 0 "
A~ que o ponto C, que pertence ao eixo das abcissas;
7
* o angulo COB tem de amplitude a |a € | =, 7| |.
gu p ( D) [) A\
Determine o valor de a para o qual a drea do tridngulo [ABC] é r
maxima.
Figura 3
*x 8. Um paraquedista salta de um helicéptero. Ao fim de algum tempo, o paraquedas abre.
Admita que a distancia, em metros, a que o paraquedista se encontra do solo, ¢ segundos apés a abertura do
paraquedas, é dada por
d(t)=840—-6¢+25¢ 17", 0 <t <140.
Decorridos £1 segundos apés a abertura do paraquedas, a distdncia a que o paraquedista se encontra do solo
é um determinado valor.
®
.E Sabe-se que, passado igual periodo de tempo, a distancia do paraquedista ao solo é a terca parte desse valor.
% Determine, recorrendo as capacidades graficas da calculadora, o valor de 1, sabendo que ele existe e é tinico,
E e a distancia, para esse valor, a que o paraquedista se encontra do solo.
3
i Na resposta:

* apresente uma equacgio que permita resolve o problema;

e reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fun¢ao(des) que visualizar na calculadora, devidamente
identificado(s);

* apresente o valor de #1;

* apresente o valor da distancia, para ¢1, a que o paraquedista se encontra do solo.
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9. Sejam f e g duas fungdes de dominio R, definidas por f (x) = 2x e g (x) = cos(x)sin(x), tais que para um certo

ndmero real a positivo, se tem: sin (2a) <a —2.

Mostre que a equacéo (f og)(x) =x — 2 é possivel no intervalo |0, a|.

[y}
~
.-
5}
~
3
=
=}
1@
o
ar}

* 10. Seja f uma funcéo duas vezes diferencidvel de dominio R e seja g uma fungéo continua de dominio R\{2}.

Sabe-se que:
. }ngf(x) = }Cgrgg(x)

¢ areta de equacdo x+2y = 6 é tangente ao grafico da funcéo f’, primeira derivada da funcéo f, no ponto

]
J

de abcissa zero.

Considere as proposi¢des seguintes:

I. A reta de equacgdo x =2 é uma assintota ao grafico da funcéo g.

Anabela Matoso

[
[

1
II. A reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa zero tem declive ~3

II1. O grafico da fun¢do f admite um ponto de inflexdo de abcissa zero.

Justifique que as proposigoes I, IT e III sdo falsas.
Na sua resposta, apresente, para cada uma das proposi¢ées, uma razio que justifique a sua falsidade.

* 11.  Seja z1 a solucéio, em C, da equacéo z2 — 2z = —2 em que Im(2)Re(z) < 0.

Entéo o afixo do nimero i23 (—zl) é um ponto que pertence:

(A) a bissetriz do 1.2 quadrante e & circunferéncia centrada na origem e de raio v/2.

(B) a circunferéncia trigonométrica.

<
>
=
n
o]
o
Q
1
jo
-
«
A

(C) ao 4.° quadrante.

(D) a bissetriz do 3.2 quadrante e a circunferéncia centrada na origem e de raio v/2.

12. Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z=v3—iew = 3¢i? ge ]0, n[.
Sabe-se que z2 x w é um numero real negativo.

Sem recorrer a calculadora, determine w na forma algébrica.

{ Helder Martins }

*x 13. Sejam a e b numeros reais, nao nulos, tais que os graficos das funcgdes f e g, ambas de dominio R, definidas
por f(x) =ax?+bx e g(x) = 2ax? + 1 tém apenas um ponto em comum.

Mostre que a abcissa desse ponto é igual ao dobro do inverso de b e determina a sua ordenada.

[José Carlos Pereira}
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As pontuagdes obtidas nas
respostas a estes 12 itens
da prova contribuem obriga-

1. 2.1. 2.2, 3.1. 3.2 5.1. 5.2 6. 8. 10. 11. 13. | Subtotal
toriamente para a classifica-
cao final.
Cotacéo (em pontos) 12 14 12 12 14 14 14 12 14 14 12 14 158

Cotagéo (em pontos)

3 x 14 pontos

42

Total

200

Prova modelo n.° 8

Grupo Recursos para Matematica
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Resolugdo da prova Modelo n.2 8 — Grupo Recursos para a Matematica

1. Areta de regressao tem declive positivo, logo, como o coeficiente de correlacdao tem o mesmo sinal

do declive da reta de regressao, o coeficiente de correlagao é positivo.

Em relac3o ao valor absoluto do coeficiente de correlacio, das op¢des dadas sé poderd ser 0,93,

pois, ao observar a nuvem de pontos, percebemos que hd uma correlacao linear forte entre as

variaveis.
Opgao: (C)
2.
e”+e* -2 e2X+eX—2(g) e —1+e* -1
2.1. lim f(X):Iim(——3j2—3+lim—:—3+|im—:
x—0" x—0" X x—0" X x—0" X
2x X _
=32 lim &L im &t s 3 2xa41-0
2x—0" 2% x=>0" X
f(0)=0
1
| e | x| "”(xj
fim £00 = im (<*Inx) = Jim (x) i (xinx) =Ox im) == |=0x i} —3= =
X X
In[l)
. X
=0x _EILTD T :Ox(—O):O
" X
Como IiFE] f(x)= Iir(r)l f(x)=f(0),afungdo f écontihnuaem x=0.
2.2,
n+1 +00
lim f (un) = Iirgl f(x) =0 Estando é a opgdo correta.
o lim(u, ) = lim(1-+/n ) =1- (+e0) = o0
2X X —0 -0 N
lim £ (u, ) = lim  (x) = |im[w—3]=e te -2 5 04022 5 4 3__3
X—>—0 X—>—00 X —00 —00

Esta opgdo esta correta.

e lim(u, ) = lim(1+n) =1+ (+00) = +o0

lim f (un) = lim f(x) = lim (X2 In X) = (+oo)2 x(+oo) =+o0 Esta opgdo ndo estd correta.

X—>+00 X—>+00
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e lim(u,)= Iim(nilj:izv
+1) 4o

lim f (un) = lim f(x) =0 Estando é a opgdo correta.
x—0"
2.3. Se Xe]0,+oo[,ent50 f(x):lenx
2 ' 2\ 2 ' 21
f’(x):(x Inx) :(x ) xInx+x*x(Inx) =2xInx+x*x==2xInx+x
X

f’(x)=0<:>2x|nx+x=0<:>x(2|nx+1)=0<:>x=0v2|nx+1:0<:>x=0vlnx:—1<:>

1 1
@X:Ovlnx:In[e 2j<:>x:0vx=e 2

1
Como X € ]0,+o0[, X = e ?

X 0 e ? +00

Zeros e sinal de f' nd. | — 0 +

1
Variagdo e extremos de f nd. | Ny | f (e Zj /!

1
f (e ZJ é um minimo relativo.

f(eljz(e;]:'”(eijze—lx(_%jz_%

3.1. Consideremos o tridngulo retdngulo [ABC] . A
B(0,b,0), sendo b <0 a
Como Be ABC ,vemque 0-2b+0-4=0<b=-2, logo
B(0,-2,0) B ©
Assim, AB =(0,-2,0)~(0,0,4)=(0,—2,-4)e AC =(5,4,-3)—(0,0,4)=(5,4,-7)
cos(a) = AB-AC (0,-2,-4)-(5,4,-7) —8+28 2

AB|[[AC] T /411625416449 20x490 342

o5 (a)=( 355 ) =252
3W2) 9x2 9

Opgcao: (C)
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3.2 Vprisma = Area[ABc] x FF' ,sendo F' a projecdo ortogonal do ponto F no plano ABC .

Aplicando o teorema de Pitégoras no triangulo [ ABC], vem que BC =+/90-20 =+/70, logo

V703420 _ o 7

Area[ABC] = 2

Seja I areta perpendicular ao plano ABC e a qual pertence o ponto F :

r:(xy,z)=(-80,0)+k(3-21),keR

O ponto F'é o ponto de intersecdo da reta I com o plano ABC .

X =-8+3k x=-8+3K X=-8+3x2 X=-2
= = =
3x-2y+z-4=0 |3(-8+3k)—-2(-2k)+k-4=0 |k=2 k=2

Logo F’(—Z,—4,2)

A altura do prisma é FF’' = \/(—8+ 2)2 +(—4—0)2 +(2—0)2 = J36+16+4 =+/56

ENtd0, Ve = 5v14 x1/56 = 5¢/14 x 24/14 =10x14 =140 u.v.

3.3. noc.p.=°C,=20
Ha dois vértices do prisma que pertencem ao plano XOY : os vértices B e F , logo:
2 4 2 4
nc.f.="C;x"C,+°C,x"C, =16
4

16
A probabilidade pedida é iguala — =—
20 5

Seja U, =U, +(n—1)x3, ouseja, U, =3n+u, —3.

Consideremos apenas 0s nimeros naturais impares, ou seja N=2k -1, k e N

A sucessgo definida por V, =3(2k —1)+U, —3 <> v, =6k +U, —6 é a sucess&o cujos termos &0 os
termos de ordem impar de (un).

V) +Vy

S, =1180@Tx20:1180@w

x20=1180 < 2u, +114=118 < u, =2

Assim, U, =30+2-3 < u,, =29
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5.1. Seja N o numero de rapazes.

Hx BFxHx..-xHx Hx
Observando o esquema ao lado, vemos que: XHxl

= " nes dispuni Ve
n.°c.p.=(n+3)! x = n+l luganes disi

pare @5 TMP(APJ%O)
nec.f.=""C,x3kn!=""Axnl=(n+1)n(n-1)n!=(n+1)xn(n-1)
I _

P («Né&o ficarem duas raparigas seguidas») = > o (n+1)bn(n-1) _>

12 (n+3)! 12

Mxn(n—l) 5 n(n-1) 5
= =— & ————=—<12n(n-1)=5(n+3)(n+2) <=
(n+3)(n+2) (1)1 12~ (n+3)(n+2) 12 (n=1)=5(n+3)(n+2)

<12n?-12n :5n2+25n+30©7n2—37n—30:0ﬁn:—5vn:6

Como ne N, vem que N =6, logo no grupo havia 6 rapazes.

5.2. Consideremos os acontecimentos:

H : «O amigo escolhido é um rapaz» e G : «O amigo escolhido gostou da visita»

Sabemos que: P(H): , P(a):0,15 e P(H |(§):0,4

aglN

Pretendemos determinar P(G |H )

P(G|H):%
oP(H):l—gzg
P(H mé)

oP(H[G)=0,4 =0,4< P(H)-P(HNG)=0,4x0,15

P(G)
< 0,6-P(HNG)=0,06 < P(HNG)=0,54
54

Logo, P(G|H):%—6:O,9
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Uma vez que a reta de equacdo Yy = 2X—1 ¢é assintota ao grificode f quando X — +o0, sabemos

que |imM:2.

X+ X

3
Como a reta de equagao Yy = E X é perpendicular a assintota ao grafico de § quando X — —0,

sabemos que IIm g( ) —%.
g(x) = g(—x),VX,—x € R < @ é uma funcio par, logo como lim ==~ 9(x) ——5 ,vem que
X—>—0 X
im L2 9O 2 iy 9) 2
—X—ot0 Y 3 —Xto Y 3y —Xyoto Y 3
f(x)g(x)—f ()g(x) FOM(L-F()) () . g(x) . 1-f(x)
= lim > = lim x lim x lim =
x—>+oo X X—>+00 XX X X X X+ X X+ X X—>+00 X
2
252 tim 2 tim W )4, i—[ im f(x)j 2(0-22)=-2 opgao: ()
3 X—>+00 X X—>+0 X 3 +00 X+ Y 3 3
. Seja D a projecdo ortogonal do ponto B nareta AC.
B AC xDB g
Area[ABC] :T
sen —CO0Ss 1 -
Ala)= ax( ot ):E(—senacosowsena):
2 T+ Mo
=1(—1x23ena003a+senaj:E(—lsen(Za)Jrsena) ! A (cos (27w, $on (2T =)
2 2 2 2 =2 A \ o5« $0n ¢ )

A(a)= %(—%x 2005(2a)+c03aj = %(—cos(Za)+c05a)

A’(a)=O<:>%(—cos(Za)+c05a)=O<:>—cos(2a)+003a=O<:>c03a:cos(2a)<:>
Sa=2a+kx2rva=-"2a+kx2x keZ o —-a=kx2zxv3a=kx2r , keZ <

<:>a=—kx27zva=kx2?ﬂ,keZ

T T
Como ae}z,ﬂ'[,vem que a:?

Pagina5de 8



T 2
X — —_— T
2 3
Zeros e sinal de A’ nd. | + 0 — | nd
27
Varia¢3o e extremos de A nd. | 7 | A ? N | n.d.

. 27
A area do triangulo é maxima, quando o = ? .

8. A equagido que pretendemos resolver é d (Zti) = %d (tl)

Consideremos as fungdes definidas por:
f (X) =840 —6x+25¢ "
=1.7=0c

f,(x)=f, (ZX) : £1(x)=840-6- x+25- e y

00 =3 (0

Recorrendo a calculadora determinamos a abcissa do ponto de intersecdo dos graficos das funcdes
f, e f;.

Resposta: t, =56 segundos e no instante t, o paraquedista encontra-se a 504 m do solo.

9. (fog)(x)=f(g(x))= f(cosxsenx)=2senxcosx =sen(2x)
sen(2x) =x—2 < sen(2x)—(x—2) =0

Consideremos a fungdo h definida por h(x) =sen(2x) —(x—2).

(1) h é continua em R por ser definida pela diferenca de duas func¢des continuas em R , uma

trigonométrica e uma afim. Em particular, h é continua em [0, a] .

(2) h(0) =sen(0)-(0-2)=2>0

h(a) =sen(2a)—(a—2) <0, pois, sen(2a) <a—2 < sen(2a)—(a—2)<0
Assim h(0)xh(a) <0.

Por (1) e (2) e atendendo ao Corolario do Teorema de Bolzano, 3C ]O, a[ :h(c) =0, ou seja, a
equacdo h(x) =0 tem, pelo menos, uma solug3o no intervalo ]O,a[ e, portanto, a equagao

(f og)(x):x—z é possivel em ]O,a[.
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10.

11.

12.

A reta de equagdo X =2 é uma assintota (vertical) ao gréfico da fungdo (¢, se pelo menos um dos
limites laterais quando X — 2 for infinito. Como f é diferencidvelem R, f é continuaem R,

logo lim f(x) = f (3), ou seja, lim f(X) é um nimero real. Assim, limg(X) é um nimero real,
X—3 x—3 xX—2

logo a reta de equagdo X = 2 ndo é assintota do grafico de ¢ e, portanto, a afirmagéo | é falsa.

1 '
Uma vez que a reta de equagdo Yy = —§X+3é tangente ao grafico da funcdo f', primeira derivada

dafuncdo f, no ponto de abcissa zero, sabemos que f'(0) =3, logo o declive da reta tangente ao

grafico de f no ponto de abcissa zero é 3 e, portanto, a afirmagdo |l é falsa.
Como f é duas vezes diferencidvel em R, as abcissas dos eventuais pontos de inflexdo do grafico

14 14 1 14 7L
de f s3o zerosdafungdo f”.Sabemos que f”(0)= > logo f"(0) =0, portanto o grafico de f

n3o admite um ponto de inflexdo de abcissa O . Concluimos assim que a afirmacao Il também é
falsa.

722-27+42=017= sSz=1+ivz=1-i

Zi\/4—8<:>222i2i
2
Como Im(1-i)xRe(1-i)=-1x1=-1<0, z; =1-i e =z, =-1+i

i23><(—1+i):i2°><i3><(—1+i):@x(—i)x(—lﬂ):i+1

1
N T .
Arg(L+i)=7, A L+i|=VI*+1* =2
Assim, o afixo de Z, pertence a bissetriz do primeiro quadrante e a circunferéncia de centro na

origem e raio \/E Opgao: (A)

Z:\/§—i:pei“,sendo peR" eaeR.
p=3+1=2
-1 _ﬁ

3

tga=—4==

NG

Vs
Como a €4°Q, a = Y por exemplo.

Assim Z = 2(9(_%j

2
e [zei(gjj <3 — gl gt _1el 3]
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= . . V4
Como z?xW é um numero real negativo, sabemos que —5—0 =r+kx2r,keZ.

—%—9=7r+k><27z,keZ<:>—t9=%+7r+kx27z,keZ<:>9=—4?ﬂ—kx27z,keZ

Como 96]0,72’[, para K = —1vem que 9:—4?7[+27r:2?ﬂ

w= 3ei%ﬁ = 3(005[%)“5% (%D = 3(—cos(gj+isen (%D = 3(—%+ i ?j = —g+¥i

13. Uma vez que os graficos das funcbes tém exatamente um ponto em comum, a equacao
f (X) = g(x) tem exatamente uma solug3o.

f(x)=g(x) © ax® +bx =2ax’ +1< —ax* +bx-1=0
Para que esta equacgdo tenha apenas uma solugao, o binédmio discriminante da equacdo tera de ser

igual a zero.
2

A:O<:>b2—4(—a)><(—1):0<:>b2—4a=0<:>b2:4a<:>a:bZ

Sendo A =0, f(x):g(x)<:>x:ﬂ<:>X:_—b<:>x:_—b2<:>x:g
2(-a) ( sz b b

2x| —— ——

4 2

Assim, a abcissa do ponto de intersecao dos graficos € o dobrodo inversode b e a
ordenada é igual a:

44

2 2’ 4 4
g| - |=2ax| - | +1=2ax—+1 = 2ax—+1=2x=—>+1=2x1+1=3.
b b b a:i©b2:4a 4a M

4

FIM
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OMEGAMAT Exame Modelo VII de Matemética A

Duracgao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia | junho de 2020

12.2 Ano de Escolaridade

Utiliza apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta

E permitido o uso de calculadora

Nao é permitido o uso de corretor. Risca o que pretendes que nédo seja classificado
Para cada resposta identifica o item

Apresenta as tuas respostas de forma legivel

Apresenta apenas uma resposta para cada item

A prova apresenta um formulédrio na pagina 2

As cotagbes dos itens encontram-se na pagina 7

Na resposta aos itens de selegdo (escolha miiltipla), seleciona a resposta correta. Escreve na folha de respos-
tas o nimero do item e a letra que identifica a opcao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresenta o teu raciocinio de forma clara, indicando todos os calculos que
tiveres de efetuar e todas as justificagoes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida aproximacao
apresenta sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:
ar («a - amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; v - raio)
drea de um poligono regular: Semiperimetro x Apdtema

area de um setor circular:

Oé’!’2

- (a- amplitude, em radianos, do dngulo ao centro, v - raio)
area lateral de um cone: 7rg (v - raio da base, g - geratriz)

area de uma superficie esférica: 472 (r - raio)

1
Volume da piramide: §X drea da base x Altura

1
Volume do cone: — X drea da base x Altura

w

4
Volume da esfera: gm"g (r - raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressio (un):

Ui + Un

Progressao aritmética: Xn

1—r"

1—r

Progressao geométrica: u; x

,r#1

Trigonometria

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa
cos(a +b) = cosacosb —sinasinb
Complexos

(I2lei®) = |2|nein®)

0+42km

Yz = ”1/‘Z|ei( n ),ke{O;l;Q;...;n—l}enEN

Regras de derivagao
(u+v) =u +
(wv) = u/v + uv’
(E)l v —w
v/ v2
(u™) =nu" v (n€R)

(sinu) = u/ cosu

(cosu)’ = —u'sinu
/
u
(tanu)' = ——
cos?u

(eu)/ — u/eu
(a*) =v'a*Ina (a € RT\{1})

’

(Inw) = v
u

—— (a€RF\(1})

(log, u)’ =
Limites notaveis

1 n
hm(l—i—f) =e (meN)
n

sin x

lim =1
x—0 2o
z -1
lim & =1
z—0 x
. Inx
lim — =0

rx—+oo I
x

e
lim < = R
S +oo (p€R)
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1. Seja E, conjunto finito e ndo vazio, o espago amostral de uma experiéncia aleatéria, seja P(FE) o espago
dos acontecimentos, sendo equiprovédveis os acontecimentos elementares, P uma probabilidade em P(E)
e sejam A e B dois acontecimentos possiveis, associados a essa experiéncia aleatéria

Sabe-se que P(A) =0.2, P(ANB) =0.1e P(AUB) =p,p > 0.2

— )
Em qual das opgoes estd o valor de p de modo que P(B | A) = 3

(A) 0.6
(B) 0.7
(C) 0.5
(D) 0.4

2. Seja C, o conjunto dos nimeros complexos

2.1. Seja z € C

Em qual das opcoes podem estar representados, no plano D “Argand - Gauss, os afixos dos nimeros
complexos que sdo solucio da equacdo z* — z = 0?

(A) (B)

Im(z) Im(z)
/”I\\ \\\ /‘I\\ \\\

7’ ~ \ 7’ ~ N
’ 1 Sa \ ’ 1 Sa \
’ 1 SO \ / ! RS \
1 1 S e \ 1 1 S e \
1 1 S 1 1 S
1 | S g ! 1 Ny
[ 1 - T T ] Pl

\ v 0 771 Re(z) ! v O -7" 1 Re(2)

\ 1 e ! \ 1 e !

\ | e ’ \ | e ’
\\ ! //’ /, \\ ! //’ /,

~ |// v, ~ I// v,

\.\~ ”/ ~k~ ”/

Figura 1 Figura 2
(©) (D)
Im(z) Im(z)
B R P SO
N

.7 ’/I\\ .7 7 N N
’ ’/ N 7’ e N \

4 - ! \ ’ , N \
’ P ! \ [ DY

1 PR 1 \ L A

1 ,’ 1 1 l,/ \\‘

N — t +
~ 1 1 N ’

N | 1 Re(z) (N o .71 Re(2)

\ S o 1 1 \ N ’

\ So 1 ’ \ N . 7
\ S | ’ \ \\ ,' ’
\\ \\\|// \\ N ’, //

Seo & AN AP
- |-- .0 g
Figura 3 Figura 4

2.2. Considera o niimero complexo unitario z = %, com 6 €]0; 7]

0 0
Sendo w = z — 1, mostra que: Arg(w) = W;r e |lw| = 2sin <2>
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3. Seja f, a funcdo, real de varidvel real, definida por f(x) = ?* — 2¢®

3.1. Resolve, em R, a equagao f(z) = —1
3.2. Mostra que a funcio g, real de varidvel real, definida por g(z) = f(z) — 1, tem pelo um zero no
intervalo ]0; 1]

sm(a:)—i—% se 0<z<m
4. Seja f, a funcao real de varidvel real, definida por, f(z) = In (ek) +2k+m se T=Tm , com
r—T 1
¢ -1+ il se xT>T
T—T 2

keR

4.1. Numa das opcoes estd o valor de lim L
z—0+ 2z + In(x + 1)

Em qual delas?

w: ®y ©5 O3

4.2. Averigua, analiticamente, se existe algum k € R, para o qual a funcao f é continua no ponto x =7
4.3. Estuda, quanto & monotonia, a funcao f, no intervalo [0; 7|
4.4. No referencial cartesiano o.n. da figura 5, estd, a representagdo gréafica da fungao g, restrigdo da
funcao f ao intervalo [0; [, parte do grifico da funcdo h, definida por h(xz) = 5 ¢ um tridngulo
[ABC]
Considera que um ponto A se desloca ao longo do grafico

da funcao g, nunca coincidindo com o ponto C' nem com a
origem O do referencial y

Para cada posigao do ponto A, seja x a sua abcissa
Sabe-se que o ponto B tem a mesma abcissa do ponto A

Recorrendo as potencialidades da calculadora gréfica,

sf--
AfF-----

determina o valor de x para o qual a area do tridngulo 0

[ABC] é méxima
Na tua resolucao deves: )
Apresentar o gréfico que utilizaste para resolver o problema, Figura 5

e assinalar os pontos relevantes
Apresentar o valor de x arredondado as centésimas

5. Uma prateleira estd dividida em dezasseis compartimentos iguais. Em cada compartimento s6 se pode
colocar um objeto

Pretende-se encher a prateleira com dezasseis bolas, sendo sete brancas, quatro

azuis, numeradas de um a quatro, e cinco vermelhas, numeradas de um a cinco.

As bolas de cor branca nao se distinguem %%%
Mostra que existem 4151347200 maneiras diferentes de as bolas ficarem

colocadas na prateleira

Figura 6

6. Numa caixa ha dezassete bolas, sendo oito azuis, numeradas com o ntimero dois, quatro vermelhas, nume-
radas com o nimero trés, trés brancas, numeradas com o niimero quatro e duas pretas, numeradas com o

nuimero um

Figura 7

4

Retiram-se, de uma sé vez, duas bolas da caixa e multiplicam-se os niimeros §

4 4

das bolas

Qual é a probabilidade de o produto dos nimeros das bolas ser igual quatro?
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. - . -z +2

7. Seja f, a funcao definida em R\ {1}, por f(z) = Iil

T —

Na figura 8, encontra-se representado, em referencial ortonormado

zQOy, parte do grafico da funcao f, e duas retas, assintotas ao Y
grafico da funcao f

A assintota obliqua est4 identificada por r

Em qual das opgoes esta a equagao reduzida da reta r?

X
(A) y=—-z+1
(B) y=—-2x—2
(C) y=-3z-2 Figura 8
D) y=-z-1

8. Na figura 9, estd representada uma piramide de base retangular e reta, [ABCDV]

Sabe-se que:
e o vértice A, da base da pirdmide, tem coordenadas (0,2;0) c

e uma equacao vetorial da reta r, que contém a altura da
piramide é (x;y;2) = (2; —2; —2) + k(0;2;2),k € R A
D

e Uma equagao cartesiana do plano ABV é —3z+y+2—2=0 Figura 9

8.1. Determina a altura da piramide

Sugestao: Comega por escrever uma equagao cartesiana do plano que contém a base da piramide
8.2. Seja a, o plano de equagao cartesiana (2A% — 1)z +2\%y + 2 +4 =0, com A € R

Determina o(s) valor(es) de A, para os quais os planos ABV e « sao perpendiculares

8
1
9. Considera o desenvolvimento de (233 - 2) ,sendo, z#0ey #0
Y

4

Em qual das opcdes estd o termo da forma az?y=*, com a € R, do desenvolvimento?

(A) 70x4y—*
(B) —70xty=—4
(C) 28x°y~3
(D) —28z%y~3

10. Numa caixa, identificada por X, hé seis bolas numeradas: uma com o nimero um, duas com o numero
dois, duas com o nimero quatro e uma com o nimero seis. Numa outra caixa, identificada por Y, ha dez
bolas numeradas: quatro com o ntmero dois, trés com o nimero quatro, duas com o numero seis e uma
com o numero sete

)

Considera a experiéncia aleatéria que consiste no seguinte:

caizaX

Retiram-se, ao acaso, duas bolas da caixa X e colocam-se na caixa Y. De
seguida, retiram-se trés bolas da caixa Y e multiplicam-se os respetivos niimeros

Qual é a probabilidade de o produto dos nimeros das bolas retiradas da caixa
Y ser um nimero par?

caizaY

Figura 10

Professor Francisco Cabral Pagina 5 de 8 Exame Modelo VII ‘ 122 ano



11. Seja f uma fungéo real de varidvel real, duas vezes diferencidvel num intervalo I =l]a;b| , e seja ¢ €]a; b|

12.

Sabe-se que f'(c)=0e f"(c) >0

Pode-se afirmar que:

(A) a funcdo tem um méximo relativo para x = ¢

(B) a fungdo tem um minimo relativo para x = ¢

(C) a funcd@o nao estd definida em = = ¢

(D) a fungao nao tem minimo relativo nem méximo relativo para z = ¢

A atividade F', de qualquer substancia radioativa, é dada, numa certa unidade de medida, pela expressao
F(t) = A x e B!, sendo A e B constantes reais positivas e t é o tempo em horas, com t > 0

Designe-se por F’ a funcao derivada de F'

Pode-se afirmar que:

F(¢) 1
A ==
(A) F'(t) B
F(t) 1
) L0 L
F'(t) B
F(t)
C =-B
P
F(t)
D =-1
13. Na figura 11 esté representado, em referencial ortonormado xOy, parte do grafico de uma funcao f, real

de varidvel real, de dominio R e continua em R\ {2}

1
Considera a sucessao (ay), de termo geral a, =2+ —

NG

Em qual das opgoes esta o valor de In [e“mf(““)} ?

(A) 1
(B) 2
(©) 3
(D) +o0
14. Seja f, a fungao real de varidvel real, definida em R™, por f(x) = %Il(x)

Na figura 12, estd representado, em referencial ortonormado zOy, parte do
grafico da fungao f, a reta t, tangente ao grafico no ponto A, a reta s, de
equagdo y = —e, e um trapézio retangulo [ABCO)]

Sabe-se que:
e A, é o ponto onde o grafico de f interseta o eixo das abcissas
e B, é o ponto de intersecao das retas t e s
e C(0;—e)

1
Mostra que a drea do trapézio [ABCO] é igual a Ajapco] = e? + 563_6

Figura 11

Figura 12
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1.
2.
2.1
2.2
3.
3.1
3.2
4.
4.1
4.2
4.3
4.4
5.
6.
7.
8.
8.1
8.2
9.
10.
11.
12.
13.
14.

COTACOES

................................................................. 5 pontos
................................................................. 5 pontos
................................................................. 15 pontos

................................................................. 10 pontos
................................................................. 15 pontos

................................................................. 5 pontos
................................................................. 15 pontos
................................................................. 15 pontos
................................................................. 15 pontos

................................................................. 10 pontos

................................................................. 10 pontos

................................................................. 5 pontos

................................................................. 15 pontos

................................................................. 10 pontos

................................................................. 5 pontos

100 pontos
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! ! OMEGAMAT Resolucao do Exame Modelo VII de Matemética A

Duragao do Exame: 150 minutos 4+ 30 minutos de tolerancia | junho de 2020

12.2 Ano de Escolaridade

P(ANB) =01« P(A)—P(ANB)=01<02-P(ANB)=01< P(ANB)=02-01%
& P(ANnB)=0.1
P(AUB)=p«< P(A)+P(B)—P(ANB)=p< 02+ P(B)—01=p<= P(B)=p—0.1

Assim,

Pwyngé——jf:gﬁpw*Pwnngﬁ

p—01-01 5 p—02
_— = e
0.8

0.8 8 0.8

=

co| ot

5
©p-02=08x 2 &p-02=05&p=05+02&p=07

Resposta: (B)

2.1. Comecemos por resolver a equacio z* —z =0

2 2=002(°-1)=022=0V22-1=02=0Vz=Vlez2=0Vz= Vel &

O0+k2m k2m

sr=0vz=e("3) ke (01,2} & 2 =0vz=c(F) ke {0;1;2)

Atribuindo valores a k, obtemos as solucoes: z =0V z = /0 v z = e (F) v 2 = ¢i(%)

Os afixos destes complexos situam-se, no plano de Argand - Gauss, um na origem do referencial, e
os outros trés, sobre uma circunferéncia centrada na origem do referencial e de raio um

Resposta: (A)

2.2,
z=¢e" com 6 €]0; 7]
Calculo auxiliar:
Ora, ) ) )
. cos(#) = cos (2 X > = cos? <) — sin? <) =
w=z—1=¢e? —1=cos() +isin(f) — 1= 2 2 2
= cos(0) — 1 +isin(0) = “1ot () -t ()
2 2

0 0 0
= —2sin (2>+2251n<2>005<2)

Seja a = Arg(w)

0
Entdo, cos(d) — 1 = —2sin? <2)

Entao,

Professor Francisco Cabral Pagina 1 de 8 Exame Modelo VII ‘ 122 ano



() - sin 5 cos 2) cos > 7sm 513 . QJFZ
T —92sin? Q _—sin Q _cos Q—i—z - 22
2 2 2 2
0 ™ wT+0
Entao, A =+ - =
ntao, Arg(w) 513 5

Por outro lado,
2 2
|w| = \/[—251112 <g)] + {28111 (g) cos <Z)]
- (€)oo )
=, /4sin? (g) = 2 [sin (g)‘ = 2sin (Z), visto que sin (g) >0

3.1. .

3.2.

flr)=—-1e¥® -2"+1=0&(c"-1)2 =02 -1=0c"=1
sef=er=0

C.S. = {0}

A fungdo f é continua em R, em particular, é continua em [0; 1]

Assim, a fungdo g é continua em [0; 1], por se tratar da diferenga de duas fun¢des continuas
Por outro lado

9(0)=f0)-1=-1-1=-2<0

g(1)=e*—2e—-1>0

Como a fun¢ao g é continua em [0;1] e g(0) x g(1) < 0, entdao, pelo corolério do teorema de Bolzano,
existe pelo pelo menos um zero da fungao g em ]0; 1]

4.1. .

in(x) + x sin(z) 1
in bt
e=0t 2z +In(z+1)  z50t+ 2z +1n(x + 1) 20ty In(z 4+ 1)
T
. osin(z) 1 1 3 3 3 3
1 Z 2 2 d 2 2
. ln(x + 1) 2 + hm Y 1 1 2 + 1 3 2
24 lim T T e
y—0t Y
Calculos auxiliares Nota:
Fez-se a mudanga de varidvel Aplicaram-se os limites notaveis
| ) o . sin(z) _1
y=Inz+1)er=e— lim 3717
.oet—
se x — 0T, entdo, y — 0T }IL% T =1

Resposta: (B)
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4.2. € Df

A funcao f é continua em x = 7, se existir lim f(z), ou seja,
Tr—rT

se lim f(z) = lim f(x)= f(m)

T—T r—mt
Ora,
lim f(zx) = lim (sin(x) + E) = sin(m) + r=-I Nota:
T T 2 2 2
lim f(z) = lim S S N 72T> _ Aplicou-se o - 1limite
et gomt \ ¥ oW notavel 1111% =1
e T —1 T [ | T T r= T
= lim ——— —14+4-= lm 14 =1-142=2
somt T Ty T e T 3 373
fmy=I(e")+2k+m=k+2k+n=3k+n
Assim, se3k;+7r:g<:>3k;: g—ﬁ<:>3k:—g<:>k:—%,afungéofé

continua em x = 7

4.3. Determinemos a fungéo derivada de f em [0; 7|
! 1
f(x) = (sin(w) + g) = cos(z) + 3
Procuremos os zeros de f’
, 1 1 o
f'(x) =0« cos(z) + 5= 0 < cos(z) = Bt cos(x) = cos 5
2 2
@I:§+k2ﬂ\/$:7§+k2ﬂ,k€z

Atribuindo valores a k, vem,

2w 2w
k=0—zx=—Var=——
YT 3
8w 4
k=1 =—Vzr=—
T 3 Ve 3
4 8w
k=-1l—sr=——Vzr=——
T 3
21
Como z € [0; [, tem-se que z = 3
Elaborando um quadro de sinais para a fungao derivada
2
T 0 % U
f@) |+ ]+ 0 - VW

@ o | 2| 2

N AV

. , . 27 , . 2
A funcao f é estritamente crescente em |0; 30 e é estritamente decrescente em ?; T

. , . 3 7 2
Atinge o valor méximo > + 3 para x = 5
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4.4. Sendo z a abcissa de A e de B, tem-se que:

B (2:5) e Alw: f(a))

AB = ‘f(x) - g‘ = ’sin(m) + g - g = |sin(x)| = sin(x), visto que z €]0; 7|
Assim, se j for a funcao area, vem,

_ ABx|r—az| sin(z) x (7 — )
B 2 B 2

j(x)

, com z €]0;7[

Inserir a funcdo na calculadora, ajustar a janela de visua-
lizacao [0; 7] x [0; 2.5]

0.91 |- - -
|
Desenhar o grafico da fungao j e procurar a abcissa do seu m

ponto de maximo 1) 1.11 w

Encontramos o ponto 1(1.11;0.91), que se encontra assina-
lado no referencial Figura 1
O valor de z, arredondado as centésimas, para o qual a

area do triangulo [ABC] é méxima, é 1.11 rad

Primeiro Processo

Comecemos por colocar as sete bolas brancas na prateleira. Como as sete bolas brancas nao se distinguem
entdo existem '9C; maneiras diferentes de as colocar na prateleira. Colocadas as sete bolas brancas,
restam nove compartimentos para colocar as quatro bolas azuis que sao numeradas e que portanto, se
distinguem umas das outras. existem A, maneiras distintas de colocar as bolas azuis na prateleira. Por
fim, restam cinco compartimentos para colocar as cinco bolas vermelhas, (que também sdo numeradas, e
portanto, distinguem-se umas das outras). H4 ® A5 = 5! maneiras distintas de colocar as bolas vermelhas
na prateleira

Concluindo, hd '6C7 x? A4 x5 A5 = 4151347200 maneiras diferentes de colocar as bolas na prateleira

Segundo Processo

Comecemos por colocar as cinco bolas vermelhas na prateleira. Como as cinco bolas vermelhas se dis-
inguem, entao existem maneiras diferentes de as colocar na prateleira. Colocadas as cinco bolas
t , ent tem 1645 diferentes d 1 pratel Colocad bol
vermelhas, restam onze compartimentos para colocar as quatro bolas azuis que sao numeradas e que
portanto, se distinguem umas das outras. existem ''A, maneiras distintas de colocar as bolas azuis na
prateleira. Por fim, restam sete compartimentos para colocar as sete bolas brancas, que nao se distinguem
umas das outras. H4 uma tnica maneira de colocar as bolas brancas na prateleira (estando ja colocadas
as outras)
Concluindo, hd 1845 x!1 A, = 4151347200 maneiras diferentes de colocar as bolas na prateleira

) 5

Terceiro Processo

Comecemos por colocar as quatro bolas azuis na prateleira. Como as quatro bolas azuis se distinguem,
entdo existem 164, maneiras diferentes de as colocar na caixa. Colocadas as quatro bolas azuis, restam
doze compartimentos para colocar as cinco bolas vermelhas que sao numeradas e que portanto, se dis-
tinguem umas das outras. existem '2As; maneiras distintas de colocar as bolas vermelhas na prateleira.
Por fim, restam sete compartimentos para colocar as sete bolas brancas, que nao se distinguem umas das
outras. H4 uma tnica maneira de colocar as bolas brancas na caixa (estando j& colocadas as outras)
Concluindo, hé 164, x'2 A5 = 4151347200 maneiras diferentes de colocar as bolas na prateleira

Obs.: Ha mais processos de resolucao
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O ntimero de casos possiveis é igual a 7Cy, dado que se escolhem duas bolas de um conjunto de dezassete

Quanto ao numero de casos favoraveis:
Para que o produto dos ntimeros seja igual a quatro tem de ocorrer o seguinte:

® Saem duas bolas com o ntimero 2: 8C,
® Sai uma bola com ndmero 1 e outra com numero 4: 2Cy x3 Cy

Entao o nimero de casos favoraveis é igual a 8Cy +2 C; x3 C;

8 2 3
1
Assim, a probabilidade pedida serd igual a P = G2 + 17(;1 x”Ch =1
2

7. A equagdo reduzida da reta r é da forma y = ma + b,m,b € R

Ora,
2 2 2
2 +2 ) 22 (14 = lim (—1+ =
f(z) i z—1 L TP A2 (=) x? T 400 x2
lim —= = lim ———— = lim ——— =\ lim = = =
r—+o0 I r——+00 x r—+oo T4 — xT—+00 .132 1— = . 1
22 lim (1-——
Tr——+00 X
—-140
= :—]_
1-0
Logo, m = -1
—z? 42 —2?2 42422 -2 ) —z 42
mkffOO(f(x)”)—mETm( o +x)—x£rfm( P )—mkzzo(x_l)—
1+ 1 1+2
x| — - im | —
. x T—+00 T —-140
= lim = =-1

Logo, b= —1
Concluindo, equagao reduzida daretar é y = —z — 1
Observagao: Também se poderia ter optado pelo cdlculo dos limites quando x tende para —oo

Resposta: (D)

8.1. Determinemos uma equacao do plano ABC
Um vetor normal ao plano poderd ser um vetor diretor da reta que contém a altura da pirdmide, ou
seja, podera ser 3(0; 2;2)
assim, ABC : 0x + 2y + 22+ d=0,d € R, ou seja, ABC : 2y +224+d=0,d € R
Como A (0,2;0) é um ponto deste plano, vem,

2x242x04+d=004+44+d=0&d=—-4
Logo, ABC : 2y +2z—4=0,ouseja, ABC:y+2—2=0

Determinemos, agora o ponto S, de intersegao deste plano com a reta que contém a altura da piramide
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Ora, um ponto genérico da reta é (2; —2 + 2k; —2 4+ 2k), k € R
Assim, substituindo na equagao do plano, vem,

3
—2+2k—2+2k—2:0©4k—6=0@k:5
Portanto,

S (2;—2—1—2 X g;—2—|—2 X 3), ou seja, S (2;1;1)
Determinemos as coordenadas do ponto V'

Este ponto é o ponto de de intersecao do plano ABV com a reta que contém a altura da piramide

Ora, um ponto genérico da reta é (2; —2 + 2k; —2 4+ 2k), k € R
Assim, substituindo na equacéo do plano, vem,

—3x2-242k—-2+42k-2=04k—-12=0< k=3
Portanto,

V(2;-242x3;—2+4 2 x 3), ou seja, V (2;4;4)

A medida da altura da pirdmide ¢ VS = /(2 —-2)2+ (4 —1)2+ (4 — 1)2 = /18 = 32
8.2. Um vetor normal ao plano ABV é ?(—3; 1;1)

Um vetor normal ao plano « é 3(2)\2 —1;20%1)

O plano ABV ¢ perpendicular ao plano «, se o - B =0

T B =00 @2 1) x(-3) 122 x1+1x1=06 6X2+3+202 41 =0

S -dN=-dsN=1cA=1+1

Resposta: existem dois valores para A

8

1
e
“§ e (L] -
p=0 b 2y
8 p
= [8C’p x 287P x 287P x (—1)P x <1) } =
p=0 2y
8
=3 [BC, x (m1)P x 257P x 8P x 27P x y 7P| =
p=0
8
=3 [BC, x (=1)P x 28727 x o8P x y 7P| =

=
Il
=)

Procuremos p € Ngp de modoque 8 —p=4A—-p=—4AN0<p<8
8—p=4N—p=—AN0<p<B8p=4Ap=4N0<p<8&&p=4€Nyeld<4<8

4 no desenvolvimento

Entao, existe termo da forma az*y~
Termo:3Cy x (—1)* x 2878 x 2874 x y=* = 7024y ~*

Resposta: (A)
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10. Se, se retiram, ao acaso, duas bolas da caixa X e se colocam na caixa Y e de seguida, se retiram trés
bolas da caixa Y e se multiplicam os respetivos niimeros, entao, atendendo a constituicao das duas caixas,
independentemente do tipo de nimero das bolas que saem da caixa X , quando colocadas na caixa Y,
o produto das trés bolas retiradas da caixa Y val ser sempre um numero par. Com efeito, na pior das
hipéteses, poderia entrar na caixa Y a bola com o niimero um que existe na caixa X, e neste caso, ficariam
na caixa Y duas bolas com nimero impar e as restantes com nimero par. Ora, quando se retiram trés
bolas da caixa Y, necessariamente, uma delas vai ter ntimero par, e por consequéncia, quando se multi-
plicam os nimeros obtemos um nimero par

Assim sendo, a probabilidade pedida é igual a um

11. .

Por hipétese sabemos que f'(¢) = 0, para ¢ €]a; b[
Ora,

Fre) = tim L =L@ @0y @)

z—ct xr—cC z—ct T —C z—ct T —C
Como também se sabe que f”(c) > 0, entdo, existe um intervalo |¢; ¢ + €[, > 0, no qual f/(z) toma sinal
positivo. Sendo assim, a fungao f é crescente em |¢; ¢+ €[, > 0, ou seja, f(c) < f(z)

De modo anélogo,

f"(c) = lim w = lim M — lim @

r—c r—cC T—c™ xr —cC r—c~ X — C

Como também se sabe que f”(c) > 0, entdo, existe um intervalo Jc — ¢;¢[,e > 0, no qual f’(x) toma sinal
negativo. Sendo assim, a funcdo f é decrescente em |c — g;c[,e > 0, ou seja, f(c) < f(x)

Concluindo, a funcao f admite um minimo relativo para z = ¢

Resposta: (B)

12. Determinemos a fungao derivada de F'
F'(t) = (A x eth)/ =—AB x e B!

Assim,

F(t) A x e Bt

1
F'(t)y —ABxe Bt B

Resposta: (B)
13. .
1
Ora, lim(a,) = lim <2+\/ﬁ) =24 —— :2+ioo =92+

Assim,
In [elimf(an)] = lim f(a’ﬂ) =3

Resposta: (C)
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14. A abcissa do ponto de tangéncia A, é o zero da funcao f

Ora,

1 —In(z)

o =0Az>0<1-In(z)=0Az>0<n(x)=1Az>0cz=chz>0a=c¢

f@) =0
Assim, o ponto de tangéncia é A(e;0)

Determinemos a fungao derivada de f

T

o) = (1—1n(x)>’ e (1 m() x (e ) € (—i-l-l—ln(x)) SR

e~ 6—23: 6—256 e~

Seja m o declive da reta tangente

1 1 1
——+4+1—-In(e) ——+1-1 = 1
N € _ e ___e _ _ -1
m=fle) =t = e = e
Assim sendo, a equacdo reduzida da reta tangente t é da forma y = —e® 'z +b,b € R
Como a reta passa no ponto A(e;0), vem,
0=—-e"Txe+bsb=c¢"
Portanto, a equacao reduzida da reta t é y = —e® 1z + €°
Determinemos a abcissa do ponto B, que é a solucdo da equacio —e® 'z 4+ e® = —e
e +e
—ef g tef=—eco el =—ct—e = +
eefl
Assim a drea do trapézio [ABCO] é igual a
o L ee +e ) eeJrl —|—€2
4 AO+ B e, S " et e et 4 ectl 4 2
= —m = —m— e = = =
[ABCO] 2 2 2 2ee1
2ectl 4 2 ) 4
= g1 =€ + —e’7¢
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OMEGAMAT Exame Modelo VIIT de Matemética A

Duracgao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia | junho de 2020

12.2 Ano de Escolaridade

Utiliza apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta

E permitido o uso de calculadora

Nao é permitido o uso de corretor. Risca o que pretendes que nédo seja classificado
Para cada resposta identifica o item

Apresenta as tuas respostas de forma legivel

Apresenta apenas uma resposta para cada item

A prova apresenta um formulédrio na pagina 2

As cotagbes dos itens encontram-se na pagina 8

Na resposta aos itens de selegdo (escolha miiltipla), seleciona a resposta correta. Escreve na folha de respos-
tas o nimero do item e a letra que identifica a opcao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresenta o teu raciocinio de forma clara, indicando todos os calculos que
tiveres de efetuar e todas as justificagoes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida aproximacao
apresenta sempre o valor exato.

Professor Francisco Cabral Pagina 1 de 8 Exame Modelo VIII ‘ 122 ano



Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:
ar («a - amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; v - raio)
drea de um poligono regular: Semiperimetro x Apdtema

area de um setor circular:

Oé’!’2

- (a- amplitude, em radianos, do dngulo ao centro, v - raio)
area lateral de um cone: 7rg (v - raio da base, g - geratriz)

area de uma superficie esférica: 472 (r - raio)

1
Volume da piramide: §X drea da base x Altura

1
Volume do cone: — X drea da base x Altura

w

4
Volume da esfera: gm"g (r - raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressio (un):

Ui + Un

Progressao aritmética: Xn

1—r"

1—r

Progressao geométrica: u; x

,r#1

Trigonometria

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa
cos(a +b) = cosacosb —sinasinb
Complexos

(I2lei®) = |2|nein®)

0+42km

Yz = ”1/‘Z|ei( n ),ke{O;l;Q;...;n—l}enEN

Regras de derivagao
(u+v) =u +
(wv) = u/v + uv’
(E)l v —w
v/ v2
(u™) =nu" v (n€R)

(sinu) = u/ cosu

(cosu)’ = —u'sinu
/
u
(tanu)' = ——
cos?u

(eu)/ — u/eu
(a*) =v'a*Ina (a € RT\{1})

’

(Inw) = v
u

—— (a€RF\(1})

(log, u)’ =
Limites notaveis

1 n
hm(l—i—f) =e (meN)
n

sin x

lim =1
x—0 2o
z -1
lim & =1
z—0 x
. Inx
lim — =0

rx—+oo I
x

e
lim < = R
S +oo (p€R)
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1. Considera a funcao f, real de varidvel real, definida em R, por f(z) = sin(7x)
Seja g, a fungdo real de varidvel real, definida em R, por g(z) = —2f(4x)

Pode-se afirmar que a fungéo g, no intervalo [0; 2], tem

(A) 8 zeros
(B)
(C) 10 zeros
(D)

9 zeros

3 zeros

2. O Professor de Matemética de uma turma de 122 ano, colocou aos seus alunos o seguinte problema de
célculo combinatério:
Considerem o conjunto A de todos os nimeros de cinco algarismos que se podem formar com os algarismos
delad
Considerem, agora, o conjunto B, subconjunto de A, cujos elementos satisfazem os sequintes requisitos:

e cada numero tem os algarismos todos diferentes
e comecam todos por 7 e terminam em 2

e a soma dos cinco algarismos € impar

Qual € o cardinal do conjunto B?

Duas respostas corretas ao problema proposto foram apresentadas por dois alunos da turma, Rodrigo e
Carolina

Numa composicao, explica-as

Resposta do Rodrigo Resposta da Carolina
#B =3 Cl ><3 Cl ><4 A2 +3 A3 =114 #B =14 Cg X3 02 x 2! X3 Cl +3' =114

3. Considera, num plano munido de um referencial ortonormado xQOy, uma circunferéncia de centro na origem
e de raio 7, com r > (0, como se observa na figura 1

Sabe-se que:

e os pontos A, B, C' e D pertencem a circun- Y
feréncia

e os pontos A e B s@o simétricos em relacao ao B
eixo Oy

e os pontos C' e D sao simétricos em relacao ao x B
eixo Oy

e os tridngulos [ABO] e [CDO], sao simétricos
em relagao ao eixo Ox

o E(r;0)

e 0 ponto A move-se no primeiro quadrante, e os

pontos B, C' e D, acompanham esse movimento )
Figura 1

° E(A)A:x,comxe}o;g{

A drea da regido colorida da figura, é dada, em funcao de x, por:
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4. Sejam a e b, dois niimeros reais, com a >1e b > 1

Sabe-se que log, (b*) = 4

b
Mostra que, para esses valores de a e b, se tem, log, <\/>> =1
a

5. Na figura 2 estd representado, num plano munido de um referencial ortonormado Oy, parte do grafico
de uma funcio quadratica f, de dominio R, e definida por f(z) = az? +bx +c, b,c € R, e a € R

Y
!
Seja g, a funcao real de varidvel real, definida por
g(@) = f(z) te
Em qual das opgoes seguintes pode estar representado parte 0 T
do grafico da fungao ¢’, derivada da fungao g?
Figura 2
(A4) (B)
Y Y
g/
O
I9) x
x
gl
Figura 3 Figura 4
(©) (D)
y y
g/
I9) T
/
/ o x
g/
Figura 5 Figura 6

6. Uma caixa contém dez bolas numeradas de 1 a 10
Retiram-se da caixa duas bolas, sucessivamente e sem reposigao

Qual é a probabilidade de sairem duas bolas em que o nimero da segunda bola nao é o sucessor do nimero
da primeira bola?

(A) 10% .

=) 40 | @eégg |
(C) 80% ’

(D) 90% Figura 7
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7. Numa caixa, identificada por X, estdo seis bolas numeradas de um a seis, e numa caixa, identificada por
Y, estao trés bolas numeradas com o niimero um, quatro numeradas com o niimero dois e cinco numeradas
com o numero trés

Lancga-se um dado ciibico equilibrado

Se sair ntmero par, retira-se a bola com o numero quatro da caixa X e
coloca-se na caixa Y, juntamente com mais onze bolas iguais a ela

Seguidamente retiram-se duas bolas da caixa Y e somam-se os nimeros das
bolas que sairam

Sejam os acontecimentos

A : sal nimero impar no langamento do dado DD DA G

B : A soma dos numeros das duas bolas extraidas da caixa Y é igual a cinco
Figura 8
Sem utilizar a formula de probabilidade condicionada, mostra que

12 3 4 5
P(B[A) - GGG

8. Seja f, a fungdo real de varidvel real, definida por f(z) = In(e** — 2%)

8.1. Determina o dominio da fungao f

8.2. Escreve as equagOes das assintotas ao grafico da funcao f

9. Seja g, a fungao real de varidvel real, definida em R* \ {1}, por g(z) = n(z)

Seja ¢, a funcao derivada da funcao g

9.1. Estuda a fungdo g, quanto a monotonia e existéncia de extremos

!/
9.2. Em qual das opgoes esta o valor de lim 9(@) ?
r—e —e

10. Numa escola com 150 Professores, 100 sdo do sexo feminino. A diregdo da escola, aquando da preparagao
do ano letivo, terd de escolher um grupo de Professores para desempenharem a funcao de Diretor de
Turma
Definido o perfil do Diretor de Turma pela Direcao, estima-se que, dos Professores da escola do sexo
feminino, 90% tém perfil para desempenhar o cargo, e que dos Professores da escola do sexo masculino,
60% tém perfil para desempenhar o cargo

Escolhido um Professor, ao acaso, qual é a probabilidade de ser do sexo feminino, se nao tem perfil para
desempenhar a fungdo de Diretor de Turma?
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11. Seja C, o conjunto dos nimeros complexos e seja z um nimero complexo

11.1. Em qual das opgbes pode estar representado o conjunto dos pontos do plano complexo, afixos do

3
complexo z, que satisfazem a condigdo 1 < |z — 2i| <3 A % < Arg(z—2i) < Zﬂ

(A) (B)

Figura 9 Figura 10

Im(z)

Figura 11

Figura 12

. i( = i 13 ~ ; ; . . ,
11.2. Admite que z; = 2¢i(%) ¢ 2o = 2¢i(%) siio duas raizes indice n, consecutivas, do nimero complexo
z. Determina o valor de n e o niimero complexo z

12. Seja f, a funcao real e varidvel real, de dominio | — co; —al, definida por
flx)=b++v—zr—acoma>0eb>0,eafuncio g, de dominio [a; +oo|, definida por g(z) = f(—=z)
No referencial cartesiano ortonormado Oy, estao representados partes dos graficos das funcgoes f e g, e
um trapézio isésceles [ABC D], como se observa na figura 13

Y
Sabe-se que:

. ~ C D
e os pontos A e D pertencem ao grafico da funcao g f \ /
| |
e os pontos B e C pertencem ao grafico da fungao f Lo ) ' A |
| | | |
e a abcissa do ponto A é a — o —

e a abcissa do ponto D excede a abcissa do ponto A em

uma unidade
Figura 13

A drea do trapézio [ABCD], é dada, em fungao de a, por:
(A) 2a+2
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13. Seja f, a funcao real de varidvel real, definida por f(z) = ze® — e*
na figura 14, estao representados, num plano munido de um referencial ortonormado xOy, parte do gréafico
da funcao f, a reta r, tangente ao grafico da funcao no ponto de abcissa 2, e dois pontos do grafico, [ e T

Sabe-se que:

e [ é ponto de inflexao do grafico da funcao f

e T é o ponto de intersecao da reta r com o grafico de f

Figura 14

13.1. Escreve a equagao reduzida da reta r

2
13.2. Mostra, analiticamente, que o ponto I tem coordenadas (—1; —)
e

13.3. Mostra, recorrendo ao Teorema de Bolzano, que a funcao g, real de varidvel real, definida por
g(x) = =1+ f(2z) admite um zero no intervalo ]0; 1|

14. Nas festas da cidade de Paredes, junto ao parque da cidade, hd um carrossel para criancas com a forma
que se apresenta na figura 15
A base do carrossel é formado por um prisma octogonal regular, e o telhado é uma pirdmide octogonal,
como se observa na figura 15
Na figura esta um modelo do carrossel

Admite que se fixa um referencial ortonormado Ozyz, como o representado na figura 15

Sabe-se que: v

e a>0 AN
c ( :\\\,\5\; § D
e 0 ponto A pertence ao eixo Oy 4 LN
|

3 3 \
B 0 v
(2 2a ) L

AT 10T

o AD = (0,0;4a) < D
o CD = (0,4a;0) { iy

// ! B A
e V(0;0;5a)
e areta AV tem equacdo vetorial "

(z;y;2) = (0, —2a, 10a) + k(0, —4a, 10a), k € R
Figura 15

14.1. Sendo « a amplitude do dngulo BV A, um valor aproximado as décimas de « é:
(A) 16.6°
(B) 16.7°
(C) 16.8°
(D) 16.9°

14.2. Escreve uma equacao cartesiana do plano ABC

Professor Francisco Cabral Pagina 7 de 8 Exame Modelo VIII ‘ 122 ano



1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
8.1
8.2
9.
9.1
9.2
10.
11.
11.1
11.2
12.
13.
13.1
13.2
13.3
14.
14.1
14.2

COTACOES

................................................................. 5 pontos

................................................................. 10 pontos

................................................................. 5 pontos

................................................................. 5 pontos

................................................................. 5 pontos
................................................................. 15 pontos

................................................................. 15 pontos
................................................................. 5 pontos

................................................................. 15 pontos
................................................................. 5 pontos
................................................................. 10 pontos
................................................................. 5 pontos
................................................................. 10 pontos
................................................................. 15 pontos

................................................................. 10 pontos

................................................................. 15 pontos
................................................................. 15 pontos

100 pontos
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! ! OMEGAMAT Resolucao do Exame Modelo VIII de Matematica A

Duracgao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia | junho de 2020

12.2 Ano de Escolaridade

1. Ora, g(z) = —2f(4x) = —2sin(4nz)
Procuremos os zeros de g em [0; 2]
g(x) =0 —2sin(4drz) = 0 & sin(drz) = 0 < sin(dnz) =sin(0) © drx = km,k € Z &
@xz%,kEZ@zzg,kEZ

Atribuindo valores a k, vem,

k=0—=2=0¢€]|0;2] k:5—>x=2€[0;2]
k=1 _! 0;2 0
= _HU_ZG[’] k:6—>x=Z=*€[0;2]
2 1 7
3 ) 8
k=4 4—1 0;2 )
=4oa=_= € [0;2] k:9—>x=1¢[0;2]

A funcao g tem 9 zeros no intervalo [0; 2]

Resposta: (B)

Gréfico da fungdo g no intervalo [0; 2]

Obs.: Poderfamos inserir a funcdo g na calculadora
grafica, definindo a janela [0;2] x [—5; 5], e contar os
zeros da fungao

Figura 1
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2. Fazendo um esquema
Cada ndmero do conjunto B ¢ da forma: 7 --- -+ ... 2

Para que a soma dos cinco algarismos do ntimero seja impar é preciso que a soma dos trés algarismos em
falta seja par

Ora, para que esta soma seja par, dois casos podem ocorrer:

e um algarismo é par e os outros dois sao fmpares(e distintos)

e os trés algarismos sdo pares (e distintos)

Resposta do Rodrigo
12. Caso:

Neste caso, temos de escolher um niimero par de entre trés disponiveis (4, 6 e 8), visto que o 2 ji estd
escolhido, e essa escolha pode ser feita de 3C; maneiras distintas. Para além disso, temos de escolher a
posicao que este algarismo vai ocupar nos trés lugares disponiveis, o que pode ser feito de *C; maneiras
distintas. Assim, ha 3C; x3 C} maneiras distintas de escolher e colocar o ntimero par

Escolhido o algarismo par e fixada a sua posicao, restam duas posi¢oes para quatro algarismos impares
(1,3, 5, 9), visto que o 7 j4 estd escolhido. H4 * A maneiras distintas de escolher ordenadamente os dois
algarismos impares para estas duas posigoes

ntao ha °Cy 1 o numeros distintos neste caso
Entdo hd 3Cy x3Cy x* A distint t
22, Caso:

Temos trés algarismos pares disponiveis (4, 6 e 8), visto que o 2 ja estd escolhido, e trés posi¢oes para
eles. Entao, temos de escolher ordenadamente trés algarismos pares de entre os trés que existem, para
essas trés posicdes. O nimero de maneiras distintas de o fazer é 243 (para a primeira posicio temos trés
escolhas; fixado esse algarismo, temos duas escolhas para a segunda posigao; fixados esses dois algarismos,
para a terceira posi¢ao temos uma escolha)

Concluindo, #B =3 C; x3 C; x* Ay +3 A3
Resposta da Carolina
12. Caso:

Neste caso, temos de escolher dois nimeros impares de entre quatro disponiveis (1, 3, 5 e 9), visto que
0 7 j4 esté escolhido, e essa escolha pode ser feita de Cy maneiras distintas. Para além disso, temos de
escolher a posigao que este dois algarismos vao ocupar nos trés lugares disponiveis, o que pode ser feito
de 3Cy maneiras distintas. Escolhidos e colocados os dois algarismos fmpares, eles ainda podem permutar
entre si de 2! maneiras distintas. Assim, hd 4Cy x3 Cy x 2! maneiras distintas de escolher e colocar os
nimeros impares

Escolhidos os dois algarismos impares e fixada a sua posicao, resta uma posigao para trés algarismos pares
(4, 6 e 8), visto que o 2 j4 estd escolhido. H4 2C; maneiras distintas de colocar o algarismo par

Entdo hd #B =* Cy x3 Cy x 2! x3 C; ntimeros distintos neste caso
22, Caso:

Temos trés algarismos pares disponiveis (4, 6 e 8), visto que o 2 j& estd escolhido, e trés posicoes para
eles. Entao, colocam-se os trés algarismos nas trés posicoes, permutando entre si. O niimero de maneiras
distintas de o fazer é 3!

Concluindo, #B =* Cy x3 Cy x 2! x3 Cy + 3!
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3. Como a circunferéncia tem raio r, entao
A(r cos(z);rsin(z)), com cos(x) > 0 e sin(x) > 0
Sendo F', a projegao ortogonal do ponto A sobre o eixo Oy, tem-se que F(0;r sin(x))
Assim,
AB = 2r cos(z)
OF = rsin(x)
Portanto, a drea da regiao colorida é

AB x OF

5 = mr? — ABx OF = 7r? —2r cos(z) x rsin(z) =

2 2
Aregiaocolorida =7re—2X A[ABO] =7mr°—2x

= mr? — 2r? sin(x) cos(x) = mr® — r? sin(2x) = r?(r — sin(2x))

Resposta: (B)
4. De log,(b?) = 4, tem-se,

log, (b?) = 4 & 2log,(b) = 4 < log, (b) = 2

Assim,

g (@)= (f(x)+e) = f'(x)+e = (ar® + bxr +¢) + 0 = 2azx + b, com a > 0
Logo, o gréifico da funcao ¢’ s6 podera estar na opcao D

Resposta: (D)
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6. Consideremos o acontecimento
A: saem duas bolas em que o nimero da segunda bola é o sucessor do nimero da primeira bola
Entao,
A: saem duas bolas em que o niimero da segunda bola nio é o sucessor do niimero da primeira bola
P(A)=1-P(A)
Calculemos, entao, P(A)
numero de casos possiveis:

Se, se retiram duas bolas da caixa sucessivamente e sem reposi¢ao, entao o nimero de maneiras distintas
de o fazer é dado por YA, . Este ntimero é o ntimero de casos possiveis

Numero de casos favoraveis:

Pretende-se que saiam duas bolas em que o niimero da segunda bola é o sucessor do nimero da primeira

bola

Entao temos os seguintes casos a considerar:

1;2 ou 2;3 0ou 3;4 ou --- 9;10. Ou seja, sao nove casos favoraveis
Sendo assim, P(A) = —
endo assim, = —
104,
Logo,
— 9
P(A)=1-P(A) =1- 75— =1-0.1=0.9=90%
2

Resposta: (D)

7. P(B|A), ¢ a probabilidade de a soma dos ntimeros das duas bolas extraidas da caixa Y ser cinco, sabendo
que nao saiu nimero impar no langamento do dado
Ora, se saiu ntmero par no langamento do dado, entao, vai ser retirada a bola com o nimero quatro da
caixa X e, juntamente com mais onze bolas iguais a ela, vao ser colocadas na caixa Y
Assim, na caixa Y passa a haver vinte e quatro bolas, sendo trés bolas numeradas com o nimero um,
quatro numeradas com o numero dois, cinco numeradas com o nimero trés e doze numeradas com o
numero quatro
Como a seguir se retiram em simultaneo, duas bolas da caixa Y, entao o niimero de casos possiveis é igual
a 2402

Quanto ao nimero de casos favoraveis:

Pretende-se que a soma dos nimeros das duas bolas extraidas seja igual a cinco, entao podem ocorrer os
seguintes casos:

e sai uma bola com o ntimero quatro e uma bola com o ntimero um : 2C; x3 C}

e sai uma bola com o nimero dois e uma bola com o ndmero trés : *C; x° C}
Entao o nimero de casos favordveis ¢ igual a 12C, x3 C; +* C; x® C4

E a probabilidade pedida é,

12 3 4 5
— C1 x° C1 +*C1 x° C
P(B[A) = e
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81 Dy={zcR:e* - >0} ={zcR:2 >0} =R"
Calculo auxiliar

e s e seTodr>re2r>08>0

8.2. Dy = Rt
Assintotas verticais

1' :1 1 4r 2z :1 1 4xr _ 2x :1 0+ _ _
i f(x) = Tim [n(e® = ¢*)] = In[ lim (e — )] = In(0") = —oc

Logo, a reta de equacao x = 0 é assintota vertical ao grafico da funcao f

Como a funcao f é continua em todo o seu dominio, entao, nao existem mais assintotas verticais ao
grafico da funcao f

Assintotas nao verticais

A equagdo da assintota nao vertical é da forma y = mx +b, m,b € R

N 1
In (e* )+1n<182x>

lim ——= = lim lim = lim
r—+o00 T r—+00 xT T—400 xT T—+00 xT
1 1
4m+1n<12w> 1H<12w> 0
= lim /= lim 24 lim /= lim W)+ — =4+0=4
T—+00 x r—+oo T r——+00 x x—+00 +00

lim (f(z) —4z) = lim [In(e* — e?*) —42] =) lim {m {e“ (1 - g:ﬂ _44 =

r——+00 Tr— 400 r—+0o0

1 1
= lim {m (e*) +In (1 - 2) - 44 = lim {43: +In (1 — 2) — 44 =
r— 400 e x—+00 e

. 1
= wgr_&o {ln (1 - 62“7)] =In(1)=0
Logo, b=10

Concluindo, a reta de equagao y = 4x, € assintota nao vertical ao grafico da funcao f, quando
T — +00

9.1. Determinemos a funcao derivada de g

1
Lo r /_lxln(z)fxxg_ln(m)_l
gz = (mm) ST m@RE | (m@)P

Procuremos os zeros de g’

g’(z)—0<:>l(nl;x)w))21—0/\x>0/\x7él<:>ln(:v)1—0/\(1n(x))2#0/\x>0/\:17#1<:>

Slh(z)=1Aln(z) Z0Az >0 Az 41l c=chz>0Nz#leaz=¢
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Quadro de sinal de ¢’

T 0 1 e | +o0
In(z)—1 | \\\ | — - - 10 +
In(x))? [ \\\ | + 0 + |+ +
g@) [N\ =N\ |- 10] +
9@ [NV N W N e ] A
9(e) = lnie) =1=¢

A fungdo g é estritamente decrescente em ]0;1[ e em ]1;¢], e é estritamente crescente em [e; +00[
Atinge o valor minimo relativo e, para z = e
2 —In(e) 2-1 1 _

g@ @) =0_ g~ g ()

9.2. i =1 =q"(e) = = = =
ihez—e  ome xT—e ihe  z—e 9°() ex (In(e))? ex13 e ¢
Calculos auxiliares

1 -1 1-1
Jlo-d-1_1-1_,

(In(e))* — 12

") = <ln(a:) 1>/ l X (1n(x))2 — (In(z) — 1) x 2 x In(z) x %
(In(z))*

Resposta: (A)

10. .

Sejam os acontecimentos:

100 2
M: o professor é do sexo feminino - P(M) = — = =

150 3
=7 , . — 2 1
M: o professor é do sexo masculino - P(M) =1 — 3=3

A: o professor tem perfil para desempenhar a funcao de Diretor de Turma

A: o professor nao tem perfil para desempenhar a funcido de Diretor de Turma
Entao,

P(A|M)=0.9e P(AIM)=0.6

Sabe-se que:

P(ANM) 9 9 9 3

P(A|M) = 0. _ = — P(ANM)= —xP(M P(ANM)=— x = P(ANM) = -
(AIM) = 09 ¢ =50 = 5 ¢ PANM) = 3 x P(M) & PANM) = 15 5 & P(ANM) = 2
— P(ANM) 6 — 6 — — 6 1 — 1

P(A|M) =0. —_— = — P(ANM)= —xP(M P(ANM)= — x = P(ANM) ==
(AIVT) = 0.6 & =L = 55 & PANND) = 15 PO) & PANM) = 35 % 3 & PANT) = 2
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Elaborando uma tabela

Al A
I ERENE
511513
— 11 2 |1
Mzl l3
4 | 1
i |
51 5

Pretende-se determinar P(M|A)

Ora, P(M[A) = @

OTM—!‘;‘)—I
|
W =

11. .

11.1. A condigdo, 1 < |z — 2i| < 3, que é equivalente a 1 < |z — (0 4 27)| < 3, representa, no plano com-
plexo, uma coroa circular centrada no ponto P(0;2), afixo do niimero complexo z = 2i, e de raios 1 e 3

L. T . 3m , . m ) 3
A condicao 1 < Arg(z —2i) < o dueé equivalente a 1 < Arg(z — (0+21)) < i representa, no
plano complexo, o conjunto de pontos, afixos de z, que se situam entre a semirreta de origem P e que
forma, com a semirreta de origem P e com direcao e sentido do semieixo real positivo, um angulo de

. ™ . . . . . ~
amplitude—, e a semirreta de origem P e que forma, com a semirreta de origem P e com diregao e

4

3m
sentido do semieixo real positivo, um angulo de amplitude —

~ . . - . . 3
Entao, o conjunto definido pela condigdo 1 < |z — 2i] < 3 A % < Arg(z — 2i) < Iﬂ pode estar

representado na opgao A

Resposta: (A)

11.2. se z; e z3 s@o duas raizes consecutivas n-ésimas do complexo z, entao

. ~ - . . _ 27
os argumentos destes dois niimeros complexos estao em progressao aritmética de razao —
n

Sendo assim, como sao raizes consecutivas n-esimas, tem-se

T 27 _ 137

4 n 20

entao,

s + 21 137 - 2 137« o 2 8 o 5
— _— = — _— = — — = _—= — n =
4 n 20 n 20 4 n 20

Ou seja, z1 e z2 sao duas raizes quintas, consecutivas do complexo z

Assim,
o complexo z = (z2)” = (261'(15’*0”))5 = 25¢/(%) = 32¢/(-F)
12. Sabemos que f(x) =b++/—z —a
Assim, g(x) = f(~2) = b+ Vo~

Coordenadas dos vértices do trapézio
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Ponto A

gla)=b++ya—a=b+0=0b

Logo, A(a;b)

Ponto D

gla+1)=b++vVa+1—-a=b+1

Logo, D(a+1;0+ 1)

Ponto B é simétrico do ponto A em relagdo ao eixo Oy
Logo, B(—a;b)

Ponto C é simétrico do ponto D em relagao ao eixo Oy
Logo, C(—a —1;b+1)

Assim,

Base menor do trapézio

AB = |a — (—a)| = |a+ a|] = |2a] = 2a, visto que a > 0
Base maior do trapézio
CD=la+1—(—a—1)|=la+1+a+1]=|2a+ 2| =2a+ 2, visto que a > 0
Altura do trapézio:

|ordenada de D — ordenada de Al=1]b+1-b=1

Portanto,

AB+CD = 2a+2a+2 4a+2

AiaBep) = x1

5 > 5 =2a+1

Resposta: (D)

13. .

13.1. Calculemos a funcao derivada de f
() = (xe® —e*) = 1e® + xe® — e” = ze”
Seja m o declive da reta tangente
m = f'(2) = 2e% = 2¢2
Ponto de tangéncia [

f(2) =2e? — e =¢?
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Entdo, 1(2;e?)

Assim sendo,

r:y=2e%xr+b, combcR

Como a reta “passa”’ no ponto I, vem,
€2 =2e2 x2+be b= —3¢

Logo,

r:y =2e?r — 3e2
13.2. f(z) = xe® — €

A funcéo derivada de f é f/'(z) = ze”
Calculemos a funcao segunda derivada de f
f'(x) = (ze®) =e* +ze” =e"(x+ 1)
Zeros de f"(z)

f'(z) =0 e’ (z4+1)=02+1=0Ve* =0 2=-1

Quadro de sinal de f”(z)

T - | =1 | 4+
z+1 — 0 +
e + + +
f// _ O +
2
f ~~ —; ~—

Calculos auxiliares

O gréfico da fun¢ao f tem a concavidade voltada para baixo em | —oo; —1], tem a concavidade voltada

2
para cima em [—1; 400, e tem um ponto de inflexdo de coordenadas I (—1; —)
e

13.3. A fungédo f é continua em R, em particular, é continua em [0; 1]
Assim, a fungdo g é continua em [0; 1], por se tratar da soma de duas fungoes continuas
Por outro lado
g(0)=—-1+f0)=-140xe"—e’=-2<0
g1)==1+f2)=-1+2xe2—e?=€e2-1>0

Como a fungao g é continua em [0;1] e g(0) x g(1) < 0, entao, pelo coroldrio do teorema de Bolzano,
existe pelo pelo menos um zero da fungao g em |0; 1]
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14. .
14.1. Sabemos que o ponto A pertence ao eixo Oy, logo, é da forma (0;y;0), com y € R

Como pertence a reta AV, vem,
(0;4;0) = (0, —2a, 10a) + k(0, —4a,10a) < 0 =0 Ay = —2a — 4ak A0 = 10a + 10ak <
Sy=-2a—4dakNk=-1y=-2a+4daNk=-1y=2aNk=-1
Logo, A(0;2a;0)
Determinemos os vetores A_>V e B—X}
AV =V - A= (0;0; 5a) — (0;2a;0) = (0; —2a; 5a)

— 3 3 3 3
BV =V — B=(0;0;5a) — (Qa, 2a,O) = (—2a, —3 5a>

Calculemos o produto escalar entre estes dois vetores

F/-B—‘}:OX (2(1) — 2a X (3(1) + 5a % 5a = 3a2 + 2542 = 28a2

Calculemos as normas destes dois vetores

—
[|AV]] = /02 + (—2a)2 + (5a)% = V0 + 4a2 + 2542 = V2942 = \/29a, visto que a > 0

2 2
e 3 3 9 9 118 V118
[|BV]| = \/(—2a> + (—2(1) + (ha)? = \/4a2 + ZaQ + 25a2 = TGQ =4 visto que

a>0

Seja «, a amplitude do angulo BV A

assim,
. By
cos(a) = AV . 28a? 56a> 56
HA—‘}IIX\B.VzH /350 x \/11 T V342242 V3422
Portanto,

56
a=cos™! ( ) ~ 16.8°
V3422
Resposta: (C)
14.2. Sabemos que:

A(0; 2a;0)

B(; 3a0>
AD = (0,0; 4a)

CD = (0, —4a;0)

Ora, A0 = Aﬁ—i— DC = (0;0; 4a) + (0;4a;0) = (0; —2a; 4a)

—-— 3 3 3 1

AB=B—-A=|-a:—-a; —(0:2a:0) = | Z2a: —=a:
<2a,2a,0) (0;2a;0) (2a, 2a,0)

Determinemos uma equagao do plano ABC
Seja a(b; ¢;d), um vetor normal ao plano ABC
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Assim,

T-AB=0AT-AC =0

< (b;¢;d) - (ga

1
;—2a;0) =0A (b;¢;d) - (0; —4a;4a) =0 &
3 1
& iab— iac:O/\—4ac+4ad=O®
S3b—-—c=0N—c+d=0<
Sb L Ad
= —C = C
3
Logo,
1
o (Sc; ¢ 6)7 com ¢ € R\ {0}, é uma familia de vetores normais ao plano ABC
Tomando ¢ = 3, vem, 3(1; 3;3)
assim, ABC : lx +3y+3z+d=0,d € R, ouseja, ABC : 2 +3y+3z+d=0,deR
Como A (0,2a;0) é um ponto deste plano, vem,

0+3%x2a+3x0+d=0&6a+d=0&d=—6a

Logo, ABC : x + 3y + 3z —6a =0, com a >0
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OMEGAMAT Exame Modelo IX de Matematica A

Duracgao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia | junho de 2020

12.2 Ano de Escolaridade

Utiliza apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta

E permitido o uso de calculadora

Nao é permitido o uso de corretor. Risca o que pretendes que nédo seja classificado
Para cada resposta identifica o item

Apresenta as tuas respostas de forma legivel

Apresenta apenas uma resposta para cada item

A prova apresenta um formulédrio na pagina 2

As cotagbes dos itens encontram-se na pagina 6

Na resposta aos itens de selegdo (escolha miiltipla), seleciona a resposta correta. Escreve na folha de respos-
tas o nimero do item e a letra que identifica a opcao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresenta o teu raciocinio de forma clara, indicando todos os calculos que
tiveres de efetuar e todas as justificagoes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida aproximacao
apresenta sempre o valor exato.

NOTA

% Itens cujas respostas contribuem obrigatoriamente para a classificacao final:

6.1,6.2,63¢9

Estes itens estao assinalados no enunciado a cor azul e em italico
% Dos restantes 14 itens da prova, apenas contribuem para a classificacao final os 8 itens cujas respostas

obtenham melhor pontuacao
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:
ar («a - amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; v - raio)
drea de um poligono regular: Semiperimetro x Apdtema

area de um setor circular:

Oé’!’2

- (a- amplitude, em radianos, do dngulo ao centro, v - raio)
area lateral de um cone: 7rg (v - raio da base, g - geratriz)

area de uma superficie esférica: 472 (r - raio)

1
Volume da piramide: §X drea da base x Altura

1
Volume do cone: — X drea da base x Altura

w

4
Volume da esfera: gm"g (r - raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressio (un):

Ui + Un

Progressao aritmética: Xn

1—r"

1—r

Progressao geométrica: u; x

,r#1

Trigonometria

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa
cos(a +b) = cosacosb —sinasinb
Complexos

(I2lei®) = |2|nein®)

0+42km

Yz = ”1/‘Z|ei( n ),ke{O;l;Q;...;n—l}enEN

Regras de derivagao
(u+v) =u +
(wv) = u/v + uv’
(E)l v —w
v/ v2
(u™) =nu" v (n€R)

(sinu) = u/ cosu

(cosu)’ = —u'sinu
/
u
(tanu)' = ——
cos?u

(eu)/ — u/eu
(a*) =v'a*Ina (a € RT\{1})

’

(Inw) = v
u

—— (a€RF\(1})

(log, u)’ =
Limites notaveis

1 n
hm(l—i—f) =e (meN)
n

sin x

lim =1
x—0 2o
z -1
lim & =1
z—0 x
. Inx
lim — =0

rx—+oo I
x

e
lim < = R
S +oo (p€R)

Professor Francisco Cabral Pagina 2 de 6

Exame Modelo IX 122 ano



1. Considera um tabuleiro com dezasseis casas (quadrado dividido em dezasseis quadrados)
O Rodrigo tem seis bolas numeradas de 1 a 6 numa caixa
Ele pretende colocar nesse tabuleiro quatro das seis bolas numeradas de 1 a 6, uma, e s6 uma, em cada
casa
Quantas configuragoes distintas pode o Rodrigo fazer no tabuleiro?

%

(A) 43680
(B) 1820

(C) 27300
(D) 655200

Figura 1

2. Numa caixa estao quatro bolas azuis e n bolas vermelhas
Considera a experiéncia que consiste em retirar, sucessivamente e sem reposicao, duas bolas da caixa

Sabe-se que a probabilidade de a primeira bola ser %‘
10 ‘

azul e a segunda ser vermelha ¢é igual a T

Quantas bolas estdo na caixa?

Figura 2

3. Sejam f e g, as funcoes reais de variavel real, definidas, em R, por f(z) =1+ 2e*72, g(z) = —f(z)

Na figura 3, estao representados, num plano munido de um referencial ortonormado Oy, partes dos
graficos das fungoes f e g, e um trapézio isésceles [ABC D]

Y
Sabe-se que: 7
A
e os pontos A e B pertencem ao grafico de f /
e os pontos C e D pertencem ao grafico de g —
e a ordenada do ponto D é —3
o x
e 0s pontos A e D tém a mesma abcissa — ]
e B é o ponto de intersegao do grafico de f com \
o eixo Oy D
g9
e (C é o ponto de intersegao do grafico de g com
o eixo Oy
Figura 3
( . . 4+ 8¢e?
3.1. Mostra que a drea A do trapézio [ABCD] é Ajapcp) = 5
e

2\ 2
4. Em qual das opcoes estd o valor de k € RT, tal que lim (n++6> = ¢m(k)=39
n
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5. Considera, num plano munido de um referencial ortonormado xQOy, a circunferéncia trigonométrica, como
se observa na figura 4

Sabe-se que:
e os pontos A, B, C, D, E e F, pertencem a Y
circunferéncia
e 0s pontos A e B sao simétricos em relacao ao / \
eixo Oy B A
e 0s pontos C' e D sdo simétricos em relagdo ao P L 5
eixo Oy o
e os tridngulos [ABO] e [CDO], sdo simétricos c D
em relagdo ao eixo Ox \/
e E(1;0) e F(—1;0)

e 0 ponto A move-se no primeiro quadrante, e os

pontos B, C'e D, acompanham esse movimento .
Figura 4

° EOAA:x,comxe}O;g{

5.1. Mostra que a area A, da regiao colorida da figura, é dada, em funcao de x, por

A(z) = 2sin(x) + sin(2x)

5.2. Determina, analiticamente, o valor de x, para o qual a area da regiao colorida é maxima

6. Na figura 5 estd representado, em referencial on. Oxyz, um sélido, que pode se decomposto num prisma
[ABCDEFGH)], quadrangular reqular reto e numa piramide [EFGHI|, quadrangular reqular reta

Sabe-se que:

a face [ABCD] estd contida no plano Oz

a base da piramide coincide com a face [EFGH) do prisma
e a origem do referencial € o centro da face [ABCD)]

e 0s pontos A e C pertencem ao eizo Ox

e 0s pontos B e D pertencem ao eixo Oz

e 0 plano ADE tem equagdo cartesiana x + z —4 =10

e 0 plano EFI tem equacao cartesiana 3x + 4y — 3z — 36 =0

o HD = (0,-6,0) Figura 5

6.1. Determina uma equacao reduzida da superficie esférica de centro em I e que contém os pontos E, F,
G e H, e escreve as equagoes dos planos paralelos ao plano xOy e tangentes a esta superficie esférica

6.2. Escreve uma equacao vetorial da reta EF

6.3. Escreve uma equacgao cartesiana do plano ABE
Escreve a equag¢do na forma ax +by+cz+d=0, com a,b,c,d € R
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7. Considera um nimero complexo z, ndo nulo, cujo afixo é B
Na figura 6 estd representado o plano de Argand - Gauss e nele alguns afixos de niimeros complexos, sendo
um deles o afixo de z

Im(z)
Qual dos afixos representados poderd ser o afixo do
L, _’LZ Be o K
nimero complexo w = 7?
oA

(A) A

O Re(z)
B) FE
() o
C) C
(©) o
(D) D

Figura 6

8. Seja C, o conjunto dos nimeros complexos e seja z um nimero complexo
~ ~ 2 . 7 (-
Mostra que a soma das solucoes da equacdo 23 +2i22 + 2 =10 ¢ 2¢i(~3)

9. Na figura 7 estd representado um quadrado [ABCD] de lado r, com r >0
Desenharam-se arcos de circunferéncia, todos centrados no vértice A, sendo a medida do raio de cada
arco, depois do primeiro, igual a metade do raio do arco anterior

Considera a sucessao de todos esses arcos D C

Sendo S, a soma de todos os comprimentos dos n arcos
da sucessao, pode-se afirmar que:

(A) S=m

B) S=mr

: N

(C) S =2nr A B
(D) S = Amr Figura 7

10. Seja (E, P(E), P) um espago de probabilidade, P uma probabilidade em P(F) e sejam A e B, dois acon-
tecimentos, com P(A) > 0e P(B) >0

P(ANB)+ P(ANB)+ P(A)+ P(B) — 1 _ 1 PAUB)
2

11. Num saco estdao nove cartoes numerados de 1 a 9. Considera a experiéncia aleatdria que consiste em
retirar, sucessivamente e sem reposicao, trés cartoes do saco
Com esses trés cartoes retirados forma-se um nimero de trés algarismos (o nimero do primeiro cartao a
sair do saco representa o algarismo das centenas, o niimero do segundo cartao representa o algarismo das
dezenas e o nimero do terceiro cartdo representa o algarismo das unidades)

Mostra que

De todos os niimeros de trés algarismos que se podem constituir, qual é a probabilidade de ser formado
um numero em que o produto dos trés algarismos é par?
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3

m se <0
12. Seja f, a funcdo real de variavel real, definida por, f(z) = { log,(b?) se r=0
3z __ 2z
. se x>0
In(z + 1)

coma,beR" ea>1

12.1. Averigua se existe uma relagao entre a e b, para a qual a fungdo f é continua no ponto z =0

12.2. Averigua, analiticamente, se o grafico da fungdo f admite assintota horizontal quando x — 400

x?—1

6—1

13. Seja g, a funcao real de varidvel real, definida em R, por g(x) =

Na figura 8, estd representado, em referencial ortonormado xQOy,
parte do gréafico da funcao g, e uma reta t, tangente ao grafico de
g no ponto de abcissa —1 y

13.1. Em qual das opgoes esta o declive da reta tangente 7

=

(D) —2e Figura 8

13.2. Estuda a fungao g quanto ao sentido das concavidades e
pontos de inflexao do seu grafico

COTACOES

As pontuacgoes obtidas nas respostas a estes 4 itens da prova contribuem
obrigatoriamente para a classificagao final
Itens 6.1 6.2 6.3 9 Subtotal
Cotacao (Pontos) 20 16 16 20 72

Destes 14 itens da prova, contribuem para a classificacao final da prova
os 8 itens cujas respostas obtenham melhor pontuacao

[Ttens [ 1] 2345152 ] 7[8] 1011 ] 120 ] 12.2 ] 13.1 ] 132 | Subtotal |
| Cotagao (Pontos) | 8 x 16 Pontos | 128 |
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! ! OMEGAMAT Resolugao do Exame Modelo IX de Matematica A

Duracgao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia | junho de 2020

12.2 Ano de Escolaridade

1. Em primeiro lugar é necessario escolher as quatro bolas de entre as seis que vao ser colocadas nas casas
do tabuleiro. Essa escolha pode ser feita de °C,; maneiras distintas
Escolhidas as bolas que vao ser colocadas no tabuleiro, existem '6A4, maneiras distintas de colocar as
quatro bolas nas dezasseis casas do tabuleiro (a colocagao tem de ser ordenada)
Portanto, hé 6Cy x'% 4, = 655200 maneiras distintas de colocar as quatro bolas no tabuleiro

Resposta: (D)

2. Na caixa ha n + 4 bolas

1
se a probabilidade de a primeira bola ser azul e a segunda ser vermelha é igual a 5

entao, tem-se que,

4 L ~ 10
n+4 n+3 69

Desta igualdade resulta que,

4in 10 276n — 10n2 — 70n — 120 206n — 10n2 — 120
—_— =0 =0 =0
n?+Tn+12 69 69(n? + Tn + 12) 69(n? + 7n + 12)

3 3
& —10n24+206n—120=0An’+Tn+12 #0 < <n =20V n= 5) An# —4An+# -3 n=20Vn = 5
Como n é um nimero natural, entdao n = 20, isto é, na caixa hé 20 bolas vermelhas
Logo, o niimero total de bolas que estao na caixa é 24

Caélculos auxiliares

103 + —103)2 — 4 x 5 x 60 3
—10n% +206n — 120 = 0 < 5n* — 103n +60 =0 & n = VA 2:5 en=20Vn=c
T4+ VT72—4x1x12
692 +Tn+12) =0 n2+Tn+12=0cn= 2X1X X en=-3Vn=-4
3. .
Ponto B(0;y)
0—2 2
sendo y = f(0) =1+4+2e"* =1+ —
e
2
Logo,B<0,1—|—2>
e
Ponto D(z; —3), sendo x tal que g(z) = —3
glz)= -3 -1-2"2= 3 2=lr-2=0c2=2
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Logo, D(2;—3)

Como os gréficos das fungoes f e g sao simétricos em relagao ao eixo Oz, tem-se,
2

A(2;3)

Assim,

Base maior do trapézio: AD = |3 — (=3)|=1[3+3|=6

. = 2 2 2 2 4 4
Base menor do trapézio: BC' = |1+ 5 — | -1—- < ||=|l1+ 5 +1+5|=12+5|=2+
€ e e e e e
Logo, a area A do trapézio [ABCD] é
4
AD + BC 6+24+ — 4 4 + 82
AlaBcp) = AP+ 5C X |labcissa ponto Al = e 984t 4+ oe”
2 2 e2 €2
9\
4. Calculemos lim (H>
n-+6
2 n % 2 n 3
nt2\ % n(l—f—n) 11m(1+) N wd )
lim 6 = |lim 5 = - == :(e ) —e
n e
n <1 + ) lim (1 + >
n
Nota:
X2 r 272
. 2\" . 1 . 1 9 . .n
lim{1+—) =lm |1+ 7 = [lim | 1+ & = €%, visto que, se n — +o00, entdo, 5 +00
n n i
2 L 2 i
& %6 B 27 6
. 6\" . 1 . 1 6 .n
lim(1+—) =lm |1+ = [lim | 1+ & = e°, visto que, se n — +00, entdo, 6 — 400
n n b
6 L 6/ |

Entao,

2\ 2 ;
lim <" I 6) =3 o =3 — o2 o n(k) 3= 2Ak>0n(k)=1Ak>0s
n

Sk=eNk>0&k=c¢
. .. , . 1\"
Utilizou-se o limite notavel lim ( 1 + — =e
n

Resposta: (C)

5.1. Como a circunferéncia tem raio 1, entao
A(cos(z);sin(z)), com cos(z) > 0 e sin(z) >0
Sendo T, a projecao ortogonal do ponto A sobre o eixo Oy, tem-se que T'(0;sin(z))

Sendo S, a projecao ortogonal do ponto A sobre o eixo Oz, tem-se que S(cos(x);0)
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Assim,

AB = 2cos(z)
OT = AS = sin(x)
AD = 2sin(x)

OS = cos(r)

Portanto, a drea da regiao colorida é

AB x OT OFE x AS
Aregiaocolorida =2X A[ABO] +4 x A[AEO] =2X f +4 X # =

= AB x OT + 20E x AS = 2cos(x) x sin(z) + 2 x 1 x sin(z) = 2sin(z) + sin(2x)
. . ™
Logo, A(z) = 2sin(x) + sin(2zx), com x € ]O; 3 [
5.2. Determinemos a fungao derivada de A em ]0; g [
A'(z) = (2sin(z) + sin(2z))" = 2 cos(z) + 2 cos(2x)
Procuremos os zeros de A’(x)
A'(x) =04 2cos(x) + 2cos(2x) = 0 < cos(2z) = — cos(x) & cos(2x) = cos (7 — z) <

S2r=rm—zx+k2rnV2r=—-7m+zc+k2n,k€Z &

S3qx=r+k2rVer=-n1+krnkecl<

™

2
3+k§\/x:f7r+k27r,k€z<i>

=T =
Atribuindo valores a k, vem,
k=0—=zx=—-Vzr=—-7
k=1l—=sz=aVzx=m

k:—1<—>m:—§\/x:—37r

Como x € }0; g [, tem-se que r = g

Elaborando um quadro de sinais para a fungao derivada

2
— 1AV
N VA

T 0
A'(z) [N\ | +
Alz) | \\\\ |

w
w‘&ow\ﬁ

m (T . (2 V3 3V3
A(3>28m(3)“m<23) = VE =

~ . . ‘ . U
A funcdo A é estritamente crescente em ]0; }, e é estritamente decrescente em {f

3;5[

wl =

. , . 3 T
Atinge o valor maximo - para x = 3

( . T
Resposta: a area colorida é maxima para z = 3
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6.1. Determinemos as coordenadas do ponto A
Sabe-se que A(x;0;0), com = € R
Ora, A é ponto do plano ADFE
Assim,
r4+0—-4=02x=4
Logo, A(4;0,0)
Determinemos as coordenadas do ponto F
Ora, E = A+ DH = (4;0;0) + (0;6;0) = (4; 6;0)
Determinemos as coordenadas do ponto I, vértice da pirdmide
Sabe-se que I(0;y;0), com y € R
Ora, I é ponto do plano EFT

Assim,

36
3x0+dxy—3x0-36=064y=306y="®cy=9

Logo, 1(0;9;0)
Superficie esférica

Centro: 1(0;9;0)
Raio:El = /(4—-0)2+ (6 —-9)2+(0-0)2 =16 +9=+25=5

Logo, a equagdo reduzida da superficie esférica pedida é (x — 0)2 + (y — 9)? + (2 — 0)? = 52
Ou seja, 22 + (y — 9)2 + 22 =25

As equagobes dos planos tangentes pedidos sao 2 = —-5e z =5

6.2.
Ora, F(4;6;0)
Um vetor diretor da reta E'F', poderd ser um vetor normal ao plano ADFE
Seja a esse vetor diretor da reta
entdo, o = (1;0;1)

Portanto, uma equacao vetorial da reta EF é (z;y;2) = (4;6;0) + k(1;0;1),k € R
6.3. O plano ABF é perpendicular ao plano ADE

Assim, um vetor normal ao plano ABE tera de ser perpendicular a um vetor normal ao plano ADFE

Seja F, um vetor normal ao plano ABE
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Como o = (1;0;1) é um vetor normal ao plano ADFE, entao,

F pode ser (—1;0;1)
Nota 1: A escolha do vetor ? foi feita de modo que Q- ? =0
Nota 2: Em alternativa, poderiamos considerar zﬁ para vetor normal ao plano ABE

Assim, uma equagao cartesiana do plano ABE é da forma —z 4+ 0y + 2+ d =0, com d € R, ou seja,
—x+2z+d=0,comdeR

Como A pertence a este plano, vem, -4+ 0+d=0&d =14

Logo, —x + z 4+ 4 = 0 é uma equagao cartesiana do plano ABE

7. Seja z = |z]e?, com 0§ € R
Assim,
—1iz 1 . 1 ,(_= ) 1 (o=
w=— = —57;|Z|619 = 5ez(_f)|z|ele = §|2‘ez(9_§)
Portanto, o afixo do complexo w obtém-se do afixo do complexo z por uma rotagao de centro na origem

e angulo de amplitude fg, seguida de uma homotetia de razao 3

Conclui-se assim que o afixo de w s6 poderd ser A
Resposta: (A)
8. 22422242 =0 2(2242i2+1) =0 2 =0V224+2iz+1 =0 2 =0Vz = (=1 —V2)iVz = (—=1+/2)i

Caélculos auxiliares

-2+ +/(21)2 -4 x1x1 -2t t£+v/—-4—-14 —2i £+/-8
242z 4l=06z= — \/(;)xl XX @z:%éz:%@

—21 + 221
L T2iE2V2i

5 2= (=1-+2)iVz=(-1+2)i

Obs.:

X = 7E = VB - 2,30 (=H)
k=0 Xo=2v21(3) = 2,2

k=1 Xy = 2v2e(F) = —2/2i
Seja w a soma das solucoes da equacao

w=0+ (=1 —V2)i+ (-1+v2)i=(-1-v2—1+2)i=—2i=2(%)
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9. Seja (P,) a sucessao dos comprimentos dos n arcos

Ora,
2 1
P = er:wrxf
4
r
21 X = 2
1
e e (3)
T
21 X — 3
1
Py = 44=7Z:m«><<2)
r
2m X — 4
r 1
P, = 8 - T0 _ =
1Ty 16 WX(z)

1 n
Mantendo-se a regularidade, tem, P, = wr X <2>

. - ~ . -1
Os comprimentos dos arcos estao em progressao geométrica de razao 3

Assim,

1 2 1 \2 1\"
2

n
Portanto, S = lim S,, = lim [m“ X (1 - () )} =mrx(1-0)=ar
Resposta: (B)

10. .

P(ANB)+P(ANB)+ P(A)+ P(B)—1 _ P(ANB)+ P(AUB)+ P(A) + P(B) — 1

:P(AﬁB)+1—P?AUB)—&—P(A)—FP(B)—1: 2
_ P(ANB) - [P(4) +P2(B) —P(ANB)|+ P(A)+ P(B) _
_ P(ANB) - P(A) - P(B) +2 P(ANB)+ P(A)+ P(B) _
2
_2PANB) _ pianp
=P(AUB)
=1-P(AUB)
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11.

Niimero de casos possiveis: ? 43, visto que para o algarismos das centenas temos nove escolhas, fixado
esse algarismos, para o algarismo das dezenas temos oito escolhas, e para o algarismo das unidades temos
sete escolhas

Numero de casos favoraveis:

Para que o produto dos trés algarismos seja par é preciso que pelo menos um dos trés algarismos que
constituem o nimero seja par

Trés casos podem ocorrer:

e um algarismo é par e os outros dois sao fmpares(e distintos)
¢ dois algarismos sdo pares(e distintos) e um algarismo é {mpar

e trés algarismos sao pares (e distintos)

12. Caso:

Neste caso, temos de escolher um niimero par, e isso pode ser feito de 4C; maneiras distintas , e temos de
escolher a posicao que este algarismo vai ocupar nos trés lugares disponiveis, o que pode ser feito de 3C;
maneiras distintas

Escolhido o algarismo par e fixada a sua posicdo, hé ® 4, maneiras distintas de escolher ordenadamente os
dois algarismos fmpares de entre os cinco disponiveis (1, 3, 5, 7 e 9), para ocuparem as outras duas posigdes

Entdo ha 4C; x3 Cy x® Ay = 240 nimeros distintos neste caso
22, Caso:

Neste caso, temos de escolher dois niimeros pares, e isso pode ser feito de *Cy maneiras distintas , e temos
de escolher a posicao que estes dois algarismos vao ocupar nos trés lugares disponiveis, o que pode ser
feito de 3Cy maneiras distintas. Escolhido e fixados os dois algarismos pares, eles podem permutar de
posicao entre si de 2! maneiras distintas

Escolhidos os algarismos pares e fixadas as suas posicoes, hd °C; maneiras distintas de escolher o algarismo
fmpar de entre os cinco disponiveis (1, 3, 5, 7 ¢ 9), para ocupar a terceira posi¢ao

Entéo hd *Cy x3 Oy x 2! x° €y = 180 ntimeros distintos neste caso
32. Caso:

Temos quatro algarismos pares disponiveis (2, 4, 6 e 8). Entdo, temos de escolher ordenadamente trés
algarismos pares de entre os quatro que existem, para ocuparem trés posicoes, e o nimero de maneiras
distintas de o fazer é A5 = 24

Concluindo, podemos constituir C; x3C1 x® Ay +2Cy x3 Cy x 2! x® Cy +* A3 = 444 ntimeros nas condicdes
dadas

Este é o nimero de casos favoraveis

401 ><301 X5A2+402X302X2!X501+4A3 _%_37
94, T 504 42

Assim, P =

Em alternativa, poderiamos fazer o seguinte:
A probabilidade pedida é P = 1— probabilidade de sairem trés nimeros impares
5As 943 -5A; 444 37

O 1 P e 1 — = —  — = —
1 Se)R, 94, 94, 504 42
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12. .

12.1. 0 € Dy
A funcdo f é continua em x = 0, se existir lir% f(x), ou seja,
xr—r

se lim f(z) = lim f(x)= f(0)

x—0— z—0+
Ora,
3 3
1 =1 = li =
30— /(@) o0- T2e® — 22 amr0- x2(e* — 1)
1 1
— lim —Y — S |
z—0— e — 1 i e’ —1 1
im
x—0~ X
631’ _ 621
1. = 1 _— =
S =l e
i e’ —1
2 (,x __ 1 1m
= lim c e -2 (e ) — lim 2@ x 220 T _
z—0+ 11’1(1' -+ 1) x—0+ . hl(l' + 1)
lim ——=
z—0t T
1 1 1
im - - -
y—=0t e¥ —1 . e¥Y —1 1
lim
y—0t+t Yy

Nota: Fez-se a mudancga de variavel
y=hz+1l)ee=c+lecr=e’—-1
Se x — 0T, entdo, y — 0T

Nota:

=1

e’ —1
Aplicou-se o limite notavel lim

x—0 €T
£(0) =log, (b°)

Assim, se log, (b?) =1 < a = b?, a fungdo f é continua em x = 0

12.2. .
3z _ 2z o 3z 1—e
lim f(z) = lim £ ¢ (2) lim w =
T—+00 z—+o0 In(z + 1) z—+oo  In(x 4 1)
3z 3
= lim S x lim —— x lim (1—e™7) =
z—+oo 3 T——00 ln(.]j —+ 1) T—+o00
3
e\ 3 hrf zj—l lilf (z%) Yoo
_ . e r—4o00 T . _ r—+00 _ —
_<$ETOO 1:) e C N n(z £ 1) x (1 —=10) = +oo x ) x 1 —|—oo><—OJr +o0
lim ——= lim —==
z—+oo x4+ 1 y—+oo Y

Nota: Fez-se a mudancga de variavel
y=x+1
Se x — 400, entao, y — 400

Aplicaram-se os seguintes limites notaveis

1
i 2 _ g
T—r—+00 €T
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x

lim — =+4o0c0,peR

z—+oo P

Logo, o gréfico da funcdo f nao admite assintota horizontal quando z — +o0
13. .

13.1. Determinemos a funcao derivada de g

, 22—1\" 2exe T4+ (@2-1)xe® 2we "+ (22-1e " e (22 +2z—1)
g (x) = - = “on = “oa = “oa =
e e e e
_ 2242 -1
T e

Seja m, o declive da reta t

Entao,

g’(—l) — (_1)2 + 2e>1< (_1) -1 _ _2

Resposta: (B)
13.2. Determinemos a funcao segunda derivada de g

¢ (x) = <x2+2x— 1)’ 2z +2)x e+ (2220 —1)xe B (22 + 4o + De®

e~ 6—2.’1) e—2x

2?2 +4x+1

Procuremos os zeros de g”(z)

244 1
g”(x):0@%:0@12+4x+1:0Ae“’7&0@
—4++/42 -4 x1x1
sr= 2><1>< “ler=-2-3Ve=-2+3

Quadro de sinal de g”

T —0 | —2—4/3 —24+3 | 400

2+ 4dr+1 + 0 — 0 +

e ” + + + + +

9" (z) + 0 - 0 +
6+ 43 6 —4v/3

SO Rt ==l Rl = 2l

(-2 V3) = (—2-v3)2 -1 6+4V3

e2+V3 C e2+V3
C(24+V3)2—-1  6-4V3
9(=2+V3) = e2—V3 T e2-V3

O grafico da funcio g tem a concavidade voltada para baixo em | —2 — 1/3; =2+ /3] e tem a conca-
vidade voltada para cima em | — 0o; —2 — /3, e em | — 2 + v/3; +o0|

_6+4\/§>

O grafico da funcao tem dois pontos de inflexao, de coordenadas I (—2—\/§,M
e

6—4v3
J(—2+\/§,M>
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OMEGAMAT Exame Modelo X de Matematica A

Duracgao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia | junho de 2020

12.2 Ano de Escolaridade

Utiliza apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta

E permitido o uso de calculadora

Nao é permitido o uso de corretor. Risca o que pretendes que nédo seja classificado
Para cada resposta identifica o item

Apresenta as tuas respostas de forma legivel

Apresenta apenas uma resposta para cada item

A prova apresenta um formulédrio na pagina 2

As cotagbes dos itens encontram-se na pagina 7

Na resposta aos itens de selegdo (escolha miiltipla), seleciona a resposta correta. Escreve na folha de respos-
tas o nimero do item e a letra que identifica a opcao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresenta o teu raciocinio de forma clara, indicando todos os calculos que
tiveres de efetuar e todas as justificagoes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida aproximacao
apresenta sempre o valor exato.

NOTA

% Itens cujas respostas contribuem obrigatoriamente para a classificacao final:

9,11, 12.1 e 12.2

Estes itens estao assinalados no enunciado a cor azul e em italico
% Dos restantes 14 itens da prova, apenas contribuem para a classificacao final os 8 itens cujas respostas

obtenham melhor pontuacao
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:
ar («a - amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; v - raio)
drea de um poligono regular: Semiperimetro x Apdtema

area de um setor circular:

Oé’!’2

- (a- amplitude, em radianos, do dngulo ao centro, v - raio)
area lateral de um cone: 7rg (v - raio da base, g - geratriz)

area de uma superficie esférica: 472 (r - raio)

1
Volume da piramide: §X drea da base x Altura

1
Volume do cone: — X drea da base x Altura

w

4
Volume da esfera: gm"g (r - raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressio (un):

Ui + Un

Progressao aritmética: Xn

1—r"

1—r

Progressao geométrica: u; x

,r#1

Trigonometria

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa
cos(a +b) = cosacosb —sinasinb
Complexos

(I2lei®) = |2|nein®)

0+42km

Yz = ”1/‘Z|ei( n ),ke{O;l;Q;...;n—l}enEN

Regras de derivagao
(u+v) =u +
(wv) = u/v + uv’
(E)l v —w
v/ v2
(u™) =nu" v (n€R)

(sinu) = u/ cosu

(cosu)’ = —u'sinu
/
u
(tanu)' = ——
cos?u

(eu)/ — u/eu
(a*) =v'a*Ina (a € RT\{1})

’

(Inw) = v
u

—— (a€RF\(1})

(log, u)’ =
Limites notaveis

1 n
hm(l—i—f) =e (meN)
n

sin x

lim =1
x—0 2o
z -1
lim & =1
z—0 x
. Inx
lim — =0

rx—+oo I
x

e
lim < = R
S +oo (p€R)
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1. Seja C, o conjunto dos niimeros complexos e seja z = v/2 — /2, um nimero complexo

1.1. Prova que o afixo do niimero complexo 2571 pertence ao conjunto A = {w € C: Re(w) = Im(w)},
para todo o niimero natural n

1.2. Em qual das opgdes estao os valores de a e b, € R, para os quais, z é solugdo da equagao

w? + aw+V2b=0

(A) a=—-2v2eb=2V/2
(B) a=2V2eb=—-2V2
(C) a=—-2v2eb=—-2V2
(D) a=2v2eb=2y2

2. Considera um tabuleiro com dezasseis casas (quadrado dividido em dezasseis quadrados)
Pretende-se colocar nove cartoes no tabuleiro, um e um sé, em cada casa, sendo quatro vermelhos, nume-
rados de um a quatro, e cinco azuis, numerados de cinco a nove

2.1. De quantas maneiras distintas se podem colocar os cartdes no
tabuleiro?

Numa das opcoes esta a resposta a esta questao
Em qual delas?

(A) 4151347200

(B) 34594560
(C) 1441440
(D) 172972800 Figura 1

2.2. Determina a probabilidade de os quatro cantos do tabuleiro ficarem
preenchidos s6 com cartoes vermelhos

4 — 2si
3. Considera a fungao f, de dominio }fg; g {, definida por f(z) = z cos(z) sin(z)

cos(x)
Y
| |
| |
| |
l l
. . ~ | |
No referencial cartesiano Oy, da figura 2, estao representados | |
’ ~ ’ . . | |
parte do gréfico da funcao f, e as suas assintotas verticais | |
| |
3.1. Mostra, analiticamente, que o gréafico da funcao f tem duas | 0 |
assintotas verticais e escreve as suas equacoes } }
| e | !
/
~ N . . ~ . | |
3.2. Estuda a fungdo f quanto & monotonia e existéncia de | |
. | |
extremos relativos \ \
| |
Figura 2
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—eth(zz+1) se <0

4. Considera a funcdo g, de dominio R \ {0}, definida por g(z) =

ze® — x 4 22
_— se >0

No referencial cartesiano xOy, da figura 3, esta representado parte
do gréafico da fungao g, e estao assinalados dois valores a e b, no a
eixo das ordenadas

4.1. Mostra, analiticamente, que o grafico da fungao g tem uma

assintota nao vertical quando x — —oo e escreve a sua
equacao

4.2. Mostra, analiticamente, que b = —a

Figura 3
5. Na figura 4 estd representada a pirdmide [ABCDV], quadrangular regular reta
Sabe-se que:
e a base [ABCD] é um quadrado de lado I, com [ > 0
e o ponto U é o centro da base da piramide
e T é o ponto médio da aresta [BC]

e x é amplitude do angulo UTV

° xE]O;g[

Figura 4

Em qual das opgoes esta a expressdo, em funcao de x e de [, da area da superficie da piramide?

(A) 1+ —

®) P+ s
© P+
(D) I+ 4652@

6. Relativamente a uma turma de 12° ano da Escola Secundéria de Arribas de Cima, sabe-se que:

[\]

e — dos alunos sao raparigas

> Ot

e — dos alunos estao inscritos no clube de leitura da Biblioteca

= Ot

° das raparigas nao estao inscritos no clube de leitura da Biblioteca

Determina a probabilidade de um aluno dessa turma, escolhido ao acaso, ser rapaz, sabendo que esta
inscrito no clube de leitura da Biblioteca

Apresenta o resultado na forma de fragao irredutivel
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7. Considera a fungao h, de dominio Je; +oo], definida por h(x) = In(z — e)
No referencial cartesiano xOy, da figura 5, estd representado parte do grafico da fungao
assinalados dois pontos A(a; h(a)) e B(b; h(b)) no gréfico

h, e estao

Y

Sabe-se que:
eb>a h(b)
h(a)

o (b) = h(a) +In(2)

In(v/2) o

(&

e 0 declive da reta AB é map =

Mostra que a equacao reduzida da reta tangente ao gréafico de h

1 1

no ponto A éy = 2—m+1n(2) ~3
e

Figura 5

8. Seja f, uma funcao real de varidvel de dominio R, e seja g, a funcao real de varidvel real, definida em
fPx) + e’
R* por g(z) = 2
No referencial cartesiano zOy, da figura 6, estdo representados parte do gréifico da funcao f, e da su

assintota nao vertical

Y
Sabe-se que a assintota ao gréafico de f interseta o eixo Ox no ponto
1
de abcissa ok e interseta o eixo Oy, no ponto de ordenada —1
N ) _og@),
Em qual das opgoes estd o valor de lim =——=7
r—+oc0 X
(A) 8
(B) -8
o x
(€) o
(D) 400

Figura 6

9. Na figura 7 estd representado, em referencial cartesiano xQOy, parte do grdfico de uma funcgao f, real de

varidvel real, de dominio R
Seja (), uma sucessao de valores do dominio da fungao f
Sabe-se que: y

e a,b,c,d sao numeros reais,tais que a > b >c > d

o lim f(z,) = a

Em qual das opg¢oes pode estar a sucessao (x,,)?
1
(A) 2p =6 — —(———-—
In(n+1)+1
2
B) x,=1— ———
(B) i

Figura 7
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10. Considera, num referencial o.n., Ozyz, o sélido que pode ser decomposto em duas piramides quadrangu-
lares regulares retas, [ABCDV] e [EFGHYV], que se encontra representado na figura 8

Sabe-se que:

e 0 ponto A pertence ao eixo Oz
e 0 ponto D pertence ao eixo Oy

e 0s pontos A, B,C e D, sio as projecoes ortogonais dos pontos
E,F,G e H, respetivamente, sobre o plano zOy

e a base da pirAmide [ABCDV] est4 contida no plano 2Oy

e a base da piramide [EFGHV] estd contida num plano paralelo
ao plano xOy

e a abcissa do ponto A é igual a ordenada do ponto D

e as duas piramides tém a mesma altura

e uma equagdo vetorial da reta AG é

(x;y;2) = (3;—6;—9) + k(0;2;3),k € R Figura 8

10.1. Determina o volume do sélido

10.2. Sabe-se que uma equacao cartesiana do plano ABV é -3z 4+ 3y —22+9=0

Escreve uma equagao cartesiana de um plano «, perpendicular ao plano ABV e que contém o ponto
v

Escreve a equacao na forma ax + by +cz+d =0, com a,b,c,d € R

2 a . . - .
5 15 © 512¢'0, com a € R, sao trés termos consecutivos de uma progressio geomélrica
=
(an) de razao positiva

11. Sabe-se que

Determina o valor de a, e calcula o produto dos termos, as, ag e a7, da progressao geométrica (an),

o 14
bend =
sabendo que a1 = g
In(—2 2)—In(—z) -1
n(—2z + 2) — In(—x) o 2<0
x
12. Seja f, a fungdo real de varidvel real, definida por, f(x) =< 2 se x=0
e +ax
_— se x>0
2z

coma € R

12.1. Determina os zeros da fun¢do f no intervalo | — oo; 0]

12.2. Determina o valor de a, de modo que lirf flz)=-1
Tr—r+00
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COTACOES

As pontuacgoes obtidas nas respostas a estes 4 itens da prova contribuem

obrigatoriamente para a classifica¢ao final

Itens

9.

11.

12.1

12.2

Subtotal

Cotacao (Pontos)

16

20

20

16

72

Destes 14 itens da prova, contribuem para a classificacao final da prova
os 8 itens cujas respostas obtenham melhor pontuacao

[Ttens [ 1.1 [12]21[22[31[32[41[42]5][6][7]8]10.1]10.2 ] Subtotal |

| Cotagao (Pontos) |

8 x 16 Pontos

| 128 |

Professor Francisco Cabral
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EscoLa
! ! SECUNDARIA DE Resolugao do Exame Modelo X de Matematica A

PAREDES

Duracgao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia | junho de 2020

12.2 Ano de Escolaridade

1.1.

1.2,

Passemos z para a forma trigonométrica

2l =/ (V22 + (—v2)2 = Vi =2

Seja 6 o argumento de z

Entao,
-2
tan(f) = — = —1, e 0 pertence ao quarto quadrante
V2
s
L 0=——
080, 1

Assim,z = 2¢i(=%)
Ora,
it = (20(=1)) " 2 g i (-5 _ gt gi(—52nm)

8n+1

Verificamos que o argumento de z ¢ —7 —2nm,comn €N

Logo, o afixo do nimero complexo 28711

. 0 . . s
de amplitude 1 com o semieixo positivo real

Sejaw =z +yi, x,y € R

pertence a semirreta com origem em O,

e que faz um angulo

O conjunto A = {w € C: Re(w) =Im(w)} = {weC:2=—-y} = {we C:y=—zx}, representa a

bissetriz dos quadrantes pares

Logo, o afixo do niimero complexo z37+1
todo o numero natural n

z é solucao da equacdo w? + aw + v2b = 0, se e s6 se, 22 + az + /2b =0

Ou seja,

pertence ao conjunto A = {w € C: R.(w) = Im(w)}, para

(V2= v20)? +a(v2 - V2i) + V2b =0 2 — 4i +2i® + v2a — 2ai + V20 =0 &

& 2—4i—24+vV2a —V2ai + V2 =0 —4i +vV2a — V2ai +V/20=0 <
S V2a+V20+ (—v2a—4)i=05 vV2a+vV20=0AN—2a—-4=0&
Sb=—aha=-2/2&

Sb=2V2Na=-2V2
Resposta:(A)
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2.1. O nimero de maneiras distintas de colocar no tabuleiro os quatro cartdes vermelhos é dado por 64,
Colocados os cartoes vermelhos, sobram doze casas para colocar, de forma ordenada, os cinco cartoes
azuis. O nimero de maneiras distintas de colocar no tabuleiro os cinco cartoes azuis é dado por 2 A5

Entdo, os nove cartdes podem ser colocados no tabuleiro de 64, x'2 A5 = 4151347200 maneiras
distintas

Segundo processo

O ntimero de maneiras distintas de colocar no tabuleiro os cinco cartes azuis é dado por 645
Colocados os cartoes azuis, sobram onze casas para colocar, de forma ordenada, os quatro cartoes
vermelhos. O ntmero de maneiras distintas de colocar no tabuleiro os quatro cartoes vermelhos é
dado por 1A,

Entdo, os nove cartdes podem ser colocados no tabuleiro de 645 x A, = 4151347200 maneiras
distintas

Terceiro processo

Olhando para a constituicdo dos nove cartoes, verificamos que sdo todos distintos (pois, apesar de
haver cartoes de duas cores, eles estdo numerados). Entdo s6 temos de colocar os nove cartoes em
nove das dezasseis casas do tabuleiro. Assim, o nimero de maneiras distintas de colocar no tabuleiro
os nove cartoes é dado por Ay = 4151347200

Resposta: (A)

2.2. O nimero de casos possiveis é 164, x12 A

Quanto ao numero de casos favoraveis

Em primeiro lugar é necessario colocar, de forma ordenada, os quatro cartoes vermelhos nos quatro
cantos do tabuleiro. Essa colocacao pode ser feita de 4! maneiras distintas

colocados os cartdes vermelhos nos quatro cantos do tabuleiro, existem '?As maneiras distintas de
colocar os cinco cartoes azuis nas restantes doze casas do tabuleiro

Assim, h4 4! x2 A5 maneiras distintas de colocar os cartdes no tabuleiro, de modo que os quatro
cantos sejam preenchidos com cartoes vermelhos

4! X12 A5 . 1
164, x12 45 1820

Portanto, a probabilidade pedida é P =

3.1. A funcao f, tem dominio }—g; g[

Calculemos, 1im+f(m) e lim f(x)
T>—7 z-

T—r 2
Ora,
4 — 2si

lim f(z)= lim ( z cos(z) Sm(m)) = lim (4z — 2tan(z)) = —27 — (—o0) = 400
g+ z—— I+ cos(z) PRGN S
Logo, a reta de equacao x = —g, é assintota vertical ao grafico de f

4 — 25si

lim f(z)= lim < z cos(x) Sm(x)) = lim (4z —2tan(z)) = 27 — (+00) = —c0

. P cos(x) P

™
Logo, a reta de equagao x = 57 é assintota vertical ao grafico de f

Como a funcao f é continua em todo o seu dominio, entdao nao existem mais assintotas verticais ao
grafico da funcao f
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3.2. Determinemos a funcao derivada de f

;oo 4z cos(x) — 2sin(x) ! B .2
f(x) = < cos(@) > = (4x — 2tan(x)) =4 cos(z)
Procuremos os zeros de f'(z)
() =0@4—ﬁ :0@% — 0 4cos?(z) — 2= 0 A cos?(z) £ 0 <

1 1
@cos2(x)2/\cos(z)7é0¢>cos(x):I:\/g/\:r#ngkw,kGZ@

V2

2

= <cos(x) = Cos (%) V cos(z) = cos (T)) Nz # g +km kel <

< cos(z) =+ /\x#g+k7r,k€Z<i>

N <x—iz+k27r\/x—j:32+k27r>/\m7é72r+k7r,k€Z<:>

Como 0 € |- T; 7 [ resulta que, 2 = - v = T
omo x 575 | resulta que, = —2 Vo =
Quadro de sinal de f'(x)
s s s
T _z _z Z Z
. 2 4 4 2
S@) NN\ | = 0 1 0 | =]\
f@) TNV INf=m+2 ] 2 =2 N [\
f (_%) — 4 x (—g) ~ 2tan (—f) — 1+ 2
F(3) =ax(3) -2t (3) =72
- . . ™o T ., .
A funcao f é estritamente decrescente em }75; 71} e em [Z’ 5 [, e é estritamente crescente em
{ . I}
4’ 4
A fungao atinge o valor minimo relativo —m + 2, para = = —%, e atinge o valor méximo relativo
T
_9 -
T2 parar = o
4. .
— In(— 1 - — In(— 1
4.1. lim g¢g(z) = lim z+in(ze+1) =(2) lim —Z 4 lim n(zz+1) =
T——00 r——00 x r——00 I T——00 x
1 1
= lim (-1)+ lim &:—14— lim Mx lim —%— =-1+0x lim — 2 — =
T——00 y—+oco 1 — Yy Yy——+oo Yy y—+oo 1 — Yy y—+o00 y <]_ _ 1)
Y
1
=—-140x lim ——=1-0x(-1)=-1
y—+o00 1 _1
Y
Nota: fez-se uma mudanca de varidvel:
y=—z+lesrx=1-y
se r — —o0, entao, y — 400
Logo, a reta de equacao y = —1, é assintota horizontal ao grafico da fungao g, quando z — —oo
1
Nota: Utilizou-se o limite notavel lim n(@) =0

Tr——400 x

Professor Francisco Cabral Pagina 3 de 9 Exame Modelo X ‘ 122 ano



4.2.

— In(— 1 — In(— 1
lim g(z) = lim z+in(e+1) =) lim =L+ lim In(ze+1) = lim (-1)+ lim vy _ -
z—0~ z—0~ x z—0- T z—0~ T z—0~ y—0t+t 1 —e¥
1 1
:_l_ﬁ:_l_I:_z
lim
y—0t Y
Nota: fez-se uma mudanga de varidvel:
y=In(-z+1)ecr=1-—¢v
se x — 07, entdo, y — 0T
Logo, b= -2
T _ 2 T _ 1 2 r _ 1
lim g(z) = Tim 25 "EFT (8) g T D T C o i () 21412
z—0t z—0t 72 z—0t 2 z—0+ T2 z—0t x z—0t
Logo, a = 2
Ou seja, b= —a
- - , .ooet—1
Nota: Utilizou-se o limite notavel lim =1
z—0t T
5. .
Determinemos TV
No triangulo retangulo VTU, tem-se,
L l
TU 9 l J— l — l
cos(x)::@cos(x)zé@cos(m):j@2TV: STV =
TV 1% 2TV cos(x) 2 cos(x)
Assim,
l
BC xTV I 2 cos(z) 12
—=2
Asuperf’icie da  piramide — A[ABCD]+4XA[BCV] = BC +# =1P+4x 2 =17 COS(LL‘)
Resposta:(C)

6. Consideremos os acontecimentos
A : O aluno é rapaz
B : O aluno esté inscrito no clube de leitura da Biblioteca
Pretende-se determinar P(A|B)

Dos dados,

dos alunos sao raparigas
dos alunos estao inscritos no clube de leitura da Biblioteca

das raparigas nao estao inscritos no clube de leitura da Biblioteca

U = O > O N
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3
P(A) = -
(A) ;
PA) ==
()=
4
P(B)= -
P(B) =~
(B)=:
P(BIA) = -
5
Ora,
S P(BnNA) P(BNA) — 1 2 - - 2
P(BJ|A) = = — = - =-PBNA)=-x-<PBNA) =—
5
Elaborando uma tabela
Al A
12 8 4
Bl 1% |5
321
25 | 25
3121
5 5
Assim,
12
P(ANB) 25 60 3
(4B) P(B) é 100 5
5
7. Dos dados do problema, tem-se,
h(b) = h(a) + In(2) h(b) = h(a) + In(2) In(b—e) =In(a —¢) +1n(2)
= = 1
- In(v/2) h(b) — h(a) _ In(v/2) In(2) _ 51n(2)
e b—a e b—a o
In(b —€) = In(2a — 2e) b—e=2a—2e b=2a—e
= = =
1n(2):1n(2) {b—azQe {b—az?e
b—a 2e
b=2a—c¢ b=2a—c¢ b= b5e
~ <~ <~
20 —e —a = 2e a = 3e a = 3e
Ponto A

h(3e) = In(3e — e) = In(2e) = In(2) + In(e) = In(2) + 1
Logo, A(3e;1n(2) + 1)

O declive da reta tangente ao grafico de h no ponto A, é h'(3e)
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hl = =
(z) T—e T—e
Assim,
1
h'(3e) = = —
(3¢) de—e 2e
Logo,
1
y=—x+bbeR
2e
Ora,
1 3 3 1
In(2) +1 o x36+b<ﬁ>ln(2)+1:§+b¢>b:1n(2)+l—§@bzln(Q)—i
e
Concluindo,

1 1
a equagao reduzida da reta tangente ao grafico de h no ponto A é y = 2% +1n(2) — 3
e

1
. Sabemos que a assintota ao grafico de f interseta o eixo Ox no ponto de abcissa ok e interseta o eixo Oy,

no ponto de ordenada —1

-1-0 -1
Assim, o declive da reta é m = =71~ 2
0-— = _
2 2
Deste modo, sabemos que lim ﬂ =2
r—+00 €T
Ora,
f2(x) + e
—_—— 3 3z 3 3z
lim 9(@ = lim S lim M: lim f(x)+ 1 ¢ -
r—+o00 X r——+o0 €T r—+o0 aj‘g r—+00 xg r—+o0 Jj?’

3 NE:
( lim f(:r)) +< lim e) =234 00=+0

r——+00 x rx——+o00 I

Resposta: (D)

e
Nota: Utilizou-se o limite notdvel lim — = +oo
r—+oco I

. Se lim f(z,) = a, entdo, a sucessao (z,) terd de ser tal que:
exr, <e+1
o lim(z,)=e+1

Observando as opgoes, tem-se que,

1 1
AYzp,=e— ————<eelim(z,) =e——=e—0=e
In(n+1)+1 +00
2 2
B)zp,=1-—=<1lelim(z,)=1—-——=1-0=1
®) Ver+1 () +00

(©) xnze—&—ln(e)—@:e—i—l—@<e—|—1elim(xn):e—i—l—limﬁ:e—i—l—hm %:
n n n V n

1
—e+1—4/lim—=e+1-0=e€e+1
n
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1 1
(D) ;z;n:e+1+£ >e+1elim(xn):e+1+lim£:e+1+ T =e+l+—=e+1+0=e+1
¢ ¢ tim & oo
n

Resposta: (C)

Nota: Utilizou-se os limite notdvel lim — = +o00
r——+oco I

10. .
10.1. Determinemos as coordenadas do ponto A
Sabe-se que A(x;0;0), com z € R
Ora, A é ponto da reta AG
Assim,
(2;0;0) = (3; —6; —=9)+k(0;2;3) & © = 3A0 = —6+2kN0 = 943k © . =3Ak=3Ak=3 <2 =3
Logo, A(3;0,0)

assim, D(0;3;0)

Ora, AD = /(3—0)2+ (0—3)2+ (0 — 0)2 = V18 = 3V/2
Determinemos as coordenadas do ponto V'

Sabe-se que V(3;3;2), com z € R

Ora, V é ponto da reta AG

Assim,

9
(3;3;2) = (3; —=6; —=9)+k(0;2;3) & 3 =3A3 = —6+2kAz = -94+3k & 3 =3Ak = 5/\z =-9+3k &

9 27 9 9
(:)323/\k:5/\22—9—}-—(:)3:3/\]{::7/\2':f

2 2 2
9
Logo, V (3; 3; 2)
9

Assim, a medida da altura da pirdmide [ABCDV] é B

Portanto, o volume do sélido ¢ igual a
. 1 —2 9 9
Vsolido = 2 X Viiramide[ABCDV] = 2 X 3 x AD™ x 3= 3 x (3v2)? =3 x 18 = 54 u.v.
10.2. O plano « é perpendicular ao plano ABV
Assim, um vetor normal ao plano « terd de ser perpendicular a um vetor normal ao plano ABV
Seja 3, um vetor normal ao plano «
Como F = (—3;3;—2) é um vetor normal ao plano ABV, entdo,

a pode ser (2;0; —3)

Nota 1: A escolha do vetor @ foi feita de modo que Q- ? =0
H4 infinitos vetores
O procedimento foi: Substituir a ordenada do vetor F por zero, trocar as outras duas coordenadas
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e mudar o sinal de uma delas

Assim, uma equacao cartesiana de um plano perpendicular ao plano ABV é da forma

20+ 0y —32+d =0, com d € R, ou seja, 2r —324+d=0,comdeR

Como V pertence a este plano, vem, 2 x 3—3 X §+d =0« 6—2?7+d =0& —%—i—d =0&d= ?
Logo, 2x — 3z + % = 0 é uma equagao cartesiana de um plano « perpendicular ao plano ABV

Ou seja, 4oz — 62+ 15=0

Obs.: H4 um numero infinito de planos perpendiculares ao plano ABV e que contém o ponto V'
O plano « pedido é um deles

a

2 < . ~ o
11. Como, —, 6 e 512¢19, com a € R, sdo trés termos consecutivos de uma progressao geométrica (a,) de
=

razao positiva,

Entao, vem,

2
. —) = 1024e'? & a® = 162 x 1024¢'? & o = 262144¢'? &

@ 10
16 12
%? _ 512e - ( a
16
e—2 16

o= +v262144e12 < g = +512¢6

Como a razao da progressdo geométrica é positiva, entdo a > 0, logo a = 5128

Assim,

a 512¢6

_ — = 32¢6
TR T

Seja r, a razao da progressao geométrica

12 10
- 532:6 = 16¢*
Assim,
4 - 4\4 - 416 e M 16 2
= X = x (16 = x 16 = X 65536 =2
a5 = a1 X 1t = o x (166%) = g ¢ T 32768 ¢ €

ag = a5 X = 2e2 x 16e* = 32¢°
a7 = ag X r = 32e% x 16e* = 512¢10
Portanto,

as X ag X a7 = 2e? x 32¢5 x 5129 = 32768¢18
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12. .

In(—2x +2) —In(—z) — 1

12.1. f(z)=0& -

=0en(-2z+2)—In(—z)—-1=0"z<0&

ehn(-2z4+2)=n(-z)+1Az <0< In(-2z+2)=In(—z)+In(e) Az <0<

ehn(-2z4+2)=n(-ex)\z<0& —2x+2=—-ex Nz <0& 2x+ex=-2N2<0&

-2 2
Se—2lr="2Nr<08r=—FN2<0&8z2z=—"AN2<0&z=
e—2 2—e 2

—e
2 -
Resposta: 5 é o zero da fungéo f em | — 00; 0]
3,2z - 3 ,—2x 1 2
12.2. lim f(z) = lim e T tar _(x) m 2 4+ lim X = lim - + lim %=
T—+00 T—+00 2x z—+oc0  2x z—+o00 21 2 25400 27 z—+o00 2
_1>< 1 +a_lx 1 +a_1x 1+a_1xo+a_a
-2 e 22 ( €z>2 2 2 o 2 2 2 2
lim —- lim —
r—+400 T T—+00 I
Outro processo
3,2z - T .’1,‘26_27;-1-0, 2 —2x
lm f) = lim D (2) gy O ) o T g O
xr—~400 xr——+00 2:17 xr——+00 21’ xr——+00 2 xr——+00 2
L x2+a L 1 L@ L 1 L8 1X1+a 1X0+a a
= — im — —_ = — _— —_ = — _— —_ = — —_— —_ = — —_ = —
2 z—+too 28 2 2 ) ez 2 2 e\2 2 27 400 2 2 2 2
g ()
T—+00 I z—+o0 T
Assim,
lim f(z)=-1l&2=-1a=-2
Jp S =-leg=-lea=-

Resposta: a = —2
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OMEGAMAT Exame Modelo XI de Matematica A

Duracgao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia | setembro de 2020

12.2 Ano de Escolaridade

Utiliza apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta

E permitido o uso de calculadora

Nao é permitido o uso de corretor. Risca o que pretendes que nédo seja classificado
Para cada resposta identifica o item

Apresenta as tuas respostas de forma legivel

Apresenta apenas uma resposta para cada item

A prova apresenta um formulédrio na pagina 2

As cotagbes dos itens encontram-se na pagina 7

Na resposta aos itens de selegdo (escolha miiltipla), seleciona a resposta correta. Escreve na folha de respos-
tas o numero do item e a letra que identifica a opgao escolhida

Na resposta aos restantes itens, apresenta o teu raciocinio de forma clara, indicando todos os calculos que
tiveres de efetuar e todas as justificagoes necessarias Quando, para um resultado, ndo é pedida aproximacao
apresenta sempre o valor exato

NOTA

% Itens cujas respostas contribuem obrigatoriamente para a classificacao final:

5,6.1,62e 11

Estes itens estao assinalados no enunciado a cor azul e em italico
% Dos restantes 14 itens da prova, apenas contribuem para a classificacao final os 8 itens cujas respostas

obtenham melhor pontuacao
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:
ar («a - amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; v - raio)
drea de um poligono regular: Semiperimetro x Apdtema

area de um setor circular:

Oé’!’2

- (a- amplitude, em radianos, do dngulo ao centro, v - raio)
area lateral de um cone: 7rg (v - raio da base, g - geratriz)

area de uma superficie esférica: 472 (r - raio)

1
Volume da piramide: §X drea da base x Altura

1
Volume do cone: — X drea da base x Altura

w

4
Volume da esfera: gm"g (r - raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressio (un):

Ui + Un

Progressao aritmética: Xn

1—r"

1—r

Progressao geométrica: u; x

,r#1

Trigonometria

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa
cos(a +b) = cosacosb —sinasinb
Complexos

(I2lei®) = |2|nein®)

0+42km

Yz = ”1/‘Z|ei( n ),ke{O;l;Q;...;n—l}enEN

Regras de derivagao
(u+v) =u +
(wv) = u/v + uv’
(E)l v —w
v/ v2
(u™) =nu" v (n€R)

(sinu) = u/ cosu

(cosu)’ = —u'sinu
/
u
(tanu)' = ——
cos?u

(eu)/ — u/eu
(a*) =v'a*Ina (a € RT\{1})

’

(Inw) = v
u

—— (a€RF\(1})

(log, u)’ =
Limites notaveis

1 n
hm(l—i—f) =e (meN)
n

sin x

lim =1
x—0 2o
z -1
lim & =1
z—0 x
. Inx
lim — =0

rx—+oo I
x

e
lim < = R
S +oo (p€R)
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z+1
1. Seja f, a funcdo real de varidvel real, definida em R\ {0}, por f(z) = € <
x

. ~ . 1\"
Seja (an), a sucessdo de numeros reais, de termo geral a,, = 1 — (1 - =
n

Em qual das opgoes estd o valor de lim(f(ay,))?
(A) O

(B) e
€)1
(D) —e

2. O Rodrigo, a Marta, o Luis e a Ana, estdo a participar num jogo de cartas
Neste jogo, em cada jogada, apenas um jogador recebe quatro cartas de um baralho constituido por
cinquenta e duas cartas (distribuidas por quatro naipes: copas, ouros, paus e espadas. Em cada naipe hd
treze cartas)
Na jogada seguinte, baralham-se novamente as cinquenta e duas cartas e o segundo jogador recebe quatro
cartas. E assim sucessivamente, até completarem vinte jogadas (cinco jogadas por cada jogador)
O objetivo é obter um trio em cada jogada

Ganha quem obtiver mais trios em vinte jogadas (cinco jogadas Exemplo de trio

por jogador) am |om |om | 3=
Neste jogo, entende-se por trio: trés cartas com o mesmo valor * ':.:. ’ . s
facial (trés ases, ou trés reis, etc), e uma quarta carta diferente of |00 ajl ¢
Receber quatro cartas com o mesmo valor facial nao é considerado

ter recebido um trio Figura 1

2.1. Na primeira jogada o Rodrigo recebeu as quatro cartas e verificou que tinha um trio

Em qual das opgdes estd o nimero de combinagdes de cartas que o Rodrigo pode ter recebido?
(A) 1920 (B) 11520 (C) 2496 (D) 14976

2.2. Na segunda jogada a Marta recebeu as quatro cartas e verificou que recebeu um par (entende-se por
par: duas cartas com o mesmo valor facial (dois ases, ou dois reis, etc), e as outras duas cartas com
valor facial diferente)
Qual é a probabilidade de ter recebido um as, dois reis e uma dama?
Apresenta o valor sob a forma de fragao irredutivel

3. Numa caixa A estao dez bolas, sendo, seis azuis e quatro vermelhas, e numa caixa B estao n bolas ver-
melhas e nove bolas azuis

Considera a experiéncia aleatdéria que consiste em retirar uma bola da caixa OQQ
A, colocar na caixa B e em seguida, retirar, de uma s6 vez, duas bolas da
caixa B e registar a sua cor

caizaA

Sejam A e B, os acontecimentos seguintes:

A : A bola retirada da caixa A é vermelha Q%
B : As bolas retiradas da caixa B sao vermelhas

—_ ]. caixa
Sabe-se que P(B | A) = 3 "
Figura 2

Sem recorreres a féormula da probabilidade condicionada, diz, em qual das opgoes estd o valor de n, nimero
de bolas vermelhas que estavam inicialmente na caixa B

(A) 9
(B) 8
©) 7
(D) 6
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4. Considera as funcoes f e g, definidas em ]0; 27, por f(z) = e™®) e g(x) = ™) respetivamente

4.1.

4.2

5. Considera a sucessao de nimeros reais (uy,), de termo geral u, =

Y

Na figura 3, estao representados, em referencial o.n xQOy,
os gréaficos das fungoes f e g, e os respetivos pontos de
intersecao, A, Be C

Determina, analiticamente, as abcissas, a, b e ¢, dos pontos
de intersecao, A, B e C

Figura 3

. Para certos valores de a € ]0;27[, a reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a é perpendi-

cular a reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa a
Recorrendo as potencialidades da calculadora gréfica, determina o(s) valor(es) de a

Na tua resposta:
e apresenta uma equacao que te permita resolver o problema
e reproduz, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungao(Ges) visualizado(s) na calculadora que
te permite(m) resolver a equagdo e apresenta as coordenadas do(s) ponto(s) relevante(s)
arredondadas as centésimas

e apresenta o valor pedido, arredondado as centésimas
Se, nos calculos intermédios, procederes a arredondamentos, conserva, no minimo, duas casas
decimais

2n +1
n+2

Mostra que a sucessdio (uy) € limitada

6. Considera, num plano munido de um referencial ortonormado xQy, a circunferéncia trigonométrica, como
se observa na figura 4

Sabe-se que:

6.1.

6.2.

ospontos A, B, C, D, E, F e G, pertencem a circunferéncia

0s pontos E e G sao pontos de intersecao da circunferéncia
trigonométrica com o eixo Ox F
os pontos F e H sdo pontos de intersecao da circunferéncia

. ) ) B A
trigonométrica com o eixo Oy AN

S e \\/—NE
0s pontos A e B sdo simétricos em relagdo ao eixo Oy >
G [6) E
os pontos C' e D sdo simétricos em relacao ao eizo Oy
c D

0s pontos A e D sao simétricos em relacao ao eizo Ox
0s pontos B e C' sao simétricos em relacdo ao eizo Ox H
o ponto B move-se no sequndo quadrante, e os pontos A, C
e D, acompanham esse movimento Figura 4

EOBzm, comxe}g;ﬂ'[

Mostra que a drea A, da regiao colorida da figura, € dada, em funcao de x, por
A(z) = 7+ 2cos(x) + sin(2x)

Determina lim A(x), e interpreta geometricamente esse valor, no contexto do problema
T—T
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7. Na figura 5 estd representado, num referencial ortonormado Ozyz, um octaedro [CABDEF]

Sabe-se que:

e os vértices A, B e C, pertencem, respetivamente, aos semieixos
positivos das abcissas, das ordenadas e das cotas

e os vértices D, E e F, pertencem, respetivamente, aos semieixos
negativos das abcissas, das ordenadas e das cotas

e o centro do octaedro é a origem do referencial

e as faces do octaedro sao triangulos equilateros

o ponto A tem coordenadas (a;0;0), com a > 0

Figura 5

Seja P(z;y; z), um ponto do espaco
A condicao AP - BP = 0 define um conjunto de pontos do espago

Em qual das opcoes estda uma equagao, na forma reduzida, deste conjunto de pontos?

R RIS
0 () e (- -
@ (=99 -
0 o= g) -9

8. Seja g, a funcdo real de varidvel real, definida em R, por g(z) = 2In(x) — 22, e seja a funcio f, real de

variavel real, de dominio R

Na figura 6, estd representado, em referencial ortonormado xQOy,

parte do grafico da fungao f, e uma reta r, assintota ao seu grafico \\1\
Sabe-se que a reta r interseta o eixo Ox no ponto de abcissa 1 e o [Ny
interseta o eixo Oy no ponto de ordenada 1 N
-3
Figura 6
~ [ . 2z
8.1. Em qual das opgoes estd o valor de lim ——=7?
e oo 7(2)
(A) -
B) -
(©) 0
(D) —

8.2. Estuda a funcao g quanto a monotonia e determina, caso existam, os extremos relativos

Na tua resposta apresenta o(s) intervalo(s) de monotonia
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9. Seja C, o conjunto dos niimeros complexos
9.1. Seja z = 61(1), um nimero complexo
Sabe-se que w = 272 x Z X (—2) é também um nimero complexo

O menor valor de n € N para o qual w™ é um numero real, é

>

)
B)
)

— N W

CREE

)

9.2. Seja z um nimero complexo
Os afixos das solucoes da equacao z* — 16 = 0 sdo vértices de um poligono

Em qual das opcoes esta o valor da area desse poligono?

(A) 4 (B) 6 (C) 8 (D) 10
xez+1
—_— 0
2sin(x) e rs
10. Seja f, a fungao real de variavel real, definida por, f(z) = { €* se =0
et —e
Ve 7Y
com k € R

10.1. Averigua se existe um valor k, para o qual a funcao f é continua no ponto x =0

10.2. Averigua, analiticamente, se o grafico da fungdo f admite assintota horizontal quando x — 400

11. Considera a reta r de equagio vetorial (z;y) = (1;—2) + k(=2;v/3),k € R

Determina, com aproximacao as décimas, a inclinacao da reta r, e escreve a equacao reduzida da reta r

12. Seja g, a fungdo real de varidvel real, definida em R, por g(z) = 2z + e~

Na figura 7, estd representado, em referencial ortonormado zOy,
parte do grafico da fung@o g, uma reta r, assintota ao grafico da
funcao quando x — 400, e uma reta t, tangente ao grafico de g
no ponto A de abcissa —2

Em qual das opgoes esta a equagao reduzida da reta tangente ¢7
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COTACOES

obrigatoriamente para a classifica¢ao final

As pontuacgoes obtidas nas respostas a estes 4 itens da prova contribuem

Itens

5.

6.1

6.2

11

Subtotal

Cotacao (Pontos) 20

20

16

16

72

Destes 14 itens da prova, contribuem para a classificacao final da prova

os 8 itens cujas respostas obtenham melhor pontuacao

[Ttens [1[21]22[3[41[42]7[81]82]91]92]10.1]10.2] 12 | Subtotal |

| Cotagao (Pontos) |

8 x 16 Pontos

| 128 |

Professor Francisco Cabral
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s ! OMEGAMAT

Resolucao do Exame Modelo XI de Matematica A

Duragao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia | setembro de 2020

12.2 Ano de Escolaridade

1. Comecemos por calcular lim(a,,)

lim(a,) = lim {1 - (1 - é)n} =1—lim (1 - ;)n =1-—lim [(1

—1\" 1\"
1lim(1+> ><lim<1+> =l-elxe=1-e"=1-1=0
n n

Sabemos que:
a; = 1
an < 1,Vn € N

lim(a,) =07

Assim,
et —e (o e¥e —e
lim(f(a = lim z)= lim — —(5) lim
<f< n)) z—0t f( ) rz—0t xT rz—0t T
e’ —1
=e x lim =exl=e
rz—0t X
r -1
Nota: Utilizou-se o limite notavel lim =1

z—0+t x

Resposta: (B)

2.1. Suponhamos que o trio é constituido por trés ases
Fazendo um esquema

Ay Ay A

)

Para esta situacdo temos *C3 maneiras distintas de escolher os trés ases
Para cada uma destas maneiras, temos 48 escolhas para a quarta carta (visto que as 52 cartas do
baralho temos de retirar os trés ases que sairam e também o outro as que falta - Esta carta nao pode

ser um as)

Entdo *C3 x 48 é o ntmero de combinacdes possiveis para se formar um trio de ases

Raciocinando da mesma maneira para os restantes tipos de trios, tem-se que o nimero de com-

binacdes de cartas que o Rodrigo pode ter recebido é 4Cy x 48 x 13 = 2496

Resposta: (C)

Professor Francisco Cabral Pagina 1 de 9

Exame Modelo XI | 12° ano



2.2. A Marta recebeu quatro cartas, e sabe-se que recebeu um par
Entéo, o ntmero de casos possiveis é 13 x* Cy x*8 ¢y x** C;
Quanto ao ntmero de casos favoraveis:

Pretendemos que saiam, um as, dois reis e uma dama

Como no baralho hé quatro ases, quatro reis e quatro damas, entdo, temos *C; x* Cy x* C; maneiras
distintas de receber as cartas pretendidas

401 X4 CQ ><401 . 1
13 x4Cy x8Cy x4 C; 1716

Portanto, a probabilidade pedida é P =

3. Sabemos que, P(B | A), representa a probabilidade sairem da caixa B duas bolas vermelhas, dado que a
bola retirada da caixa A é azul

Ora, se da caixa A saiu uma bola azul e esta bola foi colocada na caixa B, entao a caixa B passou a ter
n + 10 bolas, sendo n vermelhas e 10 azuis

Assim, como a seguir se retiram, de uma sé vez, duas bolas da caixa, e se pretende que sejam vermelhas,
_"Ch
n+IOC’2
1

Mas, por hipétese, sabe-se que P(B | A) = 3

entao, essa probabilidade é dada por

Logo,

n!

1 "Cy 1 2l(n —2)! 2Inl(n + 8)!

_ 1 1
P(B|A)=- — = = i B
BID=5<m06 =57 mr10) 8 Amr100m-21 587
2!(n 4 8)!
n(n—1)(n —2)!(n + 8)! 1 n(n —1) 1 8n? — 8n —n? — 19n — 90
S 2 A —0e
(n+10)(n+9)(n+8)!(n—2)! 8 " (n+10)(n+9) 8 8(n +10)(n +9)
n? — 27n — 90 ,
ALt A —2Tn — 90 = 1
©8(n+10)(n+9) 0< ™m—90=0A8(n+10)(n+9)#0 <
27 + —27)2 —4 x 7 x (=90 1
n= VA )2X7X X )/\n;«é—10/\n7é—9@(n:6\/n=—75)/\n7é—10/\n7é—9(:>
15

Como, n € N, entdon =6

Resposta: (D)

4.1. Teremos de resolver a equacdo g(z) = f(x), no intervalo ]0; 27|
Ora,
g(z) = f(x) & ) = (@) & gin(22) = sin(z) <
S2r=x+krV2r=mn—c+k2rnkeZ &

Sr=krV3r=n+k2rkecZ &

2
@x:k%r\/m:g—l—k?ﬂ,kEZc)

Professor Francisco Cabral Pagina 2 de 9 Exame Modelo XI ‘ 122 ano



Atribuindo valores a k, vem,

kzzOb—mr::O\/x:%

T 27
k=1l—z=2rVr=—-+ —
x TV I 3+3
r=2rVz=m
T 4r
k=2—zxz=47Vzrr=—-+ —
x TVax 3+3
51
Sr=4nrVzr=—
T TV 3
k=3—xz=6rVzx 7T+67r
= = 07 = — .
3 3
s
Lr=6mVr=—
T TV 3
T 27
k=-l—x=-2rVer=_-——
T TV 3 3

™
SLr==2rVr=—3
x TV 3

Concluimos, assim, que as solugbes da equagdo, no intervalo ]0; 27[, sdo:

s 51

“ime —
3 3

Portanto,

A abcissa (a) do ponto A é g

A abcissa (b) do ponto B é w

A abcissa (¢) do ponto C é 5%

4.2. Determinemos as funcoes, f’ e ¢’, derivadas de f e de g, respetivamente
f'(x) = cos(z)e™®) e ¢/(z) = 2 cos(2z)es(2?)
Assim,

f'(a) x ¢'(a) = cos(a)es™(®) x 2 cos(2a)e’™2%) = 2 cos(a) cos(2a)esn(@)+5in(2a)

Pretende-se resolver a equacao f'(a) x ¢'(a) = —1 y
Inserir as fungoes:

y1 = 2cos(a) cos(2a)esn(@)+sin(2a)

yo = —1 2

Ajustar a janela de visualizagao: [0;27] x [—4;4]

Desenhar os graficos das duas fungoes O loss| fraz \ | 277 pm o
I | |
. . ~ . -1
Procurar as abcissas dos pontos de intersecao dos dois A B C D Y2
graficos

A(0.85; —1); B(1.42;—1); C(2.77; —1); D(3.71; —1)

Obtém-se: a ~ 0.85 rad, a ~ 142 rad, a =~ 2.77 rad e )
a =~ 3.71 rad Figura 1
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2n+1 2n4+4-3 2n+2)—-3  2(n+2) 3 5 3

5 0 n = = = = — -9 _
e n+2 n+2 n+2 n+2 n+2 n+2
n>1,VneN
7’L+2237Vn€N
1 <1V
-n+2_37 neN

- 1 ”» .
Por outro lado, a sucessao de termo geral ) tem os termos todos positivos, assim,
n
1 1
0< < -,V
nt2 "3 ef
S0> = > ——,V
L on+2T 3 &
—— < - <0,Y,
3~ n?;i-2 N
1< —-—— <0V,
- n+4+2 N

3
S2-1<2———<0+2,V,
- n+2 + en

ISQ— <2,vneN
n+2
1<, < 2,Vpen c.q.d.

Como o conjunto dos termos da sucessao (u,) admite majorante (2) e minorante (1), a sucessao é limitada

6.1. Como a circunferéncia tem raio 1, entao
B(cos(z);sin(x)), com, cos(z) < 0 e sin(x) > 0
Sendo T, a projegdo ortogonal do ponto A sobre o eixo Oy, tem-se que T'(0;sin(x))
Assim,
AB = 2| cos(z)| = —2cos(z), visto que, cos(z) < 0
AD = 2|sin(x)| = 2sin(z), visto que, sin(z) > 0
FT =1 — |sin(z)| = 1 — sin(z), visto que, sin(z) > 0

Portanto, a area da regiao colorida é

AB T

A'r'egiaocolorida =7x1?-2x A[ABF] - A[ABCD] =T—-2X —ABxCD =

X
2
=7 —ABXx FT — AB x CD = 7 — (—=2cos(z)) x (1 —sin(x)) — (=2 cos(z)) x 2sin(z) =
=7 + 2cos(z) — 2cos(x) x sin(z) + 4 cos(x) x sin(z) =

=7 + 2cos(z) + 2 cos(x) x sin(z) =

=7 + 2cos(z) + sin(2x)

Logo, a area A, da regiao colorida da figura, é dada, em funcdo de x, por

A(z) = 7+ 2 cos(x) + sin(2z)

Professor Francisco Cabral Pagina 4 de 9 Exame Modelo XI ‘ 122 ano



6.2. Ora,

Y
lim A(z) = lim (7 + 2cos(x) 4 sin(2x)) = F
T—rmT T—rmT
=7+ 2cos(m) +sin(27) =7 — 2
Este valor representa a drea de uma regiao colorida, B=C=¢G A=D=F
o x

quando x estd muito proximo de 7

Geometricamente, quando x — 7, a regiao colorida
tende para o que se observa na figura ao lado s
O poligono [EFGH] é um quadrado de lado v/2

Figura 2

7. A condicao AP . BP = 0 define uma superficie esférica de didmetro [AB]
AP=P - A= (x—a;y—0;2—0) = (z —a;y; 2)
B?:P—BZ(x—O;y—a;z—O):(:v;y—a;z)

Assim,

AP.BP =0 (x—a;y;2) (m5y—a;2) =0 x(z—a)+y(ly—a)+22 =0 2?2 —ar+y’ —ay+2° =0 &

a®  a?

a\? a\?
@(o-3) +(-3) +2=F+7
a\? a\? a?
@(e-3) +(v-3) +*=3

Outro processo

a+0 0+a 040

272 7 2 0

Centro da superficie esférica: M ( ), ou seja, M (g;

5;
AB _ \a— 07 +(0-a? +(0-07 _

Raio da superficie esférica: r = 5 5

Assim, uma equacao da superficie esférica é,

Ou seja,

-
Ty Y=3) T2 7

Resposta: (C)
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8.1. Determinemos o declive da reta r

==

my -1

Logo,

2 1
lim —% —2x lim - =2x — = 2x — = _9
r—r+00 f(:);‘) r—r+00 f({I,‘)

Resposta: (A)

8.2. Determinemos a funcao derivada de g

1 2 — 222
g’(aj):(21n(a:)—x2)/:2><;—2x: xx

Procuremos os zeros de ¢’

2 — 242

J(@)=0s =0ANz2>02-222=0 A A2 >0&

s=1Az>0cz=+lAz>0z=1

Quadro de sinal de ¢’

T 0 1 | 400
2-222 [\\\ [ + [0 —
T \AN |+ |+ +
gx) |[\\\ | +]0] -
gl) [N\ [ /10 ] N

g1)=2xIn(1)—12=0—1=—1
A funcdo g é estritamente crescente em ]0;1] e é estritamente decrescente em [1; 00|

Atinge o valor maximo absoluto —1, para z =1

9.1. Sabemos que z = ¢i(%)
Assim,
1\? N Y St
w=z22xzx(—2) = () XZX(—z) = (el(—Z)) xei(7F) x e (TT%) = (=) xei(= ) xei(r+5) =
z
= =3 amE) = 6i5) =
Ora, w"™ ="
Para que w™ seja um nimero real, n tem de ser par

Assim, o menor valor de n para o qual w™ é um nimero real é 2
Resposta: (C)
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9.2. Comecemos por resolver a equacio z* — 16 = 0

A 16=082 =16 2= V164 2 = V16610 o » = V16e("57), k€ {0;1;2;3)
Sy = Qei(%ﬂ), k€ {0;1;2;3}
Atribuindo valores a k, vem,
k=0 2z=2e0 =2
k=1 2=26(3) = 9
k=2 2= 26(%) = 2¢i(m = 2
k=3l—>z=2ei(37ﬂ) = -2
Im(z)

Os afixos das solugoes desta equagao sao vértices de um quadrado
inscrito numa circunferéncia de raio 2 e centrada na origem

Sejam, A(2;0), B(0;2), C(—2;0) e D(0; —2), esses afixos

Ora,

AB=,/(2-02+(0-2)2=8=2V2
Assim, a drea do poligono é Ajapcp] = AB = (2v/2)? = 8 u.a.

Resposta: (C)
Figura 3

10. .

10.1. 0 € Dy
A funcao f é continua em x = 0, se existir lir% f(x), ou seja,
r—
se lim f(z)= lim f(z)= f(0)
z—0~ z—0t

Ora,

et t! 0 lim. et e e
e lim f(z)= lim ( - ):(0) r=07 = = -
x—0~ x—0- \ 2sin(x) 9 Tim sin(x) 2x1 2 Nota:
z—0— xr
Aplicaram-se os limites
et —¢

lim notaveis:

e lim f(x)= 1 em-*-li_e —(8) =0t z
z—0t o z—0t \/m N . \/m hm Sin(ﬂf) — 1
mi)r{)l+ x z—=0 x
i 1 lim &L =1
e zlgg+ T 1 o 1 e =0
_ _ —ex - =<
% + 422 lim vz +4 2 2
lim r—0t
r—0t 2
. J(0) =k
Assi SEPRCANE S S VSR g o (0 R In(2)
11m = — _— = = = — —_ = In —_ = — In
ssim, se e 5 - 5 e 5 5 ,

a funcao f é continua em z =0

Professor Francisco Cabral Pagina 7 de 9 Exame Modelo XI ‘ 122 ano



10.2. .

e*tl —e
e+l _ o (@) zgflloo 22
lim f(z) = lim ——— | =\> = = =
xr—~400 r——+00 Vo + 4x hm Vo + 41- Nota:
Tr—400 :1,‘2
ex lim -1 lim j _ 1 Aplicou-se o) limite
_ z—+oo 2 _ r—400 I z—+oo 12 _ notavel:
3 2 1 4
lim Ttz lim -+ et
T—+00 xt eotoo Vo 22 lim — = +o0 (p € R)
400 —10 z—0 P
=eX —— =+
vO+0
Logo, o grafico da funcao f nao admite assintota horizontal quando x — +oo
11. Um vetor diretor da reta 7 é o (—2;v/3)
3 3
Assim, o declive da reta é m, = % = —g
Seja a a inclinagao da reta r
Entao,
3
o = tan~! (—‘{) +180° ~ 139.1°
Quanto & equagao reduzida da reta
3 3
O declive da reta é m, = £ = —£
-2 2
Entao,
3
r:yz—%x—kb,beR
Como A(1;—2) é ponto da reta, vem,
3 —4 3
—2:—§x1+b<:>2b:—4+\/§<:>b:%[
Portanto,
3 —4 3
A equacédo reduzida da reta r é y = —gaz + %[
12. Determinemos a funcao derivada da fungao g
g(@)=Q2r+e ™) =2—€e7
O declive da reta tangente é,
my = g'(=2) =2 — é?
A ordenada do ponto de tangéncia A, é,
9(=2) = -4 +¢?
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Entao,

t:y=02—-e?)r+bbeR

Como A(—2; —4 + €?) é ponto da reta, vem,
—A+el=02-e)x(-2)+beb=—4+e?+4-22 b= —¢
Portanto,

A equacdo reduzida da reta t é y = (2 — )z — €2

Resposta: (B)
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OMEGAMAT Exame Modelo XII de Matematica A

Duracgao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia

12.2 Ano de Escolaridade

Utiliza apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta

E permitido o uso de calculadora

Nao é permitido o uso de corretor. Risca o que pretendes que nédo seja classificado
Para cada resposta identifica o item

Apresenta as tuas respostas de forma legivel

Apresenta apenas uma resposta para cada item

A prova apresenta um formulédrio na pagina 2

As cotagbes dos itens encontram-se na pagina 7

Na resposta aos itens de selegdo (escolha miiltipla), seleciona a resposta correta. Escreve na folha de respos-
tas o nimero do item e a letra que identifica a opcao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresenta o teu raciocinio de forma clara, indicando todos os calculos que
tiveres de efetuar e todas as justificagoes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida aproximacao
apresenta sempre o valor exato.

NOTA

% Itens cujas respostas contribuem obrigatoriamente para a classificacao final:

1,2,3,4,5,6.1,6.2,81,82,9e 14
Estes itens estao assinalados no enunciado com o simbolo
% Dos restantes 7 itens da prova, apenas contribuem para a classificagao final os 4 itens cujas respostas

obtenham melhor pontuacao
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:
ar («a - amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; v - raio)
drea de um poligono regular: Semiperimetro x Apdtema

area de um setor circular:

Oé’!’2

- (a- amplitude, em radianos, do dngulo ao centro, v - raio)
area lateral de um cone: 7rg (v - raio da base, g - geratriz)

area de uma superficie esférica: 472 (r - raio)

1
Volume da piramide: §X drea da base x Altura

1
Volume do cone: — X drea da base x Altura

w

4
Volume da esfera: gm"g (r - raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressio (un):

Ui + Un

Progressao aritmética: Xn

1—r"

1—r

Progressao geométrica: u; x

,r#1

Trigonometria

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa
cos(a +b) = cosacosb —sinasinb
Complexos

(I2lei®) = |2|nein®)

0+42km

Yz = ”1/‘Z|ei( n ),ke{O;l;Q;...;n—l}enEN

Regras de derivagao
(u+v) =u +
(wv) = u/v + uv’
(E)l v —w
v/ v2
(u™) =nu" v (n€R)

(sinu) = u/ cosu

(cosu)’ = —u'sinu
/
u
(tanu)' = ——
cos?u

(eu)/ — u/eu
(a*) =v'a*Ina (a € RT\{1})

’

(Inw) = v
u

—— (a€RF\(1})

(log, u)’ =
Limites notaveis

1 n
hm(l—i—f) =e (meN)
n

sin x

lim =1
x—0 2o
z -1
lim & =1
z—0 x
. Inx
lim — =0

rx—+oo I
x

e
lim < = R
S +oo (p€R)
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2n+1
4n — 2

1. (*) Seja (ay), a sucessao definida por a,, =

Em qual das opgoes esta o valor de lim ((a,)™)?
(A) e

(B) 0

(€)1

(D) €

2. (x) Na figura 1 esté representado o modelo da mesa de jantar, retangular, com catorze lugares, que existe
na casa do Joao e da Joana

O Jodo, a Joana e os seus onze amigos, vao sentar-se & mesa para um jantar de aniversario do Joao

De quantas maneiras se podem sentar a mesa, o Joao,
a Joana e os seus onze amigos, de modo que:

e 0 lugar vago da mesa fique na cabeceira da
mesa

e 0 Joao e a Joana ocupem dois lugares na | |
cabeceira da mesa

e a Inés e a Beatriz, que sao duas das amigas, - .
fiquem juntas num dos lados da mesa que tem

cinco lugares Figura 1

3. (%) Seja (E, P(E),P) um espaco de probabilidade, P uma probabilidade em P(E) e sejam A e B dois
acontecimentos

Sabe-se que:

OP(F)Zf

Em qual das opgoes esta o valor de P (E\A)?

(A) 50%
(B) 40%
(C) 30%
(D) 20%
xx—i—_\{i se <0
4. (%) Seja g, a funcado real de varidvel real, definida por g(x) = 9 se =0

—2242 se >0

Em qual das opgoes estd um intervalo onde o teorema de Bolzano-Cauchy garante a existéncia de, pelo
menos, um zero da fungao g7

(A) [-1:1]
(B) [=2;—1]
(©) [-3; 2]
(D) [2;3]
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5. (%) Seja f, a fungdo real de varidvel real, definida por, f(z) =

sin(2x) cos(2zx)

972 — % se <0
1+In(k-1) se z=0 [k>1
ex? + ex 0
m se T >

Averigua, analiticamente, se existe algum k, para o qual a funcdo f é continua no ponto z = 0

6. Considera a circunferéncia trigonométrica representada num plano munido de um referencial o.n. xOy,

como se observa na figura 2

Sabe-se que:
e E(1;0)
e 0s pontos A e D pertencem & circunferéncia
e 0s pontos A e D sdo simétricos em relagdo ao eixo Ox
e os pontos B e C, pertencem a reta de equagao z = 1
e os pontos B e C' sao simétricos em relacao ao eixo Ox

e 0 ponto A move-se no primeiro quadrante, e os pontos
B, C' e D, acompanham esse movimento

° E(A)A:x,comxe}o;g{

Y
=1
C
|
\
T } B
g 1
|
B
Figura 2

6.1. (%) Mostra que a drea da regido colorida, é dada, em fungao de x, por

A(x) = tan(z) — z, com = € }0; g [

6.2. (%) Para certo valor de = € ]0; g [, sabe-se que cos?(z) — sin®(z) = =

2

Em qual das opcoes esta o valor exato da area da regiao colorida para esse valor de x?

W3 -7

() 23
m) B

V3—m

3
W3 —7
3

(©)

(D)

7. Sabe-se que log, Vb = fg, coma€RT\{1l}eb>0

3
Determina o valor de log, ( ¢ ;)
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8. Seja f, a funcdo real de varidvel real, definida por f(z) = e’ 4 _ 42

8.1. () Estuda, analiticamente, a funcdo f quanto a monotonia e extremos
8.2. (%) Escreve a equagao reduzida da reta tangente ao gréfico da funcéo f’ (primeira derivada de f), no
ponto de abcissa 2

9. (x) Seja h, a fungdo real de varidvel real, definida por h(z) =z +In (e’”+1 - 1)

h
Mostra que lim ﬁ =2
Tr—r+00 €T

10. Na figura 3, estd representado, no plano complexo, o quadrado [ABCO]

Im(z)
A
B
Sabe-se que:
e A e C sdo os afixos de duas raizes indice n de um Re(z)
nimero complexo z
c
Figura 3

Determina o menor valor natural de n

. : 1 V3. (=) .
11. Considera em C, conjunto dos niimeros complexos, w; = f§+72, Wy = 2¢i(~% ), dois niimeros complexos
. , s . wy + 1
Determina as raizes cibicas do niimero complexo zg =
w2

Nota: Apresenta as solugoes na forma trigonométrica

12. Considera a fungéo f, real de varidvel real, definida em R, por f(z) = In(2e” 4 2)

Resolve a equacao f(x) =1n(4) —x
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13. Na figura 4, estd representada, em referencial o.n. (O;e7; e3; e_3>), uma pirdmide quandragular regular reta

[ABCDE]

Sabe-se que:

o A(3;-1;1)

o F(3—1/2;2;,-4)
e D(3—2v2;—1;1)
o BA=(0;22)

Figura 4

13.1. Escreve a equacao cartesiana do plano ABC

Apresenta a equagdo na forma ax + by + cz +d =0, com a,b,c,d € R
13.2. Em qual das opgoes estd o valor exato do volume da pirdmide [ABCDE]?

14. (*) De uma progressao geométrica (u, ) sabe-se que, para determinado niimero real a, positivo e diferente
de 1,

o uz =log,(4)

sao os trés primeiros termos

1
Averigua se 1091 é um termo da sucessao (uy)
1 1)\°
15. Relativamente ao desenvolvimento de < + ) ,com z >0 ey > 0, sabe-se que ha um termo da
]

1

forma az~3y~!, com a € R

Determina a
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COTACOES
As pontuagoes obtidas nas respostas a estes 11 itens da prova contribuem
obrigatoriamente para a classificagao final
Itens 1 2 3 4 5 6.1 6.2 8.1 8.2 9 14 | Subtotal
Cotagao (Pontos) | 14 12 14 14 14 12 14 14 12 12 12 144

Destes 11 itens da prova, contribuem para a classificacao final da prova
os b itens cujas respostas obtenham melhor pontuacao

[Ttens [ 7 [ 10 [ 11 [ 12 [ 13.1 [ 13.2 [ 15 [ Subtotal |
’ Cotagcao (Pontos) \ 4 x 14 Pontos \ 56 ‘
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! ! OMEGAMAT Resolugao do Exame Modelo XII de Matematica A

Duracgao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia

12.2 Ano de Escolaridade

[N

1\" 2
nm() S G A S A
2 e

lim | 1-—

Resposta: (B)

2. Comecemos por escolher o lugar que fica vago na cabeceira da mesa
O ntmero de maneiras distintas de fazer essa escolha ¢ igual a *C,
Escolhido o lugar vago na cabeceira da mesa, sobram trés lugares para colocar o Joao e a Joana
O ntmero de maneiras distintas de fazer essa escolha é igual a 3Cy x 2! ou 34,
Escolhido o lugar vago e os lugares da Joana e do Joao, coloquemos a Inés e a Beatriz
Colocar a Inés e Beatriz num lado da mesa: 4 x 2!
Colocar os restantes amigos nos nove lugares sobrantes: 9!
Nao esquecendo que a Inés e Beatriz podem ficar juntas no outro lado da mesa, tem-se que,

401 x3 Oy x 2! x 4 x 2! x 9! x 2 = 139345920 é o nimero de maneiras de sentar todos os amigos na mesa

3. .
— 3
P(B) =+
3 7
P(B)=1-P(B)=1- 1=
_ 6 P(AnB) 6 P(ANB) 6 — 67 — 6
PAB) =7 & —pp =7¢— 7 =7 P@ANB) =gx e PAnD) = 5o
10
e P(ANB) ==
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Elaborando uma tabela de contingéncia

A | A
gl L1312
105 130
Bl |2
101 5110
1
— =11
5 15
7 3 1
P(ANB)= — — 2 = —
(4N B) 10 5 10
1 1 1
P(AUB):gél—P(AUB):gélfP(A)—P(B)JrP(AﬂB):g@
S PA) =1- 2 PB)+PANB) o PA) =1-> -+ 1 o pay=1
o 5 n 5 10 10 5
— 11 1
P(BNnA)=>--—=—
(Bn4) 5 10 10
Bna) 7
_ P(BNA) 19 5
5

Resposta: (A)
4. Analisando cada opgao

(A) No intervalo [—1;1], a fungdo néo é continua, pelo que ndo se pode aplicar o teorema de Bolzano

$+\/§_£__\/§

lim f(z) = lim

z—0~ z—0- = — 1 - -1 o

lim (2% +2) =2

z—0t

Como lim f(z)# lim f(z), entdo ndo existe lim f(x)
z—0~ z—0t z—0

Logo, f é descontinua em x =0

(B) No intervalo [—2; —1] a fungdo f é continua, e,

f(—z)z_i%f>0ef(—1)=ﬂ<o

Logo, o teorema de Bolzano garante pelo menos um zero da fungdo em | — 2; —1[, e portanto, também
em [—2; —1]

(C) No intervalo [—3; —2] a fungdo f é continua, mas,

f(-z):i%f>0ef(—3)=ﬂ>o

Logo, o teorema de Bolzano nio garante pelo menos um zero da func¢ao em | — 3; —2]
(D) No intervalo [2;3] a fungao f é continua, mas,
f2)=-224+2=-2<0e f(3)=-32+2=-7<0

Logo, o teorema de Bolzano nio garante pelo menos um zero da funcao em |2; 3]

Resposta: (B)
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5. 0€ Dy
A funcao f é continua em x = 0, se existir hmO f(x), ou seja,
r—r

se lim f(z)= lim f(z)= f(0)

z—0— z—0t

ex? + ex _(9) ex(x+1)

li = 1l = = 1 1
o0+ /(@) o0+ e — e z—0+ e (e® — 1) om0t et —1 xi%{r(x +1)
= ! =1
=T o1 T 1
lim
z—0+t X
. . . e —1
Aplicou-se o limite notdvel: lim =1
x—0 x€X
J sin(42)
in(2 2 o SIAE) in(4 1
lim f(z) = lim sin(2z) cos(2x) =) m 22— = 1lim sin(dz) x 4 x lim =
=0~ e—0- 222 —x e—=0- ¢(2x —1) 2420~ 4z z—0- 2¢ — 1
4
=-x1x(-1)=-2
5 %1% (-1)
. o ) . sin(x)
Aplicou-se o limite notdvel: lim =1
z—0 xT

Como mlir(r)li f(z) # Ilir(r)lJr f(z), entdo néo existe ;11)1’%) f(x)

Logo, nao existe k para o qual f é continua em z =0

6.1. Sabe-se que A(cos(x);sin(x)), com cos(x) > 0 e sin(x) > 0

C(1;tan(z)), com tan(x) > 0

BC = 2tan(z)

OE =1

. 2 12
Area do setor circular: 4; = v ; =z

BC x OE _ 2tan(z) x 1

Area do trigngulo [BCO: Aipco) = 5 5

= tan(x)
Logo, a area da regiao colorida, é dada, em funcao de z, por
A(z) = Aipco) — A1 = tan(x) — x, com z € ]O; g [
6.2. .
cos?(z) — sin?(x) = % < cos(2x) = cos (%) &2 = —g + k27w Vv 2¢ = g +k2m ke Z <
@x:—%—kkw\/w:%—klm,keZ

Atribuindo valores a k, tem-se,

™ ™
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T
Portanto, x = 5

Logo, a area da regiao colorida, é igual a

HOREIOR S i

Resposta: (A)
3 1 3
7. Sabe-se que log, Vb = —3 & 3 log, b= —3 & log, b= -3

Assim,

ad 1 ad 1 1 1 log, @
log, (4 62> = 7 log (172) =1 (log, a® — log, b?) = 1 (3log,a —2) = 1 <3 “los b 2) =

8.1. Funcao derivada de f
2 / 2 2 2
fl(z) = (e“ _4—322) = (22 —4)e” - 20 =2xe® 1 - 20 =2 (e”” _4—1)
Zeros de f'(x)
f’(x):0©2x(6”2_4—1) —0e2r=0Ve” Mt 1=0os=0Vet=1c
Sr=0Vel-4=0c2r=0Val=4cc=0Ves=-2Ver=2
Sinal de f'(z)
10 et >1e?-4>000<-2Vr>2

Quadro de sinal de f'(x)

T —oo | —2 0 2 | 4o0
2z — - | =10+ | + +
o1+ o= =]=]0o] +
f(z) — O | +]0 | —-1]0 +
1
NIV

A fungéo f é crescente em | — 2;0[ e em |2; +o00|
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A fungéo f é decrescente em | — co; —2[ e em ]0; 2|
A funcao atinge o minimo absoluto —3 para x = —2 e para z = 2
. . .1
A funcao atinge o méximo relativo — para z =0
e
8.2. Funcao segunda derivada de f
2 / 2 2 /
' (z) = [239 (e‘” -4 - 1)} = (2z)" x (ez -4 1) + 2z X (e”” -4 1) =
z?—4 2 1z —4 z?—4 z?—4 z?—4 2,274
:2><(e —1)+2x><((x —4)e ) :2(6 —1)+2x><(2xe ) =2e —2+4x%e =
= e’ 4422 +2) — 2
Declive da reta
me=f"(2) =¥ 44 x224+2)—2=¢"(16+2) — 2 =16
Ponto de tangéncia
T(2; f'(2))
F12)=2x2(F 1) =4(0 1) =0
Logo, T(2;0)
Reta tangente ¢
t:y=16c+b,beR
Como T ¢é ponto da reta, vem,
0=16x2+bsb=-32

Portanto, t : y = 16z — 32

1
x+1 _
T+ 1n (e””r1 — 1) z+In <e <1 ert+l ))

9. lim —%* = lim = lim =
rx—+o0 I r——+00 x r—400 x

1
z +In (ez"'l) +1n (1 — ﬁ“)

= lim =
r—+o0
1
r+rx+14+mn(l———
ez+1
= lim =
xr——+00 €T
1
In (1 )
2 1 z+1 0
= lim T + lim ¢ = lim (2—1—) — =2
T—+00 T T—+00 T T—+00 —+00

10. Seja z4 = |zale®, cujo afixo é o ponto A
Seja 2o = |zce?? = |zA\ei(9+%), cujo afixo é o ponto C

Ora, devera ter-se zg = 24
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Assim,

2h =25 < |zA|”ei(”9+n7w) = |za|me! ()
©n9+%:n0:k2w,k62@
@"Q—W:km,kez@
eSn=4k ke Z

Atribuindo valores a k
k=0—»n=0¢N

k=1—n=4€¢eN

k=2—n=8¢N

k=—-1—»n=-4¢N

Resposta: o menor valor de n é 4

11. .

Seja a = Arg(wy + 1)

V3

tan(a) = 2 ,ea€4Q

N

tan(a) = —V/3, e a € 4Q

m
L =——
0go, o 3

Assim, w7 +1 = ei(=%)

w2 2@7’(_%>

Seja z um nimero complexo

1 i =
B=peor=yYpnor=4 561( 5) o

T 7%<‘{»k21\'
z:i/gez( ° >,comk‘€{0;1;2}
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1 (o« k2n
o \3/;61(18“?’)7 com k € {0;1;2}

Atribuindo valores a k, tem-se,

kEk=2— Z1 = f/gei(%a;) = i/zei(_llgsﬂ)

Portanto, C.S. = { Y %ei(fﬁ); Y 1ei(lllTﬂ); Y 1ei(113§r)}

12. f(z) =1n(4) —x & In(2e” 4+ 2) = In(4) — z < In(2e” + 2) =1In(4) — In(e”) < In(2e” +2) = In <;> &

4 4 2 (e¥)? + 2¢% — 4
S22 +2=—2"4+2—— =0« ()" +2¢
em e.r er

=02 +2"—4=0A€"#£0&
& 2(e%)? 4 2e* — 4 = 0A Condicdo universal < 2 (e%)* 4 2e* —4 =0

Fazendo a mudanga de variavel y = e”, vem

—14+,/12 -4 x1x (-2
22+ 2y —4=0y’+y—-2=0cy= v (=2)

Sy=1Vy=-2

2x1
Assim, como y = e*, resulta
e’* =1Ve* =—-2<< x =0V Equacao impossivel < = =0
C.S. = {0}
13. .
13.1. Ora,
AB = (0;-2; —-2)

AD=D— A= (3-2v2 —1;1) — (3; —1;1) = (~2/2;0;0)
Seja d (a; b; ¢) um vetor normal ao plano ABC

Entao,

@ AB=0AT AD=0

& (a;b;¢) - (0;=2;—2) = 0 A (a5 b5¢) - (—2v/2;0;0) = 0

& —20—2c=0A—-2v2a=0

Sb=—-cNa=0

Logo, 3(0; —c;c), com ¢ € R\ {0}

Considerando, ¢ = 1, vem, 3(0; -1;1)
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Assim,
A equacio cartesiana do plano [ABC] é da forma —y + z+d =0, com d € R

Como A(3;—1;1) é ponto do plano, tem-se,
—(-1)+14+4d=0=d=-2

Portanto,

ABC:—y+2-2=0

13.2. Seja T' o ponto médio do semento [BD)]

—2v2 -3-1 —-1+1
T<3+3 V2, 3-1 -1+ ),ouseja,T(3—\/§;—2;O)

2 72 70

TE=1/(3-v2-3+v2) +(-2-22+(0+4)2 = OFI6 716 = V32 = 42

AB= 02+ (224 (-22=V0+4+4=/8=2V2

AB' xTE 8x4V2Z 322
3 33

Volume da pirdmide: Vpiramide =

Resposta: (D)

14. Sabe-se que

s80 os trés primeiros termos da progressao geométrica (uy,)

Entao, tem-se,

a a
Uz _ ug 2 logy(4) 9 _ log,y(4) 1 2logy(4) 2
Uy Us ln(ea) g a g ) a a OgQ( ) a OgQ( )
2 2
Sa=4x2a=38
Assim,
u; =1In(e*) =a =8
a 8
= —- = — = 4
27979
(5] 4 1
r=—- = =
U1 8 2
Termo geral de (uy,)
1 n—1
Un = 8 % (2) — 28 x 2l-n — 240
P €N, tal !
oCuremos al que u,, = ——
rocuremos n , que u o
U :L(ﬁ?‘l_”:L@Q‘l_":2_10(:)4—n:—10<:)n:14€N
1024 210
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Portanto,

I - .
Toog & um termo da sucessao (uy,), é o termode ordem catorze

1 1\°
15. Desenvolvendo ( + > , vem,
VI oy

G-
o () ()]
o0 (+5) o ()] -

[ p=8 _p
8Cpxaz xy 2]

3
I
o

I
(=
=

=
Il
=)

I
e

3
Il
o

1

Como um dos termos deste desenvolvimento da forma az=3y~!, com a € R

Procuremos p de modo que

p—8 D
=-3A-==—-1A0<p<
5 3 5 0<p<8

-8
P=2_ 3pa P qr0<p<se
2 2
Sp—8=—6Ap=2AN0<p<n&
Sp=2Ap=2N0<p<n
Sp=2

Logo, a =% Cy = 28
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OMEGAMAT Exame Modelo XIIT de Matemética A

Duracgao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia

12.2 Ano de Escolaridade

Utiliza apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta

E permitido o uso de calculadora

Nao é permitido o uso de corretor. Risca o que pretendes que nédo seja classificado
Para cada resposta identifica o item

Apresenta as tuas respostas de forma legivel

Apresenta apenas uma resposta para cada item

A prova apresenta um formulédrio na pagina 2

As cotagbes dos itens encontram-se na pagina 6

Na resposta aos itens de selegdo (escolha miiltipla), seleciona a resposta correta. Escreve na folha de respos-
tas o nimero do item e a letra que identifica a opcao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresenta o teu raciocinio de forma clara, indicando todos os calculos que
tiveres de efetuar e todas as justificagoes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida aproximacao
apresenta sempre o valor exato.

NOTA

% Itens cujas respostas contribuem obrigatoriamente para a classificacao final:

1,3,4.1,4.2,5,6,7.2,7.3,81,82ell
Estes itens estao assinalados no enunciado com o simbolo
% Dos restantes 7 itens da prova, apenas contribuem para a classificagao final os 4 itens cujas respostas

obtenham melhor pontuacao
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:
ar («a - amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; v - raio)
drea de um poligono regular: Semiperimetro x Apdtema

area de um setor circular:

Oé’!’2

- (a- amplitude, em radianos, do dngulo ao centro, v - raio)
area lateral de um cone: 7rg (v - raio da base, g - geratriz)

area de uma superficie esférica: 472 (r - raio)

1
Volume da piramide: §X drea da base x Altura

1
Volume do cone: — X drea da base x Altura

w

4
Volume da esfera: gm"g (r - raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressio (un):

Ui + Un

Progressao aritmética: Xn

1—r"

1—r

Progressao geométrica: u; x

,r#1

Trigonometria

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa
cos(a +b) = cosacosb —sinasinb
Complexos

(Meie)n — |Z|nei(n9)

0+42km

Yz = ”1/‘Z|ei( n ),ke{O;l;Q;...;n—l}enEN

Regras de derivagao
(u+v) =u +
(wv)’ = u'v + uw’
w\’  wv—uv'
v) v2
(u™) =nu™ v/ (n€R)

(sinu)’ = v’ cosu

(cosu) = —u'sinu
/
(tanw)’ = Y
cos?u

(a*) =v'a*Ina (a € RT\{1})

’

(Inw) = l
u

(log, u)" = (a € R*\{1})

ulna

Limites notaveis

1 n
1im<1+7> =e (meN)
n
lim sinz

x—0 o

lim — =+4oc0 (p€R)
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1. () Em qual das opcoes estd o valor de 2029C500 +2020 Csg1 +2021 Cy00?

(A) 2% C501
(B) 22! Cs02
(C) 20220501
(D) 29%2C502

2. Considera todos os anagramas da palavra INCONSTITUCIONAL
Escolhido, ao acaso, um desses anagramas, qual é probabilidade de ter os trés I juntos no final da palavra?
Apresenta o valor sob a forma de fragao irredutivel

Nota: Anagrama de uma palavra, é uma nova palavra que se escreve com as mesmas letras, e que pode
ter ou nao sentido

3. () Num encontro de 50 surfistas na praia da Nazaré, 10 sé falam francés, 25 sé falam inglés e 15 falam
as duas linguas
Escolhidos dois surfistas ao acaso, qual é probabilidade de os dois se entenderem numa conversa sem o

auxilio de tradutor?

4. Na figura 1 estd representado, em referencial o.n. Ozyz, um cubo [ABCDEFGH]

Sabe-se que:

a face [ABC D] esta contida no plano zOy

o plano ABG tem equacao cartesiana

TH+y+v22-2/2=0

os pontos A e C pertencem ao eixo Ox

os pontos B e D pertencem ao eixo Oy

a origem do referencial é o centro face [ABC D]

o ponto I é o centro face [EFGH] Figura 1

4.1. (%) Escreve a equacao cartesiana reduzida da superficie esférica que contém os vértices do cubo
4.2. (%) Em qual das opgoes estd um valor aproximado as centésimas da amplitude do dngulo AIB?

(A) 48.19° (B) 48.18° (C) 41.81° (D) 41.82°

4.3. H4 um ponto do plano ABG que estd mais préximo do ponto I do que de todos os outros
Determina a distéancia entre o ponto I e esse ponto do plano ABG

sin(2z — 4) se z<2
r—2
5. () Seja f, a funcao real de variavel real, definida por, f(z) ={ k*+In (e¥) se z=2 keR
2 — 2z 59
In(x — 1) e

Averigua, analiticamente, se existe algum k € R, para o qual a fungao f é continua no ponto z = 2
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1
6. (%) Seja, f, a fungao de dominio ]O; g [, definida por f(z) =z — 3 sin(2x)

Em qual das opgoes estd o valor de z com arredondamento as centésimas, para o qual f(z) =17

(A) 1.27
(B) 1.28
(C) 1.29
(D) 1.31
etz +1) se <0
7. Seja f, a fungdo real de varidvel real, definida por, f(z) = In(z)

se >0

T

7.1. Mostra , analiticamente, que a funcao f tem uma assintota vertical e escreve a sua equagao

7.2. (%) A funcdo f tem duas assintotas paralelas ao eixo das abcissas
Determina, analiticamente, as suas equagoes

7.3. (*) Seja g, a restrigdo da fung¢do f ao intervalo |—oo; 0[
Estuda a funcao g quanto a monotonia e extremos

8. Seja C, o conjunto dos nimeros complexos

2+ 2i
Sejam z; = —1 + 8 +i'0% ¢ 2z = ;r , dois niimeros complexos
i

8.1. (%) Os afixos das solugoes da equagao z3 — z; = 0 sdo vértices de um poligono regular

Determina o perimetro desse poligono
8.2. (x) Considera o conjunto A = {z € C: |z| < [22]® A Im(2) = —Re(z) A Re(z) > 0 A Im(z) < 0}

O conjunto A representa uma linha

Em qual das opcoes estd o comprimento dessa linha?

A

N N

V2
V2

~ o~~~
— — — ~—

B
C
D

sin(2x) cos(2z) se x <0

9. Seja g, a fungao real de varidvel real, definida por, g(z) = sin(dz)

T o se >0
—e

9.1. Escreve a equagao reduzida da reta tangente ao grafico de g, no ponto de abcissa _116

9.2. Determina lim g(x)

z—0t
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10. Considera, num plano munido de um referencial ortonormado zOy, a circunferéncia trigonométrica, como
se observa na figura 2

Sabe-se que:

10.1.

10.2.

os pontos A, B, C e D pertencem & circunferéncia

os pontos A e B s&o simétricos em relagdo ao eixo Oy

os pontos C' e D sao simétricos em relacao ao eixo Oy
os pontos A e D s&o simétricos em relagao ao eixo Ox

os pontos B e C sao simétricos em relagao ao eixo Ox

E(1;0) e F(—1;0)

o ponto A move-se no segundo quadrante, e os pontos
B, C' e D, acompanham esse movimento

EOA =z, C0m$€:|72THT|: Figura 2
Em qual das opcoes estd a expressao, em fungao de x, da area da regiao colorida da figura?
(A) A(x) = - sin(2z)

(B) A(z) = sin(2x)

(C) A(z) = —sin(2x)

(D) A(x) = ——sin(z)

Determina, analiticamente, o valor exato de z, para o qual a area da regiao colorida é igual a 1

11. (%) Seja f, a fungado real de varidvel real, definida em |0; [, por f(x) = sin(—2z) + g,

Considera, num plano munido de um referencial o.n. Oy, o grafico da fungdo f e um tridangulo [ABC]

sabe-se que:

e A(In(2);e)
e B(In(6);e)

e (' é um ponto que se desloca sobre o gréafico da fungao f

Recorrendo as capacidades gréaficas da tua calculadora determina a abcissa do ponto C' para a qual o
perimetro do triangulo [ABC] é minimo

Na tua resposta deves:

e equacionar o problema

e desenhar, num referencial o.n., o(s) gréfico(s) da(s) funcao(des) que visualizaste na calculadora,

devidamente identificado(s)

e indicar a abcissa do ponto C' com arredondamento as centésimas

FIM
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COTACOES

As pontuagoes obtidas nas respostas a estes 11 itens da prova contribuem
obrigatoriamente para a classifica¢ao final

Itens

1 3 4.1 4.2 5 6 7.2 7.3 8.1 8.2

11

Subtotal

Cotagao (Pontos) | 14 12 12 14 14 14 12 12 12 14

14

144

Destes 11 itens da prova, contribuem para a classificacao final da prova
os b itens cujas respostas obtenham melhor pontuacao

[Ttens [ 2 [ 43 [ 7.1 [9.1]9.2]10.1 [ 10.2 | Subtotal |

’ Cotagcao (Pontos) \ 4 x 14 Pontos \ 56 ‘

Professor Francisco Cabral
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! ! OMEGAMAT Resolucao do Exame Modelo XIII de Matematica A

Duracgao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia

12.2 Ano de Escolaridade

20200500 _|_202O 0501 +2021 0502 2021 0501 +2021 0502 2022 0502

Resposta: (D)

1° Processo

16!
3! x 3! x 2! x 2! x 2!

Numero de casos possiveis:
Quanto ao niimero de casos favoraveis
Fazendo um esquema

- - - - - - - - - - - - -

13!

Numero de casos favoraveis: ————
3l x 2! x 21 x 2!

Logo, a probabilidade pedida é igual a

13!
po_3x2x2lx2 1
- 16! "~ 560

3! x 3! x 2! x 2! x 2!

2° Processo

Nimero de casos possiveis: 6C5 x3 C5 x19 Cy x8 Cy x5 Cy
Quanto ao nimero de casos favoraveis

Fazendo um esquema
N 00
Nimero de casos favoraveis: 3Cy x10 Cy x8 Cy x6 Cy

Logo, a probabilidade pedida é igual a

1303 Xlo C2 XSCQ ><6C2 7i
1603 x 13 Cg x 10 02 x8 02 x 6 CQ B 560

P=
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1° Processo

Seja A, o acontecimento

A : 70Os dois surfistas entendem-se numa conversa”
Entao,

A : 70s dois surfistas néo se entendem numa conversa”
Determinemos a probabilidade deste tltimo acontecimento
Nimero de casos possiveis: *°Cy

Legenda:

50(C4 — escolher dois surfistas de entre os 50

Nimero de casos favoraveis: 1°C; x5 Cy

Legenda:

100, x25 C} + escolher um surfista que s6 fala francés e um surfista que s6 fala inglés

1001 X25 Cl

Logo, P (Z) = 500,

Assim,

_ 1001 ><25 Cl 39

P(A):1*P<Z):1 500, T 49

2° Processo

7 ’ . =4
Ntumero de casos possiveis: 500y
Legenda:

50C4 — escolher dois surfistas de entre os 50

Nimero de casos favoraveis: 10Cs +2° Cy +15 Cy, +10Cy x5 C, +2° C; x5 ¢

Legenda:

100, ++ escolher dois surfistas que s6 falam francés

250y + escolher dois surfistas que s6 falam inglés

15Cy ++ escolher dois surfistas que falam as duas linguas

100, x15 C} + escolher um surfista que s6 fala francés e um surfista que fala as duas linguas

250, x15 Cy + escolher um surfista que sé fala inglés e um surfista que fala as duas linguas

L p_ 1002 +25 02 +15 02 +1O Cl ><15 Cl +25 Cl X15 Cl _ 39
080, £ = 50, T
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4.1. Determinemos as coordenadas dos pontos A e B
Ponto A(x;0;0)
Como A pertence ao plano ABG, resulta,
T+0+V2x0-2/2=002-2/2=02=2V2

Assim, A(2v/2;0;0) e B(0;2v/2;0)

AB = \/(2V2 - 02 + (0~ 2v2)* + (0~ 0)> = VB F 8 1 0= VI6 = 4
Seja J, o centro do cubo, entao, J(0;0;2)

Determinemos o raio da superficie esférica

r=AJ] = \/(2\/5—0)2+(0—0)2+(0—2)2 =V8+0+4=V12=2V3
A equacao cartesiana reduzida da superficie esférica que contém os vértices do cubo é
(x—0)2+ (y—0)2+ (2 — 2)% = (2/3)?, ou seja, 22 + y% + (2 — 2)? = 12
4.2. Sabemos que, 1(0;0;4)
Assim,
H
TA=A—1=(2v2;0;0) — (0;0;4) = (2v/2;0; —4)
IB =B —1=(0:2V20) - (0;0;4) = (0;2v/2; —4)

TA-TB = (2120, —4) - (0;2v/2; —4) = 22 x 0+ 0 x 22 — 4 x (—4) = 0+ 0+ 16 = 16

1Tl = /(2v2)? + 02 4+ (~4)> = VBH O+ 16 = V24

ITB|| = /02 + (2v2)? + (~4)2 = VO T8+ 16 = V24

Seja a a amplitude do angulo AIB

TA-1B)
OS(O{) = ﬁ
[[LA[| = ||1B]|
*.cos(a) = 7“6‘
o V24 x /24
16
cocos(a) = 21
2
cos(a) = 3

16
sa=cosT! () ~48.19°
« COS (24)

Resposta: (A)
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4.3. Seja I’, a projecao ortogonal do ponto I sobre o plano ABG
Determinemos uma equacao vetorial da reta II’
Um vetor diretor desta reta poderd ser o vetor normal ao plano ABG
Assim vem,
(z5y;2) = (0;0;4) + k(1;1;/2),k € R
Um ponto genérico desta reta é (k; k;4 + v/2k), k € R
Ora,
E4+k+vV2(4+V2k) —2v2=02k+4V2+2k-2V2=0%

2
®4k+2ﬂ=0@2k:—\/§@k:_§

2 2 2 2 2

Portanto, a distancia entre o ponto I e esse ponto I’ do plano ABG, é

5.2€Df

A funcio f é continua em z = 2, se existir lim f(z), ou seja,
r—2

se lim f(z)= lim f(x)= f(2)

T2~ r—21

sin(2z — 4) (%) im sin(2(z — 2)) lim sin(2y)

e lim f(z)= lim = =

T2~ z—2- T —2 T2~ r—2 y—0- Y
in(2
— gim Yo ko—s
2y—0- 2y

Fez-se a mudanca de varidvel
y=z—-2&c=y+2

Se x — 27, entao, y — 0~

Aplicou-se o limite notavel: lim sin(z) =1

z—0 xT

22 -2 -2
e lim f(z)= lim B ) B T 2w=2) — lim — % x lim (x)
T2+ a2t In(x — 1) z—2t In(x — 1)  ao2t In(z—1)  z—2+
vil-2 v_1
—2x lim S "2~ 9% lim ©
y—0+ Yy y—0+ Yy

=2x1=2

Fez-se a mudanca de variavel
y=lnz-1)er-1=eVcr=e+1

Se x — 2T, entdo, y — 0t
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e’ —1
Aplicou-se o limite notdvel: lim =1

x—0 x

° f(2):k2+ln(ek)=k2+k

Assim, deverd ter-se, lin2q f(z) = lim f(x)=f(2)
x—2—

r—2%1

Ou seja,

14+ /12 -4 x1x(-2)
2x1
Portanto, existem dois valores para k, para os quais a fungao f é continua em x = 2

B4+k=2ek+k-2=0sk= sk=-2Vk=1

1
Inserir a fungéo y; = x — 3 sin(2x)
Inserir a fungao yo = 1
Ajustar a janela de visualizagao

o e e T T Y1
N /|
1 Y2

Desenhar géfico

Procurar a abcissa do ponto de interse¢ao dos dois
graficos

|

|

|

|

|

[ |

| |

| |

| |

| |

| |

l l

| |
[0 ~ 1.28 % X
z1 ~ 1.28 rad

Resposta: (B) Figura 1

7.1. O dominio da funcao é R

Calculemos lim f(z)
z—0+t

In(x In(x —00
lim f(z)= lim (14 (z) =1+ lim (>:1+—:—oo
z—0t z—0t x z—0t T 0+

Logo a reta de equacao x = 0 ¢é assintota vertical ao grafico da funcao f
Nota: Nao existem mais assintotas verticais ao grafico da funcao f

7.2.

Calculemos zglfoo f(z)

lim f(z)= lim <1+ln(x)>1+ lim —14+0=1
X

Tr—r+00 T—r+00

In(x)

Aplicou-se o limite notdvel lim
T—r+00 X

Logo, a reta de equagao y = 1 é assintota horizontal ao grafico da funcao f, quando x — 400
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Calculemos lim f(z)
r—r—00

: — : z+1 :(Oxoo) : —y+1l/_ _ : —y(_ —
Iglzloof(x) xgr_noo ("t (2z +1)) UEI_POO (e (—2y +1)) UEIJPOO (ex e ¥(—2y+1))
I —2y+1
im ———
-2 1 —2 1 oo
~ lim (e><(y+>) “ex lim <y+> Cex Uty
Yy—r—+oo ey y——+o0 ey . e
lim —
y—+oo Y
1
li 24—
yrtoo ( " y) —2+0
=e X 7 =e X =0
. € 400
lim —
y—+oo Y
Fez-se a mudanca de variavel
y=-—crxSr=—y
Se r — —o0, entao, y — 400
x
Aplicou-se o limite notavel lim — = +o0
r——+o0o I

Logo, a reta de equagao y = 0 é assintota horizontal ao grafico da funcao f, quando x — —oo
7.3. g(x) = e*t1(2z + 1), com z € |—00; 0]

Calculemos a funcao primeira derivada de g

g(2) = (e (22 + 1)) = (") x 2z +1) + "t x (2 +1) =

=(z4+1) x et x (20 +1) + ™t x 2 ="t (22 + 1) + 2e*H! =

= e (22 + 1+ 2) = " (22 + 3)

Determinemos os zeros de ¢’ (x)

Jd(@)=0et2r+3) =0 =0V2r+3=0%

< Equagao impossivel V2x = -3 < ¢ = —g

Quadro de sinal de ¢'(x)

3
- - 0
x 00 5
e+ + |+ +
2r+3 | — 0 + +
g (x) - 0 + | nd.
2
9(@) | VG | nd.

g (—3) — e 3+l (2 X (—2) + 1) e~ X (—2) = 2

)

3 3
A fungao g é decrescente em } —00; —3 [ e é crescente em } —5 O[
- . .. 2 3
A funcdo g atinge um minimo absoluto ———, para © = — =
Ve 2
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8.1. Ora,
164 =41 x4
Entao,

2= —1 48010 = —1 48+ = —1 4 4i+ (i) = —14+8i+1=8i =8'3

[ T+kor
__ i ZHker
Boy=0B=5n 2=y z= V87 ©z={7§e<

’ >,k6 {0;1;2} &
Sz = 26i(%+’€27ﬂ), k € {0;1;2}
Atribuindo valores a k, vem,
i( 1
k=0 wy = 2¢(8) = 2 [cos (T) +isin (%)] =2 (‘f + 2i> =
=3+

k=1—w; = Zei(%Jrsz) = Zei(r

of
S~—
Il
[\
—
o
]
)]
—
(23
ol§
SN—
+
=~
)
&,
B
—
ot
ol§
SN—
—
Il
[\
N
\
[N}
S
+
|
-
v
Il

=—V3+i

k=2 s wy = 26 (FTF) = 201(%F) = 201(F) = _9;
Im(z)

Sejam, A (\/3, 1), B (_\/§; 1) e C (0;—2), os afixos de wyp, w; e SRS RN
de ws, respetivamente Rt AN

Bp--==------ A
AB . : . ) | \‘\ © ," ; Re(z)
AB:|w0—w1|:‘\/§+z—(—\/§+z)’:|\/§+z+\/§—z‘: ' | K /)
2V3] = 23 AN A

S e

Portanto, o perfmetro do tridangulo [ABC] é igual a 6v/3 u.c.

Figura 2

8.2. .

Calculemos |2o|?

94+2 14+i (14i)x(=i) —i—d 1—i
Z2 = — = = - - = - = =1-—1
2i i i X (—1) —2 1
ol = /T (1 = V2
Logo, |22]? =2

A condicdo |z| < |22|? & |2] < 2, representa, no plano complexo, o circulo centrado na origem e de
raio 2
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Representemos o conjunto A

dh
\ Re(2)

Im(z)

O comprimento da linha é 2

Resposta: (A)

1
9.1. Ora, g(z) = sin(2z) cos(2z) = B sin(4x), se <0
Assim,
) 1. ! , 1
g'(z) = 3 sin(4dz) | = 3 X (4z) cos(dx) = 3 X 4 cos(4x) = 2 cos(4x)

O declive da reta tangente t é

Logo, t:y=+2x+bbeR

Quanto ao ponto de tangéncia T' (_116; g ( " ))

16
(_1)_lsm dm __lsin(ﬁ)__lxﬁ__@
I\"16) " 2 16)" 2°M\1) " 2%y T Ty
2
Assim, T (—17;; —[)

Substituindo estas coordenadas na equagao da reta, vem,

2 T V2 Vor —4/2 +/2r (m— 4)\/§
e G ) R R e R i T
Resumindo, a equacdo reduzida da reta tangente ao grafico de g, no ponto de abcissa —%, é
—4)v2
y =2+ (= 4v2
16
. sin(4x
9.2. 1i (@) = 1i sin(4x)_(%) 4;,612% 4(x)><4_ 1x4
S I T A T —e T 1 Ix2
lim X 2

20+ 2%
Aplicaram-se os limites notdveis
sin(x) e’ —1

lim =1e lim
z—0 x x—0 X

=1
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10. .

10.1. Como a circunferéncia tem raio 1, entao
A(cos(z);sin(z)), com cos(z) < 0 e sin(z) >0
Seja G, a projegao ortogonal do ponto A sobre o eixo Oz, logo, G(cos(z);0)
Logo,
OG = | cos(x)| = — cos(x)
AD = 2|sin(x)| = 2sin(z)

Assim,

AD x OG _ 2sin(z) x (= cos(z))

1
5 5 =-3 sin(2x)

Alapo) =
Portanto, a drea da regiao colorida é dada, em fungao de x, por,
A(xz) =2 x Ajapo) = 2 % <; sin(?m)) = —sin(2z), com z € } g;w[
Resposta: (C)

10.2. Teremos de resolver a equagdo A(z) =1, com x € ] g;w[

Assim,
. . . . (37 3T
A(z) =1« —sin(2z) =1 < sin(2z) = —1 < sin(2z) = sin 5 ) © 2z = - +R2m kel &
3
Sr= Zﬂ +km,k€Z

Atribuindo valores a k, vem,

4 1y
3 Vs
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11. .

Ora, A(In(2);e) B (In(6);¢e) e C(x; f(x))

y1 = sin(—2z) + g

Y2 =¢€

AB = |In(6) — In(2)| = |In(3)| = In(3)

AC = \/(a: —In(2))* + (sin(—Qx) + g - 6)2

_ \/(:c ~n(2)? + <Sin(—2x) - g)z

BC = \/(x —In(6)) + (sin(—Zx) + g - e>2

= \/(x —1In(6))* + (Sin(fo) - 2)2

Figura 3

Pretende-se descobrir z, tal que
Papce) = AB + AC + BC é minimo

Ou seja, que

Piapc) =In(3) + \/(:c —In(2))* + (Sin(—2x) - 5)2 + \/(x —1In(6))* + (sin(—QJ:) - 5)2 seja minimo

Inserir a funcéo

y1 = In(3) + \/(a: ~In(2))* + (sin(~22) - 5)2 + \/(x ~1n(6))” + (sin(~22) - 5)2

Ajustar a janela de visualizagao
[05 7] % [0;4]

Desenhar géfico
~ 3.64

Procurar a abcissa do ponto onde a fungao atinge o
minimo

Resposta: x;1 =~ 2.06 rad

Figura 4
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