17 Planos cartesianos.
En esta unidad estudiaremos, de forma progresiva, la relación entre ciertas propiedades aritméticas de K y ciertas propiedades geométricas de su plano cartesiano 
[image: image507.wmf] asociado. La guía de lectura de esta unidad es el siguiente esquema:
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17.1 Plano cartesiano sobre un cuerpo.
17.1.1 Definición. El plano cartesiano K2.

Recordemos (ver 16.5.8) que, dado un cuerpo 
[image: image2.wmf]K

, al conjunto 
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 se le puede dotar de forma natural de una estructura de espacio vectorial sobre K con las siguientes dos operaciones:

Suma: 
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Multiplicación por escalares: 
[image: image5.wmf]2
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Llamaremos plano cartesiano K2 sobre el cuerpo 
[image: image6.wmf]K

 al plano cuyos puntos son los elementos 
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 de K2, diremos que los números  
[image: image9.wmf]K
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 son las coordenadas cartesianas de dicho punto.

17.1.2 Definición. Rectas en un plano cartesiano.

Las rectas serán los conjuntos solución de las ecuaciones de la forma
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Diremos que dos rectas son iguales cuando lo sean como conjuntos, es decir, cuando tengan los mismos puntos.
17.1.3 Proposición. Recta que pasa por dos puntos.

Dados dos puntos distintos 
[image: image13.wmf])
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contiene ambos puntos, y se cumple claramente la condición 
[image: image16.wmf])
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Demostración. Solo tenemos que sustituir por ambos puntos. En efecto,
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En donde estamos utilizando que el cuerpo de escalares K es conmutativo. Con el punto B se comprueba de la misma manera. 
17.1.4 Proposición. Unicidad de la recta que pasa por dos puntos.
Dados dos puntos distintos 
[image: image18.wmf])
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Demostración. En la proposición anterior vimos la existencia de dicha recta. Veamos ahora su unicidad. Supongamos que A y B satisfacen dos ecuaciones de la forma 
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Por construcción, 
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Supongamos que 
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Si 
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Por otro lado, 
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Tomando 
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Finalmente, 
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Así pues, 
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Supongamos que 
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Por definición de recta, 
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En particular, sustituyendo en el punto 
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Supongamos que 
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Por definición de recta, 
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De nuevo, sustituyendo por el punto A, 
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17.1.5 Proposición. Clasificación de las rectas. 

Las rectas de un plano cartesiano K2 se clasifican en dos grupos disjuntos: 

a) 
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En el primer caso, al valor m le llamaremos "pendiente de la recta", y si 
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 diremos que se trata de una recta "horizontal". En particular, el "eje de abscisas" 
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En el segundo caso diremos que se trata de una recta "vertical". En particular, el "eje de ordenadas" 
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 es una recta vertical. 

Demostración. Dada una recta 
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17.1.6 Proposición. 

Todo plano cartesiano K2 es un plano incidental.

Demostración.

- Axioma I1. La existencia de una recta conteniendo dos puntos es la proposición 17.1.3. Su unicidad se demostró en 17.1.4.

- Axioma I2. En todo cuerpo K hay al menos dos números diferentes, el 0 y el 1 (ver 16.5.4). Por lo tanto, si la recta es de la forma 
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Si la recta es de la forma 
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- Axioma I3. Nuevamente tenemos en cuenta que en todo cuerpo K se cumple 
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Efectivamente, ninguna recta vertical 
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17.1.7 Proposición. 

Todo plano cartesiano K2 cumple siempre el Postulado de la Única Paralela, es decir, todo plano cartesiano es un plano afín (ver 1.3.20).
Demostración.

Sea 
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Si, por el contrario, se trata de una recta con pendiente m, es decir, de la forma 
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Claramente el punto A pertenece a s: 
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 llegando a contradicción.

17.2 Plano cartesiano sobre un cuerpo ordenado.

17.2.1 Definición. Orden entre tres puntos.

En un plano cartesiano K2 sobre un cuerpo ordenado 
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17.2.2 Proposición.

Dados tres puntos 
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Demostración.
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Y también:
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Si la recta es vertical, 
[image: image128.wmf]2

2

2

c

b

a

<

<

. Sea 
[image: image129.wmf]2

2

2

2

a

c

b

c

-

-

=

l

. 

Se cumplirá claramente 
[image: image130.wmf]2

2

2

)

1

(

c

a

b

l

l

-

+

=

.


[image: image131.wmf]1

1

1

1

1

1

)

1

(

)

1

(

b

a

a

a

c

a

=

=

-

+

=

-

+

l

l

l

l

 puesto que 
[image: image132.wmf]1

1

1

c

b

a

=

=

.


[image: image133.wmf]Ü

 Supongamos que 
[image: image134.wmf]2

,

1

)

1

(

=

-

+

=

i

c

a

b

i

i

i

l

l

 para cierto 
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Y de la misma forma 
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Con 
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, es decir, el punto B pertenece a la recta 
[image: image142.wmf]AC

 (ver 17.1.3), es decir, los tres puntos están alineados.

17.2.3 Proposición.

Todo plano incidental cartesiano K2 sobre un cuerpo ordenado 
[image: image143.wmf](
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, dotado de la relación de orden anterior, es un plano ordenado, es decir, satisface los axiomas B1 a B4 definidos en 2.1.1 y 2.1.4.
Demostración. 

Axioma B1. Trivial.

Axioma B2. 

Sean 
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Supongamos que 
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Tomando los valores 
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Nota: Aquí utilizamos que 
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 puesto que K tiene característica 0 (ver ????).

Si 
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, entonces la recta es vertical, se cumplirá 
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Axioma B3. 

17.2.4 Teorema. Continuidad en planos cartesianos sobre cuerpos ordenados.

Dado un plano cartesiano K2 sobre un cuerpo ordenado 
[image: image171.wmf](
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,

a) El plano será arquimediano (4.4.1) si y sólo si el cuerpo 
[image: image172.wmf]K

es arquimediano (16.7.1).

b) El plano cumplirá el Axioma de Dedekind (4.2.5) si y sólo si el cuerpo K cumple el Axioma de Dedekind (16.7.3)

Demostración. 

Observación: Hilbert dedicó el capítulo 2 del Grundlagen a probar la independencia y no contradicción de su sistema axiomático. En particular demostró la independencia del Axioma de Arquímedes del resto, y para ello se valió de un modelo de geometría plana no arquimediana, es decir, un modelo de plano en el que se satisfacen todos los axiomas del Grundlagen pero no se cumple el Axioma de Arquímedes.

Además, Hilbert demuestra que en esta geometría no se cumple la Proposición 1.38 de Los Elementos de Euclides ("Dos triángulos o dos paralelogramos teniendo igual base e igual altura tienen áreas iguales"). Esto implica que la Proposición 1.38 no se puede demostrar sin el Axioma de Arquímedes.
17.3 Plano cartesiano sobre un cuerpo pitagórico.

17.3.1 Definición. Distancia "al cuadrado" y congruencia de segmentos.
Dado un plano cartesiano K2 sobre un cuerpo no necesariamente ordenado, definimos la "distancia al cuadrado" entre dos puntos 
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Diremos que dos segmentos 
[image: image176.wmf]AB

 y 
[image: image177.wmf]CD

 son congruentes cuando sus extremos "están a la misma distancia":
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17.3.2 Proposición.

La congruencia entre segmentos que acabamos de definir es una relación de equivalencia.

Demostración.

Las propiedades simétrica, reflexiva y transitiva se cumplen claramente puesto que se trasladan a las propiedades homónimas en el cuerpo 
[image: image179.wmf]K

.

Proposición. 

En un plano cartesiano K2 sobre un cuerpo ordenado K, dado un punto 
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[image: image183.wmf]d

 y existe 
[image: image184.wmf]2

1

m

+

, entonces existirá un valor 
[image: image185.wmf]'

m

 positivo para el cual el  punto 
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Demostración.
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El valor buscado es 
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, que existirá por hipótesis.

Definición. Distancia en un plano cartesiano sobre un cuerpo pitagórico.

Dado un plano cartesiano K2, donde K es un cuerpo pitagórico, tiene sentido definir la distancia entre dos puntos 
[image: image192.wmf](
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Puesto que en la proposición 17.4.6 hemos garantizado la existencia de dicha raíz cuadrada.

Proposición. 

Todo plano cartesiano K2 sobre un cuerpo pitagórico K cumple el axioma de congruencia C2.

Demostración.

Sea 
[image: image195.wmf]AB

 un segmento y 
[image: image196.wmf]CD

 una semirrecta. Sean 
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Queremos demostrar que existe un único punto 
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Vamos a suponer que la recta 
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 no es vertical. Entonces se podrá escribir de la forma 
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 serán aquellos puntos de la recta anterior para los que 
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Se cumplen las condiciones de la proposición ????, por lo que existirá un 
[image: image208.wmf]'
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 positivo para el cual el punto 
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Y por tanto
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Es decir, 
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Si la recta es vertical basta tomar el punto 
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Proposición. 

Si un plano cartesiano K2 sobre un cuerpo ordenado K cumple el axioma de congruencia C2, entonces K es pitagórico.

Demostración.

Sea 
[image: image218.wmf]K
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. Tomamos los puntos 
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La semirrecta 
[image: image224.wmf]CD

 tendrá por ecuación 
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Luego existirá un cierto 
[image: image229.wmf]P
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Corolario. 

Un plano cartesiano K2 sobre un cuerpo ordenado K cumple el axioma de congruencia C2 si y sólo si K es pitagórico.

Definición. Ángulos rectos, agudos y obtusos.

Sea 
[image: image231.wmf]ABC
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 un ángulo, definido por las dos semirrectas 
[image: image232.wmf]AB

 y 
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 de vértice común A. Sea m la pendiente de 
[image: image234.wmf]AB

 y m' la pendiente de 
[image: image235.wmf]AC

, si existen.

Diremos que 
[image: image236.wmf]a

 es recto cuando una de ellas sea horizontal y la otra vertical, o cuando, en caso contrario, 
[image: image237.wmf]1
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Diremos que un ángulo es agudo cuando esté contenido en un ángulo recto, y diremos que un ángulo es obtuso cuando un ángulo recto esté contenido en él.

Definición. Tangente de un ángulo. Ángulos congruentes.

Sea 
[image: image238.wmf]ABC
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 un ángulo, definido por las dos semirrectas 
[image: image239.wmf]AB

 y 
[image: image240.wmf]AC

 de vértice común A. Sea m la pendiente de 
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 y m' la pendiente de 
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, si existen.

Definimos la tangente del ángulo 
[image: image243.wmf]a

, y escribiremos 
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Con las convenciones 
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Diremos que dos ángulos son congruentes cuando tengan la misma tangente asociada.

17.4 Plano cartesiano sobre un cuerpo euclídeo.

17.4.1 Proposición.

Dado un plano cartesiano sobre un cuerpo ordenado K, son equivalentes:

a) En el plano se cumple el Postulado de la Intersección Circunferencia-Circunferencia. (4.3.14)

b) En el plano se cumple el Postulado de la Intersección Circunferencia-Recta (4.3.12)

c) K es un cuerpo euclídeo.

Demostración. 
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Consideremos la recta vertical que pasa por A, es decir, aquella que tiene asociada la ecuación 
[image: image254.wmf]a
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Consideremos también la circunferencia de centro 
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Claramente la recta tiene un punto en el interior de la circunferencia pues 
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Luego, por hipótesis, la circunferencia y la recta se cortarán al menos en un punto 
[image: image258.wmf])
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, para cierto 
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Los puntos de la circunferencia están caracterizados de la siguiente manera:
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Luego el elemento 
[image: image261.wmf]K
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 es una raíz cuadrada de a.
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17.4.2 Corolario.

En un plano cartesiano sobre un cuerpo ordenado K el Postulado de la Intersección Circunferencia-Circunferencia (4.3.14) y el Postulado de la Intersección Circunferencia-Recta (4.3.12) son equivalentes.

Demostración.

Se deduce directamente de la proposición anterior.

17.5 Plano cartesiano sobre un anillo de división.

Estamos desarrollando los planos cartesianos sobre cuerpos, pero una lectura atenta de los argumentos utilizados en 17.1 nos permite ver que no todas las propiedades de los cuerpos son necesarias para dotar a K2 de estructura de plano incidental: No hemos tenido la necesidad en ningún momento de utilizar la conmutatividad del producto de elementos de K. Así pues, es perfectamente factible construir un plano incidental analítico sobre un cuerpo sin exigir la conmutatividad del producto, es decir, sobre un anillo de división. Y encontraremos una relación sorprendente: La conmutatividad de K está directamente relacionada con la verificación en dicho plano del Postulado de Pappus (12.3.1).

17.5.1 Proposición.

Se puede definir el plano cartesiano K2 sobre un anillo de división 
[image: image263.wmf]K

 tal y como hicimos en el apartado 17.1, y cumplirá todos los axiomas de plano incidental.

17.5.2 Teorema. En el plano cartesiano real se cumple el Postulado de Pappus.

En el plano 
[image: image264.wmf]2
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 sean A, B, C puntos distintos sobre una recta r y A’,B’,C’ puntos distintos sobre otra recta s.


[image: image265.png]



Demostración.

Entre los puntos A, B y C al menos dos de ellos no serán el punto O de intersección de las dos rectas. Supongamos que son A y B.

De la misma forma, entre A’, B’ y C’ al menos dos no serán el punto O. Supongamos que son A’ y B’.

Tomamos la referencia 
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Veamos que su determinante es cero, independientemente de a y d:


[image: image280.wmf]0

1

1

1

1

)

1

(

1

1

)

1

(

)

(

/

)

1

)

1

((

1

1

1

1

/

)

1

)

1

((

1

1

1

0

=

-

+

-

+

-

=

=

-

+

-

+

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

-

+

-

-

=

=

+

-

+

-

=

+

-

d

ad

ad

d

d

a

ad

d

a

d

a

a

d

ad

a

d

a

a

d

d

a

d

d

a

d

a

a


Luego los tres puntos están alineados.

17.5.3 Teorema. Planos proyectivos analíticos papianos.

El Postulado de Pappus proyectivo (12.3.1) no se cumple en todo plano proyectivo analítico 
[image: image281.wmf]2

K

 sobre un anillo de división K arbitrario. 

En general, en un plano analítico 
[image: image282.wmf]2

K

 se cumplirá el Postulado de Pappus proyectivo (y en cuyo caso diremos que el plano es "papiano") si y sólo si K es un anillo de división conmutativo, es decir, un cuerpo.

Demostración.

17.6 El cuerpo de segmentos de un plano axiomático afín.

17.6.1 Definición. Plano afín.

Un plano afín es un plano de Hilbert en el que se cumple, además, el Postulado de la única paralela.

En el apartado 3.2 definimos una suma de segmentos que es compatible con la congruencia. En este apartado vamos a añadir la definición de una multiplicación de segmentos igualmente compatible con la congruencia, pero para la que vamos a necesitar suponer el Postulado de la única paralela y tres teoremas que se deducen de éste:

- Recíproco del Teorema de los ángulos alternos (6.3.6).

- Todo paralelogramo tiene sus lados opuestos congruentes (7.1.2c).

- Postulado de Pappus (12.3.2).

17.6.2 Definición. Multiplicación de segmentos.

En un plano afín en el que hemos fijado un segmento al que llamaremos "segmento unidad" y que denotaremos por 
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, podemos definir  una multiplicación de dos segmentos a y b como el segmento 
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 definido de la siguiente forma:

Sea 
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un ángulo recto (su existencia quedó demostrada en 3.5.6).

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 
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Sea D el único punto de 
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. Supongamos que 
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Sea r la única recta paralela a 
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 que pasa por D.

Sea E su punto de corte con 
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 (
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 es la única recta paralela a r que pasa por C, y  
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 no puede ser paralela a r)

Finalmente, definimos 
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Si 
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 por definición. 

17.6.3 Proposición.

La multiplicación de segmentos definida en 17.6.2 cumple las siguientes propiedades:

a) Es compatible con la relación de equivalencia de la congruencia de segmentos:


[image: image303.wmf]'

'

'

'

b

a

b

a

b

b

a

a

×

@

×

Þ

þ

ý

ü

@

@


Este resultado justifica el poder definir una multiplicación en el conjunto de clases de equivalencia de los segmentos congruentes: 
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b) 
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c) Propiedad conmutativa: 
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d) Propiedad distributiva: 
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e) Propiedad asociativa: 
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f) Para todo a existe un b tal que 
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Demostración. 

a) Construimos el producto 
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 mediante un triángulo rectángulo y puntos A, B, C, D y E, en el que 
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 mediante otro triángulo rectángulo y puntos A', B', C', D' y E', en el que 
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Los triángulos rectángulos 
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Por otro lado 
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. Aquí estamos utilizando el Postulado "Recíproco del Teorema de los ángulos alternos", que en 6.3.6 se demostrará que es una consecuencia directa del Postulado de la única paralela.

De todo esto llegamos a 
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, y por lo tanto, por el criterio ASA (3.8.2), deducimos que 
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b) 
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 es por definición. Veamos ahora 
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Construimos la figura asociada al producto 
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c) Construimos el esquema ABCDE para el producto 
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 y superponemos el esquema ABC'D'E' para el producto 
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Trazamos la (única) recta paralela a BC que pasa por E'. Sea P su punto de corte con AB.
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Se cumple 
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Finalmente, puesto que 
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, tenemos dos rectas paralelas a BC que pasan por un mismo punto D, aplicando el Postulado de la única paralela se llega a 
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d) Vamos a demostrar que 
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 siguiendo el razonamiento de Hilbert en el Grunder (página 32), de donde se deduce 
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 aplicando la propiedad conmutativa que acabamos de demostrar.

Construimos 
[image: image365.wmf](
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 en un mismo diagrama. Trazamos la perpendicular por c a la base del triángulo rectángulo. Claramente el triángulo sombreado de la derecha tiene base b, y comparte los mismos ángulos que el triángulo sombreado de la izquierda, por lo tanto, por el criterio ASA, son congruentes. Así pues, la altura del triángulo de la derecha es 
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Y puesto que todo paralelogramo tiene sus lados opuestos congruentes (7.1.2c), llegamos a la igualdad deseada: 
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e) En el triángulo rectángulo fijamos 
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Por otro lado, determinamos el punto 
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Los puntos d, f, e por un lado y los puntos p, c y a por otro satisfacen las condiciones del Postulado de Pappus, luego los segmentos 
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 son paralelos, es decir,
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Aplicando la propiedad conmutativa ya demostrada anteriormente se llega a
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f)  En el triángulo rectángulo con ángulo recto en A, sea 
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. Para un segmento a determinado, trazamos la recta 
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 y su paralela por P. Sea b su punto de corte con 
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Claramente 
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 por a corta 
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Fuente: Johan Alm "From Geometry To Number"
17.7 Paralelismo en espacios vectoriales.

17.7.1 Definición. Vectores paralelos. Segmentos paralelos.
Diremos que dos vectores 
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 de un espacio vectorial V son paralelos, y escribiremos 
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,  cuando sean proporcionales, esto es, cuando exista un escalar 
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17.7.2 Teorema. Teorema BPT vectorial.

Sean 
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 cuatro vectores de un espacio vectorial. Si 
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para un mismo escalar 
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De lo que se deduce directamente que 
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, es decir, los tres lados son proporcionales

La interpretación geométrica equivale al "Basic Proportionality Theorem" (BPT): Una recta paralela a un lado de un triángulo corta los otros dos lados en segmentos proporcionales.

Demostración. 
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Puesto que, por hipótesis, 
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Ejercicio propuesto: 6.11
17.7.3 Teorema. Teorema de Pappus vectorial.

Supongamos que 
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 tal y como se indica en el siguiente esquema. Entonces:
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Demostración. Aplicamos el teorema anterior dos veces:
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Y por tanto:
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Observación: En esta demostración hemos utilizado la propiedad conmutativa del cuerpo de escalares. En 17.5 vimos que esta propiedad es necesaria para que se cumpla el Teorema de Pappus.

17.8 Producto escalar. Espacios vectoriales euclídeos.

17.8.1 Definición. Producto escalar. Espacio vectorial euclídeo.

Dado un espacio vectorial real V, un producto escalar en V es cualquier función
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que cumpla las siguientes condiciones:

a) Bilineal, esto es, lineal en ambas variables.
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b) Simétrica:
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c) Definida positiva:
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Diremos que dos vectores 
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Un espacio vectorial euclídeo es un espacio vectorial dotado de un producto escalar.

17.8.2 Proposición. La desigualdad Cauchy-Schwarz.

Dado un producto escalar 
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 en un espacio vectorial real V,
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Demostración. Si 
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Nota: Esta desigualdad nos permitirá en 18.5.3 definir el ángulo entre dos vectores.
17.8.3. Ejemplo. Un espacio vectorial euclídeo con funciones.

El conjunto de las funciones continuas en el intervalo 
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Y la multiplicación por escalares siguiente:
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Tiene estructura de espacio vectorial, en el que la función "cero" 
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 hace de elemento cero. Este espacio vectorial se denota por 
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Dadas dos funciones 
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cumple las condiciones para ser un producto escalar en 
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La desigualdad Cauchy-Schwarz  (17.8.2) nos dice en nuestro caso que 
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Ejemplo 1. Demostrar que las funciones 
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Ejemplo 2. Calcular la distancia (ver 17.9.3 más adelante) entre las funciones 
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17.9 Norma. Espacios vectoriales normados.

17.9.1 Definición. Norma en un espacio vectorial real. Espacio vectorial normado.

Dado un espacio vectorial real V, una norma en V es una función
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que cumpla las siguientes propiedades:

a) 
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  ("Desigualdad triangular")

Un espacio vectorial normado es un espacio vectorial real en el que hemos definido una norma.

17.9.2 Proposición. 

Si V es un espacio vectorial con un producto escalar 
[image: image449.wmf]b
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, entonces la función 
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Es una norma en V.

Demostración. La propiedad a se deduce directamente de la propiedad 18.8.1c. La propiedad b se deduce de la bilinealidad del producto escalar, y la propiedad c se deduce de la desigualdad Cauchy-Schwarz:


[image: image451.wmf](

)

2

)

(

2

2

)

(

2

)

(

)

(

b

b

a

a

b

b

a

a

b

b

a

a

b

a

b

b

a

a

b

a

b

b

a

a

b

b

a

b

b

a

a

a

b

a

b

a

·

+

·

=

·

·

+

·

+

·

£

·

+

·

+

·

£

·

+

·

+

·

=

·

+

·

+

·

+

·

=

+

·

+


Luego 
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17.9.3 Proposición. Distancia inducida por una norma. 

Dado un espacio vectorial normado V, definimos la distancia entre dos elementos de V (ahora considerados "puntos") por
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Esta función cumple las tres condiciones de 5.1.5, es decir, es una métrica:

a) 
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Demostración.

a) Es la condición 17.7.3a

b) 
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c) Es una interpretación de la Desigualdad Triangular.

17.10 Determinantes. Hipervolúmenes con signo.
17.10.1 Definición. Forma lineal alternada.

Dado un espacio vectorial V de dimensión n sobre un cuerpo K, una n-forma lineal alternada es cualquier función
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Que cumpla las siguientes condiciones:

a) Multilineal: 
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b) Alternada:
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17.10.2 Proposición. Propiedades de las formas lineales alternadas.

a) 
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b) 
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Demostración.

a)
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b) 
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c) 


[image: image470.wmf]å

å

å

å

¹

¹

¹

¹

=

=

=

=

=

=

i

j

j

i

j

n

j

j

i

j

n

j

j

n

i

j

j

j

n

i

v

v

v

v

D

v

v

v

v

D

v

v

v

v

D

v

v

v

v

D

0

0

)

,...,

,...,

,

(

)

,...,

,...,

,

(

)

,...,

,...,

,

(

)

,...,

,...,

,

(

2

1

2

1

2

1

2

1

l

l

l

l


Donde hemos aplicado reiteradamente el apartado b.

d) Basta aplicar el apartado anterior:
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17.10.3 Proposición.

Una n-forma lineal alternada queda determinada por el valor 
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Demostración. Sea 
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De todos los sumandos, sólo quedarán no nulos aquellos en cuyos subíndices no hay repeticiones, es decir, los que corresponden a las permutaciones de n elementos. Si denotamos por 
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 todas las permutaciones de n elementos, llegamos finalmente a 
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Donde por 
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17.10.4 Corolario.

Una n-forma lineal alternada no nula no se anula sobre un conjunto de vectores linealmente independiente.

Demostración. Sea D una n-forma lineal alternada y sean 
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Puesto que forman una base, podemos aplicar la proposición anterior, y para cualquier conjunto 
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y por tanto 
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17.10.5 Proposición. Determinante de un conjunto de n vectores.

Dado un espacio vectorial V de dimensión n sobre un cuerpo K, definimos el determinante de los vectores 
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donde 
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Y esta función es, en efecto, una n-forma lineal alternada. De hecho, acabamos de ver que es la única n-forma lineal alternada que cumple 
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Y que cualquier otra n-forma lineal alternada D que definamos en este espacio vectorial será proporcional a esta: 
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Demostración. Es una demostración puramente mecánica:
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Y de forma similar se demuestran las otras dos condiciones que cumplen las n-formas lineales alternadas.

17.10.6 Proposición.

Dado un espacio vectorial V de dimensión n sobre un cuerpo 
[image: image494.wmf]K

, para cualquier 
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, existirá una única n-forma lineal alternada tal que 
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Por lo tanto, existirán tantas n-formas lineales alternadas como elementos de 
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17.10.7 Teorema.

Un conjunto de n vectores 
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 de un espacio vectorial V de dimensión n sobre un cuerpo K serán linealmente independientes si y solo si 
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Para cualquier base 
[image: image500.wmf](

)

n

e

e

e

,...,

,

2

1

 que tomemos.

Demostración. Por 17.9.2c toda n-forma lineal alternada se anula cuando se aplica a un conjunto de vectores linealmente dependientes, y por 17.9.4 no se anula nunca sobre un conjunto de vectores linealmente independientes. En particular, el determinante es una n-forma lineal alternada por 17.9.5.

17.10.8 Definición. Determinante de una matriz cuadrada.

Dada una matriz cuadrada 
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Se define su determinante como 
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Es decir, es el determinante asociado al espacio vectorial de las matrices columna de n filas sobre el cuerpo K.

Esta definición nos permite trasladar todas las propiedades de los determinantes al caso particular de los determinantes sobre matrices. Además, se cumple otras propiedades, como por ejemplo: 
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Nota histórica: El resultado 
[image: image505.wmf])

det(

)

det(

)

det(

B

A

B

A

×

=

×

 fue demostrado por primera vez en 1812 por los matemáticos franceses Jacques Binet y Augustin-Louis Cauchy.
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