13 Inversión. Polos y polares.
13.1 Inversiones. Determinación del punto inverso.
13.1.1 Definición. Inversión.
Dado un número real 
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 y un punto 
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, la inversión 
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 de razón 
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 y centro O es la función del plano en sí mismo definida de la manera siguiente:

a) 
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 no está definido.

b) Si 
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 es el único punto de la semirrecta 
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 tal que 
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Observaciones: 

1) Si 
[image: image10.wmf]1
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 se trata de la identidad. 

2) Los puntos de la circunferencia de centro 
[image: image11.wmf]O

 y radio 
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 son puntos fijos.

3) Toda inversión es idempotente: 
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, es decir, 
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4) En 20.5.11 se expone la inversión en el plano complejo.

5) En 13.7.6 se demostrará que las inversiones conservan la razón doble.

13.1.2 Proposición. Construcción del punto inverso mediante tangentes.

Trazamos la  circunferencia 
[image: image15.wmf]v

 de centro O y radio r. Dado cualquier punto 
[image: image16.wmf]O
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¹

 del interior de la circunferencia, trazamos la perpendicular a 
[image: image17.wmf]OP

 por P y sean A y B sus dos puntos de corte con 
[image: image18.wmf]v

. Las dos rectas tangentes a la circunferencia por A y B concurren en un mismo punto 
[image: image19.wmf]'
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 de la semirrecta 
[image: image20.wmf]OP

, que es el punto inverso de P.

Si el punto P está en el exterior de la circunferencia, el método para obtener su inverso es similar, trazando en primer lugar las rectas tangentes a 
[image: image21.wmf]v

 por 
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, que tocarán la circunferencia en los dos puntos A y B, para después determinar el punto de intersección entre 
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 y 
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Demostración. El triángulo 
[image: image26.wmf]'
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 es rectángulo en B y es semejante al triángulo 
[image: image27.wmf]OPB

D

 por el criterio AA pues 
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tal como queríamos ver.

Observación: En esta demostración aparece, implícitamente, el "Primer Teorema del cateto" visto en 8.4.1a.

13.1.3 Proposición. Construcción del punto inverso mediante el diámetro.

Sea 
[image: image31.wmf]v

 una circunferencia de centro O y radio r. Dado cualquier punto 
[image: image32.wmf]O
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 del exterior de la circunferencia, trazamos la perpendicular a 
[image: image33.wmf]OP

 por el centro O y sean A y B sus dos puntos de corte con 
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. Sea C el punto de corte entre AP y 
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 y P’ el punto de corte entre BC y 
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. El punto P’ es el inverso de P respecto a 
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.
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Demostración. Sabemos que 
[image: image39.wmf]ACB
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 es recto pues C pertenece a 
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. Luego los triángulos 
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 y 
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 son semejantes. También son semejantes 
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13.1.4 Proposición. Construcción del punto inverso mediante paralelismo.

Sea B el punto de corte entre la semirrecta 
[image: image47.wmf]OP

 y 
[image: image48.wmf]v

. Trazamos otra semirrecta diferente 
[image: image49.wmf]OA

 con 
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 por B que cortará 
[image: image52.wmf]OA

 en un punto C. 

Sea 
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 en 
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 tal que 
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Demostración. Claramente 
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 son triángulos semejantes, luego  
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13.1.5 Proposición. Construcción del punto inverso mediante circunferencias.

Trazamos una circunferencia con centro P y radio OP. Sea Q uno de sus puntos de corte con 
[image: image63.wmf]v

. Trazamos una circunferencia con centro Q y radio OQ. Esta circunferencia cortará la recta OP en O y P', el inverso de P respecto a 
[image: image64.wmf]v

.
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Demostración. El triángulo 
[image: image66.wmf]OPQ
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 es isósceles puesto que 
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[image: image68.wmf]QOP

OQP

Ð

@

Ð

. El triángulo 
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es isósceles puesto que 
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 son triángulos semejantes. Por lo tanto 
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13.1.6 Proposición.

Sea una circunferencia 
[image: image76.wmf]v

 con centro O, y sea 
[image: image77.wmf]AOB
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 un triángulo con un vértice en O y sean 
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 y 
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 los respectivos inversos de A y B. Entonces:
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a) 
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Demostración. Puesto que 
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Por construcción,  
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Tomando 
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Problemas propuestos: 4.39, 4.40, 4.47, 4.48.

Observaciones.
1. Puesto que en la semirrecta 
[image: image95.wmf]OP

 siempre existirá un único punto 
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 tal que 
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, el punto inverso está bien definido.

2. El centro O de la circunferencia no tiene asociado ningún inverso, y no es inverso de ningún punto del plano. La inversión es una biyección del plano en sí mismo excluyendo el centro de la circunferencia.
3. La inversión es idempotente: 
[image: image98.wmf]Id

I

=

2

v

, o dicho de otra manera, toda inversión es su propia inversa.
4. Si 
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, es decir, la función deja invariantes los puntos de la circunferencia.

5. Si P está en el interior de la circunferencia 
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  por tanto 
[image: image105.wmf]'

P

 está fuera de la misma, y viceversa. Es decir, las inversiones intercambian el interior y el exterior de las circunferencias.

6. Las inversiones son transformaciones conformales, es decir, mantienen invariables los ángulos entre curvas.

13.1.7 Corolario. Cuaterna armónica inducida por una inversión.

Dado un punto P de una recta 
[image: image106.wmf]AB

, sea 
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 su inversión respeto a la circunferencia de diámetro 
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. Entonces 
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Demostración. Basta aplicar 12.5.3.
[image: image110.png]



13.1.7 Proposición. 

Sea 
[image: image111.wmf]ABC
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 un triángulo rectángulo en 
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 y sea D el simétrico de A respecto a la recta 
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. Sean B', C' y D' los puntos inversos respectivos de B, C y D respecto de una circunferencia 
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de radio r cualquiera y centrada en A. Entonces 
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 es el punto medio de 
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Demostración.  Sea E el punto medio de AD. Sean 
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Por lo tanto 
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 pertenecen a la circunferencia de diámetro 
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. Así pues, las inversiones 
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Por 13.1.6b, 
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De la misma manera, 
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13.1.8 Proposición. 

Dados dos puntos A y B diferentes del plano, y un radio r cualquiera, siempre podremos determinar una única circunferencia de radio r para la cual los puntos A y B sean inversos el uno del otro, es la Circunferencia de Apolonio asociada a dichos puntos, que se introdujo en 11.11.

13.2 Transformación de rectas y circunferencias bajo inversión.

13.2.1 Proposición. 

Las inversiones transforman rectas que pasan por el centro O en sí mismas (excluyendo el propio punto O).

Demostración. 
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Por definición de punto inverso, 
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13.2.2 Proposición.
Las inversiones transforman rectas que no pasan por O en circunferencias que pasan por O, cuyo diámetro por O es perpendicular a dicha recta.
[image: image140.png]



Demostración. Sea 
[image: image141.wmf]v

 una circunferencia con centro O y sea r una recta que no pasa por O. Sea P el punto de intersección entre la recta r la recta perpendicular a r que pasa por O. Sea 
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Por 13.1.6b, 
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,y por el teorema de Tales, el punto Q’ pertenecerá a la circunferencia de centro P y diámetro OP’.
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13.2.3 Corolario.

Las inversiones transforman circunferencias que pasan por O en rectas que no pasan por O.
Demostración. Puesto que toda inversión es idempotente, es decir, 
[image: image147.wmf]Id
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, transformará circunferencias que pasan por el centro O en rectas que no pasan por O.

13.2.4 Teorema.

Las inversiones transforman circunferencias que no pasan por O en circunferencias que no pasan por O.

Demostración. Sea 
[image: image148.wmf]1
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 una circunferencia de centro 
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 diámetro tenemos 
[image: image157.wmf]º

90

=

Ð

APB

 (10.1.4). Sea 
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 su inverso.

Aplicando 13.1.6b tenemos 
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Y por tanto, nuevamente por 10.1.4, el punto P' pertenecerá a la circunferencia de diámetro 
[image: image164.wmf]'
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13.2.5 Definición. Circunferencias simétricas.
Diremos que dos circunferencias 
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 son simétricas respecto de la circunferencia 
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 cuando una sea la imagen de la otra mediante la inversión por 
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Es importante tener en cuenta que las inversiones no envían centros a centros:
Si 
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 es una circunferencia con centro 
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13.2.6 Teorema. Relación de radios entre una circunferencia y su inversión.
Sea 
[image: image178.wmf]1
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 una circunferencia de centro 
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Demostración. Como en el Teorema anterior, trazamos la semirrecta 
[image: image186.wmf]1
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 que pasará por 
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 en los puntos A y B.

El segmento 
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 es un diámetro de 
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Acabamos de ver que su imagen 
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Trazamos una recta tangente a 
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 por O, y sea R su punto de tangencia. Puesto que 
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Aplicando 13.1.6a:
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Luego
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Aplicando 10.2.7 y el Teorema de Pitágoras: 
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Con lo que se llega a la igualdad deseada.

Problema propuesto: 5.22.

13.2.7 Teorema. La desigualdad de Ptolomeo.

Dados cuatro puntos 
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y la igualdad solo sucede si 
[image: image203.wmf]D
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 están alineados o son cocíclicos en este orden.

Demostración. Aplicamos una inversión de centro A y radio r cualquiera, y utilizaremos 13.1.6b:
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Donde hemos utilizado que 
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Por otro lado, 
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Luego la igualdad del enunciado se convierte, bajo la inmersión en la conocida desigualdad triangular:
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Esta desigualdad solo es una igualdad cuando los puntos 
[image: image209.wmf]D
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 están alineados, es decir, cuando los puntos originales 
[image: image210.wmf]D
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 son cocíclicos o están alineados. 

Nota: La igualdad del enunciado se llama "Teorema de Ptolomeo" y se demostró en 10.5.7.

Problema propuesto: En el problema 4.42 se propone demostrar el Teorema de Ptolomeo mediante inversión.

13.2.8 Definición. El plano inversivo. El punto infinito.
Una inversión 
[image: image211.wmf]i

 de centro O transforma rectas y circunferencias en rectas y circunferencias, pero no está definido 
[image: image212.wmf])
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. Es "casi" una biyección en el plano.
Podemos superar todas estas incomodidades técnicas añadiendo a nuestro plano euclídeo convencional un nuevo punto, al que llamaremos "punto infinito" y denotaremos por "
[image: image213.wmf]¥

". Este nuevo plano se denomina "plano inversivo".

En el plano inversivo se cumplen las siguientes propiedades:

- Todas las rectas pasan por 
[image: image214.wmf]¥

.

- Dos rectas son paralelas si y solo si tienen a 
[image: image215.wmf]¥

 como único punto en común.

- Ninguna circunferencia pasa por 
[image: image216.wmf]¥

.

- En toda inversión 
[image: image217.wmf]i

, se cumple 
[image: image218.wmf]¥
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En inglés, las palabras "line" (recta) y "circle" (circunferencia) se pueden solapar para formar "circline", que define simpáticamente tanto una circunferencia como una recta. Usando este nuevo concepto se cumplen las siguientes propiedades.

- Las rectas son las "circlines" que pasan por 
[image: image219.wmf]¥

.

- Las inversiones transforman "circlines" en "circlines".

- Dados tres puntos diferentes, existe una única "circline" que pasa por los tres.

- Las inversiones son biyecciones que transforman "circlines" en "circlines".

En castellano las palabras recta y circunferencia no se prestan a una unión tan graciosa.

Algunos autores proponen "circunrectas". Otros autores proponen "circunferencias ampliadas" para referirse al conjunto unión de las circunferencias y las rectas, puesto que se puede considerar una recta como una circunferencia de radio infinito.
Si la circunferencia de la inversión tiene centro O y radio r, la igualdad 
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que no estaba definida para 
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siempre que tengamos muy presente el sentido y contexto de estos nuevos símbolos.

13.3 Ángulo entre circunferencias. Circunferencias ortogonales.
13.3.1 Definición. Ángulo entre dos circunferencias. Circunferencias ortogonales.
Definimos el ángulo entre dos circunferencias que se cortan en dos puntos como el ángulo que determinan las rectas tangentes a dichas circunferencias en los puntos de corte.


[image: image224.png]



Los dos ángulos determinados son iguales. Efectivamente, llamando P y Q a los centros de las dos circunferencias, y llamando A y B a los dos puntos de corte de las mismas, 
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, de lo que se deduce 
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Si las dos circunferencias son tangentes, es decir, se cortan en un único punto, diremos que el ángulo que determinan es 0:


[image: image231.png]



Diremos que dos circunferencias secantes 
[image: image232.wmf]1
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 y 
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 son ortogonales cuando determinen ángulos rectos, y escribiremos 
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13.3.2 Proposición.

Si 
[image: image236.wmf]1
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 tiene centro 
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Demostración. Basta aplicar el Teorema de Pitágoras.

13.3.4 Proposición.

a) Si una circunferencia 
[image: image244.wmf]2
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 es ortogonal a la circunferencia de la inversión 
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, entonces queda invariante:
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b) Toda circunferencia que contenga un punto y su inverso es ortogonal a la circunferencia de inversión.

Demostración. 
a) Supongamos que 
[image: image247.wmf]2
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 es ortogonal a la circunferencia de inversión 
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. Sean 
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 y 
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 el centro y el radio de 
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 y la recta 
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Luego B es el inverso de A, y por tanto 
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b) Supongamos que existen 
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 . Sean 
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 el centro y el radio de 
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. Por definición de puntos inversos y aplicando 10.2.8 y 13.3.2:
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13.3.5 Corolario.

Sea una circunferencia c y una recta r, tangentes en un punto P. Toda inversión con centro O en un punto de dicha circunferencia transformará del conjunto 

circunferencia c + recta tangente r en un conjunto circunferencia 
[image: image263.wmf])
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Problema propuesto: 5.21.

13.3.6 Proposición.

Los puntos de corte P y Q y los centros 
[image: image267.wmf]1
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 de dos circunferencias ortogonales determinan un cuadrilátero cíclico, y por tanto sus ángulos por los centros son suplementarios: 
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Demostración. Puesto que los ángulos 
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, el cuadrilátero 
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 será cíclico (10.5.2), y por lo tanto los otros dos ángulos opuestos también serán suplementarios.

13.4 Inversión y razón doble.

13.4.1 Proposición. La razón doble se conserva bajo inversión.

Si 
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Demostración. Aplicaremos la identidad 
[image: image278.wmf]AB
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13.4.2 Proposición. Cuaternas armónicas e inversión.

Si 
[image: image280.wmf]N)
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 es una cuaterna armónica, entonces A y B son inversos respecto de la circunferencia de diámetro MN.
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Demostración. 
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Prescindiendo de los signos de los segmentos,
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Luego
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13.5 Polos y polares.

13.5.1 Definición. Recta polar asociada a un punto.
Dada una circunferencia 
[image: image285.wmf]v

 de centro O y radio 
[image: image286.wmf]r

, y un punto P cualquiera, definimos la recta polar de P como:

a) La recta perpendicular a OP que pasa por 
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(

'

P

i

P

=

.
b) La recta perpendicular a OP que pasa por 
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, tal que 
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c) La recta que pasa por los puntos de corte entre 
[image: image290.wmf]v

 y sus dos tangentes por P.
[image: image291.png]



En particular, si P pertenece a la circunferencia, entonces 
[image: image292.wmf]P
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 y su polar es la tangente a 
[image: image293.wmf]v

 por P.

Demostración. Son las construcciones de 13.1.1 y 13.1.2
Nota 1: En 13.5.5 veremos una segunda caracterización mediante cuaternas armónicas.

Nota 2: No existe la polar del centro O, pero en el contexto de un plano proyectivo (ver Tema 19), definimos la polar del centro O como la recta del infinito 
[image: image294.wmf]¥
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13.5.2 Definición. Polo asociado a una recta.
Dada una recta r que no pasa por O, sea 
[image: image295.wmf]r
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 tal que 
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 el inverso de 
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. Está claro que r es la polar de 
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, y diremos que P es el polo de r. Está claro que
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13.5.3 Teorema.

Dada una circunferencia 
[image: image301.wmf]v

 y una recta 
[image: image302.wmf]l

, para todo punto 
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, todas las polares de M pasan por el polo de 
[image: image304.wmf]l

.

Demostración. Sean MA y MB las tangentes a 
[image: image305.wmf]v

 por M.

Sea P el polo de 
[image: image306.wmf]l

. Sea D el punto de corte entre 
[image: image307.wmf]r

 y OP.

Trazamos la recta MO y su perpendicular por P, es decir, 
[image: image308.wmf]MEP
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 es un ángulo recto.
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Por construcción, MEPD es un cuadrilátero cíclico, pues E y D pertenecen a la circunferencia de diámetro MP. Luego 
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, donde r es el radio de la circunferencia 
[image: image311.wmf]v

.

Luego E es la polar de M, y por tanto la recta PE es igual a AB, es decir, AB pasa por P.

13.5.4 Corolario. Teorema de La Hire. Puntos conjugados.
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, y en este caso diremos que P y Q son conjugados.
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Demostración. Sea un punto P y supongamos que 
[image: image314.wmf]l
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. Acabamos de ver que 
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13.5.5 Corolario. 

La polar de la intersección de dos rectas es la recta que une sus dos polos.
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[image: image317.png]polar(l ~s)





13.5.6 Corolario.

Los polos de las rectas concurrentes en un mismo punto pertenecen a la polar de dicho punto.
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[image: image319.png]polar{ P)





Corolario.
Las polares de puntos alineados son concurrentes en el polo de la recta que los contiene.
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13.5.7 Proposición. Caracterización de la polar de un punto.

La polar de un punto P es el lugar geométrico de las intersecciones de las tangentes a los extremos de las cuerdas que pasan por P.

Demostración: Sea 
[image: image321.wmf]w

 una circunferencia de centro O y radio 
[image: image322.wmf]r

, y sea un punto P cualquiera.

Trazamos la semirrecta 
[image: image323.wmf]OP

 y su perpendicular por P. Sean F y G sus puntos de corte con 
[image: image324.wmf]v

. Trazamos las tangentes a 
[image: image325.wmf]v

 por F y G que se cortarán en un punto D. La polar de P es la recta perpendicular a OP por D.

Sabemos que 
[image: image326.wmf]2
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Sea ahora AB cualquier otra cuerda de la circunferencia que pase por P. Trazamos las tangentes AM y BM que se cortarán en un punto M. Queremos demostrar que M pertenece a la polar de P.

Sea E el punto de corte de OM y AB.

Sabemos que 
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Luego 
[image: image329.wmf]OM
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 y por tanto DPEM es un cuadrilátero cíclico por el Recíproco del Teorema de la Potencia (10.2.2).

Pero 
[image: image330.wmf]PEM

Ð

 es recto, luego 
[image: image331.wmf]PDM
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 será también recto, y por tanto M pertenece a la perpendicular a OD que pasa por D, es decir, a la polar de P.

Recíprocamente, si M es un punto de la polar de P, el esquema anterior nos indica claramente la forma de determinar una cuerda cuyos extremos tengan tangentes concurriendo en M.

Observación: Esta proposición también se puede enunciar de la siguiente forma: El lugar geométrico de los polos asociados a las secantes que pasan por un mismo punto es la polar de dicho punto.

13.5.8 Proposición. Polares y cuadriláteros cíclicos.
a) Dado un cuadrilátero cíclico ABCD, la polar de 
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Nota: De esto se deduce directamente que 
[image: image336.wmf]OP
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b) Como corolario directo tenemos que la polar del vértice C de un triángulo respecto a  la circunferencia de diámetro AB pasa por el ortocentro:
[image: image337.png]



Demostración. a) Sean T y S las polares respectivas de las recta BC y AD.

Puesto que 
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, se deduce que la polar de P es la recta 
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Aplicando el Corolario al Teorema de Pascal (12.7.2), los puntos Q, S, R y T están alineados , es decir, 
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, tal y como queríamos ver.

b) Dado el triángulo 
[image: image342.wmf]ABC
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, sean A' y B' los pies de las alturas por los vértices A y B, respectivamente. Claramente tenemos un cuadrilátero cíclico 
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, en el que podemos aplicar la parte a, para deducir que la polar de C pasa por el ortocentro 
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Problemas propuestos: 5.15,  5.20, 6.21, 6.22.
13.5.9 Proposición. Polares y cuaternas armónicas.

Si la recta determinada por dos puntos conjugados A y B corta la circunferencia de inversión 
[image: image347.wmf]v

 en los puntos C y D, entonces 
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. Recíprocamente, si 
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 con 
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, entonces A y B son conjugados. 
O, dicho de otro modo, la polar de un punto A es el lugar geométrico de aquellos puntos B tales que 
[image: image351.wmf])

,

;

,

(

D

C

B

A

 con 
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O también podemos decir que toda recta que pasa por un punto y corta una circunferencia dada queda dividida armónicamente por el punto, la circunferencia y la polar de dicho punto.
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Demostración. 
[image: image354.wmf]Þ

) Supongamos que 
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. Sea A' el inverso de A y sean C' y D' los puntos de corte entre 
[image: image356.wmf]'
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 y la circunferencia.

Sabemos que AA' pasa por su centro, luego 
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es un diámetro de 
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Por 13.1.7 sabemos que 
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Sea 
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. Aplicando 13.5.8 al cuadrilátero cíclico CDD'C'  tenemos 
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De 
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, proyectando por P y teniendo en cuenta la unidad del cuarto armónico, deducimos que 
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) Supongamos que 
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 aplicando 12.6.2b.

13.5.10 Proposición. Puntos inversos y cuerdas.

Sean A, B y C tres puntos en una circunferencia 
[image: image370.wmf]v

. Sea r la mediatriz del segmento 
[image: image371.wmf]AB
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. Entonces D y E son puntos inversos el uno del otro.

[image: image374.png]



Demostración. Sea C’ el simétrico de C respecto de r. Tenemos un cuadrilátero cíclico BCC’A  en el que podemos aplicar 13.5.8 para deducir que la polar de D es la recta que pasa por E y por el punto impropio 
[image: image375.wmf]AB
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, es decir, la recta que pasa por E y es perpendicular a r. En particular, E es el inverso de D respecto de 
[image: image376.wmf]v

.
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13.5.11 Teorema. Teorema de Brocard.

Dado cualquier cuadrilátero cíclico ABCD, inscrito en una circunferencia 
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 de centro O, que completaremos con los puntos 
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, el triángulo 
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 es autopolar, es decir, P es el polo de 
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, Q es el polo de 
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 y R es el polo de 
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, siempre respecto de 
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. Además, el punto O será el ortocentro de 
[image: image387.wmf]PQR
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.
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Demostración. Sean 
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, luego por 13.5.5 los puntos X e Y pertenecen a la polar de P, y por tanto 
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De la misma forma se demuestra que 
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La recta OR será perpendicular a su polar PQ, luego será altura del triángulo 
[image: image396.wmf]PQR

D

. De la misma forma se verifica que son alturas OQ y OP, y por tanto O es el ortocentro de 
[image: image397.wmf]PQR

D

.

13.6 Inversiones notables.

13.6.1 Teorema. Inversión con el incírculo.

Si realizamos una inversión respecto del incírculo de un triángulo, sus lados se transforman en tres circunferencias tangentes a los lados (y tangentes al incírculo), las tres concurriendo en el incentro, y sus diámetros son todos iguales al inradio.

Además, la circunferencia que pasa por los segundos puntos de corte de estas tres circunferencias es la imagen por esta inversión del circuncírculo del triángulo, y las cuatro circunferencias tienen el mismo radio.
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Demostración. Sea un triángulo 
[image: image399.wmf]ABC

D

, con incentro I y sean A’, B’, C’ los puntos de contacto de su incírculo con los lados.

La recta AB es perpendicular a 
[image: image400.wmf]'
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, luego su imagen será la circunferencia de diámetro 
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, es decir, el inradio de 
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. Lo mismo sucede con los otros dos lados.
Los segundos puntos de corte de dichas circunferencias, a los que llamaremos  
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 serán pues las imágenes de los vértices A, B, C, y por tanto la circunferencia 
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Pero además, las rectas 
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 y 
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 son tangentes al incírculo, por lo que 
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 será la circunferencia de los nueve puntos asociada al triángulo de contacto 
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En resumen, bajo una inversión respecto del incírculo, la circunferencia circunscrita se transforma en la “circunferencia de los nueve puntos” asociada al triángulo pedal, cuyo diámetro es el inradio del triángulo 
[image: image412.wmf]ABC

D

.
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Además, esta inversión transforma P, el pie de la altura por 
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En efecto, la recta 
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 se transforma en la circunferencia 
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 y 
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 son fijos y el punto 
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 se transforma en 
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El punto 
[image: image425.wmf]P

 pertenece a la recta 
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'

C

B

, luego su imagen pertenecerá a imagen de dicha recta, es decir, la circunferencia 
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.
Problema propuesto: PG2/9.43 donde se aplican estos resultados en la resolución del problema CMO 2007 #5.

Nota histórica. Según dice Howard Eves (Eves, H. W. A Survey of Geometry. Boston, MA: Allyn and Bacon, 1972) la historia de la inversión es compleja. François Vièta ya hablaba de puntos inversamente relacionados en el siglo XVI. Robert Simson, en su restauración de la obra perdida Lugares planos de Apolonio incluyó, basándose en un comentario hecho por Pappus, uno de los teoremas básicos de la teoría de inversión, el de que el inverso de una recta o una circunferencia es también una recta o una circunferencia. 

Simon A. J. L'Huilier (1750-1840) en sus Eléments d'analyse géométrique et d'anlyse algebrique appliquées à la recherche des lieux géometriques (París y Génova, 1808) dio casos especiales de este teorema. Pero la inversión como una transformación para simplificar el estudio de figuras data de tiempos más recientes, y fue utilizada independientemente por varios autores. Bützberger remonta el uso de la inversión a 1824 por parte de Jakob Steiner (1796-1863), un matemático alemán de origen suizo. Steiner está considerado como el más grande de los geómetras de la época moderna, tal como Apolonio lo fue en la antigüedad. Sentía una gran aversión por los métodos analíticos, y en sus manos la geometría sintética hizo progresos comparables a los que había hecho anteriormente el análisis.

Patterson (Patterson, Boyd C.: "The Origins of the Geometric Principle of Inversion". Isis, Vol. 19, No. 1. (Apr., 1933), págs. 154-180) apunta la siguiente cronología:
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1822 Dandelin publica su Tableau Comparatif para la hipérbola y la focal. 

1823 Quetelet compara caústicas secundarias y cónicas a la manera de Dandelin 

1824 Steiner habla de inversión en un manuscrito no publicado hasta 1913. 

1825 Dandelin deduce la relación 
[image: image429.wmf]2
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 correspondiente a radio vectores de lemniscatas y cónicas, dando lugar a una nueva construcción de aquellas.

1825 Quetelet define la inversa de una curva.

1831 Plücker explica sus neues Übertragungs-Princip, que fue publicado en 1834

1836 Bellavitis dio una exposición completa de la teoría de las figuras inversas.

1845 Lord Kelvin la aplica a sus estudios sobre elasticidad. 

Fuente: “Inversión en Olimpiadas. Aplicación de la Inversión a la Resolución de Problemas”,
por Francisco J. García Capitán, 2005
Problemas propuestos para este tema: 5.2.
13.7 Inversiones y homotecias.

13.7.1 Definición. Homotecia.

Dado un número real 
[image: image430.wmf]0

>

k

 y un punto 
[image: image431.wmf]O

, la homotecia 
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 de razón 
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 y centro O es la función del plano en sí mismo definida de la manera siguiente:

a) 
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b) Si 
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 es el único punto de la semirrecta 
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 tal que 
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Claramente, si 
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=

k

 se trata de la identidad. 

Esta definición se puede ampliar para razones 
[image: image440.wmf]k

 con signo:

Dado un número real 
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 y un punto 
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, la homotecia 
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 de razón 
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 y centro O es la función del plano en sí mismo definida de la manera siguiente:

a) 
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b) Si 
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Es interesante comparar la definición de homotecia con la definición de inversión dada en 13.1.1.

13.7.2 Proposición.

a) Si 
[image: image450.wmf]f

 es una homotecia de razón 
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, entonces 
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b) Una homotecia envía segmentos congruentes a segmentos congruentes:
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c) Un triángulo y su imagen por una homotencia son semejantes.

d) Un ángulo y su imagen son ángulos congruentes.

Demostración.

Si los puntos A, B y O no están alineados, por el criterio SAS, los triángulos 
[image: image454.wmf]AOB

 y 
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 son semejantes, luego el tercer lado también será proporcional, es decir:
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Si los puntos A, B y O están alineados, supongamos, por ejemplo, que 
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Los otros casos se demuestran de forma similar.

b) 
[image: image460.wmf]'

'

'

'

D

C

CD

k

AB

k

B

A

CD

AB

@

=

=

Þ

@

.

c) Basta aplicar el criterio SSS de semejanza de triángulos.

d) Basta completar el ángulo con un triángulo y aplicar el apartado anterior.

13.7.3 Centros de semejanza de dos circunferencias.

Dadas dos circunferencias de centros 
[image: image461.wmf]1
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 y 
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 y radios respectivos 
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 y 
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, sean 
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 y 
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 los puntos que dividen el segmento 
[image: image467.wmf]2
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 interna y externamente proporcionalmente a los respectivos radios. 
[image: image468.png]



Llamaremos a 
[image: image469.wmf]'

S

 y 
[image: image470.wmf]S

los centros interno y externo de semejanza de las circunferencias. 

La recta que une los extremos de dos radios paralelos pasa por el centro externo de semejanza

13.7.4 Proposición. Inversión y potencia.

Sea 
[image: image471.wmf]1

v

 una circunferencia que no pasa por el centro O de una inversión de radio
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 y sea 
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 su imagen bajo dicha inversión. Trazamos cualquier semirrecta 
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 que cortará 
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 y 
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. Sabemos que sus imágenes 
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 pertenecen a 
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Además, 
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En particular, si 
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, es decir, si 
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 es tangente a 
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, y por lo tanto, la tangente común 
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 a ambas circunferencias pasa por O.

13.7.5 Corolario. Inversiones y homotecias.

La imagen 
[image: image490.wmf]2
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 de 
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 por una inversión de centro O y radio 
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 es la imagen de 
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 de una homotecia de centro O y razón 
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Sin embargo, punto a punto, esta homotecia no se comporta como la inversión. Por ejemplo, la homotecia envía el centro 
[image: image495.wmf]1
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 de 
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Si la inversión envía 
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13.7.6 Proposición. Las inversiones conservan la razón doble.

Las inversiones conservan la razón doble de cuatro puntos 
[image: image504.wmf].
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Demostración. Nos basaremos en el siguiente lema:

Dado un triángulo 
[image: image505.wmf]ABC
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 cualquiera, sea 
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 su circunferencia circunscrita asociada, sea 
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el triángulo formado por sus imágenes invertidas y sea su 
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 su circunferencia circunscrita asociada.

Acabamos de ver que existe una homotecia de centro O que transforma 
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[image: image510.wmf]2

w

. Sean 
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La demostración de este lema se basa en que 
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 son triángulos semejantes. En efecto, ambos comparten el ángulo en el vértice 
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en donde hemos aplicado 13.1.6b y que las homotecias conservan el paralelismo.

Así pues, por el criterio AA, son triángulos semejantes. Luego 
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De la misma manera se demuestra 
[image: image520.wmf]2

2

'

'

C

OB

B

OC

D

»

D

 tanto 
[image: image521.wmf]2

2

2

'

'

'

OC

B

C

OB

B

C

=


Multiplicando ambas igualdades obtenemos 
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Pero las homotecias conservan las razones de las longitudes: 
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Luego llegamos finalmente a la igualdad deseada:
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Este lema lo podemos aplicar a los triángulos 
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tal y como queríamos ver.
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