12 Razón doble. Resultados proyectivos.

La geometría aún posee todas esas virtudes que los educadores les atribuían hace una generación. Todavía hay geometría en la naturaleza esperando ser reconocida y apreciada. La geometría (sobre todo la geometría proyectiva) sigue siendo una excelente manera para introducir a los estudiantes en la axiomática. Aún posee el atractivo estético que siempre ha tenido, y la belleza de sus resultados no ha disminuido. Por otra parte, es aún más útil y necesaria para el científico y el matemático de lo que ha sido nunca. Consideremos, por ejemplo, las formas de las órbitas de los satélites artificiales y la geometría de cuatro dimensiones del continuo espacio-tiempo.

Geometry Revisited, (H.S.M. Coxeter y S.L. Greitzer, 1967)

12.1 La razón doble de cuatro puntos.
12.1.1 Definición. Razón doble de cuatro puntos.

Dados cuatro puntos 
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Donde estamos consideramos razones con signo (ver 11.1),  por lo que la razón doble puede ser un número negativo. 
La definición 
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  expresa la razón doble como cociente entre dos razones simples (del tipo definido en 11.1.7), y por tanto justifica el nombre de "razón doble" (“Doppelverhältnis” en alemán, es decir, “razón de razones”).
Las razones dobles se mantienen cuando se aplica una nueva función entre rectas que estudiaremos en este tema llamada proyectividad. Esto no sucede con las razones simples:
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La razón doble no depende de la orientación de la recta, y será positiva si la pareja de puntos A,C no está separada de la pareja de puntos B, D , y será negativa en caso contrario:
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Si 
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Sobre la interpretación geométrica de la razón doble.
La razón doble es un concepto realmente duro. Es este sentido es balsámico leer las palabras de Robin Hartshorne en su libro “Geometry Euclid and Beyond” (página 341, la traducción es mía)
“...Llegado a este punto alguien me podría preguntar cuál es la interpretación geométrica de la razón doble. Aunque yo trabajé por primera vez con la razón doble con algunos alumnos aventajados en el bachillerato y he trabajado con este concepto muchas veces desde entonces, debo decir con franqueza que no soy capaz de visualizar geométricamente la razón doble. Podríamos decir que es algo mágico, que es un resultado algebraico cuyo significado es imposible de entender pero que resulta muy útil. Es algo que funciona. Se podría decir que fue un triunfo del álgebra el inventar este valor numérico que resultó tan valioso y que no hubiera sido posible imaginarlo geométricamente. O si tienes vocación de geómetra, puedes decir, si quieres, que es un invento del diablo y odiarlo a muerte.

Dejadme decir algunas palabras en defensa de la pobre razón doble. En el presente contexto de las transformaciones en el plano euclídeo, tenemos los movimientos rígidos, que conservan la distancia. Después vienen las homotecias, que no conservan la distancia pero sí conservan las razones. Finalmente están las inversiones, que no conservan las distancias ni las razones. Puesto que estas últimas sí conservan la razón doble, esta particular razón de razones resulta ser lo mejor que podemos obtener. Es algo estable cuando las distancias y las razones varían a nuestro alrededor.

En la sección 39C [21.2.1 en este libro] usaremos la razón doble para definir el concepto de distancia en el modelo Poincaré de una geometría no euclídea. En ese contexto, la razón doble tendrá un papel principal. En geometría proyectiva la razón doble también es importante. Una proyectividad entre dos rectas se define [12.2.4] como una composición de un número finito de proyecciones entre dos rectas. Una proyectividad no preserva distancias ni razones de distancias, pero sí preserva las razones dobles [12.2.3]. De hecho, un teorema fundamental de la geometría proyectiva afirma que una transformación entre dos rectas en el plano proyectivo es una proyectividad si y sólo si preserva la razón doble para todo conjunto de cuatro puntos diferentes de la recta...”
Nota histórica. [Boyer] atribuye al matemático francés Michael Chasles (1793-1880) ser el precursor de la razón doble, llamada en aquella época “razón anarmónica”. En su Traité de géométrie supérieure (1852) se establece, además, el uso de segmentos orientados en la geometría pura. Chasles fue uno de los últimos grandes geómetras proyectivos franceses, y fue principalmente en Alemania donde su obra se vio continuada por matemáticos tales como Steiner y Von Staudt.

12.1.2 Proposición. Las permutaciones de la razón doble.

Dados cuatro puntos A, B, C y D,

a) 
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b) 
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d) El resto de permutaciones son consecuencia de las tres anteriores.

Por lo tanto, las 24 posibles permutaciones de los cuatro puntos involucrados en una razón doble se reducen a seis posibles valores diferentes:
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12.1.3 Proposición.

Si 
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Demostración. Aplicaremos 11.1.5b.


[image: image19.wmf]'

'

'

'

'

'

'

)

'

,

;

,

(

)

,

;

,

(

D

D

AD

AD

BD

BD

AD

BD

AD

BD

AD

BC

BD

AC

AD

BC

BD

AC

D

C

B

A

D

C

B

A

=

Û

=

Û

=

Û

×

×

=

×

×

Û

=


12.1.4 Proposición. Razón doble de cuatro puntos cocíclicos.

Si 
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 son cinco puntos cocíclicos y diferentes, entonces 
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Y por tanto la razón doble no depende del punto P que tomemos.

Demostración. Basta aplicar el Teorema del seno (9.1.5). Si r es el radio de la circunferencia circunscrita a los cinco puntos, se tiene
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Luego
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12.1.5 Proposición. 

Sean 
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 cinco puntos diferentes pertenecientes a una misma circunferencia 
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 y la recta r. Entonces:
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Demostración. Sean 
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Aplicando el Teorema del Seno:
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Y por tanto:
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En donde hemos aplicado la proposición anterior.

12.1.6 Teorema. Expresión trigonométrica de la razón doble de puntos alineados.

Dados cuatro puntos alineados A,B,C,D, y un punto 
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 externo a la recta que determinan, tenemos:
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Y por lo tanto la expresión de la derecha no depende del punto P que tomemos.

Demostración. Aplicamos el Teorema del Seno cuatro veces:
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12.2 Perspectividades y proyectividades. 
12.2.1 Definición. Perspectividad.

Sean r y s dos rectas del plano y O un punto exterior a ambas.

Para todo punto 
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llamada perspectividad de centro O.
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Esta función es inyectiva, pues si 
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Es suprayectiva, pues para cualquier 
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Luego tenemos una biyección entre r y s. 

Esta función deja fijo el punto de corte Q entre r y s.

Una  perspectividad entre las rectas r y s con centro O se denota con 
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Normalmente una perspectividad viene fijada por cuatro puntos 
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La función inversa de una perspectividad es también una perspectividad con su mismo  centro y la función identidad es una perspectividad, pero en general la composición de  perspectividades no es una perspectividad.

12.2.2 Lema.

Sean 
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 tres puntos diferentes de una recta r, sea s una recta paralela a r y O un punto exterior a ambas. Sean 
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Demostración. Los triángulos 
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Los triángulos 
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De las dos igualdades anteriores se deduce la igualdad buscada:
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12.2.3 Proposición.

Las perspectividades dejan invariante la razón doble.

Demostración. En primer lugar vamos a verlo para el caso 
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, puesto que 

aplicando el lema anterior a los triángulos 
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y aplicando el lema anterior a los triángulos 
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Supongamos ahora que r y s no son paralelas.
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Trazamos la recta 
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Luego sólo nos falta ver que 
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Para ello aplicaremos el Teorema de Menelao (11.2.2) dos veces. La primera sobre el triángulo 
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La segunda nuevamente sobre el triángulo 
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De donde se deduce que 
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Reordenando sus elementos llegamos a la igualdad deseada:
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Problemas propuestos:

El problema 1.38 tiene una solución muy elegante mediante esta proposición, es la versión 3 de dicha solución.

El problema 1.39 es una aplicación práctica de este resultado.

12.2.4 Definición. Proyectividad entre rectas.

Diremos que una función 
[image: image110.wmf]s
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 es una proyectividad cuando sea una composición de un número finito de perspectividades, y se denotará por 
[image: image111.wmf]s

r

^

.

Se comprueba fácilmente que toda proyectividad, por ser una composición de biyecciones, será siempre biyectiva.

La composición de proyectividades es siempre una proyectividad, la función inversa de una proyectividad es otra proyectividad (basta con tomar al revés la cadena de perspectividades) y la función identidad es una proyectividad.

Claramente las proyectividades conservan la razón doble, pues la conservan todas y cada una de las perspectividades que la conforman.

12.2.5 Proposición. Razón doble de un haz de cuatro rectas.

Con los resultados obtenidos anteriormente estamos en condiciones de definir la razón doble de un haz de cuatro rectas concurrentes en un mismo punto P, que denotaremos por 
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Su razón doble será la razón doble de los cuatro puntos de corte con cualquier transversal r:
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Esta definición está bien construida pues acabamos de ver que la razón doble de dichos puntos no depende de la recta r que tomemos.
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Y aplicando 12.1.6 llegamos a
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12.2.6 Proposición. El Teorema de la Mariposa.
El Teorema de la Mariposa (10.2.16) se puede demostrar mediante la invariancia de la razón doble bajo proyectividades y 12.1.5. Siguiendo con las definiciones de 10.2.16:
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Por otro lado, la reflexión con centro M preserva la razón de segmentos, y por tanto la razón doble, luego 
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Y por tanto 
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12.3 El Postulado de Pappus. Planos papianos.
12.3.1 Definición. Postulado de Pappus proyectivo. Planos papianos.
Sean dos rectas r y s que se cortan en un punto O. 

Sean 
[image: image119.wmf]3
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 tres puntos diferentes de r, 
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 tres puntos diferentes de s, y todos diferentes de O.

Entonces los tres puntos 
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 y 
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 están alineados. A dicha recta la llamaremos Recta de Pappus.
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La Recta de Pappus no pasa necesariamente por el punto O.

Diremos que un plano es papiano si en él se cumple el Postulado de Pappus proyectivo.

Nota: Este postulado es hermano del Teorema de Pascal (ver 12.7.1)

12.3.2 Definición. Postulado de Pappus.

Sean tres puntos A, B y C en una recta y sean A', B' y C' otros tres puntos en otra recta diferente. Supongamos que ambas rectas se cortan en un punto que no es ninguno de los seis anteriores. Si 
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12.3.3 Proposición.

Si se cumple el Postulado de Pappus proyectivo también se cumple el Postulado de Pappus.

Demostración. Tomamos 
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, y para la otra recta reordenamos los puntos: 
[image: image132.wmf]'

1

C

B

=

, 
[image: image133.wmf]'

2

B

B

=

 y 
[image: image134.wmf]'

3

A

B

=

.


[image: image135.wmf]¥

Î

Ç

=

Û

Û

r

A

B

A

B

Q

A

B

A

B

C

B

B

A

3

2

2

3

23

3

2

2

3

//

'

//

'



[image: image136.wmf]¥

Î

Ç

=

Û

Û

r

B

A

B

A

Q

B

A

B

A

CC

AA

1

3

3

1

13

1

3

3

1

//

'

//

'


Ahora aplicamos el Postulado de Pappus proyectivo para deducir que entonces
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Pero interpretando este resultado en términos de paralelismo:
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12.3.4 Proposición. Teorema de Pappus simplificado en un plano euclídeo.

Sean dos rectas que se cortan en un punto O. Sean A, B, C tres puntos en la primera recta y A’, B’, C’ tres puntos de la segunda recta todos diferentes de O. Si los triángulos 
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Demostración. Desde B trazamos una paralela a AA’ que cortará OC’ en un punto D. 

El cuadrilátero ABA’D es cíclico, pues 
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Por lo tanto 
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Pero 
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Así pues 
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 como queríamos ver.

[Rothe]

12.3.5 Teorema. Teorema menor de Pappus.
Dados tres puntos diferentes A, B, C sobre una recta r y tres puntos diferentes P, Q, R sobre una recta paralela s, si 
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Demostración.

Es un caso particular de 12.3.2 cuando 
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Entonces los puntos 
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 están alineados.
12.3.6 Teorema. Menelao 
[image: image167.wmf]Þ

Pappus.
Si se cumple el Teorema de Menelao se cumple el Postulado de Pappus. En particular, en un plano euclídeo se cumple el Postulado de Pappus.
Demostración. Sean dos rectas r y s que se cortan en un punto O. 

Sean A, B y C tres puntos en r y D, E y F tres puntos en s, todos diferentes entre ellos y diferentes a O. Queremos ver que entonces los tres puntos 
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Las rectas AE, BF y DC determinan un triángulo cuyos vértices son: 
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Sobre este triángulo aplicaremos el Teorema de Menelao (11.2.2) cinco veces:

Recta DPB: 
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Recta AQF: 
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Recta ERC: 
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Multiplicando las tres igualdades anteriores:
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Recta ABC: 
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Recta DEF: 
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Multiplicando las dos igualdades anteriores:
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(2)

Dividiendo (1) entre (2), y simplificando términos llegamos fácilmente a:
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De donde, nuevamente por Menelao, deducimos que los puntos P, Q y R están alineados.

Observación: En el apartado 17.5 veremos que un plano cartesiano 
[image: image184.wmf]2
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 cumple el Postulado de Pappus proyectivo si y sólo si K es conmutativo.

12.4 El Postulado de Desargues. Planos arguesianos.
12.4.1 Definición. Triángulos en perspectiva. Centro de perspectiva.

Diremos que dos triángulos 
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 y 
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 están en perspectiva cuando las rectas AA’, BB’ y CC’ son concurrentes en un punto O, al que llamaremos centro de perspectiva. 
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12.4.2 Definición. Postulado de Desargues. Planos arguesianos.
Dos triángulos ABC y A’B’C’ tienen un centro de perspectiva O, es decir, las tres rectas AA’, BB’ y CC’ pasan por un mismo punto O, si y sólo si tienen un eje de perspectiva, es decir, los puntos 
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Un plano arguesiano es un plano en el que se cumple el Postulado de Desargues.
Nota biográfica. Girard Desargues (1591-1661), matemático, arquitecto y ingeniero militar francés.

Esquema jerárquico.

[image: image192]
12.4.3 Teorema. 

Todo plano euclídeo es arguesiano.

Demostración. Aplicaremos varias veces el teorema de Menelao. Supongamos que los triángulos ABC y A’B’C’ están en perspectiva desde el punto O. 
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Aplicando el Teorema de Menelao al triángulo OBC y la recta B’C’R, tenemos que 
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Aplicando el Teorema de Menelao al triángulo OAB y la recta A’B’P, tenemos que 
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Aplicando el Teorema de Menelao al triángulo OAC y la recta A’C’Q tenemos que
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Multiplicamos las tres igualdades anteriores:
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Esta tercera igualdad, en el triángulo ABC y nuevamente aplicando el teorema de Menelao, garantiza que los puntos P, Q y R están alineados, tal y como queríamos ver:
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Supongamos por el contrario que los puntos P, Q y R están alineados. Consideramos los triángulos BB’P y CC’Q. 
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Estos triángulos están en perspectiva respecto del punto R, por lo que podemos aplicar la primera parte de este teorema para afirmar que los tres puntos 
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 están alineados.

Definiendo 
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, de lo anterior se deduce que la recta AA’ pasa por O, es decir, que los triángulos ABC y A’B’C’ están en perspectiva respecto de este punto O.

Fuente de la demostración: http://sistemas.fciencias.unam.mx/~mglgm/NotasGM_cap4.pdf
12.4.4 Teorema. Teorema de Hessenberg.

El Teorema de Desargues se puede demostrar utilizando única y exclusivamente el Teorema de Pappus y los axiomas incidentales.

 “Pappusian planes are Desarguesian” (G. Hessenberg, Mathematische Annalen, 61 (1905) pp.161-172)

Demostración. Sean dos triángulos ABC y A’B’C’ cuyos vértices están en perspectiva por un punto O: 
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Queremos ver que los puntos 
[image: image208.wmf]'

'

B

A

AB

X

Ç

=

, 
[image: image209.wmf]'

'

C

A

AC

Y

Ç

=

 y 
[image: image210.wmf]'

'

C

B

BC

Z

Ç

=

 están alineados.

Primer Paso: Sean 
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Los puntos O, B y B’ están alineados. Los puntos A, S y C también están alineados, y todos son diferentes de la intersección de sus respectivas rectas, luego, aplicando el Postulado de Pappus, los puntos
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donde utilizamos que B’S=B’C’ y OC=CC’.

Segundo paso: Sea 
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Los puntos O, A y A’ están alineados. Los puntos B’, C’ y S también están alineados, y todos son diferentes de la intersección de sus respectivas rectas, luego aplicando el Postulado de Pappus, los puntos
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donde utilizamos que AS=AC y OC’=CC’.

Tercer paso:
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Hemos definido 
[image: image220.wmf]OS

BA

U

Ç

=

 y 
[image: image221.wmf]OS

A

B

P

Ç

=

'

'

, luego ambos puntos pertenecen a OS, y por tanto los puntos U, S y P están alineados.

Por otro lado 
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 pertenece a la recta B’A, luego los puntos B’, T y A están alineados.

Además, todos son diferentes de la intersección de sus respectivas rectas, luego aplicando el Postulado de Pappus, los puntos
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es decir, se cumple el Postulado de Desargues.

Aquí hemos utilizado los siguientes hechos:
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(Fuente de la demostración: Timothy Vis "The Theorem of Desargues")

12.4.5 Teorema. 

Todo espacio proyectivo tridimensional es arguesiano.

Demostración.

Primer caso: Triángulos en planos diferentes, Vértices
[image: image227.wmf]Þ
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[image: image234.wmf]OAB

, y por tanto las rectas 
[image: image235.wmf]AB

 y 
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 están en el plano OAB, y en consecuencia se cortarán en un punto Q. Con un razonamiento similar deducimos que las rectas 
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  cortarán en un punto P, y las rectas 
[image: image239.wmf]BC

 y 
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 cortarán en un punto R. Los puntos P, Q y R pertenecen simultáneamente a los planos 
[image: image241.wmf]p

 y 
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, por lo que su intersección será forzosamente una recta que contendrá los dichos puntos, tal y como queríamos ver.

Segundo caso: Triángulos en planos diferentes, Lados
[image: image243.wmf]Þ

Vértices:

Sean dos triángulos 
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Entonces 
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La recta 
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 no puede estar contenida en 
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 en un punto de 
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, es decir, hemos encontrado el centro de perspectiva.

Tercer caso: Triángulos en el mismo plano, Vértices
[image: image259.wmf]Þ

Lados:

Sean 
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 dos triángulos contenidos en un mismo plano 
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. Puesto que estamos en el espacio, podemos tomar un punto Z fuera de este plano y D otro punto de la recta 
[image: image263.wmf]AZ
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Los triángulos 
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tienen el punto O como centro de perspectiva y no pertenecen a un mismo plano.

Luego podemos aplicar el teorema de Desargues para triángulos no coplanarios, y deducir que los tres puntos 
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Ahora proyectamos estos tres puntos en el plano 
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 a través del punto Z obtendremos tres puntos igualmente alineados:
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Q es la intersección 
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tienen el punto O como centro de perspectiva, y no pertenecen a un mismo plano, luego los puntos 
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Con un razonamiento similar se demuestra que el punto P es la intersección de 
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Cuarto caso: Triángulos en el mismo plano, Lados
[image: image285.wmf]Þ
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Sean 
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 dos triángulos contenidos en un mismo plano 
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, y supongamos que tienen un eje de perspectiva s. Puesto que estamos en un espacio tridimensional, podemos tomar un plano 
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 que corte 
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 en s. 

Sea O un punto fuera de 
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[image: image292.wmf]'

p

 (una recta que pase por un punto de 
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 tiene un tercer punto fuera de ambos planos).

Sean A’’, B’’ y C’’ los puntos de corte de 
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 tienen O como centro de perspectiva, y no están en un mismo plano por construcción, luego podemos aplicar el primer caso de esta misma demostración para deducir que tienen un eje de simetría, que será la misma recta s. 

Por lo tanto 
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Así pues, 
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 tienen s como eje de simetría, luego podemos aplicar el tercer caso de esta misma demostración para deducir que tienen un centro de simetría O’. 

Los puntos O y O’ deben ser diferentes, pues en caso contrario A=A’, B=B’ y C=C’.

Sea O’’ el punto de intersección de 
[image: image309.wmf]'
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 con 
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. Veamos que O’’ es un centro de simetría para los triángulos 
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Los puntos O’, A’ y A’’ están alineados. Sea 
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 el plano que contiene esta recta y el punto O. Los puntos A y O’’ también pertenecen a 
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. Luego la intersección de estos dos planos será una recta. A esta recta pertenecen también los puntos A y A’’, como queríamos ver.

De forma similar demostramos la alineación de los otros vértices.

12.4.6 Corolario.

Todo plano proyectivo contenido en un espacio proyectivo tridimensional es arguesiano.

Demostración. Trivial.

12.4.7 Un plano afín no arguesiano: El Plano de Moulton.

12.5 Cuaternas armónicas.

12.5.1 Definición. Cuaterna armónica.

Diremos que cuatro 
[image: image316.wmf](
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 alineados en este orden forman una cuaterna armónica (en inglés “harmonic bundle”) cuando
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Puesto que estamos suponiendo ya un orden entre los puntos, podemos prescindir del signo de las longitudes, y definir una cuaterna armónica como cuatro puntos 
[image: image319.wmf]D
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 alineados en este orden tales que 
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12.5.2 Teorema. Cuaternas armónicas y puntos medios.
Dados cuatro puntos 
[image: image321.wmf](
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 alineados en este orden, y sea M el punto medio del segmento 
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 forman una cuaterna armónica si y solo si 
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Demostración. Sea 
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12.5.3 Corolario. Determinación de una cuaterna armónica mediante tangencia.

Dados tres puntos alineados 
[image: image328.wmf]D
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, trazamos la circunferencia de diámetro 
[image: image329.wmf]AB

. Trazamos una tangente a dicha circunferencia por D y sea T su punto de contacto con la circunferencia. Trazamos la perpendicular a AB por T y sea C su punto de corte con AB. Entonces 
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Demostración. Sabemos que 
[image: image332.wmf]MTD
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 es recto, luego los triángulos 
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 son triángulos rectángulos semejantes pues comparten el ángulo 
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 es una cuaterna armónica por la caracterización anterior.
12.5.4 Teorema. Caracterización de cuaternas armónicas y cevianas concurrentes.

Sea un triángulo 
[image: image338.wmf]ABC
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 y sean 
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 tres cevianas concurrentes en un punto P (tal vez en las extensiones de los lados). Sea 
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 es una cuaterna armónica.
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Nota. El recíproco también es cierto: Si 
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 entonces las tres cevianas son concurrentes.

Demostración. Por el Teorema de Ceva (11.2.1) tenemos que 
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Por el Teorema de Menelao (11.2.2) tenemos que 
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12.5.5 Corolario. Cuaternas armónicas y cuadriláteros completos.

Dado un cuadrilátero ABCD, lo completamos con los puntos 
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 en X y 
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 en Y. Entonces obtenemos las siguientes cuaternas armónicas:
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Demostración. Aplicando el teorema anterior al triángulo 
[image: image361.wmf]DQC

D

 con las cevianas QY, DB y AB, se deduce directamente el apartado a). El apartado b) se deduce de a proyectando con centro Q los puntos P,D,Y,C en P,A,X,B.

El apartado c) se deduce mediante una proyección de centro C que envía P,A,X,B a Y,R,X,Q, luego 
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12.5.6 Teorema. El cuarto armónico de tres puntos alineados.

Dados tres puntos P, Q y R de una recta r, definimos su cuarto armónico S de la siguiente manera:

1. Trazamos una recta s arbitraria diferente de r que pase por R.

2. Marcamos dos puntos arbitrarios A y B en s.

3. Completamos el cuadrilátero de vértices A, B, P y Q trazando las rectas 
[image: image363.wmf]PA

, 
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, 
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 y 
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.

4. Marcamos el punto C intersección de 
[image: image367.wmf]PB

 y 
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 y el punto D intersección de 
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 y 
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.

5. El cuarto armónico S será el punto de intersección de r y 
[image: image371.wmf]CD

.
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Cuatro puntos P, Q, R y S de una misma recta r forman una cuaterna armónica si y sólo si S es el cuarto armónico de P, Q y R.

Demostración. El cuarto armónico está bien definido, es decir, no depende de la recta s ni de los puntos A y B tomados para su construcción, sólo depende de P, Q y R. Para demostrarlo, utilizaremos el Teorema de Desargues (12.4.2) tres veces, en ambos sentidos.

Supongamos que trazamos otra recta 
[image: image373.wmf]'
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 y otros dos puntos 
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Trazamos de la misma manera los puntos 
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Queremos ver que 
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Los triángulos 
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Luego, por el Teorema de Desargues, tendrán un centro O de perspectiva.

De la misma forma, los triángulos 
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, tres puntos alineados, luego nuevamente por el Teorema de Desargues, tendrán un centro 
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 de perspectiva.

Los puntos O y 
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Luego los triángulos 
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D

 y 
[image: image396.wmf]'

'

'

D

C

B

D

 tienen un centro de perspectiva O, y por tanto, nuevamente por el Teorema de Desargues ahora en sentido opuesto, deducimos que tienen ambos un eje de perspectiva común. Este eje de perspectiva debe ser forzosamente la recta 
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Veamos ahora la equivalencia entre cuarto armónico y cuaterna armónica.

[image: image401.wmf]Þ
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Por el Teorema de Ceva aplicado al triángulo 
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 y las cevianas PA, QB y CS:
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Por el Teorema de Menelao aplicado al mismo triángulo y la recta AB, se cumple
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Luego
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Supongamos ahora que 
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. Montamos el cuarto armónico 
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 mediante la construcción del cuadrilátero completo anterior, y para este punto 
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, en la primera parte de esta demostración hemos demostrado que 
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12.5.7 Proposición. Cuaternas armónicas y bisectrices.
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En todo triángulo, dos vértices y los pies de las bisectrices interior y exterior que parten del tercero constituyen una cuaterna armónica.

Demostración. Aplicamos los teoremas de la bisectriz interior y exterior (11.4.2 y 11.4.3):
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Luego 
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12.5.8 Teorema. Cuaterna armónica y puntos impropios.

Sean dos puntos A y B y sea M su punto medio. Sea 
[image: image416.wmf]¥
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 el punto impropio de la recta 
[image: image417.wmf]AB

. Entonces 
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 es una cuaterna armónica.

Nota: En este teorema suponemos que nos encontramos en un plano proyectivo, es decir, en el que cada recta tiene además un punto del infinito o punto impropio, y dos rectas son paralelas si y solo si se cortan en el punto impropio. 

Este teorema es muy útil pues relaciona puntos medios y rectas paralelas.

Demostración.  
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Fuente: Chen pág 173
Problema propuesto: 5.3, donde se aplica este teorema para identificar un punto medio mediante una cuaterna armónica y dos rectas paralelas.

12.6 Cuadriláteros armónicos.
Introducimos aquí el concepto de cuadrilátero armónico, que será estudiado en profundidad en el apartado 15.5 mediante el uso de rectas simedianas.

12.6.1 Definición. Cuadrilátero armónico.

Diremos que un cuadrilátero cíclico 
[image: image420.wmf]AXBY

 es un cuadrilátero armónico cuando
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Equivalentemente: 
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Ejemplo:
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Nota. Si prescindimos de segmentos orientados, la caracterización de los cuadriláteros armónicos es 
[image: image424.wmf]BX

AY

BY

AX

×

=

×

, es decir, los productos de lados opuestos coindicen.
Nota histórica. Se atribuye al matemático inglés Robert Tucker (1832-1905) el primer estudio sobre los cuadriláteros armónicos, en su artículo "Some Properties of a Quadrilateral in a Circle the Rectangles under whose opposite Sides are equal", presentado en la London Mathematical Society el 12 de febrero de 1885.

12.6.2 Proposición. 

Sea P un punto externo a una circunferencia 
[image: image425.wmf]v

. Sean 
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 y 
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 las tangentes a 
[image: image428.wmf]v

. Dada cualquier recta que pase por P, y siendo A y B sus puntos de corte con 
[image: image429.wmf]v

, se cumple

a) 
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 es un cuadrilátero armónico.

b) Si 
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 es una cuaterna armónica.
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Demostración.

a) Sabemos que 
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 debe ser negativo por la posición de los puntos, luego 
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b) Podemos proyectar por el punto X: 
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, entendiendo la recta XX como la tangente a la circunferencia por X.

Problema propuesto: 5.4.

12.7 Teoremas de Pascal y de Brianchon.

12.7.1 Teorema. El Teorema de Pascal.
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 un hexágono inscrito en una circunferencia, con los vértices en este orden. 

Entonces los puntos 
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 están alineados.

Demostración. Para evitar trabajar con subíndices, tomamos la siguiente notación:  
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Primera versión. Sean 
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En este triángulo aplicaremos tres veces el Teorema de Menelao (11.2.2):

En primer lugar con la transversal CRD: 
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En segundo lugar, con la transversal APB: 
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En tercer lugar, con la transversal GQE: 
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Multiplicamos las tres igualdades anteriores:
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Agrupamos términos: 
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Se cumple (por 10.2.1 y 10.2.2) 
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Luego 
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Y aplicando el recíproco del Teorema de Menelao concluimos que los puntos R, P y Q están alineados, tal y como queríamos ver.

Segunda versión. En AoPS (link) se encuentra una demostración alternativa muy interesante basada en triángulos homotéticos y en el siguiente lema:

Lema. Dadas dos circunferencias 
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 y 
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 que se cortan en los puntos M y N, sea AB una cuerda de 
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 y sean C y D los respectivos puntos de corte de AM y BN con 
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. Entonces 
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Demostración. MCDN es un cuadrilátero cíclico, luego 
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. Pero, por otro lado, AMBN es cíclico, luego 
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 son ángulos suplementarios, luego la recta AC corta AB  y CD con ángulos internos alternos congruentes, y por tanto 
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Procedemos ahora a la demostración del teorema de Pascal. Sea ABCDEF un hexágono cíclico y sean 
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Sea 
[image: image480.wmf]1
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 la circunferencia circunscrita a ABCDEF y 
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 la circunferencia circunscrita a 
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Sea 
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 el segundo punto de corte entre 
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 y AB y sea 
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 el segundo punto de corte entre 
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 y DE.

Aplicando el lema anterior a la cuerda AD, tenemos 
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Aplicando el lema anterior a la cuerda AF, tenemos 
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Aplicando el lema anterior a la cuerda CD, tenemos 
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Por lo tanto, los triángulos 
[image: image491.wmf]QXY
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 y 
[image: image492.wmf]RAD
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 son semejantes, y por tanto la recta QR pasará por la intersección de AX y YD, es decir, por la intersección de AB y DE, que es P.

Problemas propuestos: 5.17, 5.18. 

Nota 1. Este teorema no impone ningún orden en los vértices del hexágono, por lo que se puede presentar bajo un gran número de configuraciones diferentes: 
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Nota 2. Este teorema y el Teorema de Pappus (12.3.1) son casos particulares de un teorema de Pascal generalizado para hexágonos inscritos en cualquier cónica (las parejas de rectas que se cruzan y las circunferencias son casos particulares de cónicas). 
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Nota histórica. Blaise Pascal (1623-1662), matemático francés, discípulo de Desargues. Demostró este teorema a la edad de dieciséis años, en un artículo que tituló mysterium hexagrammicum.

12.7.2 Corolario. Puntos alineados con tangentes a un cuadrilátero cíclico (1).

Dado un cuadrilátero cíclico ABCD, inscrito en una circunferencia 
[image: image495.wmf]v

, sea S el punto de corte de las tangentes a 
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 por B y C, sea Q el punto de corte de las tangentes a 
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 por A y D, y sean 
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 . Los puntos P, Q, R y S están alineados.
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Demostración. Podemos considerar este resultado como corolario al Teorema de Pascal (12.7.1) si interpretamos el cuadrilátero ABCD como un “hexágono” con algunos vértices coincidentes. 

Además, si X es cualquier punto de la circunferencia, interpretamos que el “segmento“ XX es la recta tangente a la circunferencia por el punto X. Esto se puede comprender intuitivamente tomando un segmento XY, fijando el punto X y aproximando el punto Y a X. La cuerda resultante se va aproximando más y más a la tangente por X.

Con estas precisiones, en primer lugar el hexágono AABDDC, que da lugar a los puntos alineados:
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En segundo lugar, el hexágono BBACCD, que da lugar a los puntos alineados
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12.7.3 Corolario. Puntos alineados con tangentes a un cuadrilátero cíclico (2).

En un cuadrilátero cíclico ABCD, los puntos de corte de las rectas tangentes por vértices opuestos y los puntos de corte de los lados opuestos están alineados.
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Denotando por 
[image: image508.wmf]AA

 la recta tangente por A a la circunferencia circunscrita al cuadrilátero, y siendo 
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, los puntos 
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 están alineados.

Demostración. Aplicando el Teorema de Pascal (12.7.1) al hexágono cíclico BBADDC, deducimos que los puntos 
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Aplicando el mismo teorema al hexágono cíclico AABCCD, deducimos que los puntos
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, en definitiva, que los puntos 
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12.7.4 Corolario. Lados paralelos en un hexágono inscrito en una circunferencia.

Dado un hexágono ABCDEF inscrito en una circunferencia, si 
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Demostración. Es una aplicación directa del Teorema de Pascal en el contexto de un plano proyectivo en el que el paralelismo de rectas se interpreta como la concurrencia en la “recta del infinito” 
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El plano proyectivo ampliado con la recta del infinito se estudiará en el Tema 19 de este libro, en un contexto analítico.

12.7.5 Teorema. Teorema de Brianchon.

Como todo teorema de geometría proyectiva, el Teorema de Pascal tiene su dual, llamado Teorema de Brianchon: Dado un hexágono ABCDEF circunscrito a una circunferencia, las rectas que unen vértices opuestos (también llamadas “diagonales mayores”) AD, BE y CF son concurrentes.
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Problema propuesto: 7.69 (AIME II 2018 #14), un interesante problema en el que se aplica, además, la razón doble y el Teorema de La Hire.  
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