11 Rectas y centros del triángulo.

11.1 Razones con signo. Razón simple. Longitudes con signo.
11.1.1 Definición. Razón con signo de dos segmentos en una recta.

Dados cuatro puntos 
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 alineados, con 
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, definimos la razón con signo del segmento AB respecto de CD de la siguiente manera:
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Si 
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 no es una semirrecta, puede ser un segmento, un punto o el conjunto vacío. En esta definición suponemos  
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11.1.2 Proposición. La Primera Razón Simple de tres puntos alineados.
Dados dos puntos diferentes 
[image: image6.wmf]B
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, para cualquier punto 
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 perteneciente a la recta 
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 definimos la Primera Razón Simple 
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 como un caso particular de la razón con signo definida en 11.1.1, y se cumple:
a) 
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c) 
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 si y solo si 
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d) Para cualquier real 
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, existirá un único punto P de la recta tal que 
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Demostración.

a) 
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 por el Ejercicio 2.3.30.
11.1.3 Proposición. 

Dados cuatro puntos 
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 de una recta, se cumple:
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Demostración.

11.1.4 Proposición. Razones con signo de áreas con triángulos orientados.
La proporcionalidad entre área y distancia que encontramos cuando trazamos la ceviana de un triángulo (ver 8.2.6) se puede ampliar a razones con signo.
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Observamos que el área 
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 es negativa porque el triángulo orientado 
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 se realiza en el sentido horario.

11.1.5 Proposición. La Segunda Razón Simple de tres puntos alineados.

Dados dos puntos diferentes 
[image: image25.wmf]B
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, para cualquier punto 
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 perteneciente a la recta 
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 definimos la Segunda Razón Simple 
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 como un caso particular de la razón con signo definida en 11.1.1, y se cumple:

a) 
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  (ver 2.3.27)

c) 
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11.1.6 Proposición. 

Dados cuatro puntos 
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 de una recta, se cumple: 
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11.1.7 Definición. Longitudes con signo.

Dados dos puntos 
[image: image34.wmf]B
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 de una recta, los segmentos 
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 y 
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 son iguales, contienen los mismos puntos, y por lo tanto tienen la misma longitud: 
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Vamos ahora a suponer que, dados cualquier par de puntos 
[image: image38.wmf]B
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 de una recta r, podemos asociar una longitud con signo 
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, que podrá ser positiva o negativa, de forma que 

a) 
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Esta última igualdad solo se cumplía con longitudes sin signo en el caso 
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, mientras que ahora se cumple también para 
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11.1.8 Proposición. 

Dados cuatro puntos 
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 alineados, siempre se cumple:
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independientemente del orden de dichos cuatro puntos.

Nota: Trabajando con longitudes sin signo, la igualdad equivalente
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solo se cumple para algunas determinadas configuraciones de los puntos: A*B*C*D , B*C*D*A , C*D*A*B , D*A*B*C , D*C*B*A , C*B*A*D , B*A*D*C , A*D*C*B.

Demostración.
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Y claramente ambas expresiones son iguales.

11.1.9 Proposición. Longitudes con signo en rectas orientadas.

Si las rectas están orientadas, es decir, si dados dos puntos 
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Esta construcción determina una longitud con signo.

Demostración. 

11.1.10 Definición. Razón con signo deducida de una longitud con signo.

Toda longitud con signo determinará de forma natural una razón con signo de puntos alineados:

Dados cuatro puntos 
[image: image57.wmf]D
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 alineados, con 
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, definimos la razón con signo de  AB respecto de CD como el cociente 
[image: image59.wmf]CD
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, ahora entendido como división de dos números, las longitudes con signo asociadas a los segmentos respectivos.

11.2 Teoremas de Ceva y de Menelao.
11.2.1 Teorema. Teorema de Ceva.

Dado un triángulo ABC y tres cevianas AA’, BB’ y CC’, serán concurrentes en un punto si y sólo si 
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Observación: En 9.1.7 fue demostrado este teorema añadiendo, además, una  caracterización trigonométrica.
Demostración. Primera versión, mediante triángulos semejantes:

Supongamos que las tres cevianas son concurrentes en un punto O. Trazamos por A una paralela a CB. Sea C’’ el punto de intersección entre esta paralela y CC’. Sea B’’ el punto de intersección entre esta paralela y BB’.
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Nos aparecen cuatro triángulos semejantes: 
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Multiplicando todas las igualdades de la derecha, cancelando términos y pasando todos los elementos restantes a la izquierda llegamos a la igualdad deseada:
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Supongamos por el contrario que la igualdad anterior se satisface para el triángulo ABC y los tres puntos A’, B’ y C’ de los lados BC, AC y AB respectivamente. Sea O el punto de intersección de las rectas CC’ y BB’. Sea P el punto de intersección entre AO y BC. Vamos a ver que P=A’.
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Al triángulo anterior podemos aplicar el resultado anterior y por lo tanto


[image: image69.wmf]1

'

'

'

'

=

×

×

A

C

BC

PB

CP

C

B

AB


pero por hipótesis tenemos que también se cumple 
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Luego 
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de donde deducimos que  
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Fuente de la demostración: http://sistemas.fciencias.unam.mx/~mglgm/NotasGM_cap4.pdf
Segunda versión, mediante áreas:

Recordemos que las áreas de los triángulos con igual altura son proporcionales a las bases (ver 11.1.6). 
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De la misma manera: 
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Por lo tanto: 
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Fuente de la demostración: Coxeter.

11.2.2 Teorema. Teorema de Menelao.

Sea ABC un triángulo y A’, B’ y C’ tres puntos sobre las rectas BC, AC y AB respectivamente. Los tres puntos A’, B’ y C’ estarán alineados si y sólo si
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Demostración. Sean P, Q y R los puntos de intersección entre la recta y las perpendiculares a ésta que pasan por C, A y B respectivamente. Al ser estas perpendiculares paralelas entre ellas obtenemos varios triángulos semejantes:
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Luego   
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Supongamos recíprocamente que A’, B’ y C’ dos tres puntos en las rectas BC, AC y AB respectivamente cumpliendo la propiedad 
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Sea P el punto de intersección entre la recta B’C’ y BC. Vamos a ver que 
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El triángulo ABC con los tres puntos alineados B’, P y C’ cumple la condición de la primera parte de esta demostración, luego 
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Por lo tanto 
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 pero simplificando llegamos a 
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Fuente de la demostración: http://sistemas.fciencias.unam.mx/~mglgm/NotasGM_cap4.pdf
Nota histórica: Este teorema se atribuye a Menelao de Alejandría (alrededor del 100 AC). En 1678, un matemático italiano, Giovanni Ceva, publicó el Teorema de Menelao y un segundo teorema relacionado con éste. 

Observación: En 19.3.12 se ofrecerá una demostración de este teorema mediante coordenadas baricéntricas.
Problemas propuestos: 1.29, 2.14, 9.5.
11.2.3 Proposición. 

El teorema de Ceva y el teorema de Menelao son equivalentes.

Demostración.

Primera parte: Ceva suponiendo Menelao. Sea ABC un triángulo y supongamos que tres cevianas AA’, BB’ y CC’ concurren en un mismo punto P.
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Aplicando el teorema de Menelao al triángulo ACA’ y la recta B’P, tenemos que
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Aplicando el teorema de Menelao al triángulo AA’B y la recta PC’, tenemos que 
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Multiplicamos estas dos igualdades:
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Donde hemos utilizado 
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Luego 
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El recíproco se demuestra por contradicción.

Segunda parte: Menelao suponiendo Ceva. Sea un triángulo ABC y A’, B’ y C’ tres puntos alineados en sus lados:
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Trazamos las rectas AA’, BB’ y CC’ y sus puntos de intersección:
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1. Aplicando Ceva a CBC’ y las cevianas CA, BX, C’A’ (concurrentes en B’):
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2. Aplicando Ceva a BAB’ y las cevianas BC, AY, B’C’ (concurrentes en A’):
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3. Aplicando Ceva a AA’C y las cevianas AB, A’B’, CZ (concurrentes en C’):
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4. Aplicando Ceva a AA’C y las cevianas AB, A’B’, CZ (concurrentes en C’):


[image: image116.png]
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5. Aplicando Ceva a B’BA’ y las cevianas B’Y, BC’, A’Y (concurrentes en A):


[image: image118.png]




[image: image119.wmf]1

'

'

'

'

'

'

-

=

×

×

A

C

C

B

YB

BY

CB

C

A


6. Aplicando Ceva a AA’C’ y las cevianas AB’, A’B, C’Z (concurrentes en C):
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Multiplicamos estas seis igualdades:
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Pero 
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, pues en caso contrario, aplicando Ceva, las rectas AA’, BB’ y CC’ serían concurrentes. Por lo tanto, 
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Nota. Esta demostración se debe a John R.Silvester.

11.3 Alturas y ortocentro. El triángulo órtico.
11.3.1 Proposición. Ortocentro.

Las tres alturas de un triángulo se cortan en un único punto llamado ortocentro, que denotaremos con la letra H.
[image: image126.png]



Demostración. Trazamos las alturas CC' y AA'. Sea H su punto de corte.
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De la misma manera 
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Y aplicamos el teorema de Ceva:  
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Nota. En una demostración más rigurosa tendríamos que analizar el signo del coseno para posibles ángulos obtusos, y comprobar que el razonamiento es igualmente válido. Si el triángulo es rectángulo las alturas se cortan en el vértice cuyo ángulo es recto.

Una demostración alternativa interesante es la siguiente:

Sea un triángulo 
[image: image131.wmf]ABC

D

. Trazamos las paralelas a cada lado y su vértice opuesto correspondiente para construir el triángulo 
[image: image132.wmf]DEF

D

.
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Los cuatro triángulos 
[image: image134.wmf]FAC
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, 
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, 
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 y 
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 serán congruentes. Por ejemplo, aplicando 7.1.2b, 
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 por ser 
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 un paralelogramo.

Tenemos que, en particular, 
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 y por tanto A es el punto medio de 
[image: image141.wmf]FD

. De la misma forma se demuestra que C es el punto medio de 
[image: image142.wmf]FE

 y que B es el punto medio de 
[image: image143.wmf]DE

. Luego las alturas del triángulo 
[image: image144.wmf]ABC
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 son las medianas del triángulo 
[image: image145.wmf]DEF
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, que son concurrentes como se verá en 11.5.2.
Nota histórica. En cut-the-knot leemos que, sorprendentemente, la existencia del ortocentro como intersección común de las alturas no se menciona en Los Elementos ni en los demás tratados griegos clásicos. Aunque la datación de la primera demostración de su existencia es un tema abierto, la primera demostración documentada es la de William Chapple (1718-1781). En esta misma página web podemos encontrar una interesante colección de 22 demostraciones diferentes de la existencia del ortocentro.

11.3.2 Proposición.
a) Propiedad reflexiva de la altura del triángulo.

Dado un triángulo 
[image: image146.wmf]ABC

D

, y P cualquier punto de la altura 
[image: image147.wmf]AQ

. Sean D y E los puntos de corte de CP y BP con los lados AB y AC respectivamente. Entonces 
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, o equivalentemente, AQ es la bisectriz de 
[image: image149.wmf]EQD
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.
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Demostración. Es el problema 5.33.
b) Ángulos determinados por las alturas y el ortocentro.
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Por el criterio AA, tenemos 
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y por tanto:


[image: image154.wmf](

)

(

)

C

ACC

BCC

HBA

HAB

AHB

-Ð

=

+Ð

Ð

-

=

Ð

+

Ð

-

=

Ð

º

180

'

'

º

180

º

180


11.3.3 Definición. Triángulo órtico.

El triángulo órtico es el triángulo determinado por los pies de las alturas del triángulo. Es decir, es el triángulo pedal asociado al ortocentro (ver 3.6.7).
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11.3.4 Proposición. Propiedades del triángulo órtico.

Dado un triángulo 
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, sean H su ortocentro y 
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 y 
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 los pies de las alturas de A, B y C respectivamente, es decir, 
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 es el triángulo órtico asociado a 
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.

Denotando, como es habitual, por 
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 la circunferencia de diámetro el segmento 
[image: image163.wmf]AB

, tenemos: 

a) A' y B' pertenecen a 
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AB

, A' y C' pertenecen a 
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, B' y C' pertenecen a 
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.
b) A' y B' pertenecen a 
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, A' y C' pertenecen a 
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, B' y C' pertenecen a 
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.
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c) 
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d) Los lados del triángulo órtico 
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 son antiparalelas (ver 15.3.1) de los lados respectivos de 
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. Por ejemplo, el lado 
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e) 
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f) Las alturas del triángulo son las bisectrices del triángulo órtico, y por tanto el ortocentro del triángulo es el incentro del triángulo órtico.
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Demostración. a) b) se demuestran por Tales (10.1.4).

c) Es una aplicación directa del Teorema de la Potencia (10.2.1).

d) Basta aplicar la propiedad fundamental de los ángulos de los cuadriláteros cíclicos:
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e) Por el criterio AA,  
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Y de la misma manera 
[image: image182.wmf]AB

BC

BC

BA

×

=

×

'

'

 y 
[image: image183.wmf]BC

CA

AC

CB

×

=

×

'

'


f) Es un caso particular de 11.3.2a.

Problemas propuestos: 4.17, 5.34, 7.59.
Nota. La circunferencia circunscrita al triángulo órtico se denomina "Circunferencia de los nueve puntos", y se estudiará en el apartado 11.7. 

11.3.5 Teorema. El problema de Fagnano.
El triángulo órtico es el de menor perímetro que es posible inscribir en un triángulo acutángulo.

Demostración. Dado un triángulo 
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, y fijado un punto 
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 y 
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del triángulo respectivamente.

Sean A' y B' los puntos de corte de 
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Y además es el triángulo inscrito en 
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con vértice C' de perímetro menor, pues para cualquier otro triángulo inscrito 
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Vamos ahora a determinar el punto 
[image: image202.wmf]AB
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 para el cual el segmento 
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 tiene la mínima longitud. Trazamos el segmento 
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 son todos isósceles y semejantes entre ellos, y por tanto la base 
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Y el segmento CC' es mínimo cuando sea perpendicular a 
[image: image213.wmf]AB

, es decir, cuando C' sea  el pie de la altura por C. Este mismo razonamiento lo podemos aplicar a los otros dos vértices 
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 y 
[image: image215.wmf]'
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 para deducir que el triángulo inscrito de perímetro mínimo es el triángulo órtico.

Nota. Esta propiedad del triángulo órtico se atribuye a Giovanni Fagnano, pero esta demostración se debe a L. Féjer. (Fuente: Página web "Guirnalda matemática")

11.3.6 Teorema. Distancia entre un vértice y el ortocentro.
Dado un triángulo 
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 y sea H su ortocentro. Se cumple 
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a) 
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b) AH es el doble de la distancia del circuncentro al lado opuesto del triángulo.

En donde estamos suponiendo distancias con signo, es decir, positiva si H está en el interior del triángulo (ángulo 
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 agudo), 0 si coincide con A (ángulo 
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 recto) y negativa si está en su exterior (ángulo 
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 obtuso).

Demostración. 
a) Si el ángulo 
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 es agudo, el ortocentro H está en el interior del triángulo.
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Observamos que 
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Con lo que, finalmente, llegamos a 
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Si el ángulo 
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 es recto, el ortocentro H coincide con el vértice C, la distancia AH es cero, y 
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Si el ángulo 
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 es obstuso, el ortocentro H queda fuera del triángulo.
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En este caso 
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Y ahora  
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Y, finalmente, 
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, teniendo en cuenta que es un número negativo.

b) Ver problema 9.26 del libro Problemas de Geometría 2.
Problema propuesto: 7.18.
11.3.7 Teorema. La recta Droz-Farny.
Dado un triángulo 
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 con ortocentro H, sean dos rectas pasando por H y perpendiculares entre sí. Sean 
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 los puntos de corte entre la primera recta y los respectivos lados (o sus extensiones) 
[image: image242.wmf]AB

AC

BC

,

,

, y sean 
[image: image243.wmf]'

'

,

'

'

,

'

'

C

B

A

 los puntos de corte entre la segunda y los respectivos lados (o sus extensiones) 
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Nota 1: Este teorema se conoce como Teorema de la recta Droz-Farny en honor al matemático suizo Arnold Droz-Farny (1856-1912), que presentó este resultado en 1899, aunque no está claro que presentara también una demostración. 

Nota 2: Más información sobre este teorema y sus demostraciones, analíticas y solo muy recientemente sintéticas:

Jean-Louis Ayme (2004), "A Purely Synthetic Proof of the Droz-Farny Line Theorem"

http://forumgeom.fau.edu/FG2004volume4/FG200426index.html
Problema propuesto: En el problema 8.22 se propone también demostrar la colinealidad de tres puntos determinados por dos rectas perpendiculares que pasan por el ortocentro de un triángulo.
11.3.8 Proposición. La circunferencia de Taylor.

Dado un triángulo 
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 con alturas 
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, las respectivas proyecciones de 
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 y 
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 sobre los lados opuestos generan seis puntos cocíclicos, y la circunferencia que pasa por estos seis puntos se llama Circunferencia de Taylor.
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Su centro tiene asociada una función de Kimberling y está catalogado como X394. Esta circunferencia es un caso particular de la familia de circunferencias llamada “circunferencias de Tucker”.

Se denomina Circunferencia de Taylor en reconocimiento de H.M.Taylor (1842-1927) que lo propuso en 1882, aunque se sabe que este resultado era conocido desde mucho antes. Esta circunferencia es poco conocida, y la prueba es que vuelve a aparecer en 1976 como problema propuesto en la revista Eureka, la predecesora de Crux Mathematicorum.

Fuente: CutTheKnot
Problema propuesto: En el problema 8.25 se plantea demostrar una propiedad relativa a los segmentos que determinan estas proyecciones de los pies de las alturas.

11.4 Bisectrices, incírculo, incentro e inradio.

El concepto de bisectriz de un ángulo fue introducido y estudiado en el apartado 3.10. Ahora vamos a estudiar sus implicaciones y propiedades en el triángulo.

11.4.1 Definición. Circunferencia inscrita en un triángulo.

Diremos que una circunferencia está inscrita en un triángulo cuando esté contenida en su interior y sus tres lados sean tangentes (4.3.3) a la circunferencia. Llamaremos incentro a su centro e inradio a su radio, que se suele denotar con la letra r minúscula.
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En 3.10.4 vimos que, incluso en el contexto de un plano de Hilbert, las tres bisectrices de un triángulo se cortan en un mismo punto llamado incentro. Este punto está caracterizado por equidistar de los tres lados, y por tanto, trazando perpendiculares desde este punto a cada lado, estas tres perpendiculares serán congruentes. Luego es el centro de la circunferencia inscrita (Ver 11.4.7). Así pues, en un plano de Hilbert siempre podemos inscribir una circunferencia dentro de un triángulo.
11.4.2 Proposición. Teorema de la bisectriz interior. (Elementos 6.3) 

Si CC’ es la bisectriz interior al vértice C de un triángulo 
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Es decir, una bisectriz de un triángulo divide a su lado opuesto en segmentos proporcionales a los lados adyacentes. Además esta propiedad caracteriza la bisectriz interior del vértice C.
Demostración. Basta aplicar el “Ratio Lemma” (9.2.8) y observar que los senos se cancelan:
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Problema propuesto: 6.51.

11.4.3 Proposición. Teorema de la bisectriz exterior.

La proposición anterior se puede ampliar para incluir también la bisectriz exterior 
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Demostración. Trazamos la recta paralela a AC por B. Sea D su punto de intersección con CC’
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 por el Recíproco del teorema de los ángulos internos alternos (6.3.5).

Luego 
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, de lo que deducimos que los triángulos 
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 son semejantes, pues tienen los mismos ángulos.

Por lo tanto tendrán lados proporcionales: 
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11.4.4 Proposición.

Sea un triángulo 
[image: image276.wmf]ABC
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 y D el punto de corte entre la bisectriz de 
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c) 
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d) 
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Demostración. a) Por el Teorema de la bisectriz (11.4.2),


[image: image289.wmf]CD

c

b

b

a

b

c

b

CD

a

b

c

b

CD

CD

BD

b

c

CD

BD

b

c

CD

BD

=

+

Þ

+

=

Þ

+

=

+

Þ

+

=

+

Þ

=

1

1


Y de forma similar se demuestra que 
[image: image290.wmf]c
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b) Prolongamos la recta AD hasta cortar en E la circunferencia circunscrita al triángulo.
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Por otro lado, por 10.2.1, 
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De donde se deduce 
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c) Sustituimos en la expresión anterior las igualdades del apartado a:
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d) 
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Problema propuesto: 8.4.

Observación. Otras fórmulas para las longitudes de las bisectrices.

Denotando por 
[image: image303.wmf]a
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 y 
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 las bisectrices por los vértices A, B y C respectivamente, se cumple: 
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b) 
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Ejercicio propuesto: 1.33.
11.4.5 Corolario. Teorema de Steiner-Lehmus.

En 1840, C.L.Lehmus (1780-1863), profesor en Berlín, escribió a Steiner pidiéndole una demostración ”puramente geométrica” de la solución al siguiente problema:
Si un triángulo tiene dos bisectrices iguales, ¿es isósceles?

Algún tiempo después, Steiner estudió los casos de las bisectrices interiores y exteriores y demostró el que se conoce como Teorema de Steiner-Lehmus: Si las bisectrices interiores de un triángulo son iguales, el triángulo es isósceles.

Demostración. Aplicando 11.4.4c a las bisectrices CE y BD tenemos
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, luego, por hipótesis:
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Nota. En el caso de las bisectrices exteriores, la situación es algo más compleja. Si el triángulo es isósceles, las bisectrices exteriores correspondientes a los ángulos iguales son iguales. Sin embargo, Emmerich (1900) dio el siguiente ejemplo de un triángulo escaleno con bisectrices exteriores iguales: Sean BM y CN las bisectrices exteriores de B y C del triángulo de ángulos B=12º, C=132º, A=36º. Ya que 
[image: image315.wmf]CMB
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[image: image316.wmf]BNC
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, resulta que BM=BC=CN. Obsérvese que el exincentro Ia está en el segmento BM pero no en el CN.

Fuente: Francisco Bellot Rosado. Revista Escolar de la Olimpíada Iberoamericana de Matemática Número 17 (Ene-Feb 2005)

11.4.6 Proposición. Incentro de un triángulo. Circunferencia inscrita. Inradio.
a) Las bisectrices de un triángulo se encuentran en un único punto llamado incentro.

[image: image317.png]



Observación: Este mismo resultado se demostró en 3.10.4.

b) Si trazamos las rectas perpendiculares a cada lado por el incentro, estos tres segmentos serán congruentes, y por tanto serán radios de una misma circunferencia tangente a los tres lados del triángulo. Esta circunferencia se llama circunferencia inscrita, su centro será el incentro, y llamaremos inradio a su radio.
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Observación: La circunferencia inscrita no es la única circunferencia tangente a los tres lados que podemos trazar. En el apartado 11.10 veremos que existen otras tres con esta misma propiedad.
Demostración. a) Por 11.4.2 sabemos que
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luego 
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y basta aplicar el teorema de Ceva (11.2.1).

b) 
Nota: Para una determinación del alternativa del incentro, ver 11.12.1 (Teorema del Tridente).

11.4.7 Proposición. El incentro determina ángulos complementarios.

Dado un triángulo 
[image: image323.wmf]ABC
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 con incentro I,  sean A', B' y C' los puntos de corte entre las rectas AI, BI y CI con los respectivos lados BC, AC y AB.
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Demostración. Sean 
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Observando el triángulo 
[image: image332.wmf]ABC
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Observando el triángulo 
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Observando el triángulo 
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Luego 
[image: image338.wmf]90

180

90

180

2

180

2

=

+

Þ

=

+

+

Þ

=

+

+

+

Þ

=

+

+

x

x

x

y

a

a

b

g

a

b

a


11.4.8 Proposición. Relación entre inradio y área del triángulo.
Dado un triángulo 
[image: image339.wmf]ABC
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 con inradio r y semiperímetro s, se cumple 
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Demostración. Basta dividir el triángulo en tres triángulos 
[image: image342.wmf]ACI
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. Los tres tienen como altura el inradio r, luego 
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Ejercicios propuestos: 1.34, 2.21.
11.4.9 Proposición.

Sea un triángulo 
[image: image346.wmf]ABC
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, AD, BE y CF las respectivas bisectrices por A, B y C, y sea I el incentro.  Si 
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Demostración.

a) Considerando el triángulo 
[image: image357.wmf]ABD

D

, con bisectriz 
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, por 11.4.2 tenemos 
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Considerando el triángulo 
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Luego 
[image: image364.wmf]a

c

b

BD

c

ID

AI

+

=

=


Las otras dos igualdades se demuestran con un razonamiento similar.

11.4.10 Proposición. Los puntos de tangencia de un triángulo y su incírculo.
En un triángulo 
[image: image365.wmf]ABC

D

, sean A’, B’ y C’ los puntos de contacto entre la circunferencia inscrita y los lados BC, AC y AB. Entonces:
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a) 
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, donde s es el semiperímetro del triángulo.

Demostración.  a) Puesto que 
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, los puntos B’ y C’ pertenecen a la circunferencia de diámetro AI. 
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Luego 
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Y por tanto 
[image: image378.wmf]'

'

'

'

'

'

'

90

'

'

'

'

'

B

AC

I

C

B

I

AC

I

C

B

I

B

C

I

AB

C

AB

Ð

=

Ð

-

Ð

=

Ð

-

=

Ð

-

Ð

=

Ð


Luego 
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 es isósceles en A y por tanto 
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En todo triángulo isósceles la bisectriz por un ángulo coincide con la mediana, luego 
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Las otras dos identidades se demuestran de la misma manera.

Problemas propuestos: 6.47, 7.41.
Nota. En el problema 3.11 se demuestra que A', B' y C' son las trazas de un punto llamado Punto de Gergonne Ge.
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11.4.11 Proposición. Dualidad entre un triángulo y el triángulo pedal del incentro.

Dado un triángulo 
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 con incentro I, sean 
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a) La circunferencia inscrita de 
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d) Las bisectrices de 
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Demostración. a) Por construcción. 

b) Basta aplicar 10.1.13, o 11.4.10a.

c) Sea 
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 el punto de corte entre la bisectriz 
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 por ser radios, luego 
[image: image409.wmf]'

'

IB

AC

 es una cometa y por tanto sus diagonales se cortan en ángulo recto por 3.13.2. 
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 por ser triángulos rectángulos compartiendo un mismo ángulo, luego 
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. Luego 
[image: image413.wmf]'
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 es isósceles, y por tanto su altura AI es mediatriz del lado 
[image: image414.wmf]'
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d), e) y f) se deducen directamente del apartado anterior.

Problemas propuestos: 5.26 y 5.41.
Observación: Los puntos de contacto entre un triángulo y su incírculo son la base de la denominada "Transformación de Ravi", una técnica muy útil para resolver problemas con desigualdades. Esta transformación se introduce en el Tema 10 de DE.

11.5 Medianas y baricentro.

11.5.1. Proposición. Medianas de un triángulo
Definimos las medianas de un triángulo como las rectas que unen un vértice con el punto medio del lado opuesto.
Sea 
[image: image415.wmf]ABC

D

 un triángulo, y M el punto medio de BC.
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a) La mediana AM divide el triángulo en dos triángulos con áreas iguales.

b) 
[image: image417.wmf])
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[image: image418.wmf]2
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Demostración. a) 
[image: image419.wmf]ABM

D

 y 
[image: image420.wmf]AMC

D

 son dos triángulos con la misma base y misma altura, luego tienen el mismo área.

b) Basta aplicar el “Ratio Lemma” (9.2.8):
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c) Prolongamos la mediana AM hasta un punto A’ tal que 
[image: image422.wmf]'
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. El cuadrilátero resultante 
[image: image423.wmf]'
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 será un paralelogramo por 7.1.2e, luego 
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 por 7.1.2c.

Aplicando la desigualdad triangular a 
[image: image425.wmf]'
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, tenemos que
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Problema propuesto: 5.16.

Nota: El apartado b caracteriza la mediana AM.
11.5.2 Proposición. 

Las medianas de un triángulo se encuentran en un punto único llamado baricentro, que se denotará G.
[image: image427.png]



Demostración.

[image: image428.wmf]1
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 luego claramente 
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, y basta aplicar el teorema de Ceva.

Nota: Este mismo resultado fue demostrado en 7.2.4 mediante el Teorema del conector de puntos medios.

Nota: El baricentro de un triángulo material coincide con su centro de gravedad.

Problema propuesto. 5.6.
11.5.3 Proposición.

a) Las medianas de un triángulo determinan seis triángulos internos de áreas iguales.
b) Las medianas de un triángulo se cortan en razón 2:1.

Demostración. Sea un triángulo 
[image: image430.wmf]ABC

D

 y sus medianas AA’, BB’ y CC’. Sea G su baricentro. Los triángulos marcados con la misma letra tienen áreas iguales, pues tienen la misma base y comparten una altura común.
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Pero por el mismo motivo 
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De la misma manera, 
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Ahora tenemos que  
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, y como ambos triángulos comparten una altura, por 8.2.6 se ha de cumplir 
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11.5.4 Proposición. Caracterización del baricentro.

Sea G el baricentro de un triángulo 
[image: image440.wmf]ABC
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, con medianas 
[image: image441.wmf]AK

, 
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 y 
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.

Sea M en AB y N en AC de forma que la recta MN pase por G.

Entonces se cumple 
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Nota. Esta propiedad caracteriza el baricentro de un triángulo.

Demostración. Prolongamos la recta MN hasta encontrarse con BC en P.

[image: image447.png]



Aplicando el teorema de Menelao al triángulo 
[image: image448.wmf]AKC
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 y la recta MN:
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Pero 
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Aplicando el teorema de Menelao al triángulo 
[image: image452.wmf]AKB
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 y MN: 
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Sumando las dos igualdades anteriores: 
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Teniendo en cuenta que 
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11.5.5 Teorema. Teorema de Apolonio.

Si 
[image: image458.wmf]AD

 la mediana de un triángulo 
[image: image459.wmf]ABC
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, se cumple
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a) 
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Demostración. 
a) Se puede deducir como corolario al Teorema de Stewart (9.1.6) cuando 
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b) 
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)

2

2

2

4

2

2

2

2

2

2

2

2

2

4

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

a

c

b

AD

a

c

b

AD

a

c

b

a

c

b

AD

a

AD

a

AD

a

AD

c

b

c

b

BD

AD

-

+

=

Þ

-

+

=

Þ

-

+

=

-

+

=

Þ

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

+

Þ

+

=

+


Problema propuesto: 6.7.
11.5.6 Proposición. El Triángulo medial.

Dado un triángulo 
[image: image466.wmf]ABC

D

, con medianas AA’, BB’ y CC’ y baricentro G, llamaremos triángulo medial al triángulo 
[image: image467.wmf]'
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.

Se demuestra que un triángulo y su triángulo medial son semejantes, y comparten medianas y baricentro.
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Demostración. Aplicando el Teorema del Conector de puntos medios (7.2.1), tenemos 
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. Luego, aplicando el criterio SSS de semejanza de triángulos (8.3.6), deducimos que 
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Por otro lado, es fácil demostrar por semejanza de triángulos que si 
[image: image476.wmf]'
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 es el punto medio de 
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 y 
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, la recta 
[image: image479.wmf]'
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 pasará por el punto medio del segmento 
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. 
Así pues, las medianas de 
[image: image481.wmf]ABC
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 también son las medianas de 
[image: image482.wmf]'
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, y por tanto ambos triángulos comparten un baricentro común G.

Observación. En 15.6.3 se analizará este resultado como ejemplo de una semejanza espiral.

11.6 Mediatrices, circuncírculo, circuncentro y circunradio.

11.6.1 Definición. Triángulos circunscribibles.

Diremos que un triángulo es circunscribible cuando exista una circunferencia que pase por sus tres vértices. Llamaremos a esta circunferencia circunscrita o circuncírculo, llamaremos circuncentro a su centro (que denotaremos con la letra O) y circunradio a su radio, que se suele denotar con la letra R mayúscula.
[image: image483.png]



Notación: Escribiremos 
[image: image484.wmf])
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 para referirnos a la circunferencia circunscrita al triángulo 
[image: image485.wmf]ABC

D

.
11.6.2 Proposición. 

En un plano euclídeo, las tres mediatrices de un triángulo (3.9.7) se encuentran en un único punto llamado circuncentro. Este punto es el centro de la circunferencia circunscrita, es decir, en un plano euclídeo todo triángulo es circunscribible.


[image: image486.png]



Recíprocamente, si un triángulo es circunscribible, las tres mediatrices se encuentran en un mismo punto. 

Demostración. Sea un triángulo 
[image: image487.wmf]ABC

D

. Trazamos la mediatriz del lado 
[image: image488.wmf]AB

 y del lado 
[image: image489.wmf]AC

. Estas dos rectas no pueden ser paralelas por 6.6.2. Sea O su punto de corte.

Para demostrar que O también pertenece a la mediatriz asociada al lado 
[image: image490.wmf]BC

, utilizaremos repetidamente la caracterización de 3.9.8:
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 por estar O en la mediatriz del lado 
[image: image492.wmf]AB

.  
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 por estar O en la mediatriz del lado 
[image: image494.wmf]AC

.

Luego 
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 y por tanto O pertenece a la mediatriz asociada al lado 
[image: image496.wmf]BC

. Claramente, la circunferencia de centro O y radio 
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 pasa por los tres vértices.

Supongamos ahora que el triángulo 
[image: image498.wmf]ABC

D

 es circunscribible por una circunferencia de centro P. Entonces claramente 
[image: image499.wmf]PC
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 y por la caracterización 3.9.8 dicho punto P pertenecerá a las tres mediatrices del triángulo, es decir, las tres mediatrices se cortarán en P.

Ejercicio. Ejercicio 1.31.
11.6.3 Proposición. Bisectriz e incentro vs. circunferencia circunscrita.
Sea 
[image: image500.wmf]ABC

D

 un triángulo y O su circuncentro. Sean A', B' y C' los puntos medios de los lados BC, AC y AB respectivos, y sean A'', B'' y C'' los puntos de corte entre las rectas OA'', OB'' y OC'' con los arcos BC, AB y AC respectivos de la circunferencia circunscrita.

a) El triángulo 
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es un triángulo isósceles en O cuyos ángulos son 
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b) La recta 
[image: image506.wmf]'
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 es la bisectriz del ángulo 
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Observación. En 11.13 se estudiarán otras propiedades interesantes del punto 
[image: image509.wmf]'
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Demostración.

a) En primer lugar, 
[image: image510.wmf]C
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 por ser un ángulo central que abarca su mismo arco. Puesto que AH=HB, 
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 es isósceles y por tanto 
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De la misma forma se demuestra que 
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b) 
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 Por el Teorema del ángulo central, y de la misma manera 
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, es decir, AA’’ es la bisectriz del ángulo 
[image: image518.wmf]A
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11.6.4 Teorema. El teorema extendido del seno.
Sea 
[image: image519.wmf]ABC

D

 un triángulo y O el centro de su circunferencia circunscrita. Sea R el radio de esta circunferencia. 
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Demostración. Trazamos los segmentos CO y OB. Sea D el punto medio del segmento CB. La perpendicular a CB que pasa por D es una  mediatriz del triángulo por lo tanto pasa por el centro O.

[image: image522.png]



Por 10.1.1, 
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 , pero por definición del seno de un ángulo tenemos 
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De la misma forma se demuestran las igualdades con los ángulos B y C.

De forma similar se demuestra este teorema cuando el circuncentro cae fuera del triángulo.

11.6.5 Corolario. Identidades con los radios.

Sea 
[image: image526.wmf]ABC
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un triángulo de lados a, b y c. Sea R el radio de la circunferencia circunscrita. Entonces:
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a) 
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Demostración. a) Por 11.6.4 sabemos que 
[image: image530.wmf]R
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b) Basta aplicar 
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Problema propuesto: 6.44.

11.6.6 Teorema. La recta de Simson.

Dado un triángulo 
[image: image534.wmf]ABC
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 y P un punto de su circunferencia circunscrita, los puntos de corte entre cada lado y sus perpendiculares respectivas por P están alineados. La recta que los contiene se llama recta de Simson.
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Demostración. Sea A’, B’ y C’ los puntos de corte entre cada lado y sus respectivas perpendiculares por P. 
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Sea 
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 (ángulos que abarcan el mismo arco de circunferencia).
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Demostración de (1): Sea Q el punto de corte entre 
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 y 
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 son semejantes pues 
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Demostración de (2): Sea 
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 por ser ángulos que abarcan un mismo arco de circunferencia.
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Pero por otro lado 
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Nota histórica. Aunque esta recta se atribuye a Robert Simson (1687-1768), fue descubierta por William Wallace en 1797.

11.6.7 Teorema. Recíproco del teorema de Simson.

Dado un triángulo 
[image: image565.wmf]ABC

D

 y un punto P cualquiera, si los puntos de corte entre cada lado y sus perpendiculares respectivas por P están alineados entonces P pertenece a la circunferencia circunscrita del triángulo.

Demostración. En el Ejercicio 3.18 se demuestra mediante coordenadas baricéntricas.

Ejercicio propuesto: 1.32.
11.6.8 Proposición. Ángulos de la tangente al circuncírculo por un vértice.

Sea 
[image: image566.wmf]ABC

D

 un triángulo y 
[image: image567.wmf]v

 su circunferencia circunscrita. Sea r la recta tangente a 
[image: image568.wmf]v

 por C. Entonces:
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Demostración. Es una consecuencia directa de 10.2.7.

11.6.9 Teorema. Las reflexiones del ortocentro. El triángulo circun-órtico.
[image: image572.png]



a) Las reflexiones del ortocentro respecto de los lados de un triángulo pertenecen a su circunferencia circunscrita.

[image: image573.png]




b) Llamaremos "triángulo circun-órtico" de 
[image: image574.wmf]ABC
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 al triángulo 
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de H respecto a los lados BC, AC y AB, respectivamente. Acabamos de ver que dicho triángulo pertenece a la circunferencia circunscrita de 
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Las alturas de 
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c) Los ángulos asociados a los arcos AB' y AC' son iguales a 
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d) La circunferencia 
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 es la reflexión de 
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 respecto del lado BC, luego tienen el mismo radio. Lo mismo sucede con las circunferencias 
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, todas son iguales a 
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Los circuncírculos formados por dos vértices y el ortocentro de un triángulo son iguales al circuncírculo de dicho triángulo.

Además, la reflexión 
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 de A respecto de BC pertenecerá a 
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Demostración. a) Sea 
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 la proyección ortogonal del ortocentro H en el lado BC, y sea 
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 la reflexión de H respecto a dicho lado. Sea D la proyección ortogonal de H en el lado AB.
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Puesto que los triángulos rectángulos 
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Luego 
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Finalmente, 
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c) Sea D el punto de corte de la altura por C y el lado AB. 
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Nota 1. En esta demostración estamos suponiendo que A y H' se encuentran en lados opuestos de BC. En https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/AltitudeAndCircumcircle.shtml#Explanation
Encontramos una demostración ligeramente diferente, en la que se demuestra que, si H' es el segundo punto de corte entre la altura por A y la circunferencia circunscrita, dicho punto es la reflexión del ortocentro respecto al lado BC.

Nota 2. En https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/EqualCirclesOrthocenter.shtml#solution encontramos, además, interesantes referencias históricas sobre este teorema.

Problemas propuestos: 7.11, 7.36.
11.6.10 Proposición.

La reflexión  H' del ortocentro H respecto del punto medio M de un lado pertenece a la circunferencia circunscrita del triángulo.
[image: image604.png]



Demostración. Es el problema 5.31.

11.7 La circunferencia de los nueve puntos. La recta de Euler.

11.7.1 Teorema. La circunferencia de los nueve puntos.

Dado un triángulo 
[image: image605.wmf]ABC
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, con ortocentro H, sean 
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 los pies de las alturas respectivas por los vértices A, B y C, y sean 
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 los puntos medios de los lados. En 11.6.9a hemos demostrado que los simétricos 
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 del ortocentro H respecto de los lados pertenecen a la circunferencia circunscrita 
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 del ortocentro H respecto de los puntos medios de los lados también pertenecen a 
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. Pero, puesto que las homotecias transforman circunferencias en circunferencias, la circunferencia circunscrita 
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 se transformará en una nueva circunferencia, llamada "Circunferencia de los nueve puntos", que pasará por 
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 y por los puntos medios de los segmentos 
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Además, está claro que el radio de la circunferencia de los nueve puntos es 
[image: image621.wmf]2
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 del radio de 
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, y que su centro X5 (siguiendo la notación ETC, ver 19.1.13) será el punto medio del segmento 
[image: image623.wmf]HO

 entre el ortocentro y el circuncentro del triángulo. 
En general, todo punto P de la circunferencia de los nueve puntos es el punto medio del segmento que une el ortocentro del triángulo con el punto de corte de la recta 
[image: image624.wmf]PH

 con la circunferencia circunscrita.

Observación 1. En el Problema 4.7 se demuestra la existencia de la Circunferencia de los nueve puntos sin utilizar homotecias. En 19.9.6 se estudia esta circunferencia mediante coordenadas baricéntricas.
Observación 2. Sea P el punto medio del segmento HA. Entonces 
[image: image625.wmf]AO
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. En efecto, las homotecias conservan el paralelismo, y la recta 
[image: image626.wmf]A
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 es la imagen de AO por la homotecia anterior, puesto que 
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Nota histórica. Esta circunferencia ya era conocida por Euler (1795), aunque Karl Feuerbach (1800-1834) la redescubrió en 1822, por eso también es llamada “circunferencia de Feuerbach”. Feuerbach también demostró que esta circunferencia es tangente a la circunferencia inscrita y a las circunferencias exinscritas (ver 11.7.3).
Problemas propuestos: 5.39 , 9.3.
11.7.2 Teorema. La Recta de Euler.

El circuncentro O, el ortocentro H y el baricentro G de un triángulo están alineados, y G divide 
[image: image632.wmf]HO

 en una razón 
[image: image633.wmf]1
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. La recta que pasa por estos tres puntos se denomina "Recta de Euler" del triángulo.

Esta recta también contiene 
[image: image634.wmf]5

X

, el centro de la circunferencia de los nueve puntos.
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Demostración. Se deduce de 11.7.1. Este mismo resultado se demostrará en 19.3.10 mediante coordenadas baricéntricas.

11.7.3 Teorema. El punto de Feuerbach. 

La circunferencia inscrita y la circunferencia de los nueve puntos de todo triángulo no equilátero son tangentes entre sí, y su punto de tangencia F se denomina "Punto de Feuerbach" del triángulo.

[image: image636.png]



Demostración: El problema 6.70 propone demostrar este resultado aplicando las técnicas de números complejos que serán introducidas en el Tema 20.

11.8 Los puntos de Brocard.

11.8.1 Teorema. Los puntos de Brocard. El ángulo de Brocard.
Dado un triángulo 
[image: image637.wmf]ABC
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, existirá un único punto P tal que
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A dicho punto le llamaremos Primer punto de Brocard, en honor su descubridor, el matemático francés Henri Brocard.

[image: image640.png]



El Segundo punto de Brocard es aquel que satisface la misma propiedad pero tomando los ángulos en sentido contrario:
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Además se demuestra que 
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, y dicho ángulo se llama ángulo de Brocard del triángulo.
Demostración. El punto P es la intersección de las circunferencias 
[image: image643.wmf])
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 ,
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 y 
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, pero estas circunferencias las podemos determinar sin tener localizado el punto P. En efecto, para determinar el centro 
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 de 
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 trazamos la mediatriz del segmento 
[image: image648.wmf]AB

 y observamos que la recta AB será tangente a dicha circunferencia por la caracterización 10.2.7.
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Así pues, O será la intersección de la mediatriz OM y la perpendicular a AB por A. Esto demuestra que, además, los puntos de Brocard son únicos.
Observación 1: Se conoce como circunferencias adjuntas las que pasan por dos de los vértices de un triángulo ABC y son tangentes a uno de los lados adyacentes. Hemos obtenido los puntos de Brocard como intersección de estas circunferencias.
Observación 2: En 19.14 se determinarán las coordenadas baricéntricas de los puntos de Brocard.

11.8.2 Teorema. El ángulo de Brocard.

Dado un triángulo 
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, sea P un punto en su interior tal que 
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a) 
[image: image653.wmf][

]

2

2

2

4

tan

c

b

a

ABC

+

+

D

=

a


b) 
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c) 
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Demostración. a) Sea 
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. Aplicamos el Teorema del Coseno a sus tres triángulos interiores:
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Sumamos y simplificamos las tres igualdades anteriores:
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El área del triángulo será la suma de las áreas de los tres triángulos interiores:
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Finalmente, 
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b) Aplicando del Teorema del Seno y multiplicando por 
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Luego:
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Por otro lado:
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c) Observamos que
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Aplicamos el Teorema del Seno al triángulo 
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Y de la misma forma: 
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Luego 
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Y por tanto: 
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Fuente: 103 Trigonometry Problems From the Training of the USA IMO Team (Titu Andreescu, Zuming Feng), página 40.

Problema propuesto: 6.37.
	
	
	
	

	
	Pierre René Jean Baptiste Henri Brocard (12 de mayo de 1845 - 16 de enero de 1922) fue un meteorólogo y matemático francés, especializado en geometría. Su descubrimiento mejor conocido es la invención y hallazgo de las propiedades de los puntos de Brocard, el Círculo de Brocard y el Triángulo de Brocard. El matemático contemporáneo Nathan Court escribió que él, junto con Émile Lemoine y Joseph Neuberg, fueron los tres cofundadores de la geometría triangular moderna. 
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11.9 Triángulos de Napoleón.

11.9.1 Teorema.

Si trazamos externamente en los lados de un triángulo cualquiera 
[image: image682.wmf]ABC

D

 los triángulos 
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, 
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 y 
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, de forma que los ángulos “remotos” 
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sumen 180º, entonces las circunferencias circunscritas de estos tres triángulos tienen un punto en común.
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Demostración. Las circunferencias circunscritas a 
[image: image690.wmf]RAC

D

 y 
[image: image691.wmf]QBC

D

 se cortarán en C y en otro punto al que llamaremos F.

Luego 
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 por ser 
[image: image694.wmf]ARCF

 y 
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 cuadriláteros cíclicos.

Y por tanto
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Así pues, F también pertenecerá a la circunferencia circunscrita de 
[image: image697.wmf]PAB

D

. 

11.9.2 Corolario.

Si los tres vértices de un triángulo 
[image: image698.wmf]ABC

D

 están cada uno de ellos en los lados de otro triángulo 
[image: image699.wmf]PQR

D

, entonces las circunferencias circunscritas de 
[image: image700.wmf]PAB
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, 
[image: image701.wmf]QBC
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 y 
[image: image702.wmf]RAC

D

 tienen un punto en común.
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Demostración. Claramente se cumplen las condiciones del teorema anterior.

11.9.3 Corolario. 

Sean dos triángulos 
[image: image704.wmf]ABC

D

 y 
[image: image705.wmf]DEF

D

. Trazamos externamente por cada lado del triángulo 
[image: image706.wmf]ABC
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 tres triángulos 
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, 
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 y 
[image: image709.wmf]RAC
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, los tres semejantes a 
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, de forma que 
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.

Entonces los circuncentros de los tres triángulos forman un triángulo que también es semejante a 
[image: image714.wmf]DEF

D

.

Demostración. En primer lugar, se cumplen las condiciones del teorema anterior, luego las tres circunferencias circunscritas se cortarán en un punto común F. Sean A’, B’ y C’ los circuncentros de los triángulos 
[image: image715.wmf]QBC

D

, 
[image: image716.wmf]RAC

D

 y 
[image: image717.wmf]PAB

D

 respectivamente. 
Por 10.2.17 sabemos que 
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. Luego 
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 es suplementario de 
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 (basta ver que se forma un cuadrilátero cíclico con A’, F y los puntos de corte de las cuerdas BF y CF), y por tanto 
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(el cuadrilátero 
[image: image724.wmf]FCQB

 es cíclico). De la misma manera se deduce que 
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 y 
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, es decir, el triángulo resultante es semejante a 
[image: image727.wmf]DEF

D

.

11.9.4 Corolario. Teorema de Napoleón.

Dado un triángulo cualquiera 
[image: image728.wmf]ABC

D

, si trazamos externamente por cada uno de sus lados tres triángulos equiláteros, los respectivos circuncentros formarán un triángulo equilátero.


[image: image729.png]



Demostración. Claramente estamos ante un caso particular del anterior corolario 11.9.3.

Nota. El problema 4.33 es una demostración de este teorema utilizando números complejos, que se estudiarán en el Tema 20.
Nota histórica. Este teorema lleva el nombre del general y emperador francés Napoleón Bonaparte (1769-1821). Aunque es muy dudoso que tuviera los conocimientos matemáticos para descubrir y demostrar dicho teorema, es indudable es que Napoleón tenía una sólida formación matemática.
Fue el mejor alumno en matemáticas en su etapa escolar en Brienne, donde estudió álgebra, trigonometría y cónicas, pero sobre todo geometría. El famoso matemático Pierre Simon Laplace (1749-1827)  le entrevistó para su ingreso en la Escuela Militar de París. Durante su campaña en Egipto estuvo acompañado de eminentes matemáticos como Gaspard Monge (1746-1818) y Joseph Fourier (1768-1830), y a su regreso, después de realizar el golpe de Estado que le convirtió en Emperador de Francia, otorgó a la formación matemática un papel prioritario en la educación de los ciudadanos dentro de su modelo de Estado, el Estado moderno. Suya es la famosa cita «El avance y perfección de las matemáticas está íntimamente ligado a la prosperidad del Estado». Por poner un ejemplo, fue la influencia napoleónica la que impuso el sistema métrico decimal en España que sustituyó la amalgama de sistemas métricos regionales y locales que existía hasta aquel momento.
11.10 Excírculos, excentros y exradios. El punto de Nagel.

11.10.1 Proposición. Las circunferencias excritas.

Cada vértice de un triángulo determina un ángulo interior. Sus dos ángulos adyacentes son opuestos por el vértice, luego iguales y comparten la bisectriz. Llamaremos ángulos exteriores a los ángulos adyacentes por cada vértice, y llamaremos bisectrices exteriores a las bisectrices de los ángulos exteriores.

Dado un triángulo 
[image: image730.wmf]ABC

D

, las bisectrices exteriores por B y por C no pueden ser paralelas, luego se cortarán en un punto al que llamaremos A-excentro y denotaremos por 
[image: image731.wmf]A
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. Este punto equidistará de los tres lados del triángulo, luego pasará por la bisectriz interior por A. La distancia de 
[image: image732.wmf]A

I

 a los tres lados será el A-exradio. La circunferencia determinada por el A-excentro y el A-exradio es tangente al lado BC y a las prolongaciones de los lados AC y AC, y se denominará circunferencia A-excrita del triángulo, o simplemente A-excírculo.
[image: image733.png]



De la misma forma se define la circunferencia B-excrita y la circunferencia C-excrita, con sus correspondientes B-radio, C-radio, B-centro y C-centro.

11.10.2 Proposición. Dualidad de ortocentros y excentros.

El triángulo 
[image: image734.wmf]ABC

D

 es el triángulo órtico (ver 11.3.3) del triángulo 
[image: image735.wmf]C

B

A

I

I

I

D

 de sus excentros. Las alturas del triángulo 
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 son las bisectrices del triángulo 
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, y por tanto, el ortocentro del triángulo 
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 es el incentro del triángulo 
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Demostración. 
[image: image741.wmf]C

B

A

I

I

AI

^

 por la propiedad 3.10.6, luego 
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 es altura del triángulo 
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. De la misma manera 
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 son las otras dos alturas, es decir, las alturas del triángulo 
[image: image746.wmf]C

B

A

I

I

I

D

 son las bisectrices del triángulo 
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Observación. En 11.4.11 se estudió otra dualidad relacionada con el incentro.
11.10.3 Teorema. Puntos de tangencia de la circunferencia excrita.
Sea un triángulo 
[image: image748.wmf]ABC
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, sean 
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 los puntos de tangencia de la circunferencia A-excrita y los lados BC, AB y AC, respectivamente. Entonces:
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a) 
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donde b y c son las longitudes de los lados AC y AB, respectivamente, y s es el semiperímetro del triángulo 
[image: image754.wmf]ABC
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.

Demostración.  
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b) Aplicando el apartado anterior, 
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c) Aplicando el primer apartado, 
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11.10.4 Teorema. Homotecia entre incírculo y excírculo.

Dado un triángulo 
[image: image761.wmf]ABC
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, sea I su incentro, 
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 su circunferencia inscrita y 
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 los puntos de corte entre 
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 y los lados BC, AB y AC, respectivamente.

Sea J su A-excentro, 
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 su circunferencia A-excrita y 
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 los puntos de corte entre 
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 y las rectas BC, AB y AC, respectivamente. Entonces:

a) Existe una homotecia 
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b) El segmento 
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DA

 es un diámetro de 
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c) Las rectas 
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 se cortan en el punto medio de la altura por A de 
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d) Como corolario tenemos que los ángulos que determinan los puntos de contacto del incírculo son los mismos ángulos que determinan los puntos de contacto del excírculo.
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Demostración.

a) Sabemos que los puntos 
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 son semejantes, pues comparten el ángulo 
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b) 
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. La única recta perpendicular a BC que pasa por I es 
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, es decir, D, I, A’ están alineados.

Con un razonamiento similar, aplicado a la homotecia 
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-

j

 se demuestra que 
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c) Está claro que 
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, donde AK es la altura de 
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 por el vértice A. Consideremos la homotecia 
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 será el punto medio. 

d) Basta aplicar la homotecia 
[image: image816.wmf]1
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 a los ángulos obtenidos en 11.4.11.

Problemas propuestos: 5.3 y 5.42. 
En el problema 5.43 se propone demostrar que 
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El problema 7.75 es una consecuencia directa del problema 5.43.

Observación: En el problema 3.9 se demuestra que los tres puntos de tangencia del triángulo con las circunferencias excritas son las trazas de un punto llamado Punto de Nagel Na del triángulo.
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11.11 La circunferencia de Apolonio.

11.11.1 Proposición. La circunferencia de Apolonio asociada a dos puntos.

Dados dos puntos A y B, el lugar geométrico de los puntos P del plano tales que 
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para un cierto 
[image: image820.wmf]0
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 fijo determina una circunferencia, llamada circunferencia de Apolonio de los dos puntos. Su centro 
[image: image821.wmf]O

 está en la recta AB y su radio satisface
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El centro O de dicha circunferencia de Apolonio se puede determinar de dos maneras: 

a) Mediante tangente a la circunferencia circunscrita.
O es el punto de corte entre la recta 
[image: image824.wmf]AB

 y la recta tangente por P a la circunferencia circunscrita del triángulo 
[image: image825.wmf]ABP

D

.
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b) Mediante bisectrices. 

O es el punto medio del segmento NM, donde N y M son los puntos de corte entre la recta AB y  las respectivas bisectrices internas y externas del ángulo 
[image: image827.wmf]APB

Ð

.
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Demostración.

a) Trazamos la circunferencia circunscrita al triángulo 
[image: image829.wmf]APB
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 y la recta tangente a dicha circunferencia por P. Sea O el punto su punto de corte con la recta AB.

Por 11.6.8 sabemos que 
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 son semejantes, y por tanto 
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.
De esta última igualdad se deduce que 
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, es decir, el punto O es un punto fijo de la recta AB.
Además se cumple 
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, es decir, la distancia OP es fija.

De todo esto deducimos que P pertenece a la circunferencia de centro O y radio 
[image: image836.wmf]OB
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.
b) Trazamos las bisectrices interiores y exteriores del ángulo 
[image: image837.wmf]APB
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, y sean  M y N sus respectivos puntos de corte con la recta AB. 

Por el Teorema de la bisectriz interior (11.4.2) sabemos que 
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, luego el punto N es independiente de P.

De la misma manera, aplicando el Teorema de la bisectriz exterior (11.4.3) deducimos que el punto N es independiente de P. 

Además, por 3.10.5, 
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, y por tanto concluimos que el punto P pertenece a la 

circunferencia de diámetro 
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Recíprocamente, se comprueba que todo punto la circunferencia de centro O y radio 
[image: image841.wmf]OB
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Observación 1. La igualdad 
[image: image843.wmf]OB
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 será estudiada con detalle en el Tema 13, cuando introduzcamos el concepto de inversión y puntos inversos.

Observación 2. Si 
[image: image844.wmf]1
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 la circunferencia de Apolonio degenera en la recta mediatriz del segmento AB.

Nota histórica. Se atribuye al matemático griego Apolonio de Perga (circa 262AC-190AC), esta caracterización alternativa de una circunferencia. Mediante ella, la circunferencia deja de estar determinada como “los puntos equidistantes a un centro dado”, y para pasar a estar determinada como el lugar geométrico de aquellos puntos cuya razón de distancias a dos puntos fijos (llamados “focos”) es constante. 
Problema propuesto:  PG2/9.23

11.11.2 Proposición. La circunferencia de Apolonio asociada a un triángulo.

Dado un triángulo 
[image: image845.wmf]ABC
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, se define la C-circunferencia de Apolonio asociada al triángulo como el lugar geométrico de los puntos P tales que 
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Es un caso particular de circunferencia de Apolonio, la asociada al segmento 
[image: image847.wmf]AB

 y razón 
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Claramente, el punto C pertenece a la C-circunferencia de Apolonio.

El centro O de dicha circunferencia se puede determinar de dos formas:

a) O es la intersección del lado AB y de la recta tangente por C a la circunferencia circunscrita del triángulo.

[image: image849.png]



b) O es el punto medio de N y M, donde N y M son las intersecciones de AB con las bisectrices internas y externas respectivamente asociadas al ángulo 
[image: image850.wmf]C
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.

[image: image851.png]



Demostración. Basta aplicar 11.11.1

Problema propuesto: 7.24.
11.11.5 Proposición. Los puntos isodinámicos de un triángulo.

Las tres circunferencias de Apolonio asociadas a un triángulo se cortan en dos puntos del plano llamados puntos isodinámicos del triángulo.

Demostración. Sean 
[image: image852.wmf]1
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 e 
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los dos puntos de corte entre la A-circunferencia y la B-circunferencia de Apolonio. (Queda por demostrar que efectivamente se cortan en dos puntos).

Tenemos que 
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Luego 
[image: image860.wmf]1

I

 e 
[image: image861.wmf]2

I

 también pertenecen a la C-circunferencia de Apolonio, es decir, las tres circunferencias de Apolonio asociadas a un triángulo pasan por los dos puntos del plano 
[image: image862.wmf]1

I

 e 
[image: image863.wmf]2

I

, que se denominan "puntos isodinámicos" del triángulo 
[image: image864.wmf]ABC

D

. O dicho de otra manera, las tres circunferencias de Apolonio son coaxiales.

Observación. Los puntos 
[image: image865.wmf]1

I

 e 
[image: image866.wmf]2

I

 están catalogados como X15 y X16 en la ETC (ver capítulo 19). Sus coordenadas baricéntricas son:
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Fuente: Ercole Suppa en el documento "Trianguloscabri557_suppa.pdf"

11.12 Teorema del Tridente y Teorema del Incentro-Excentro.
11.12.1 Teorema. El teorema del Tridente.

Sea un triángulo 
[image: image869.wmf]ABC

D

 y sea 
[image: image870.wmf]v

 su circunferencia circunscrita.

a) El punto de corte D entre la bisectriz de 
[image: image871.wmf]A

Ð

 y 
[image: image872.wmf]v

 (
[image: image873.wmf]A

D

¹

) pasa por la mediatriz del lado opuesto 
[image: image874.wmf]BC

.

[image: image875.png]



Nota: La intersección entre la bisectriz por A y la mediatriz del lado opuesto BC pertenece a la circunferencia circunscrita de 
[image: image876.wmf]ABC

D

, lo que puede ser muy útil para resolver problemas de geometría. Ver, por ejemplo, el Problema 7.28.

b) Sea I el incentro del triángulo 
[image: image877.wmf]ABC

D

. El punto D equidista de I, C y B: 
[image: image878.wmf]DB
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, y recíprocamente, si el punto I' cumple 
[image: image879.wmf]BD
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, entonces I' es el incentro.

[image: image880.png]



Demostración.
a) Por ser ángulos que abarcan un mismo arco, 
[image: image881.wmf]2
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, luego 
[image: image883.wmf]CDB
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 es isósceles en D.

Por ser isósceles en D, la altura de este triángulo por D coincide con la mediatriz de 
[image: image884.wmf]BC

, es decir, que el punto D pertenece a la mediatriz de 
[image: image885.wmf]BC

.

b) 
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Luego 
[image: image887.wmf]CDI

D

 también es isósceles en D y por tanto 
[image: image888.wmf]BD
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Para demostrar el recíproco tenemos que 
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 por ser ángulos que abarcan el mismo arco.
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Y por lo tanto I' es el punto de corte de dos bisectrices, es decir, es el incentro del triángulo.
Problemas propuestos: 7.26, 7.27.
11.12.2 Corolario.
Sea un triángulo 
[image: image891.wmf]ABC

D

 y I su incentro. El punto D de corte entre AI y la circunferencia circunscrita (
[image: image892.wmf]A

D

¹

) es el circuncentro del triángulo 
[image: image893.wmf]BIC

D

.

[image: image894.png]



Demostración. Puesto que 
[image: image895.wmf]CDI

D

 es isósceles en D, la mediatriz de CI pasa por D, y por el mismo motivo la mediatriz de BI también pasa por D. Luego D es el punto de corte de las mediatrices de CI y BI, que es, por definición, el circuncentro del triángulo  
[image: image896.wmf]BIC

D

.
11.12.3 Corolario.
Aplicando 11.12.1a se deduce fácilmente que la bisectriz AD por el vértice A es también bisectriz del ángulo 
[image: image897.wmf]OAF

Ð

, donde F es el pie de la altura por A y O es el circuncentro del triángulo.

[image: image898.png]



Demostración. 
[image: image899.wmf]OD
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, luego 
[image: image900.wmf]OAD
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 es isósceles, y por tanto 
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Por otro lado, 
[image: image902.wmf]AF
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, pues ambas son perpendiculares a BC, por el Teorema de Tales, 
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[image: image904.wmf]DAF
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11.12.4 Teorema. El Teorema del Incentro-Excentro.

Dado un triángulo 
[image: image905.wmf]ABC

D

, sea I su incentro, y P el punto de corte la bisectriz AI y la circunferencia circunscrita (
[image: image906.wmf]A

P

¹

). En 11.12.2 hemos visto que P es el circuncentro de la circunferencia circunscrita de 
[image: image907.wmf]BCI

D

. Además, el excentro Q de la circunferencia A-excrita también pertenece a la bisectriz AI, y cumple 
[image: image908.wmf]PQ
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, es decir,
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[image: image910.png]



Demostración. En 11.12.1 y 11.12.2 hemos visto la primera parte. 

El excentro Q de la circunferencia A-excrita es la intersección de las dos bisectrices externas por C y por B. Sabemos que estas dos bisectrices son perpendiculares a las bisectrices internas del triángulo CI y BI, respectivamente (3.10.5).
También está visto (Observación 1 de 11.10.1) que el punto Q pertenece a la bisectriz interna AI.
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Pero por otro lado, 
[image: image915.wmf]2
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Es decir, el triángulo 
[image: image916.wmf]CPQ
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 es isósceles en P, y por tanto 
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Con un razonamiento similar llegamos a 
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, y puesto que 
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Nota. Los problemas 4.6 al 4.15 están dedicados a aplicar los resultados presentados en esta sección.

11.13 Teoremas y desigualdades de Euler y Leibniz.

11.13.1 Teorema. Teorema de Euler.

Dado un triángulo 
[image: image921.wmf]ABC

D

, sea O el circuncentro, I el incentro, r el inradio y R el circunradio. Se cumple:
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Demostración. Sea P el otro punto de corte entre la recta CI y el circuncírculo. 

Extendemos el segmento OI hasta cortar el circuncírculo en los puntos G y J.

Sea F el pie de la perpendicular a BC por I. 

[image: image923.png]




Tenemos que 
[image: image924.wmf]R
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[image: image926.wmf]IC
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Por 11.12.1b se cumple 
[image: image927.wmf]PB
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. 
Aplicando el Teorema del Seno en 
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: 
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Por un lado, 
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, por lo tanto
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Por otro lado, se cumple 
[image: image932.wmf]OI
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luego 
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Y finalmente, 
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11.13.2 Corolario. Desigualdad de Euler.

[image: image935.wmf]r
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Y la igualdad acontece si y solo si el triángulo es equilátero.

Demostración. Basta aplicar 11.13.1.

Problema propuesto: El Problema 6.59 propone demostrar 
[image: image936.wmf]r
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 de forma directa.
Problema propuesto: 7.15.

Nota histórica: La desigualdad 
[image: image937.wmf]r
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 fue descubierta por Euler en 1765.
11.13.3 Corolario.
En todo triángulo 
[image: image938.wmf]ABC
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, con circunradio 
[image: image939.wmf]R

, inradio 
[image: image940.wmf]r

 y semiperímetro 
[image: image941.wmf]s

, se cumple
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Demostración. Veamos la desigualdad de la izquierda:

Por la desigualdad AM-GM y la identidad 11.6.5.a: 


[image: image943.wmf](

)

(

)

Rsr

Rsr

s

Rsr

abc

c

b

a

s

4

3

4

3

2

4

3

3

2

3

3

3

3

3

3

×

=

³

Þ

=

³

+

+

=


Por 11.13.2 sabemos que 
[image: image944.wmf]r
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, luego 
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Con lo que llegamos a 
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Veamos ahora la desigualdad de la derecha:
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Por el Teorema del Seno (11.6.4) esta última desigualdad es equivalente a
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Que se demostró en el problema DE/6.15 como aplicación de la desigualdad de Jensen.

11.13.4 Teorema. Teorema de Leibniz.

En un triángulo 
[image: image949.wmf]ABC

D

 de lados 
[image: image950.wmf]c
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, con circuncentro O, baricentro G y circunradio R, se cumple:
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Demostración. Sea D el punto medio del lado BC. 

[image: image952.png]



Aplicamos el Teorema de Stewart (9.1.6) al triángulo 
[image: image953.wmf]ADO
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 con la ceviana 
[image: image954.wmf]OG
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Está claro que 
[image: image956.wmf]R
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Por 11.5.3b sabemos que  
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Luego
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Por Pitágoras tenemos que 
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Por otro lado, en el problema 6.23e se demostró que 
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Tal como queríamos ver.

11.13.5 Corolario. Desigualdad de Leibniz.

Dado un triángulo 
[image: image963.wmf]ABC

D

 de lados 
[image: image964.wmf]c

b

a

,

,

 se cumple
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y la igualdad se cumple si y solo si 
[image: image966.wmf]G
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, es decir, cuando el triángulo es equilátero.

Demostración. Se deduce directamente de 
[image: image967.wmf](
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Problema propuesto: DE/12.2
11.14 Los puntos de Miquel.
11.14.1 Lema. Punto de Miquel de un triángulo.

Sea un triángulo ABC y tres puntos arbitrarios en cada lado: 
[image: image968.wmf]BC
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, 
[image: image969.wmf]AC
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 y 
[image: image970.wmf]AC

C
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. Se cumple:

a) Las tres circunferencias circunscritas a los triángulos 
[image: image971.wmf]'
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BC

, 
[image: image972.wmf]'
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B

AC

 y 
[image: image973.wmf]'
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CB

se encuentran en un punto común M, que se denomina “Punto de Miquel”.

b) Los ángulos que determinan este punto M con los lados son iguales, como se indica en la siguiente figura:


[image: image974.png]



Demostración.  Las circunferencias circunscritas a los triángulos BC’A’ y AB’C’ cortan en C’ y en un segundo punto M. Los cuadriláteros BA’MC’ y AC’MB’ son cíclicos, luego tienen ángulos opuestos suplementarios: 
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La suma de los tres ángulos alrededor de M es un ángulo completo:
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por lo que
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Por lo tanto el cuadrilátero A’CB’M también es cíclico. Puesto que una circunferencia queda determinada por tres puntos, su circunferencia circunscrita será la circunferencia circunscrita al triángulo A’B’C, de lo que se deduce que M pertenece a esta última, tal y como queríamos ver.

La propiedad de los ángulos se deduce fácilmente aplicando encadenadamente la propiedad fundamental de los cuadriláteros cíclicos (el ángulo exterior por un vértice es igual al ángulo interior por el vértice opuesto). Luego:
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Nota biográfica. Auguste Miquel (1816-1851) matemático francés.

Problemas propuestos: 5.27, 8.11.

11.14.2 Teorema. Punto de Miquel de un cuadrilátero.
Dado un cuadrilátero 
[image: image980.wmf]ABCD

 y siendo 
[image: image981.wmf]CD
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 y 
[image: image982.wmf]BC
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, las cuatro circunferencias circunscritas 
[image: image983.wmf])
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, 
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PBC

, 
[image: image985.wmf])
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 y 
[image: image986.wmf])
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QCD

 pasan por un mismo punto M, llamado "Punto de Miquel" del cuadrilátero. 
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Demostración. Que las cuatro circunferencias pasan por un punto común M es una consecuencia directa del Teorema de Miquel para triángulos (11.14.1). 

(Acabar)

Problema propuesto: 5.8.

11.14.3 Teorema. Propiedades del Punto de Miquel.

Dado el cuadrilátero ABCD, sea 
[image: image988.wmf]BC
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, y sea M el otro punto de corte de las circunferencias circunscritas 
[image: image989.wmf])
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QDC

 y 
[image: image990.wmf])
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QAB

, es decir, el Punto de Miquel asociado al cuadrilátero.

a) M es el centro de la semejanza espiral que envía 
[image: image991.wmf]C
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 y 
[image: image992.wmf]B
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b) M es el centro de la semejanza espiral que envía 
[image: image993.wmf]A
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 y 
[image: image994.wmf]B
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c) Siendo 
[image: image996.wmf]CD
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, entonces 
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ABCD es cíclico.
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Demostración.

a) Tenemos dos cuadriláteros cíclicos ABMQ y DCMQ, luego 
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Luego 
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b) De la misma manera demostramos que 
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c) 
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, luego 


[image: image1006.wmf]ADC
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 son suplementarios 
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 y 
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 son suplementarios, y esta condición equivale a que Q, M y P están alineados por 3.4.4.
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Problema propuesto: 7.61.
11.14.4 Teorema. Punto de Miquel en cuadriláteros cíclicos.

Dado un cuadrilátero cíclico ABCD con centro O, sea 
[image: image1012.wmf]BC
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, y sea M el otro punto de corte de las circunferencias circunscritas 
[image: image1013.wmf])
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 y 
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QAB

, es decir, el Punto de Miquel asociado al cuadrilátero. Entonces:

a)  
[image: image1015.wmf]OM
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b) Los cuadriláteros AOCM y BODM son cíclicos.
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c) M es el inverso de 
[image: image1017.wmf]BD
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 respecto al circuncírculo de ABCD. En particular, las rectas AC, BD y OM con concurrentes en R.

[image: image1018.png]



d) MO es la bisectriz de 
[image: image1019.wmf]CMA

Ð

 y de 
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Demostración. 

a) Sean X e Y los puntos medios de 
[image: image1022.wmf]AD

 y 
[image: image1023.wmf]BC

. La semejanza espiral de centro M que envía 
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 envía 
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, luego será la misma semejanza espiral que envía 
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, y por tanto las circunferencias 
[image: image1029.wmf])
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 se cortarán en Q y en M. Luego los puntos X, Y, M, Q pertenecen a una misma circunferencia 
[image: image1031.wmf]v
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, luego X e Y pertenecen a la circunferencia de diámetro QO, que tiene que ser forzosamente 
[image: image1033.wmf]v

, con lo que, finalmente, llegamos a la conclusión de que los puntos X, O, Y, M y Q pertenecen a la circunferencia de diámetro OQ. En particular, 
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, como queríamos ver.
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b) En primer lugar demostraremos que OBMD es cíclico. Sea 
[image: image1036.wmf]DOB
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 Por el Teorema del Ángulo Central
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 por ser ABCD cíclico.
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 por ser ABMQ cíclico.

Por otro lado, 
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 por ser DCMQ cíclico.

Luego, finalmente, 
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, es decir,
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 son suplementarios, y por tanto OBMD es cíclico.

Veamos ahora que AOCM es cíclico. El razonamiento es similar al anterior. Sea 
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Luego 
[image: image1052.wmf]AMC
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 y 
[image: image1053.wmf]AOC
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 son suplementarios.
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c) La circunferencia AOCM es la imagen de la recta AC, y la circunferencia BODM es al imagen de la recta BD, luego su punto de corte M diferente de O será la imagen de la intersección 
[image: image1055.wmf]BD
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d) Acabamos de ver que los puntos AOCM son puntos de una misma circunferencia a la que llamaremos 
[image: image1056.wmf]v

. Los arcos AO y OC de dicha circunferencia tienen la misma longitud, pues 
[image: image1057.wmf]OC

AO

=

 y A y C pertenecen a la circunferencia de centro O. Luego 
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 pues son ángulos que abarcan arcos iguales.

Con un razonamiento similar se demuestra que 
[image: image1059.wmf]OMB
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Problema propuesto: 5.24.
11.14.5 Teorema. Punto de Miquel mediante inversión.

Una vez incorporado el lenguaje de las inversiones, en el próximo tema 13, se demuestra que el punto de Miquel asociado a un cuadrilátero cíclico corresponde a la imagen de la intersección de las diagonales: 
[image: image1060.wmf](
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Demostración: Es el problema 8.16.
Problema propuesto: 8.17.
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