10 Circunferencias. Cuadriláteros cíclicos.
Una circunferencia puede no ser redonda.

Ninguno comprendíamos el secreto nocturno de las pizarras

ni por qué la esfera armilar se exaltaba tan sola cuando la mirábamos.

Sólo sabíamos que una circunferencia puede no ser redonda

y que un eclipse de luna equivoca a las flores

y adelanta el reloj de los pájaros.

Ninguno comprendíamos nada:

ni por qué nuestros dedos eran de tinta china

y la tarde cerraba compases para al alba abrir libros.

Sólo sabíamos que una recta, si quiere, puede ser curva o quebrada

y que las estrellas errantes son niños que ignoran las aritmética.

Rafael Alberti, Los ángeles colegiales, en Sobre los ángeles (1929)
En esta sección desarrollamos en un plano euclídeo los resultados sobre circunferencias, cuerdas y tangentes introducidos en el apartado 4.3 en el contexto de un plano de Hilbert.

10.1 Ángulos inscritos y cuerdas.

10.1.1 Teorema. Teorema del ángulo central. (Elementos 3.20)

En un círculo, el ángulo correspondiente al centro es el doble del correspondiente a la circunferencia, cuando los ángulos tienen como base la misma circunferencia.
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Además, esta propiedad caracteriza los puntos de dicha circunferencia.
Demostración. Trazamos el radio AO
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Problema propuesto: 7.22.

10.1.2 Corolario.

Dos ángulos inscritos en una circunferencia son congruentes si y solo si las cuerdas que abarcan son congruentes: 
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Demostración. Los triángulos 
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 y  
[image: image7.wmf]RSO
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 serán congruentes por el criterio SSS, luego 
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. Aplicando 10.1.1, 
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10.1.3 Proposición. El Arco Capaz.

Dado un segmento 
[image: image11.wmf]AB

 y un ángulo 
[image: image12.wmf]a

, existirá un arco en el que todo punto P del mismo cumple 
[image: image13.wmf]a
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. A dicho arco le llamaremos arco capaz.
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Un observador que se moviera por dicho arco siempre vería el segmento con el mismo ángulo 
[image: image15.wmf]a

.

Para encontrar el arco capaz procederemos de la siguiente manera:

Trazamos la mediatriz r del segmento 
[image: image16.wmf]AB

.

Trazamos una semirrecta s con un ángulo 
[image: image17.wmf]a

 sobre el extremo A del segmento.

Trazamos la perpendicular t a s por A.

Sea O el punto de intersección entre r y t.

El arco capaz será la circunferencia de centro O y radio 
[image: image18.wmf]OB
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.

En efecto, Sea M el punto medio de 
[image: image19.wmf]AB

.

Los triángulos 
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 y 
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 son congruentes, pues son dos triángulos rectángulos con catetos congruentes. Luego 
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, y 
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, es decir, el triángulo 
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  es un triángulo isósceles con 
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Por 10.1.1, los puntos de la circunferencia con centro O y radio 
[image: image27.wmf]AO

 abarcarán un ángulo igual a la mitad del central, es decir, igual a 
[image: image28.wmf]a

.
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10.1.4 Teorema. Teorema de Tales. (Parte de Elementos 3.31)
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Dada una circunferencia de diámetro 
[image: image31.wmf]AB

, todo ángulo 
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será recto si y sólo si está inscrito en dicha circunferencia.
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Demostración. Sea un triángulo 
[image: image34.wmf]ABC
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 cuyo lado 
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 es el diámetro de una circunferencia de centro D. Supongamos que el tercer vértice pertenece a dicha circunferencia.  Trazamos el radio 
[image: image36.wmf]DC

. Puesto que  
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, el triángulo 
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 es isósceles en D y por tanto 
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.De la misma forma 
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 es isósceles en D, luego 
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Ahora bien, prolongando el lado 
[image: image44.wmf]AC

 hasta un punto E, sabemos que  también
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 (Es un ángulo exterior), luego 
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, y por tanto ambos ángulos son rectos.

Recíprocamente, supongamos que tenemos un triángulo 
[image: image47.wmf]ABC
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 rectángulo en C.

Trazamos la circunferencia de diámetro 
[image: image48.wmf]AB

. Supongamos que C no está en esta circunferencia.

Prolongamos la recta 
[image: image49.wmf]AC

 hasta un punto D que sí pertenece a la circunferencia.
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Por la primera parte de esta demostración, 
[image: image51.wmf]ADB
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 será recto, pero 
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 también es recto, ambas rectas serán perpendiculares comunes a una misma recta por un punto exterior, luego 
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 y por tanto C pertenecerá a la circunferencia.

Nota histórica. Tales vivió en Mileto, una isla griega en la costa de Asia Menor, entre 625 y 546 AC, aproximadamente. Tenemos certeza de este periodo porque, según Herotodo, predijo un eclipse solar que se ha podido datar, con las técnicas modernas, exactamente el 28 de mayo del 585 AC. Tradicionalmente se ha señalado a Tales como el primer gran filósofo, matemático y científico griego. Se le considera precursor del rigor lógico en las demostraciones geométricas y del desarrollo práctico y teórico de la geometría en general. Entre otras muchas anécdotas atribuidas a Tales, se cuenta que, en un viaje a Egipto, Tales fue capaz de medir la altura de una pirámide midiendo su sombra justo en el momento del día en que los objetos proyectaban una sombra igual a su altura.

Nota. Sobre la ambigüedad del nombre "Teorema de Tales", léase la Nota 2 en el apartado 8.2.8.
Problema propuesto: 6.60.

10.2 Potencia de un punto respecto de una circunferencia.

10.2.1 Teorema. Teorema de la potencia.

Para cualquier par de cuerdas AB y CD que se corten en un punto P interior o exterior de la circunferencia.
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Demostración. a) Si el punto P es interior, trazamos los segmentos AC y BD.
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Los triángulos 
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 y 
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 son semejantes, pues 
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 al ser ángulos que abarcan un mismo arco (10.1.2). Luego sus lados son proporcionales:
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b) Si el punto P es exterior. Trazamos los segmentos 
[image: image62.wmf]AC

 y 
[image: image63.wmf]BD

, con los que obtenemos dos triángulos 
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 y 
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 que serán semejantes pues comparten el ángulo en P y 
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 pues son ángulos que abarcan el mismo arco de la circunferencia (10.1.2)
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luego 
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Problema propuesto: 8.8.

10.2.2 Teorema. Recíproco al Teorema de la Potencia.
Dados cuatro puntos A, B, C y D del plano, y siendo 
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i) P pertenece a 
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 y 
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, o bien no pertenece ni a 
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 ni a 
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ii) 
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Entonces los puntos A, B, C y D son cocíclicos.

Demostración. Supongamos que un punto P cumple las dos condiciones i y ii anteriores.

Sea 
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 el punto de corte entre la recta CD y la circunferencia circunscrita 
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Aplicamos este mismo teorema para deducir que 
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Puesto que, además, por hipótesis, se cumple 
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 y por lo tanto 
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Luego, o bien 
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, tal y como queremos ver, o bien D y 
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 son puntos simétricos respecto de P.

Pero, puesto que A, C, B y D’ pertenecen a una misma circunferencia, se cumple que P pertenece a 
[image: image83.wmf]AB

 y 
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 o bien ni pertenece a 
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 ni a 
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, y si D y 
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 son puntos simétricos respecto de P, entonces deja de suceder la condición i, llegando a contradicción. Luego 
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Nota. Es importante reseñar que si la condición 
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, por sí sola no garantiza que los cuatro puntos pertenezcan a una misma circunferencia:
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En la figura de la izquierda, 
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, pero no pertenecen a una misma circunferencia.

Es necesario asegurarnos de que el punto P pertenece al interior de los dos segmentos 
[image: image92.wmf]AB

 y 
[image: image93.wmf]CD

, o no pertenece a ninguno de ellos.

Problema propuesto: 5.40.
Nota histórica: Carnot, en su obra De la corrélation des figures de la géometrie de 1801, hizo notar que, trabajando con longitudes con signo, se gana en elegancia. En efecto, si P pertenece al interior de la circunferencia, 
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 solo cambia el signo: Positivo si P es un punto exterior y negativo si P es un punto interior.

10.2.3 Proposición.
El diámetro es siempre mayor que cualquier otra cuerda.

Demostración. Sea una circunferencia c con centro O, sea 
[image: image97.wmf]CD

 un diámetro y sea 
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 una cuerda que no sea diámetro, es decir, que no contenga el punto O.
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Entonces 
[image: image100.wmf]AOB
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 es un triángulo, y por tanto podemos aplicar la desigualdad triangular:


[image: image101.wmf]OB

AO

AB

+

<


Pero 
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 y 
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 son radios, luego 
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10.2.4 Proposición.

Cuerdas congruentes equidistan del centro. Recíprocamente, cuerdas que equidistan del centro son congruentes.

Demostración. Sean 
[image: image108.wmf]AB

 y 
[image: image109.wmf]CD

 dos cuerdas congruentes de la misma circunferencia 
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. Trazamos los radios para completar dos triángulos 
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, que serán congruentes por el criterio SSS.
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Son dos triángulos isósceles en el vértice O y congruentes, por lo tanto sus respectivas alturas por el vértice O serán segmentos congruentes (3.11.5), y en consecuencia la distancia de cada cuerda al centro será la misma.

10.2.5 Proposición.

Dadas dos cuerdas, la mayor dista menos del centro. Recíprocamente, la que dista menos del centro es mayor.
Demostración. 
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Sean 
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 y 
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 dos cuerdas en la misma circunferencia 
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. Sean D y E los pies de las perpendiculares respectivas por el centro O. Queremos ver que
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Supongamos que 
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. Existirá un punto F en el interior de 
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En los triángulos 
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 (pues F pertenece al interior de la circunferencia), luego 
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Sea G el punto medio de 
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. D es el punto medio de 
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y E es el punto medio de 
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 (3.11.1).
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Consideremos los triángulos 
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10.2.6 Ejercicio. Triángulo isósceles con alturas y punto medio.

En un triángulo 
[image: image142.wmf]ABC

D

, sea D el punto medio del segmento 
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 y sean  
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 alturas. Demostrar que 
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Solución. Ejercicio 1.1.

10.2.7 Proposición. Caracterización angular de una recta tangente.

Dado un triángulo 
[image: image148.wmf]ABC

D

y P un punto exterior al triángulo,
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 es tangente a la circunferencia 
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Demostración.
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Trazando el radio OB tenemos que 
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 por 10.1.1. 

[image: image154.png]




[image: image155.wmf]OA

OB

=

, luego 
[image: image156.wmf]BOA

D

 es isósceles, y por tanto 
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Puesto que por hipótesis 
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[image: image160.wmf]Ü

 El razonamiento anterior es simétrico. Puesto que si 
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es decir, 
[image: image164.wmf]AO
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, y por tanto 
[image: image165.wmf]PA

 es tangente a la circunferencia por 4.3.8.

Observación: Al trabajar con ángulos sin signo, necesitamos garantizar que P sea un punto externo al triángulo. Pues en caso contrario no necesariamente sería tangente:
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, sin embargo AP' no es tangente a la circunferencia.

Ejercicio propuesto: PI/3.4
Problema propuesto: GA/5.14.
10.2.7b

Dado un triángulo 
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, inscrito en una circunferencia 
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, y trazada la recta tangente 
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 a 
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 por el vértice A, si D es el punto de corte entre BC y 
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Demostración.
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Este resultado puede ser intersante para resolver ciertos problemas, como por ejemplo el problema GA/8.33.

10.2.8 Teorema. Teorema de la Tangente-Secante. (Elementos 3.36 y 3.37)

Sea P externo a una circunferencia 
[image: image177.wmf]v

, y supongamos que P pertenece a una cuerda 
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 de 
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En cuyo caso 
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Demostración. 
[image: image185.wmf]Þ

Puesto que TP es tangente a la circunferencia, aplicamos la proposición anterior para deducir que 
[image: image186.wmf]PAT

BTP

Ð

=

Ð

, luego 
[image: image187.wmf]BTP

TAP

D

»

D

, y por tanto

[image: image188.wmf]2

TP

BP

AP

BP

TP

TP

AP

=

×

Þ

=


La identidad 
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 es una simple aplicación del Teorema de Pitágoras.
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Seguimos la demostración de Elementos 3.37:

Trazamos una tangente QP a la circunferencia.
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Por ser QP tangente, se aplica la primera parte de esta misma demostración para deducir que 
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. Puesto que, además, 
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, aplicando el criterio SSS de congruencia de triángulos tenemos que 
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. Luego, por 4.3.8a, la recta TP será tangente a la circunferencia.

10.2.9 Proposición. Dos segmentos tangentes concurrentes son congruentes.
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Demostración. Trazando el segmento 
[image: image200.wmf]OC

 encontramos dos triángulos rectángulos que comparten un cateto: 
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 y la hipotenusa común 
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. Luego, por el criterio HL (3.8.7) serán congruentes, y por tanto 
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10.2.10 Teorema. Caracterización de los cuadriláteros con circunferencia inscrita.

Un cuadrilátero tiene una circunferencia inscrita si y sólo si coinciden las sumas de los lados opuestos:
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Demostración. Para demostrar su necesidad basta aplicar la proposición anterior a los ocho segmentos involucrados, que serán iguales dos a dos:

[image: image206.png]
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(queda por demostrar la suficiencia)
10.2.11 Teorema. El Teorema de la mariposa.
Sea M el punto medio de una cuerda 
[image: image208.wmf]PQ

 de una circunferencia. Sean 
[image: image209.wmf]AB

 y 
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 otras dos cuerdas que pasan por M. Sean X e Y los correspondientes puntos de corte de 
[image: image211.wmf]PQ

 con 
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 y 
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. Entonces M es el punto medio de 
[image: image214.wmf]XY

.
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Demostración. Trazamos las perpendiculares 
[image: image216.wmf]'
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 a AM por X y 
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 a DM por X. De la misma forma trazamos las perpendiculares 
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 a MB por Y y 
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Aplicando el teorema 10.1.2: 
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De lo que deducimos:
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Por otro lado, por 10.1.5, 
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Puesto que 
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Así pues, y utilizando la igualdad 
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Y por tanto M es el punto medio del segmento XY.

Observación 1. Esta demostración se debe a Coxeter y Greitzer (“Geometry Revisited”, 1967, pág. 46), y es la que aparece en la wikipedia.

Observación 2. En el apartado 12.2.6 se demostrará este teorema mediante técnicas proyectivas.

10.2.12 Ejercicio.

La cuerda común de dos circunferencias secantes es perpendicular al segmento que une sus centros.
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Demostración. 
[image: image235.wmf]APBQ

 es una cometa pues 
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, luego basta aplicar 3.13.2 para deducir que 
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10.2.13 Definición. Potencia de un punto respecto a una circunferencia.

Se define la potencia de un punto P respecto a una circunferencia 
[image: image239.wmf]v

 de radio r y centro O como
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Por lo tanto, la potencia será positiva si el punto P es externo a la circunferencia, negativa si es un punto interno y cero si se encuentra en la propia circunferencia.

10.2.14 Proposición.

a) 
[image: image241.wmf]PB
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 donde A y B son los puntos de corte de cualquier secante a la circunferencia 
[image: image242.wmf]v

que pase por P.

b) Si P es externo a la circunferencia, 
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 donde T es el punto de corte entre 
[image: image244.wmf]v

 y su tangente por P.
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Demostración. Es una relectura del teorema 10.2.8.

Problemas Propuestos: 7.47, 7.49, en 6.20 encontramos una bonita aplicación de estos conceptos básicos para la resolución de todo un problema IMO (Problema #2 del año 2009).
10.3 Polígonos regulares. 

10.3.1 Definición. Polígono regular.

Diremos que un polígono es regular cuando todos sus ángulos y todos sus lados sean congruentes.

10.3.2 Definición. Polígono inscrito en una circunferencia.

Diremos que un polígono está inscrito en una circunferencia cuando todos sus vértices estén sobre la circunferencia; de la circunferencia diremos que está circunscrita al polígono.

10.3.3 Teorema.

Todo polígono regular de n lados se puede descomponer en n triángulos isósceles con ángulo central 
[image: image246.wmf]n
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. Todo polígono regular se puede inscribir en una circunferencia.

Demostración. Sea un polígono regular 
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Trazamos las mediatrices 
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. No pueden ser paralelas pues son perpendiculares a dos rectas no paralelas, luego se cortarán en un punto O.
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Por la caracterización de mediatrices (3.9.8), 
[image: image255.wmf]O

P

O

P

2

1

@

, y 
[image: image256.wmf]O

P

O

P

3

2

@

, luego los triángulos 
[image: image257.wmf]2

1

OP

P

D

 y 
[image: image258.wmf]3

2

OP

P

D

 son isósceles en O, y son congruentes por el criterio SSS. Por lo tanto 
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Llamemos 
[image: image260.wmf]a

 al ángulo de los vértices del polígono:
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Entonces 
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Puesto que se cumple además 
[image: image263.wmf]3
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, por el criterio SAS deducimos que 
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, y por tanto 
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Este procedimiento lo podemos repetir una y otra vez hasta llegar al último vértice 
[image: image267.wmf]n
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, es decir, el punto O es el centro de la circunferencia circunscrita al polígono.

10.3.4 Corolario. Propiedad fundamental del hexágono.

El lado de un hexágono regular es igual al radio del círculo circunscrito.

Demostración. Un hexágono regular se puede descomponer en 6 triángulos rectángulos con ángulo central 
[image: image268.wmf]º
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, luego son triángulos equiláteros (3.8.6), de lo que se deduce fácilmente el enunciado.

10.3.5 Definición. Apotema.

Se llama apotema de un polígono regular a la distancia del centro a los lados. 

Esta definición está bien construida puesto que sabemos que todas las cuerdas congruentes son equidistantes al centro (10.1.8).

10.4 Área del círculo y longitud de la circunferencia. El número Pi.

10.4.1 Proposición. Sucesión de polígonos regulares inscritos en una circunferencia.

Sea un polígono regular de n lados 
[image: image270.wmf]n
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, inscrito en la circunferencia de centro O.

Denotaremos su lado por ln, su perímetro por pn y su apotema por an.

Claramente 
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En 10.3.3 ya vimos que todo polígono regular se puede descomponer en n triángulos isósceles 
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Si duplicamos el número de lados del polígono 
[image: image274.wmf]n

n

R

R

2

®

, observamos las siguientes relaciones:


[image: image275.png]



i) 
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 (pues el ángulo central decrece por 10.3.3 y aplicamos 3.7.9)
ii) 
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(Proposición 10.1.9)

iii) 
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(por la desigualdad triangular), y por tanto
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iv) 
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(aplicando ii y iii).

Si realizamos este proceso una y otra vez, obtenemos una sucesión de polígonos regulares inscritos en la circunferencia


[image: image281.wmf]...

8

4

2

®

®

®

®

n

n

n

n

R

R

R

R


Con sucesiones de lados, apotemas, perímetros y áreas asociados cumpliendo
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Las sucesiones de apotemas, perímetros y áreas son estrictamente crecientes. La sucesión de apotemas está acotada superiormente por el radio de la circunferencia, la sucesión de perímetros está acotada por el perímetro de cualquier polígono que contenga la circunferencia, y la sucesión de áreas está acotada por el área de cualquier polígono que contenga la circunferencia.

Ahora podemos aplicar uno de los teoremas más importantes del análisis real: Toda sucesión de números reales creciente y acotada superiormente tiende a su supremo.

Definiremos la longitud de la circunferencia por 
[image: image286.wmf]k
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el área de la circunferencia  por 
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10.4.2 Proposición. El número Pi.

La razón entre la longitud de la circunferencia L y su diámetro es constante, es decir, es independiente de la circunferencia que tomemos. A dicha constante la denotaremos por la letra griega 
[image: image288.wmf]p

.

Demostración. Supongamos que tenemos dos circunferencias de radios diferentes 
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Sea 
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 el polígono regular de n lados inscrito en c, y sea 
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Puesto que ambos polígonos son semejantes, 
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Luego sus lados son proporcionales, en particular
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Tendiendo al límite, 
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. La igualdad  
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 garantiza que dicha razón es la misma independientemente de la circunferencia que tomemos.
Fuente: “Elementos de Geometría”, Jaime Escobar Acosta

10.5 Cuadriláteros cíclicos. Puntos cocíclicos.
10.5.1 Definición. Cuadrilátero cíclico. Puntos cocíclicos.
Un cuadrilátero cíclico es aquel que se puede inscribir en una circunferencia.


[image: image299.png]



Diremos que cuatro puntos A, B, C y D son cocíclicos cuando forman un cuadrilátero cíclico.

Si un cuadrilátero es cíclico su circunferencia circunscrita será la circunferencia circunscrita al triángulo formado por tres de sus vértices, luego el centro será la intersección de las mediatrices de dos lados cualesquiera del cuadrilátero.
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10.5.2 Proposición. Primera caracterización de los cuadriláteros cíclicos.

Un cuadrilátero es cíclico si y dos de sus ángulos opuestos son suplementarios, es decir, suman 180º:
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En cuyo caso los otros dos ángulos opuestos también son suplementarios:
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Demostración. Supongamos que 
[image: image304.wmf]ABCD

 es cíclico. Entonces se puede descomponer en cuatro triángulos isósceles con vértice común en el centro de la circunferencia circunscrita, pues todos ellos tienen dos lados iguales al radio de dicha circunferencia.
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La suma de los ángulos de un cuadrilátero es 360º, luego:
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Demostraremos el recíproco por reducción al absurdo. Supongamos que tenemos un cuadrilátero 
[image: image307.wmf]ABCD

 en el que dos de sus ángulos opuestos son suplementarios: 
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. Trazamos la circunferencia que pasa por los puntos A, B y C. Supongamos que el cuadrilátero no es cíclico, es decir, que esta circunferencia no pasa por D. Sea E el punto de intersección de la circunferencia con la recta 
[image: image309.wmf]AD
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Entonces el cuadrilátero 
[image: image311.wmf]ABCE

 será cíclico, luego, por la primera parte de esta demostración, cumplirá 
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, y como tienen un punto en común C, 
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, de lo que deducimos que E=D, es decir, el cuadrilátero es cíclico, llegando a contradicción.

10.5.3 Proposición. Segunda caracterización de los cuadriláteros cíclicos.

Un cuadrilátero es cíclico si y sólo si el ángulo entre un lado y su diagonal es igual al ángulo entre el lado contrario y la otra diagonal:
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Demostración. Si los cuatro puntos son cocíclicos entonces 
[image: image317.wmf]ACB
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 pues son ángulos que abarcan el mismo arco de circunferencia (10.1.2).

Veamos el recíproco. Sea P el punto de corte entre las dos diagonales.

Los triángulos 
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 y 
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 son semejantes pues comparten dos ángulos iguales. Luego 
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 serán semejantes por el criterio SAS de semejanza.

Por lo tanto 
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Luego 
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, y de la misma manera 
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, con lo que podemos aplicar el criterio 10.4.2 para deducir que los cuatro puntos son cocíclicos.

10.5.4 Teorema. Caracterización de cuatro puntos no alineados cocíclicos.

Dados cuatro puntos 
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a) Si C y D son colaterales respecto de 
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 y 
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 entonces ABCD es un cuadrilátero cíclico.

b) Si C y D están en lados opuestos de 
[image: image332.wmf]AB

 y 
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, entonces ABCD es un cuadrilátero cíclico.
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Nota: Este teorema se utilizará en 20.12 para demostrar una caracterización de los puntos cocíclicos mediante números complejos.

Demostración. Son las dos proposiciones anteriores.

10.5.5 Ejercicio. 

Si un trapecio cíclico no es un rectángulo, sus lados no paralelos tienen la misma longitud.
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Demostración. Sea 
[image: image336.wmf]ABCD

 un cuadrilátero cíclico tal que 
[image: image337.wmf]BC
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Si 
[image: image338.wmf]CD

AB
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 entonces es un paralelogramo, luego por 7.1.2d sus ángulos opuestos son congruentes, y puesto que son suplementarios porque el cuadrilátero es cíclico, serán rectos. Luego es un rectángulo, contradiciendo la hipótesis. Por lo tanto AB y CD no son paralelos. Sea O su punto de corte.
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Puesto que 
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 son suplementarios. Pero por ser un cuadrilátero cíclico, 
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 son suplementarios, luego por 
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Luego el triángulo 
[image: image346.wmf]AOD
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 es isósceles en O, y por tanto 
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Por estar los triángulos 
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 y 
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 en posición de Tales, 
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10.5.7 Teorema. Teorema de Ptolomeo.

En un cuadrilátero cíclico 
[image: image352.wmf]ABCD

, la suma de los productos de sus lados opuestos es igual al producto de sus diagonales.


[image: image353.png]




[image: image354.wmf]BD

AC

DA

BC

CD

AB

×

=

×

+

×


Observaciones. El recíproco de este teorema también es cierto: Todo cuadrilátero que cumple esta igualdad es cíclico.

Este teorema es una generalización del teorema de Pitágoras, que queda como un caso particular cuando el cuadrilátero es un rectángulo.

Este teorema se generaliza en la llamada "Desigualdad de Ptolomeo" (ver 13.2.7).

En el problema 4.42 se demuestra este teorema mediante la inversión, una técnica que se introducirá en el Tema 13.

Ejercicio propuesto: El Problema 1.28 es una lista de ejercicios para practicar el Teorema de Ptolomeo.

Nota histórica. Ptolomeo (Claudius Ptolemaeus) nació en Egipto en el año 90 DC y falleció en el 168. Fue un matemático, astrónomo, músico, químico y geógrafo griego.

El teorema que lleva su nombre lo encontramos en un tratado suyo llamado Almagest. 

Demostración. Sabemos que 
[image: image355.wmf]BDC
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(10.1.2) y 
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 (10.4.2)

Sea K un punto del segmento 
[image: image357.wmf]AC

 tal que 
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.
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Los triángulos 
[image: image360.wmf]ABK
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 y 
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 serán semejantes por el criterio AA (8.3.2):
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Luego 
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Los triángulos 
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 y 
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 son semejantes, por el criterio AA y teniendo en cuenta que 
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Luego 
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Sumando (1)+(2):
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Una demostración alternativa muy interesante es la siguiente.

Partimos del cuadrilátero cíclico 
[image: image370.wmf]ABCD

 en el que marcamos sus lados, diagonales y ángulos de la siguiente manera:
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Consideramos el triángulo 
[image: image372.wmf]ACB

D

 y multiplicamos sus lados por f, obteniendo así un triángulo similar de lados bf, cf y ef.

Consideramos el triángulo 
[image: image373.wmf]ABD

D

 y multiplicamos sus lados por b, obteniendo un triángulo similar de lados db, cb y fb.

Consideramos el triángulo 
[image: image374.wmf]BCD

D

 y multiplicamos sus lados por c, obteniendo así un triángulo similar de lados ac, bc y fc.
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[image: image376.wmf]ACB
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 tiene el lado bf en común con 
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 y tiene el lado cf en común con 
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Y uniéndolos forman un cuadrilátero. En efecto, D, C y B están alineados puesto que 
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ya que los ángulos opuestos de un cuadrilátero cíclico son suplementarios (10.4.2).

Los lados opuestos son congruentes, pues ambos son bc, y son paralelos, pues
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 nuevamente por 10.4.2.

Aquí hemos utilizado que 
[image: image382.wmf]a

d

=

 y 
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 por abarcar los mismos arcos.

Luego 
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 son suplementarios, y por tanto los lados opuestos bc son paralelos. Se trata de un paralelogramo, pues tiene dos lados opuestos iguales y paralelos (7.1.3), luego los otros dos lados opuestos son congruentes, es decir, 
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, tal y como queríamos ver.

Fuente : web “dmat csc”

10.5.8 Corolario.

En un cuadrilátero cíclico 
[image: image387.wmf]ABCD

 en el que la diagonal AC pasa por el centro de la circunferencia circunscrita (es decir 
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), se cumple:
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Demostración. Aplicamos la fórmula 9.3.1a y el teorema de Ptolomeo (10.5.7)
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Problema propuesto: 6.1.
10.5.9 Teorema. La fórmula de Brahmagupta.
Sea un cuadrilátero cíclico convexo 
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. Definimos 
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Demostración. Trazamos la diagonal 
[image: image400.wmf]AC

. Sea 
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Aplicamos el Teorema del Coseno a los triángulos 
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 y 
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Puesto que es un cuadrilátero cíclico, sus ángulos opuestos serán suplementarios: 
[image: image406.wmf]º
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Luego
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Por otro lado
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Luego
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Y por tanto, teniendo en cuenta que 
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donde hemos utilizado que 
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 pues son ángulos suplementarios.

10.5.10 Corolario. Área de cuadriláteros cíclicos con circunferencia inscrita.

Si el cuadrilátero es convexo, cíclico y además contiene una circunferencia inscrita, la fórmula de Brahmagupta se reduce a
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Demostración. Si existe una circunferencia inscrita en el cuadrilátero se tiene que 
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Luego 
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10.5.11 Teorema. Fórmula de Heron.

El área de un triángulo 
[image: image425.wmf]ABC
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 es
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donde s es el semiperímetro: 
[image: image428.wmf]2
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Demostración. Puesto que todo triángulo es circunscribible (se demostrará en 11.6.2), podemos considerar la fórmula de Heron como un caso particular de la fórmula de Brahmagupta cuando C=D, es decir, d=0. 

Nota histórica. Brahmagupta (598 - 670) fue el matemático indio más famoso de su tiempo. Escribió dos importantes tratados en astronomía y matemáticas: Brahmasphutasiddhanta y Khandakhadyaka.
10.5.12 Teorema. La fórmula de Bretschneider.

La fórmula de Bretschneider extiende la fórmula de Brahmagupta a cualquier tipo de cuadrilátero, no necesariamente cíclico:
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donde a, b, c y d son los lados del cuadrilátero, s su semiperímetro y 
[image: image430.wmf]a

 y 
[image: image431.wmf]b

 son dos ángulos opuestos del mismo.

Nota histórica: El matemático alemán Carl Anton Bretschneider descubrió esta fórmula en el año 1842. Esta misma fórmula fue descubierta ese mismo año por otro matemático alemán, Karl Georg Christian von Staudt.

10.5.13 Corolario.

La fórmula de Bretschneider tiene un interesante corolario: Los cuadriláteros cíclicos son aquellos que tienen un área maximal entre todos aquellos cuadriláteros con la misma secuencia de longitudes en los lados, en particular, entre aquellos con el mismo perímetro.

10.5.14 Proposición.

Sea un cuadrilátero ABCD cíclico, y 
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 el punto de intersección de sus diagonales. Entonces se cumple
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Demostración.  
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Y por tanto 
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10.5.15 Teorema. La fórmula de Parameshavara.

Dado un cuadrilátero cíclico de lados consecutivos 
[image: image440.wmf]d
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, el radio R de su circunferencia circunscrita viene dado por la fórmula:
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Nota histórica: Este teorema recibe su nombre en honor del matemático y astrólogo  indio Vatasseri Parameshavara Nambudiri (c.1380-1460)

Problema propuesto: #7.65
10.6 La razón áurea.

A LA DIVINA PROPORCIÓN

A tí, maravillosa disciplina,

media, extrema razón de la hermosura

que claramente acata la clausura

viva en la malla de tu ley divina.

A tí, cárcel feliz de la retina,

áurea sección, celeste cuadratura,

misteriosa fontana de mesura

que el universo armónico origina.

A tí, mar de los sueños angulares,

flor de las cinco flores regulares,

dodecaedro azul, arco sonoro.

Luces por alas un compás ardiente.

Tu canto es una esfera transparente.

A tí, divina proporción de oro.

                                Rafael Alberti
10.6.1 Definición. Razón áurea. (Elementos Definición 6.3)
La definición 3 del Libro Sexto de los Elementos de Euclides afirma lo siguiente:

“Se dice que una recta ha sido cortada en extrema y media razón cuando la recta entera es al segmento mayor como el segmento mayor es al segmento menor”. Es decir, un segmento quedará dividido en razón áurea cuando 
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10.6.2 Definición. El número de oro.

Diremos que dos números 
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, están en razón áurea cuando 
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Definiendo 
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Y multiplicando por 
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 llegamos a la ecuación 
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, que tiene por soluciones
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Tomamos como definición del número de oro a la solución positiva de la ecuación, es decir, el número 


[image: image453.wmf].

87498948..

1.61803398

2

5

1

@

+

=

f


El número áureo aparece con frecuencia en la naturaleza y está ligado con la sucesión de Fibonacci, ya que 
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, donde 
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 es el n-ésimo término de la sucesión.

10.6.3 Teorema.

La diagonal y el lado de un pentágono regular están en la razón áurea.

Demostración. Podemos descomponer un pentágono regular en cinco triángulos isósceles de ángulo central 72º y ángulos laterales de 54º. Trazados dos de sus diagonales, 
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 y 
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Los triángulos 
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 y 
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 son congruentes aplicando el criterio SAS, luego 
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, es decir, todas las diagonales del triángulo son congruentes dos a dos.

Sea F el punto de intersección entre EB y AO y G el punto de corte de las dos diagonales. El cuadrilátero 
[image: image462.wmf]ABOE

 es una cometa, luego sus dos diagonales EB y AO se cortan en ángulo recto (3.13.2). Es decir, 
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Por simetría 
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Sea 
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Aplicamos el Teorema del coseno al triángulo 
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Si no queremos utilizar la igualdad 
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 , (porque su demostración ciertamente es equivalente a nuestro teorema), se puede argumentar alternativamente de la siguiente manera:

El cuadrilátero 
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 es cíclico, puesto que lo es el pentágono del que forma parte, luego aplicamos el Teorema de Ptolomeo (10.5.9) para deducir la igualdad
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Denominando 
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10.6.4 Proposición. Triángulos áuricos.

Los triángulos 36-108-36 y 72-36-72 se denominan triángulos áuricos puesto que sus lados están en razón áurea.
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Demostración. El caso del triángulo 36-108-36 se ha visto en el teorema anterior. Apoyándonos en este resultado demostramos el segundo:
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Sean 
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La última igualdad se basa en la propiedad fundamental del número áureo: 
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10.6.5 Teorema. Elementos 13.9. 

El lado de un hexágono y de un decágono inscritos en el mismo círculo están en la razón áurea.
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Encontramos este teorema en la Proposición 9 del Libro 13 de Los Elementos: “Si se unen el lado de un hexágono y el de un decágono inscritos en el mismo círculo, la recta entera queda cortada en extrema y media razón, y su segmento mayor es el lado del hexágono”.

Demostración. Inscribimos el decágono regular dentro de una circunferencia de centro O y diámetro AB. Sea AC uno de los lados del decágono. Sea D un punto de la circunferencia de forma que CD sea un lado del hexágono. Sabemos (10.3.4) que el lado del hexágono es igual al radio de la circunferencia, luego 
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Prolongamos la semirrecta 
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 hasta un punto E tal que 
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Sea 
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 su suplementario. Puesto que tratamos con un decágono, 
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Por el teorema del ángulo exterior, 
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Los triángulos 
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 y 
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 son semejantes por el criterio AA:
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Luego 
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tal y como queríamos ver.

10.6.6 Teorema. 

Dado un pentágono regular inscrito en un círculo, el cuadrado de su lado es igual a la suma de los cuadrados de los lados de un hexágono y un decágono inscritos en el mismo círculo.
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Demostración. Sea ABCDE un pentágono regular inscrito en una circunferencia de centro O.

Ya hemos visto que este pentágono se desmonta en cinco triángulos isósceles congruentes de ángulos 54º-72º-54º.

Para determinar el decágono regular trazamos la mediatriz del lado AB por su punto medio F, y sea G su punto de corte con la circunferencia. Por las propiedades de los triángulos isósceles, 
[image: image515.wmf]GB
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=

 será el lado del decágono, formado por diez triángulos isósceles de ángulos 72º-36º-72º.

Trazamos ahora la mediatriz de GB por su punto medio I. Sea J su punto de corte con la circunferencia y sea H su punto de corte con el lado AB del pentágono.
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, luego el triángulo 
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 es un triángulo isósceles 54º-72º-54º y por tanto es semejante al triángulo  
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Luego 
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Los triángulos 
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 y 
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 son semejantes, puesto que 
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 y 
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 es un triángulo isósceles con los mismos ángulos en la base.


[image: image525.png]



Luego 
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De (1) y (2):
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(En la última igualdad hemos utilizado 
[image: image530.wmf]AB

HB

AH

GH

AH

HB

GH

=

+

=

+

Þ

=

)

Donde AB es el lado del heptágono, AO es el radio y por tanto el lado del hexágono, y AG es el lado del decágono, tal y como queríamos ver.
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