9 Trigonometría.

9.1 Las razones trigonométricas.

9.1.1 Definición. Razones trigonométricas de ángulos agudos.

Sea un ángulo agudo 
[image: image1.wmf]a

. Sea A un punto arbitrario de uno de sus lados y sea B el pie de la perpendicular al lado opuesto de A.
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El triángulo 
[image: image3.wmf]AOB
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tendrá un ángulo recto y otro igual a 
[image: image4.wmf]a

, luego sus ángulos serán independientes de la elección del punto A. Si tomamos puntos distintos obtendremos triángulos semejantes, luego podemos definir el seno y el coseno de 
[image: image5.wmf]a

 como las razones
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Observamos que podemos tomar el punto A a una unidad de distancia de O, y entonces el seno y el coseno de 
[image: image9.wmf]a

 son simplemente las longitudes de 
[image: image10.wmf]AB

 y 
[image: image11.wmf]OB

.

Se define la cotangente de un ángulo como 
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, siempre que 
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Nota histórica. El matemático, astrónomo y teólogo Bartholomaeus Pitiscus fue el primero en acuñar el término trigonometría en su libro Trigonometria: sive de solutione triangulorum tractatus brevis et perspicuus (1595). Es una obra en cinco volúmenes sobre trigonometría esférica y plana.

En Thesaurus mathematicus (1613), Pitiscus mejoró las tablas trigonométricas y el Magnus Canon doctrinæ triangulorum de Georg Joachim Rheticus.
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Fuente: M. Macho

9.1.2 Definición. Razones trigonométricas de ángulos obtusos.

Las definiciones de seno y coseno valen tal cual para ángulos obtusos, pero en este caso convendremos en que el coseno tiene signo negativo.


[image: image15.png]



9.1.3 Teorema. La propiedad fundamental de la trigonometría.
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Demostración. 
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9.1.4 Teorema. El Teorema del coseno (Elementos 2.13).
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Demostración. Trazamos la perpendicular por AB a C. Sea D su punto de corte con AB.
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Aplicando Pitágoras al triángulo rectángulo ADC tenemos: 
[image: image21.wmf])
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Y de la misma forma aplicando Pitágoras al triángulo BDC: 
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Por lo tanto:  
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Por definición de coseno: 
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Y substituyendo en la igualdad anterior llegamos a: 
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Podemos realizar una demostración similar en el caso que el triángulo ABC sea obtuso.

9.1.5 Teorema. Teorema del seno ("versión ampliada").

Sea 
[image: image26.wmf]ABC

D

 un triángulo, O el centro de su circunferencia circunscrita y R el radio de esta circunferencia. 
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Demostración. Se demostrará en 11.6.4.
Problema propuesto: 6.52.

9.1.6 Corolario. Teorema de Stewart.

Dada una ceviana 
[image: image29.wmf]AD

 de un triángulo 
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D

, se cumple

[image: image31.png]
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Demostración. Aplicando el Teorema del Coseno (9.1.4) al triángulo 
[image: image33.wmf]ABD
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Aplicando este mismo teorema al triángulo 
[image: image35.wmf]ACD
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Puesto que son ángulos suplementarios, 
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Nota biográfica. Este teorema fue publicado por Matthew Stewart en 1745.
Nota: El llamado "Teorema de Apolonio" es un caso particular del Teorema de Stewart cuando la ceviana es una mediana (Ver 11.5.5)

9.1.7 Teorema. Versión trigonométrica del Teorema de Ceva.

Dado un triángulo 
[image: image39.wmf]ABC

D

 y tres cevianas 
[image: image40.wmf]AD

, 
[image: image41.wmf]BE

 y 
[image: image42.wmf]CF

, son equivalentes:
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a) 
[image: image44.wmf]AD

, 
[image: image45.wmf]BE

 y 
[image: image46.wmf]CF

 son concurrentes, es decir, pasan por un mismo punto P.

b) 
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c) 
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Observación: En 11.2.1 se demuestra 
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Demostración.
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Aplicando el Teorema del Seno al triángulo 
[image: image51.wmf]ABP
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Aplicando el Teorema del Seno al triángulo 
[image: image53.wmf]APC
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Aplicando el Teorema del Seno al triángulo 
[image: image55.wmf]BPC
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Multiplicando estas tres igualdades obtenemos la igualdad deseada:
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Aplicando el Teorema del Seno al triángulo 
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Aplicando el Teorema del Seno al triángulo 
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Puesto que 
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, y multiplicando ambas expresiones llegamos a 
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Y de la misma manera llegamos a:
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Multiplicando las tres expresiones llegamos a 
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La parte de la izquierda, una vez simplificados los elementos repetidos, es la expresión del apartado c). La parte de la derecha es, por hipótesis, igual a 1.
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Sea P el punto de corte de las cevianas 
[image: image70.wmf]AD

 y BE, y sea 
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 el punto de corte de la recta 
[image: image72.wmf]CP

 con el lado 
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. Tenemos que demostrar que 
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Por hipótesis se cumple
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Y, puesto que tenemos demostrado 
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, se cumplirá también
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Luego 
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Esto sólo puede pasar cuando 
[image: image79.wmf]'
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.
Problema propuesto: 5.12.
9.1.8 Teorema. Ley del paralelogramo.

Dado un paralelogramo 
[image: image80.wmf]ABCD

 se cumple:

[image: image81.png]
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Demostración. Es un corolario del Teorema del coseno (9.1.4), 

en el triángulo 
[image: image83.wmf]ADC
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en el triángulo 
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Solo hay que sumar las dos igualdades anteriores, teniendo en cuenta que en un paralelogramo los lados opuestos son congruentes, y que 
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 y 
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 son ángulos suplementarios, y por tanto 
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Problema propuesto: 7.48.

9.2 Área mediante trigonometría.
9.2.1 Teorema. Área del triángulo mediante trigonometría.

Sea un triángulo 
[image: image90.wmf]ABC

D

. Entonces
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Demostración. Trazamos una perpendicular 
[image: image93.wmf]CD

 por el vértice C del triángulo. 
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Luego 
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 será un triángulo rectángulo y por tanto 
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Observación. Aunque hemos demostrado este teorema para el caso en que el triángulo es agudo, un razonamiento similar sirve para los casos de triángulos rectángulos y obtusos.

Problema propuesto: 6.2.

9.2.2 Proposición. Área de un triángulo mediante una ceviana.

Dado un triángulo 
[image: image98.wmf]ABC

D

 y un punto D en 
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Demostración.
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Observación. Esta igualdad se puede extender para puntos D fuera del segmento 
[image: image103.wmf]AD

. Ver solución alternativa del Problema DE/12.14

9.2.3 Corolario. 

Dado un triángulo 
[image: image104.wmf]ABC
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 y tres cevianas AD, BE y CF, concurrentes en un punto P en su interior, entonces
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a)  
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Demostración. a) 
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b) 
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9.2.4 Corolario. Área de un cuadrilátero.

El área de un cuadrilátero es igual a 1/2 del producto de las diagonales por el seno del ángulo que comprenden.
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Demostración. Sea P el punto de corte de las dos diagonales. Sea 
[image: image115.wmf]DPA
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De la misma forma: 
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Y por tanto
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9.2.5 Proposición. Área de un paralelogramo en función de sus lados.
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Demostración. Trazamos la diagonal 
[image: image121.wmf]BD

 que descompone el paralelogramo en dos triángulos congruentes, y por tanto con la misma área:

[image: image122.wmf][

]

[

]

a

a

sin

2

sin

2

2

×

×

=

×

×

=

D

=

AD

AB

AD

AB

ABD

ABCD


Problema propuesto: 6.25.

9.2.6 Proposición. Área de un trapecio en función de sus bases y sus ángulos. 
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Demostración. Trazamos la paralela a AD por C que cortará a AB en un punto E. 
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Por otro lado, aplicando la fórmula del seno, 
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9.2.7 Proposición. Caracterización de los trapecios isósceles en un plano euclídeo.

Dado un trapecio ABCD en un plano euclídeo, con 
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, son equivalentes:

a) Los ángulos en los extremos de una base son congruentes.

b) Los lados laterales son congruentes.

c) Sus diagonales son congruentes.
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Demostración. 
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, llegando al absurdo. Sea E su punto de corte con BC.
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El cuadrilátero 
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Si se cumple la condición (b), 
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 Basta aplicar el criterio SAS de congruencia a los triángulos 
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9.2.8 Proposición. “Ratio Lemma”.

Dado un triángulo 
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a) 
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Este resultado es muy útil para solucionar muchos problemas con cevianas, y en particular para caracterizar la bisectriz (11.4.2) y la mediana de un triángulo (11.5.1).

Demostración. Basta aplicar 8.2.6 y 9.2.1:
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Y por tanto:


[image: image172.wmf]AB

DC

BC

AD

×

×

=

b

a

sin

sin


Problema propuesto: Problema 8.3.

9.3 Identidades trigonométricas.

9.3.1 Teorema. Las identidades trigonométricas.
Suponemos la existencia de dos funciones reales, a las que llamaremos seno y coseno, y representaremos por sin y cos, que satisfacen las siguientes tres propiedades:

(a) Dominio de definición: Las funciones sin i cos estan definidas en toda la recta real.

(b) Valores especiales: 
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(c) Coseno de la diferencia: 
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Entonces estas dos funciones cumplirán las siguientes propiedades: 

(d) La identidad pitagórica: 
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(e) Nuevos valores especiales: 
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(f) El coseno es una función par: 
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(h) El seno es una función impar: 
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(j) Periodicidad: 
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(k) Fórmulas de la suma y diferencia de ángulos:
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(l) Identidades "Suma-A-Producto":
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(m) Fórmulas para el ángulo doble:
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(n) Fórmulas para el ángulo mitad:
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(o) Identidades "Producto-A-Suma":
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(p) Fórmulas para el ángulo triple:



[image: image195.wmf]ï

î

ï

í

ì

+

-

=

-

=

x

x

x

x

x

x

3

3

cos

4

cos

3

3

cos

sin

4

sin

3

3

sin


(q) Fórmulas para el ángulo cuádruple:
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(r) Tangente de la semisuma y la semidiferencia:
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(s) Las "fórmulas T":


Si 
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Demostración. 

Se encuentran en TR/5.1
9.3.2  Ejercicio.

En todo triángulo 
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b) 
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Demostración.
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Luego
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Problemas propuestos: 6.24, 6.26.
9.3.3 Tabla. Razones trigonométricas de los ángulos más importantes.
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Fuente: Handbook of Mathematical Functions With Formulas, Graphs, and Mathematical Tables (Abramowitz, Stegun, 1972)
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