8 Semejanza.

8.1 Proyección paralela.

8.1.1 Definición. Proyección paralela.

Sean dos rectas r y s, y sea t una recta transversal común. Sean 
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Para cualquier punto 
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, existirá una única recta u paralela a t por P, y sea 
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. Tenemos así definida una función
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a la que denominaremos proyección paralela de r en s a lo largo de t.
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8.1.2 Teorema. 

La proyección paralela es una biyección.

Demostración. Supongamos que  
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 son ambas paralelas a t, y ambas pasan por el mismo punto, luego por PUP han de ser la misma. Puesto que P y Q son puntos de corte de esta recta con r, se deduce que 
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Supongamos que 
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. Trazamos la recta u, paralela a t por P’. Sea P su punto de corte con r. Por unicidad de la recta paralela por un punto, u será también la única recta paralela a t por P, y por tanto, por unicidad de su punto de corte con s, 
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8.1.3 Teorema. La proyección paralela mantiene la congruencia de segmentos.
Sean dos rectas r y s que cortan a cuatro rectas a, b, c y d, las cuatro paralelas entre sí, en los puntos A, A’, B, B’, C, C’, D y D’ tal y como se indica en el siguiente diagrama:
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Entonces 
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Este teorema también se suele llamar “Pequeño Teorema de Tales”.

Demostración. Supongamos que r y s no son paralelas. Por el punto A trazamos una recta paralela a s. Sea E su punto de corte con b. De la misma forma trazamos por C una recta paralela a s. Sea F su punto de corte con d.
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Los cuadriláteros 
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 son paralelogramos, luego sus lados opuestos son congruentes (7.1.2c), es decir, 
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Nota. El caso en que r y s sean paralelas debe demostrarse de forma independiente, aunque la demostración anterior ya indica el razonamiento a seguir.

8.1.4 Teorema. La proyección paralela mantiene el orden.

Sean dos rectas r y s, y sea t una recta transversal común. Sea 
[image: image28.wmf]f

 la proyección paralela de r en s a lo largo de t.

Entonces 
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Demostración. Supongamos lo contrario, por ejemplo que 
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Luego por 2.1.5, llegamos a 
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8.1.5 Lema.

Dado un triángulo 
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 y puntos D en 
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Demostración. Sea F la proyección paralela de D en 
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, y sea G la proyección paralela de E en 
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Sabemos que existirá un n tal que 
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. Estos puntos, por proyección paralela en 
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 se transformarán en los puntos 
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Luego existirá un k tal que 
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 (aquí se necesita el Axioma de Arquímedes). 
Entonces 
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Pero también se cumple 
[image: image62.wmf]n

k

AP

n

AP

k

AP

AP

AB

AP

n

k

k

=

=

=

1

1

 y 
[image: image63.wmf]n

k

AQ

AQ

AC

AQ

n

k

k

=

=

 luego 


[image: image64.wmf]AC

AE

AC

AQ

n

k

AB

AP

AB

AD

k

k

<

=

=

<

 y por tanto 
[image: image65.wmf]AC

AE

AB

AD

<


8.1.6 Corolario. Recíproco del Teorema del Lado Deslizante.
Dado un triángulo 
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Entonces 
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Demostración. Es el contrapositivo del lema anterior: 
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8.1.7 Proposición. El Teorema del Lado Deslizante.

Dado un triángulo 
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 y puntos 
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Demostración.

Sea E' el punto de 
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8.1.8 Corolario. La proyección paralela mantiene las razones de los segmentos.

Sean dos rectas r y s, y sea t una recta transversal común. Sea 
[image: image92.wmf]f

 la proyección paralela de r en s a lo largo de t. Sean A, B, C y D en r tales que 
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Demostración. Es una aplicación directa de 8.1.7.
8.2 Proporcionalidad mediante área.
En este apartado supondremos el concepto de área y sus propiedades para demostrar uno de los teoremas más importantes de la semejanza de figuras: Dos triángulos con la misma altura tienen áreas proporcionales a sus respectivas bases (Elementos 6.1), y basándonos en este resultado demostraremos el "Teorema BPT" o "Teorema de Tales” (Elementos 6.2).
8.2.1 Proposición. Área de paralelogramos y de triángulos.

Todo paralelogramo se puede descomponer en dos triángulos congruentes al trazar una de sus diagonales.
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Demostración. En 7.1.2b vimos que ambos triángulos son concurrentes, luego tienen áreas iguales, y por tanto 
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Es decir, el área de un paralelogramo es el doble del área del triángulo que queda determinado por dos de sus lados y la diagonal.

Recíprocamente, dado un triángulo cualquiera 
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, podemos “ampliarlo” trazando las paralelas a 
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 por C y a 
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 por A y determinando su punto D de intersección, obteniendo así un paralelogramo 
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 cuya diagonal determinará este mismo triángulo y otro congruente con el mismo.

8.2.2 Proposición. (Elementos 1.35)

Dos paralelogramos que tengan la misma base y estén entre dos rectas paralelas tendrán áreas iguales.
Demostración. Sean 
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 y 
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 dos paralelogramos compartiendo una base 
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Por ser 
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 un paralelogramo tenemos que 
[image: image110.wmf]BC

AD

@

 (7.1.2c)

Por ser 
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 un paralelogramo tenemos que 
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Luego por transitividad de la congruencia de segmentos tendremos 
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Por ser 
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 un paralelogramo tenemos que 
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Por ser 
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 y 
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 rectas paralelas tenemos que 
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Por lo tanto 
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Sea G el punto de corte de los segmento 
[image: image122.wmf]BE

 y 
[image: image123.wmf]CD

.

Los trapecios resultantes al quitar el triángulo común 
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Y si añadimos ahora a cada figura el triángulo 
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 obtendremos figuras con el mismo área:
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Tal y como queríamos ver.

8.2.3 Proposición. (Elementos 1.36)

Dos paralelogramos entre rectas paralelas y con bases congruentes tienen el mismo área.
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Demostración. Sean 
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 y 
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Por ser 
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Trazamos los segmentos 
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Ahora podemos aplicar la proposición anterior para deducir que 
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Pero con el mismo razonamiento tenemos que 
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8.2.4 Proposición. (Elementos 1.37)

Dos triángulos con la misma base y que están entre dos rectas paralelas tienen el mismo área.
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Demostración. Sean 
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Trazamos la paralela a 
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 por A y la paralela a 
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[image: image155.wmf]EABC

.

Trazamos la paralela a 
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 por B y la paralela a 
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Los puntos E, C, D y F están claramente alineados en la recta 
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8.2.5 Proposición. (Elementos 1.38 y 1.39)

Dos triángulos con la misma base, están entre dos rectas paralelas si y solo si tienen el mismo área.

Demostración. Sean 
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Sea G el punto de corte de la paralela a 
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 por B y la paralela a 
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Sea H el punto de corte de la paralela a 
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Podemos ahora aplicar la Proposición 8.2.2 para deducir que 
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8.2.6 Teorema. (Elementos 6.1)

Sea 
[image: image174.wmf]ABC
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 un triángulo y D un punto tal que B*D*C. Entonces
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Nota: En 11.1.6 veremos que esta relación se puede ampliar para puntos D que no  necesariamente estén dentro del segmento 
[image: image177.wmf]BC

 mediante razones con signo y áreas con signo de triángulos orientados.

Demostración. Los triángulos 
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Demostración en Los Elementos 6.1:

Triángulos y paralelogramos con la misma altura tienen áreas proporcionales a sus respectivas bases.
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La demostración que encontramos en los Elementos de Euclides se basa en la teoría de magnitudes desarrollada en el Libro 5.

Sean los triángulos 
[image: image182.wmf]ABC

D

 y 
[image: image183.wmf]BDC

D

 con A, B y D alineados en una misma recta r.

Queremos ver 
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Por la definición de magnitudes proporcionales de la Definición 5 del Libro 5, tenemos que demostrar que para cualquier 
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En la demostración se utilizan los casos 
[image: image189.wmf]3
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 como representativos del caso general. 

Tomamos puntos E y F de la recta r tales que 
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y tomamos puntos G y H de la recta r tales que 
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Así pues, hemos obtenido los segmentos 
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Aplicando Elementos 1.38 (8.2.5) tenemos
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Y por tanto 
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Y de la misma forma:
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Y claramente, si 
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Por otro lado, está también claro que 
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Y que 
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Es decir, se cumplen las tres condiciones de la definición de magnitudes proporcionales:
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Una vez hemos demostrado la proporcionalidad para triángulos, la proporcionalidad para paralelogramos se deduce fácilmente teniendo en cuenta que un paralelogramo es el doble que un triángulo:

Ampliamos el triángulo 
[image: image206.wmf]ABC

D

 al paralelogramo 
[image: image207.wmf]ABCI

, y ampliamos el triángulo 
[image: image208.wmf]BDC
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 al paralelogramo 
[image: image209.wmf]BDJC
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Claramente se cumple 
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Aplicando Elementos 5.4:  
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Luego 
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Y aplicando Elementos 5.11:
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Observación. En la demostración que encontramos en los Elementos el segmento BC es altura del triángulo, es decir, perpendicular a la recta AB, pero esta suposición no es necesaria para el desarrollo de la demostración.

8.2.7 Corolario.
Sea 
[image: image216.wmf]ABCD

 y 
[image: image217.wmf]EFGH

 son dos paralelogramos tales que A, B, E y F son colineales y C, D, H y G son colineales, entonces 
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Demostración. Ambos paralelogramos comparten una misma altura h, y por tanto 
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8.2.8 Teorema. Teorema BPT o "Teorema de Tales".

Sea 
[image: image221.wmf]ABC

D

 un triángulo y r una recta que corta 
[image: image222.wmf]AB

 en D y 
[image: image223.wmf]AC

 en E.
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Entonces: 
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Nota 1. Este Teorema es uno de los más importantes de Los Elementos, pues en él se sostiene todo el desarrollo de la semejanza de figuras que estudiaremos en el próximo capítulo.

Nota 2. Se suelen llamar "Teorema de Tales" tanto a 8.2.8 como a 10.1.4. Para evitar esta confusión, en este libro llamaremos "Teorema de Tales" exclusivamente a 10.1.4, mientras que para referirnos a 8.2.8 utilizaremos la denominación inglesa "Basic Proportionality Theorem", o simplemente "Teorema BPT".
Demostración.
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 Supongamos que  
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Aplicando Elementos 6.1 (8.2.6) al triángulo 
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:  
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Aplicando el mismo Teorema al triángulo 
[image: image230.wmf]ADC
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Sabemos que 
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 por Elementos 1.37 (8.2.4), luego
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y finalmente:
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Tal y como queríamos ver.
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 Basta tener en cuenta que los argumentos anteriores son reversibles.

Tenemos que 
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Y por Elementos 1.39 (8.2.2) deducimos finalmente que 
[image: image239.wmf]BD
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8.2.9 Proposición. Teorema de la bisectriz. (Elementos 6.3)

La bisectriz por el vértice de un triángulo se caracteriza por cortar el lado opuesto en dos segmentos proporcionales a los lados contiguos.
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Demostración. Sea un triángulo 
[image: image242.wmf]ABC
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y sea D en 
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 tal que 
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. Trazamos la recta paralela a CD por B y sea E su punto de corte con AC.
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 EMBED Equation.3  [image: image247.wmf]ACD
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 por el Teorema de los Ángulos Internos Alternos, y por hipótesis 
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, y por tanto 
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Puesto que 
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CD

//

, podemos aplicar Elementos 6.2 (8.2.8) para deducir que 
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, y puesto que 
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, llegamos al resultado que queríamos obtener.
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Trazo nuevamente la recta paralela a CD por B y sea E su punto de corte con la recta AC. Nuevamente Elementos 6.2 nos garantiza que 
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, de lo que deducimos que 
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Luego 
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 es isósceles y por tanto 
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Por paralelismo tenemos 
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, luego por transitividad de la congruencia de ángulos llegamos a 
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 tal y como queríamos ver.

8.2.10 Definición. Triángulos en posición de Tales. 
Diremos que dos triángulos 
[image: image264.wmf]ABC
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 y 
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 están en posición de Tales cuando, nombrando los vértices adecuadamente, 
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 , B’ está en el segmento 
[image: image267.wmf]AB

 y el lado 
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 es paralelo a 
[image: image269.wmf]BC

.
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Observación. El punto C’ estará en el segmento 
[image: image271.wmf]AC

, pues 
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 no puede cortar a 
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 y aplicamos el Teorema de Pasch (2.2.5) al triángulo 
[image: image274.wmf]ABC
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.

8.2.11 Teorema.
Si dos triángulos están en posición de Tales, sus segmentos correspondientes son proporcionales: 
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Nota. En 8.3.6 se demostrará que el recíproco también es cierto.

Demostración. Es una aplicación directa de Elementos 6.2 (8.2.8)
8.2.12 Teorema.

En geometría euclídea se cumple el postulado de la división de segmentos (4.5.1).

Demostración. Sea 
[image: image277.wmf]AB

 un segmento y n un número entero positivo 
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Sea 
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 un punto que no pertenece a la recta 
[image: image280.wmf]AB

(1.3.14). Sobre la semirrecta 
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 podemos definir los puntos 
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. Trazamos ahora la recta 
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 y son paralelas a 
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 dividirán el segmento en n partes iguales.

8.2.13 Proposición. Determinación del cuarto proporcional. (Elementos 6.12)

De la Proposición 6.2 podemos deducir un método muy simple para encontrar el cuarto proporcional a tres segmentos dados.

Sean tres segmentos 
[image: image290.wmf]AB

, 
[image: image291.wmf]CD

 y 
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, y queremos determinar un cuarto segmento 
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 tal que 
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, y sobre la semirrecta 
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 marcamos 
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 y su paralela por 
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, que cortará 
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 en un punto P. El segmento 
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Efectivamente, aplicando la Proposición 6.2 tenemos 
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8.3 Triángulos semejantes.

8.3.1 Definición. Triángulos semejantes.

Diremos que los triángulos 
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 y 
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son semejantes cuando sean equiangulares, es decir, cuando podamos definir una biyección entre sus vértices 
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de forma que 
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Por lo tanto la congruencia de triángulos es un caso particular de semejanza. Utilizaremos el símbolo 
[image: image315.wmf]»

 para representar la semejanza entre dos triángulos: 
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8.3.2 Teorema. Criterio AA de semejanza de triángulos.

Si dos triángulos 
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, entonces son semejantes.

Demostración. 
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8.3.3 Teorema. Construcción de triángulos semejantes.

Si 
[image: image324.wmf]ABC
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 es un triángulo, 
[image: image325.wmf]DE

 un segmento y H es uno de los semiplanos fronterizos con 
[image: image326.wmf]DE

, entonces existirá un único punto 
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Demostración. Dada la semirrecta 
[image: image329.wmf]DE

, existirá una única semirrecta 
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 tal que 
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De la misma forma, existirá una única semirrecta 
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 tal que 
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, por lo que, aplicando PQE (6.3.2),  las rectas 
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 y 
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 se cortarán en un punto 
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Ahora, aplicando el criterio AA de semejanza (8.3.2), 
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8.3.4 Teorema. Criterio SAS de semejanza de triángulos.

Si 
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Demostración. Si 
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Supongamos que 
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 por el criterio SAS, luego 
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Y podemos aplicar 8.1.6 para deducir que 
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, es decir, los triángulos son semejantes aplicando el criterio AA (8.3.2).

8.3.5 Proposición.

En un triángulo 
[image: image362.wmf]ABC
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En particular, 
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 será una altura si y solo si 
[image: image373.wmf]'

BB

 es una altura.

Demostración. Si 
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Puesto que 
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, es decir, que los triángulos 
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 tienen dos lados proporcionales y comparten el mismo ángulo correspondiente, luego son semejantes por el criterio SAS de semejanza: 
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luego 
[image: image383.wmf]C

AC

B

AB

'

'

Ð

=

Ð

y por suplementarios, 
[image: image384.wmf]B

CC

B

CB

'

'

Ð

=

Ð

.

8.3.6 Teorema. Criterio SSS de semejanza de triángulos.
Dos triángulos 
[image: image385.wmf]ABC
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 y 
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 son semejantes si y solo si sus lados correspondientes son proporcionales: 
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Demostración. Supongamos que tienen los lados proporcionales. Si 
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 y los triángulos son congruentes por el criterio SSS de congruencia de triángulos, luego son semejantes. 
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que 
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Se cumplirá también 
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 tal que 
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Entonces 
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, luego aplicando el criterio SAS de semejanza tendremos que 
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Por otro lado, 
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, y por tanto los triángulos 
[image: image403.wmf]ABC
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 y 
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 son congruentes por el criterio SSS de congruencia de triángulos.

Finalmente 
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Recíprocamente, si los triángulos son semejantes, sus lados serán proporcionales por el Teorema del Lado Deslizante (8.1.7=8.2.8).
8.3.7 Observación.

La semejanza de triángulos es una de las técnicas fundamentales en la resolución de problemas de geometría. Podemos decir que son raros los problemas de geometría en los que no se utilizan, de una manera u otra, las caracterizaciones AA, SAS y SSS introducidas en este tema. Por ejemplo, el problema #8.6 sería un bonito ejemplo de problema cuya resolución se basa en la semejanza de triángulos.

8.3.8 Observación. Àreas de triángulos semejantes.

Las áreas de dos triangulos semejantes son proporcionales al cuadrado de la razón de semejanza. Ejemplos propuestos:  Problemas 8.7 y 8.8.

8.4 El Teorema de Pitágoras.

8.4.1 Teorema. El Teorema del cateto y el Teorema de la altura.

Sea 
[image: image406.wmf]ABC

D

 un triángulo rectángulo en C y trazamos su altura CD correspondiente al vértice C. Internamente quedan determinados dos triángulos también rectángulos 
[image: image407.wmf]ACD
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 y 
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. Sean 
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a) 
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(“Primer Teorema del cateto”)

b) 
[image: image417.wmf]c
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(“Segundo Teorema del cateto”)

c) 
[image: image418.wmf]n
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(“Teorema de la altura”)

d) Recíprocamente, si se cumple 
[image: image419.wmf]c
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, entonces el triángulo 
[image: image420.wmf]ABC

D

 es rectángulo en C.

Demostración.

a) El triángulo 
[image: image421.wmf]ACD

D

 es semejante al triángulo 
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 porque ambos son triángulos rectángulos y comparten el mismo ángulo en A. Por lo tanto:
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b) Es el mismo razonamiento: El triángulo 
[image: image424.wmf]BCD

D

 es semejante al triángulo 
[image: image425.wmf]ABC

D

 porque ambos son triángulos semejantes compartiendo el mismo ángulo en B. Por lo tanto:
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c) Por ser los dos triángulos 
[image: image427.wmf]ACD

D

 y 
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D

 semejantes entre ellos (ambos son semejantes a 
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), tenemos que
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d) El razonamiento del apartado a) es perfectamente reversible: Si se cumple 
[image: image431.wmf]c
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, es decir, 
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, entonces los triángulos 
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 y 
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 son semejantes por el criterio SAS (8.3.4), y por tanto 
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 que es recto.

8.4.2 Teorema. El teorema de Pitágoras. (Elementos 1.47)

En todo triángulo 
[image: image436.wmf]ABC

D

 rectángulo en C se cumple:
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Demostración. Es una consecuencia directa de los resultados anteriores (8.4.1): 
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Demostración de Elementos 1.47: Sea 
[image: image440.wmf]ABC

D

 un triángulo rectángulo en A.

Construimos los cuadrados 
[image: image441.wmf]BCDE

, 
[image: image442.wmf]ABFG

 y 
[image: image443.wmf]ACHI

sobre cada uno de los tres lados.
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Los puntos G, A y C están alineados pues forman ángulos suplementarios (3.5.8).

De la misma forma deducimos que los puntos B, A y I están alineados.

Puesto que 
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 (ambos son rectos), tenemos que 
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pero también 
[image: image447.wmf]BE
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  y 
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 pues son cuadrados, luego por el criterio SAS de congruencia de triángulos deducimos que 
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Trazamos la recta paralela a 
[image: image450.wmf]BE

 por A, que cortará a 
[image: image451.wmf]BC

 en el punto J y a 
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 en el punto K.

El área del rectángulo 
[image: image453.wmf]BEKJ

 es el doble de la del triángulo 
[image: image454.wmf]ABE
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, pues ambos tienen la misma base 
[image: image455.wmf]BE

 y están delimitados por las mismas rectas paralelas 
[image: image456.wmf]AK
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De la misma forma, el área del cuadrado 
[image: image457.wmf]FBAG

 es el doble de la del triángulo 
[image: image458.wmf]FBC

D

, pues ambos tienen la misma base 
[image: image459.wmf]FB

 y están delimitados por las mismas rectas paralelas 
[image: image460.wmf]CG
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Y puesto que acabamos de ver que ambos triángulos son congruentes, tendrán la misma área, por lo que el rectángulo 
[image: image461.wmf]BEKJ

 tendrá el mismo área que el cuadrado 
[image: image462.wmf]FBAG

.

(En este punto, Euclides utiliza la noción común “si dos cosas son iguales sus dobles también serán iguales” sin haberla declarado previamente)

De la misma se demuestra que el área del rectángulo 
[image: image463.wmf]JCDK

es igual al área del cuadrado 
[image: image464.wmf]ACHI

.

Puesto que el cuadrado 
[image: image465.wmf]BCDE

 es unión disjunta de  los rectángulos 
[image: image466.wmf]BEKJ

 y 
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, su área será la suma de ambos, es decir, de los cuadrados 
[image: image468.wmf]FBAG

 y 
[image: image469.wmf]ACHI

, tal y como queríamos ver.

Problemas propuestos: PB/4, PB/7.

8.4.3 Teorema. El recíproco del teorema de Pitágoras. (Elementos 1.48)

Todo triángulo 
[image: image470.wmf]ABC
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 que cumpla 
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 es rectángulo en el vértice C.

Demostración. Sea un triángulo 
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, y 
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Sabemos que se cumple 
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Construimos un triángulo 
[image: image477.wmf]'
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 rectángulo con los catetos a y b.

En este triángulo podemos aplicar el teorema de Pitágoras:
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Y por tanto podemos aplicar el criterio SSS de semejanza de triángulos: 
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, y por tanto 
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será recto.

Demostración de Elementos 1.48:

Por comodidad denotaremos por 
[image: image481.wmf]AB
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el cuadrado construido sobre el segmento 
[image: image482.wmf]AB

, y denotemos por 
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 su área.

Sea 
[image: image484.wmf]ABC

D

 un triángulo en el cual se cumple 
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. Queremos ver que 
[image: image486.wmf]BAC
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 es un ángulo recto.

Trazamos la perpendicular al lado 
[image: image487.wmf]AC

 y sea D un punto de dicha perpendicular tal que 
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Puesto que 
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Puesto que el triángulo 
[image: image492.wmf]ADC
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es recto en A, podemos aplicar en este triángulo el Teorema de Pitágoras para deducir que 
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Luego 
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 y por tanto 
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 (aquí Euclides aplica la propiedad de que si dos cuadrados tienen la misma área entonces tienen el mismo lado sin haberla demostrado antes)

Así pues, 
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 y 
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, luego podemos aplicar el criterio SSS de congruencia de triángulos para deducir que 
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, y por tanto 
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 que es un ángulo recto.

Nota histórica. Aunque en Occidente asociamos este teorema a la figura de Pitágoras de Samos (580-500AC aprox.), uno de los grandes matemáticos de la antigua Grecia,  podemos encontrar este resultado en documentos chinos mucho más antiguos, por ejemplo en el principio del Zhou-Bi Suan-Jing, alrededor del 1100AC.

8.4.4 Lema.

Para cualquier par de puntos X, Y  de una recta 
[image: image502.wmf]AB

 se cumple
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Demostración. 
[image: image504.wmf]Þ

 Es trivial. 
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 Introducimos coordenadas en la recta. Sean 
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8.4.5 Teorema. Caracterización métrica de los puntos de una perpendicular.

Sea E un punto de una recta 
[image: image509.wmf]AB

, y sea r la recta perpendicular a 
[image: image510.wmf]AB

 que pasa por E.
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Demostración.
[image: image513.wmf]Þ

Es una aplicación directa del Teorema de Pitágoras.
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Sea s la recta perpendicular a 
[image: image515.wmf]AB

 que pasa por P, y sea F su punto de corte con 
[image: image516.wmf]AB

.

Aplicando la primera parte de esta misma demostración tenemos que 
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, y por tanto, aplicando el lema anterior, 
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Finalmente, por unicidad de las rectas perpendiculares, 
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8.4.6 Teorema. Caracterización métrica de dos segmentos perpendiculares.

Dados cuatro puntos 
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Demostración. Este teorema se demostrará en 20.7.6 dentro del contexto de un plano complejo. Es el apartado a del problema 4.26.

8.5 Algunos triángulos notables.
8.5.1 Teorema. Primera caracterización del triángulo 30-60-90.
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Un triángulo 
[image: image526.wmf]ABC
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 tiene ángulos 30º-60º-90º si y sólo si es un triángulo rectángulo cuya hipotenusa mide el doble que el cateto más corto.

Demostración. Sea un triángulo 
[image: image527.wmf]ABC
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 tal que 
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Prolongamos el lado AB hasta un punto D tal que 
[image: image531.wmf].
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Los triángulos 
[image: image533.wmf]DAC
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 y 
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 son congruentes por el criterio SAS.

Por lo tanto 
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Así pues, 
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, es decir, el triángulo 
[image: image538.wmf]DCB
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es equiangular, luego equilátero por 3.8.6, por lo que BC=DB y 
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, y finalmente 
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, como queríamos ver.

Recíprocamente, supongamos que tenemos un triángulo rectángulo 
[image: image542.wmf]ABC
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, con 
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. Como hemos hecho anteriormente, prologamos el lado AB hasta un punto D tal que 
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. Los triángulos 
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 y 
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 son congruentes por el criterio SAS. Luego 
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, el triángulo 
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 será equilátero, y por tanto equiangular por 3.8.6, por lo que 
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8.5.2 Teorema. Segunda caracterización del triángulo 30-60-90.
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Un triángulo 
[image: image554.wmf]ABC

D

 tiene ángulos 30º-60º-90º si y sólo si sus lados mantienen una proporción 
[image: image555.wmf]2
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Demostración. Acabamos de demostrar que en todo triángulo 30-60-90 la hipotenusa 
[image: image556.wmf]BC

 es el doble que el cateto más corto 
[image: image557.wmf]AB

, y 
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 se deduce por Pitágoras.

Veamos ahora el recíproco: En primer lugar, se trata de un triángulo rectángulo, pues 
[image: image559.wmf](
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 y aplicamos el recíproco del teorema de Pitágoras (8.4.3). Y puesto que se trata de un triángulo rectángulo cuya hipotenusa mide el doble que el cateto más corto, basta aplicar la caracterización anterior.

8.5.3 Teorema. El teorema del triángulo 45-45-90.

Un triángulo 
[image: image560.wmf]ABC

D

 tiene ángulos 45º-45º-90º si y sólo si es un triángulo rectángulo isósceles.

Demostración. 
[image: image561.wmf]Þ

 Por definición. 
[image: image562.wmf]Ü

 Si es isósceles tendrá dos ángulos iguales y por ser un triángulo rectángulo el tercero será de 90º. Luego 
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8.6 El Problema de Herón.

8.6.1 Proposición. El Problema de Herón.

Dos puntos A y B se encuentran al mismo lado de una recta r. Queremos encontrar un punto M en r para el cual la suma de distancias de A a M y de M a B sea mínima.


[image: image564.png]



Solución. Sea B’ el punto simétrico de B respecto de r. 

Sea M’ el punto de intersección entre AB’ y la recta r.

Tenemos 
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, y por la desigualdad triangular (3.7.10) aplicada al triángulo 
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, cumpliéndose la igualdad sólo en el caso M=M’.
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Añadimos un par de puntos E y D de la recta para denotar cómodamente los ángulos. 

El punto 
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 está caracterizado por cumplir 
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, para cualquier punto M’ de r, llegamos a la caracterización de M’ como el punto de r para el cual 
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, es decir, el ángulo “de entrada” (ángulo de incidencia) es igual al ángulo “de salida” (ángulo de reflexión).
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8.7 Área de figuras semejantes.
8.7.1 Proposición. (Elementos 6.19)
Los triángulo semejantes guardan entre sí el cuadrado de la razón de sus lados correspondientes.

Esta proposición, en lenguaje moderno, se podría escribir de la siguiente manera:
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8.7.2 Corolario. (Elementos 6.20)

Los polígonos semejantes se dividen en triángulos semejantes e iguales en número y homólogos a los (polígonos) enteros, y un polígono guarda con el otro el cuadrado de la razón que guarda el lado correspondiente con el lado correspondiente.
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