6 Las condiciones euclídeas.

“Por amor de Dios, te lo ruego, olvídalo. Témelo como a las pasiones sensuales, porque lo mismo que ellas, puede llegar a absorber todo tu tiempo y privarte de tu salud, de la paz de espíritu y de la felicidad en la vida.” 

Carta de Farkas Bolyai a su hijo Janos, al saber que estaba trabajando en el quinto postulado de Euclides.

En este capítulo vamos a trabajar sobre un plano neutral, es decir, un plano de Hilbert en el que se cumple el Axioma de Dedekind (4.2.5) y, además, disponemos de las medidas de segmentos, ángulos y áreas del Tema 5. Veremos que en un plano neutral el Postulado de la única paralela adquiere múltiples y variadas formas, todas ellas equivalentes, que llamaremos "condiciones euclídeas".

Introducción histórica.

Se otorga a Carl Frederick Gauss (1777–1855) el honor de ser el primero en considerar seriamente la existencia de geometrías que cumplieran todos los axiomas de los Elementos pero no el Postulado de Euclides.

[image: image1.jpg]



Por la correspondencia de Gauss con otros matemáticos de su época se sabe que  consideró la existencia de geometrías no euclídeas desde 1792, y que en 1816 estaba convencido de la imposibilidad de demostrar el postulado de Euclides, pero jamás publicó sus resultados por el prejuicio que existía en su época contra cualquier idea contraria a la euclídea, honor que se llevaron Bolyai y Lobachevsky.
Janos Bolyai (1802–1860) fue un oficial húngaro del ejército austríaco, hijo de Farkas  Bolyai, un profesor de matemáticas y amigo de Gauss. Escribió un trabajo sobre geometría no euclídea que fue incorporado como apéndice (y por ello se le ha dado en llamar el “Appendix”) en un manual de matemáticas que había escrito su padre. Este trabajo llegó a las manos de Gauss, que desde el primer momento lo consideró como la obra de un genio. Aunque dejó un legado de más de 14000 manuscritos, este fue el único trabajo matemático publicado por Janos.
Nicolai Lobachevsky (1793–1856) fue un profesor de matemáticas ruso de la Universidad de Kasan. En 1826 (según el calendario ruso antiguo), en una charla para la Sección Físico-Matemática de su universidad, describió una geometría en la que era posible trazar dos paralelas diferentes a una recta dada por un punto externo a esta. No se conserva el manuscrito de esta lectura, pero en 1829-30 Lobachevsky publicó “Sobre los principios de la Geometría” en la que aparecen sus principios para una geometría no euclídea. Durante la década 1830-1840 publicó otros cuatro trabajos sobre geometría. Lobachevsky murió en 1856 sin que sus méritos hubieran sido reconocidos.

El primer modelo de geometría hiperbólica (un caso particular de geometría no euclídea) se debe a Eugenio Beltrami (1835–1900). 
En 1868 Beltrami publicó el trabajo “Sobre la Interpretación de la Geometría no euclídea” en la que describe una superficie dentro de un espacio euclídeo llamada pseudoesfera en la que no se cumple el Axioma de Paralelismo.
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El descubrimiento de este primer modelo de plano hiperbólico convenció por fin a la comunidad matemática de que la geometría no euclídea era consistente y por tanto real, no una mera especulación filosófica.

En el capítulo 22 de este libro serán expuestos el “Disco de Poincaré” y el “Semiplano de Poincaré” como modelos de planos hiperbólicos.
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                Lobachevsky                 Beltrami 
A partir de ahora vamos a trabajar siempre con planos neutrales: Planos de Hilbert en los que se cumple el Axioma de Dedekind y en los que, además, disponemos de las herramientas de medida introducidas en el Tema 5: Longitud de segmentos, amplitud de ángulos y área de polígonos. 

Existe otro nombre para esta geometría, propuesto por J. Bolyai, “geometría absoluta” (absolute geometry). En este libro utilizaremos la propuesta por W.Prenowitz y M.Jordan (1965), “geometría neutral” (neutral geometry), remarcando que esta geometría se mantiene “neutral” respecto del último axioma, el de paralelismo. Este axioma fue propuesto por J.W.R. Dedekind en 1871.

6.1 Suma angular y defecto de triángulos.

6.1.1 Definición. Suma angular de un triángulo. Defecto de un triángulo.

Si 
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es un triángulo, definimos su suma angular por 
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y definimos el defecto del triángulo por 
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El objetivo de este apartado es demostrar el Teorema Saccheri-Legendre: Siempre se cumple 
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6.1.2 Proposición.

Sea 
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un triángulo y D un punto tal que A*D*C. Entonces 
[image: image12.wmf]DBC

ABD

ABC

d

d

d

+

=

.

Demostración.
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Sabemos que D está en el interior de 
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Ð

 por 2.4.6, luego 
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 son suplementarios, luego 
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Por lo tanto
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6.1.3 Lema.

Sea 
[image: image20.wmf]ABC
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un triángulo en el cual 
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Demostración. Sea M el punto medio de 
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Sea D un punto tal que A*M*D y 
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Sean 
[image: image28.wmf]CAM

Ð

=

1

a

, 
[image: image29.wmf]MAB

Ð

=

2

a

, 
[image: image30.wmf]ABC

Ð

=

b

, 
[image: image31.wmf]ACB

Ð

=

g

. Claramente 
[image: image32.wmf]2

1

a

a

+

=

Ð

A

.


[image: image33.wmf]DMC

AMB

D

@

D

 aplicando SAS (2.1.10) pues 
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Ahora calculamos la suma angular:
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Teniendo en cuenta que 
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Si 
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es uno de los ángulos del triángulo 
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Si 
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 entonces también se cumple para uno de los ángulos de este triángulo. 

En todo caso el triángulo 
[image: image47.wmf]ADC
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 cumple las condiciones requeridas.

Nota: M.Dehn demostró que este teorema exige el Axioma de Continuidad.
6.1.4 Corolario.

Sea 
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un triángulo en el cual 
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para el cual 
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y con un ángulo con amplitud no superior a 
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Demostración. Basta aplicar el lema 6.1.3 k veces.

6.1.5 Lema.

Supongamos que para cierto triángulo 
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 se cumple 
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Demostración. Supongamos que 
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Luego
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absurdo.

6.1.6 Teorema. El teorema Saccheri-Legendre.

En todo triángulo 
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 se cumple 
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Demostración. Sea 
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 un triángulo para el cual 
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La sucesión 
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 tiende a 0, luego existirá un k tal que 
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Por el lema 6.1.4 existirá un triángulo 
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para el cual 
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 y con un ángulo, pongamos que sea X, cumpliendo 
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, contradiciendo el lema anterior 6.1.5.

6.1.7 Corolario.

Sea 
[image: image73.wmf]ABC
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un triángulo y D un punto tal que A*D*C. Entonces 
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Demostración. Basta aplicar la proposición 6.1.2, 
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, y tener en cuenta que los tres valores son positivos.

6.2 Suma angular y defecto de cuadriláteros.

6.2.1 Definición. Suma angular y defecto de un cuadrilátero.

Definimos la suma angular del cuadrilátero 
[image: image77.wmf]ABCD

 por 
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Definimos el defecto del cuadrilátero por 
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6.2.2 Proposición. 

Si 
[image: image80.wmf]ABCD

 es un cuadrilátero convexo, entonces 
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Demostración.  Si 
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 es un cuadrilátero convexo, entonces C está en el interior de 
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 y A está en el interior de 
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Luego 
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Aplicando el teorema Saccheri-Legendre (6.1.6), tenemos que el defecto de un cuadrilátero convexo es suma de dos cantidades no negativas, luego tampoco será negativa, y la suma angular será siempre menor o igual a 360.

6.2.3 Definición. Rectángulo.

Un rectángulo es un cuadrilátero cuyos cuatro ángulos son rectos.

Observación: No suponemos en ningún momento que los rectángulos existan, sólo nos limitaremos a estudiar las propiedades que tendrían los rectángulos en el caso de existir. Se verá más adelante que los rectángulos existen en un plano euclídeo pero no en un plano hiperbólico.

6.2.4 Lema. 

Todos los rectángulos son paralelogramos, y por tanto cuadriláteros convexos.

Demostración. Aplicando el Teorema de los ángulos internos alternos (3.6.2), vemos que todo rectángulo es un paralelogramo, y por 2.9.12 todo paralelogramo es convexo.

6.2.5 Proposición. 

Si 
[image: image92.wmf]ABCD

 es un rectángulo, entonces 
[image: image93.wmf]0

=

ABCD

d

.

Demostración. Los ángulos rectos miden 90, luego 
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6.2.6 Corolario.

Si 
[image: image95.wmf]ABCD

 es un rectángulo, entonces 
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 es un triángulo rectángulo con 
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 es un triángulo rectángulo con 
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Demostración. Sólo hay que aplicar 6.2.2: 
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6.2.7 Proposición.

Si 
[image: image101.wmf]ABCD

 es un rectángulo, entonces 
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, y por tanto los lados opuestos de un rectángulo son congruentes.
Demostración. Puesto que 
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 es un triángulo rectángulo con 
[image: image104.wmf]0

=

ABC

d
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C está en el interior de 
[image: image106.wmf]BAD

Ð

, luego 
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Luego 
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Por AAS obtenemos que 
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6.2.8 Proposición. Duplicación de rectángulos.

Supongamos que existe un rectángulo cuyos lados miden x e y. Entonces existirá un rectángulo cuyos lados midan 2x e y.

Demostración.

Sea 
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 un rectángulo con 
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Sea E un punto tal que E*A*B y 
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Sea F un punto tal que F*D*C y  
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Nuestro objetivo es comprobar que el cuadrilátero 
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es un rectángulo.

Los ángulos 
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 serán rectos pues son suplementarios de dos ángulos rectos.

Aplicando SAS tenemos que 
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E está en el interior de 
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 (ver al final de la demostración)
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Pero por otro lado, 
[image: image125.wmf]BAD
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es un triángulo rectángulo con defecto cero, luego
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Así pues, 
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Con un argumento similar se demuestra que 
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es recto, y por lo tanto 
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es un rectángulo.

Veamos que E está en el interior de 
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 (aplicando 1.3.17 y Axioma B4(b))

Las rectas 
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 y 
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 son perpendiculares comunes a 
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6.2.9 Proposición.

Supongamos que existen los rectángulos. Entonces hay rectángulos arbitrariamente grandes, en el sentido de que para cualquier valor real positivo arbitrariamente grande 
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, existirá un rectángulo cuyos lados midan valores mayores o iguales a 
[image: image146.wmf]l

.

Demostración. Sea 
[image: image147.wmf]ABCD

 un rectángulo con 
[image: image148.wmf]CD
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 e 
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, y 
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 cualquier valor real positivo.

Existirá un entero k tal que 
[image: image151.wmf]l

³

x

k

2

, luego aplicando la proposición anterior k veces llegaremos a un rectángulo con un lado que cumple la propiedad deseada. Ahora basta hacer lo mismo para la altura y, y obtener el rectángulo deseado.

6.2.10 Definición. Cuadrilátero de Saccheri.

Un cuadrilátero de Saccheri es un cuadrilátero 
[image: image152.wmf]ABCD

 que cumple las tres condiciones siguientes:
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a) 
[image: image154.wmf]B

Ð

 y 
[image: image155.wmf]C
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 son rectos.

b) 
[image: image156.wmf]CD

AB

@

.

c) A y D son colaterales respecto a 
[image: image157.wmf]BC

.

En este caso diremos que el lado 
[image: image158.wmf]BC

 es la base del cuadrilátero, los ángulos 
[image: image159.wmf]B

Ð

 y 
[image: image160.wmf]C

Ð

 son los ángulos de la base, 
[image: image161.wmf]AB

 y 
[image: image162.wmf]CD

 son los lados, AD se denomina cumbre, y A y D son los ángulos de la cumbre.
Nota histórica.

En 1733 Girolamo Saccheri (1667-1733) publicó una pequeña obra titulada Euclides ab omni noevo vindicatus (“Euclides liberado de toda falla”) en la que utilizó extensamente estos cuadriláteros. Su objetivo era demostrar el Axioma de Paralelismo por reducción al absurdo. Saccheri demostró fácilmente que si en un cuadrilátero ABCD, los ángulos A y B son rectos, y los lados AD y BC son iguales, entonces los lados D y C son iguales. Sin embargo, la primera consideración conocida sobre los cuadriláteros de Saccheri fue hecha por Omar Khayyam (1048-1131) a finales del siglo XI.

6.2.11 Proposición. Propiedades de los cuadriláteros de Saccheri.
Todo cuadrilátero de Saccheri cumple las siguientes propiedades:

a) Sus lados son paralelos (En 6.2.18 veremos que es un paralelogramo).
b) Es convexo.

c) Sus diagonales son congruentes.

d) Los ángulos de la cumbre son congruentes, y son ambos agudos o rectos.

Demostración. 
a) Ambas rectas son perpendiculares comunes a la misma recta 
[image: image163.wmf]BC

. (3.6.3)

b) Claramente es un trapecio, y por tanto es convexo por 2.9.9.

c) 
[image: image164.wmf]DCB
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 por SAS, luego 
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, 
d) Siguiendo el argumento del apartado anterior, 
[image: image166.wmf]CDA

BAD

D

@

D

 por SSS, y en consecuencia 
[image: image167.wmf]D

A

Ð

@

Ð

.


[image: image168.wmf]90

|

|

180

|

|

2

|

|

2

180

|

|

90

90

|

|

360

|

|

|

|

|

|

|

|

360

0

£

Ð

Þ

£

Ð

Þ

Ð

-

=

=

Ð

-

-

-

Ð

-

=

Ð

-

Ð

-

Ð

-

Ð

-

=

£

A

A

A

A

A

D

C

B

A

ABCD

d


6.2.12 Proposición.

Dados dos números x e y reales positivos, existe un cuadrilátero de Saccheri con base de longitud x y altura de longitud y.

Demostración. Sabemos que existen en el plano al menos tres puntos A, B y C no alineados. 

El punto B lo podemos escoger de forma que 
[image: image169.wmf]AB
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Lanzamos sendas perpendiculares 
[image: image170.wmf]AC
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 y 
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 por A y B de forma que C y D son colaterales respecto 
[image: image172.wmf]AB

.

Los puntos C y D los podemos escoger de forma que 
[image: image173.wmf]BD
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.

El cuadrilátero 
[image: image174.wmf]ABCD

 cumplirá las condiciones deseadas. 

Los detalles de la demostración quedan como ejercicio.

6.2.13 Definición. Cuadrilátero de Lambert.

Un cuadrilátero de Lambert es un cuadrilátero con al menos tres ángulos rectos.


[image: image175.png]B&




Nota histórica. El matemático alemán Johann Heinrich Lambert (1728–1777) escribió, treinta años después de la publicación de Saccheri (1733), una investigación semejante titulada Die Theorie der Parallellinien (La teoría de las paralelas) que no se publicó hasta once años después de su muerte. Lambert eligió un cuadrilátero que contenía tres ángulos rectos (la mitad de un cuadrilátero de Saccheri) y consideró las tres posibles hipótesis para el cuarto ángulo: agudo, recto u obtuso.

6.2.14 Proposición. Propiedades de los cuadriláteros de Lambert.

Todo cuadrilátero de Lambert cumple las siguientes propiedades:

a) Es un paralelogramo, y por tanto convexo.
b) El cuarto ángulo es agudo o recto.

Demostración. 
a) Basta aplicar el teorema de las dobles perpendiculares y 2.8.16.
b) Puesto que es convexo, 
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Y aplicamos 5.2.2 A3 i 5.2.2 A4.

6.2.15 Proposición.

Sea 
[image: image177.wmf]ABCD

 un cuadrilátero de Lambert con ángulos rectos 
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, 
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y 
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 y supongamos 
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 agudo. Entonces 
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 y 
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Demostración. Veamos que 
[image: image184.wmf]CD
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Supongamos que 
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. Entonces 
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 o 
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En el primer caso 
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AB

@

 implica que 
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 es un cuadrilátero de Saccheri, luego 
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, llegando a contradicción.

En el segundo caso 
[image: image191.wmf]CD
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, entonces existirá un punto C*E*D tal que 
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. Luego 
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 será un cuadrilátero de Saccheri, y por tanto 
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.

Aplicando el teorema del ángulo exterior, 
[image: image195.wmf]D
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, pero 
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que es agudo. Luego 
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. Pero E está en el interior de 
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, luego 
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y por lo tanto 
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, contradiciendo la observación anterior 
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La segunda desigualdad se demuestra de forma similar.

6.2.16 Proposición. El segmento medio de un cuadrilátero de Saccheri.
Sea 
[image: image202.wmf]ABCD

 un cuadrilátero de Saccheri con ángulos rectos 
[image: image203.wmf]B
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 y 
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Sea M el punto medio de 
[image: image205.wmf]AD

 y N el punto medio de 
[image: image206.wmf]BC

. Entonces 
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 y 
[image: image208.wmf]BNM
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son rectos. En particular, 
[image: image209.wmf]ABNM

 y 
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 son cuadriláteros de Lambert.
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Demostración. 
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 por SAS, luego 
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[image: image214.wmf]DNM
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 por SSS, luego 
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 es recto, pues es congruente con su complementario 
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 por 6.2.11d, y por lo tanto 
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 por SAS, y en consecuencia 
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Ahora 
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 por SSS, y por lo tanto 
[image: image221.wmf]CNM

BNM

Ð

@

Ð

, es decir, 
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 es un ángulo recto (pues es congruente con su suplementario).

6.2.17 Corolario.

Sea 
[image: image223.wmf]ABCD

 un cuadrilátero de Saccheri con ángulos rectos 
[image: image224.wmf]B
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 y 
[image: image225.wmf]C

Ð

.

Supongamos que 
[image: image226.wmf]ABCD

 no es un rectángulo. Entonces 
[image: image227.wmf]BC
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Demostración. Puesto que 
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 no es un rectángulo, 
[image: image229.wmf]A

Ð

 será agudo. Sean M y N como en la proposición anterior. Entonces 
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 es un cuadrilátero de Lambert, y por 6.2.15 tenemos que 
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6.2.18 Corolario.

Todos los cuadriláteros de Saccheri son paralelogramos.

Demostración. Sea 
[image: image233.wmf]ABCD

 un cuadrilátero de Saccheri con ángulos rectos 
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 y 
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. Sea M y N como en las proposiciones anteriores. Entonces 
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 es perpendicular a 
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 y 
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. Luego 
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 por 3.6.3. En 2.6.11a ya vimos que 
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6.2.19 Lema.

Sea 
[image: image241.wmf]ABCD

 un cuadrilátero con ángulos rectos 
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 y 
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, y tal que A y D son colaterales respecto de 
[image: image244.wmf]BC

. Entonces 
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Demostración. Sea A’ un punto tal que B*A’*A y 
[image: image246.wmf]CD
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Entonces 
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 es un cuadrilátero de Saccheri, y por tanto por 6.2.11d 
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Veamos que A’ está en el interior de 
[image: image250.wmf]ADC
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: 
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 pues ambas rectas son perpendiculares a 
[image: image252.wmf]BC

 (3.6.3). Luego aplicando 2.8.14 tenemos que 
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 es convexo, luego B está en el interior de 
[image: image254.wmf]ADC
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 (2.8.7d). Entonces, puesto que A*A’*B, tenemos que A’ pertenecerá al interior de 
[image: image255.wmf]ADB
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(2.4.6), pero entonces pertenecerá al interior de 
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 por 2.6.5. Y puesto que A’ está en el interior de 
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 se tiene 
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Por otro lado, por el teorema del ángulo exterior 
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6.3 Las condiciones euclídeas principales.

Las condiciones euclídeas son el Postulado de la única paralela (H3.1) o “PUP”, y todos los postulados equivalentes a éste. En esta sección estudiaremos las seis condiciones euclídeas más conocidas y demostraremos la equivalencia entre ellas, siguiendo el esquema siguiente:
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6.3.1 Postulado. El Postulado de la única paralela (PUP). (H3.1)
Recordemos que en 1.2.20 se introdujo el Postulado de la única paralela (PUP): 

Dada una recta r y un punto P que no pertenece a r, existirá una única recta por P paralela a r.

Un plano euclídeo es un plano neutral (es decir, un plano de Hilbert en el que se cumple, además, el Axioma de Dedekind y en el que disponemos de medida para la longitud de segmentos, amplitud de ángulos y el área de polígonos) que además cumple PUP, o cualquier postulado equivalente al mismo.

6.3.2 Postulado. Quinto postulado de Euclides (PQE). (Elementos, 1. Postulado 5)
Supongamos que:

a) 
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 y 
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 diferentes, con
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b) A y B están en el mismo lado respecto a 
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c) 
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Entonces r y s se cortan en un punto C que está en el mismo lado respecto a t que A y B.
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6.3.3 Proposición.

PQE
[image: image268.wmf]Þ

PUP

Demostración. Sea r una recta y 
[image: image269.wmf]r
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.

Trazamos la perpendicular t a r por P. Sea Q el punto de intersección con r.

Trazamos la perpendicular s a t por P.


[image: image270.wmf]r
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//

, puesto que ambas rectas son perpendiculares a t (3.6.3)

Queremos ver que s es la única recta paralela a r por P.

Supongamos que 
[image: image271.wmf]2
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es otra recta paralela a r por P.

Tomamos puntos X e Y de 
[image: image272.wmf]2
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tales que X*P*Y (Axioma B2)

Uno de los ángulos 
[image: image273.wmf]XPQ
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 o 
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 tiene que ser agudo, puesto que no son rectos y son suplementarios.

Luego la suma angular será menor de 180, y aplicando la hipótesis 6.3.2 tenemos que 
[image: image275.wmf]2
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corta a r en algún punto C, luego no son paralelas.

6.3.4 Proposición.

PUP
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Demostración. Sean 
[image: image277.wmf]PA

r

=

, 
[image: image278.wmf]QB

s

=

dos rectas diferentes, con 
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A y B están en el mismo lado respecto a 
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Por el Axioma B2 existirá un punto D tal que D*Q*B
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 por ser ángulos suplementarios.

Luego 
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, contradiciendo la hipótesis)

Por lo tanto, existirá una semirrecta 
[image: image285.wmf]PX

tal que 
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, y con X en el mismo lado que A respecto a t.

Sea 
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. Entonces 
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 por el Teorema de los ángulos internos alternos (2.6.1)

Por lo tanto, aplicando PUP,  r no puede ser paralela a s.

Sea 
[image: image289.wmf]s
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. Sólo queda ver que C está en el mismo lado que A respecto a t.

Supongamos, por lo contrario, que C y A están en lados opuestos.

Entonces tenemos un triángulo 
[image: image290.wmf]CPQ
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 en el cual 
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 y 
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Contradiciendo 3.5.2.

6.3.5 Postulado. Recíproco del teorema de los ángulos internos alternos (PRA).

Dadas dos rectas paralelas r y s, y una recta transversal t, los ángulos internos alternos son congruentes. 

Más detalladamente: Sean 
[image: image297.wmf]PA
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, 
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dos rectas paralelas, y 
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. Supongamos que A y B están en lados opuestos respecto de la recta t. Entonces 
[image: image300.wmf]BQP

APQ

Ð

@

Ð

.


[image: image301.png]



Observación: El recíproco es un teorema en un plano de Hilbert (3.6.2)

6.3.6 Proposición.

PUP
[image: image302.wmf]Þ
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Demostración. Sean 
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, 
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dos rectas paralelas, y 
[image: image305.wmf]PQ

t

=

. Supongamos que A y B están en lados opuestos respecto de la recta t.

Existirá un punto A’ en el mismo lado que A respecto de t tal que 
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Sea 
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. Ahora podemos aplicar el Teorema de los ángulos internos alternos (3.6.2) para asegurar que 
[image: image308.wmf]s

r

//

'

, pero entonces aplicando la hipótesis PUP, tenemos que 
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6.3.7 Proposición. 

PRA
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Demostración. Sea r una recta y 
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. Trazamos la perpendicular t a r por P. Sea Q el punto de intersección con r. Trazamos la perpendicular s a t por P. Entonces 
[image: image313.wmf]r
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 puesto que ambas rectas son perpendiculares a t (3.6.3). Supongamos que existe otra recta 
[image: image314.wmf]2

s

paralela a r. Aplicando PRA, tenemos que  
[image: image315.wmf]t
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, luego 
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por la unicidad de la recta perpendicular.

6.3.8 Postulado. Postulado de Proclo (PDP).

Si 
[image: image317.wmf]s

r

//

 y t corta a r, entonces t corta a s.

Nota histórica: El filósofo griego Proclo (410-485) fue una importante figura del neoplatonismo. Nacido en Bizancio, marchó a Atenas para estudiar elocuencia con Leonas de Isauria y cuando este hubo de emigrar a Bizancio le llevó consigo. Aunque vivió en la época de decadencia del helenismo, su obra ha resultado muy importante para un mejor conocimiento de Euclides y sus Elementos.

6.3.9 Proposición.

PUP
[image: image318.wmf]Þ
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Demostración. Sea una recta r paralela a s, y sea 
[image: image319.wmf]t
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. Por P sólo puede pasar una única paralela a s, luego t no puede ser paralela a s, es decir, t corta a s.

6.3.10 Proposición.

PDP
[image: image320.wmf]Þ
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Demostración. Sea r una recta y 
[image: image321.wmf]r

P

Ï

.

Trazamos la perpendicular t a r por P. Sea Q el punto de intersección con r.

Trazamos la perpendicular s a t por P.


[image: image322.wmf]r
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, puesto que ambas rectas son perpendiculares a t (3.6.3)

Sea 
[image: image323.wmf]2
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cualquier otra recta que pasa por P.

Puesto que 
[image: image324.wmf]2
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corta a s, aplicando PDP deducimos que 
[image: image325.wmf]2

s

corta a r, es decir, existe una única paralela a r.

6.3.11 Postulado. Transitividad del paralelismo (PTP).

Sean r, s y t tres rectas diferentes. Si 
[image: image326.wmf]s

r

//

 y 
[image: image327.wmf]t

s
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, entonces 
[image: image328.wmf]t
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.

Nota histórica. Este postulado se conoce también como “Postulado Playfair” y se debe al físico y matemático escocés John Playfair (1748–1819), aunque ya había sido estudiado por Proclo en el siglo V. Playfair lo expuso como negación de su contrario: Si dos rectas se cortan, no pueden ser paralelas a una tercera.

6.3.12 Proposición.

PDP
[image: image329.wmf]Þ

PTP
Demostración. Sean r, s y t tres rectas diferentes, y supongamos que 
[image: image330.wmf]s

r
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 y 
[image: image331.wmf]t

s
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.

Supongamos que r y t no son paralelas.

Aplicando PDP deducimos que si r corta a t, entonces r también tiene que cortar a s, contradiciendo la hipótesis 
[image: image332.wmf]s

r

//

.

6.3.13 Proposición.

PTP
[image: image333.wmf]Þ

PDP
Demostración. Sea 
[image: image334.wmf]s
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 y supongamos que t corta la recta r. 

Supongamos que t fuera paralela a s. Entonces aplicando PTP tendríamos que r es paralela a s, contradiciendo la hipótesis que t corta r.

6.3.14 Postulado. Postulado de la suma de los ángulos de un triángulo (PSA). 

Todos los triángulos tienen defecto cero, o equivalentemente, en todo triángulo 
[image: image335.wmf]ABC
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 se cumple 
[image: image336.wmf]180
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Recordemos que en todo plano neutral se cumple que todos los triángulos cumplen 
[image: image337.wmf]180
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, por el Teorema Saccheri-Legendre (6.1.6).

6.3.15 Proposición. 

PSA
[image: image338.wmf]Þ

PUP
Demostración. Sea una recta r y 
[image: image339.wmf]r
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. 
Trazamos una perpendicular m a r por P. Sea Q el pie de esta perpendicular en r. Sea s la recta perpendicular a m por P. Sabemos que 
[image: image340.wmf]r

s

//

 por ser ambas perpendiculares a m.

Supongamos que existe otra recta 
[image: image341.wmf]2
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 paralela a r por P. 

Sea C un punto de 
[image: image342.wmf]2
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 que sea colateral con Q respecto a s.

Trazamos por C una perpendicular a m. Sea B el punto de intersección entre dicha perpendicular y m.  Así pues, 
[image: image343.wmf]PCB
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 será un triángulo rectángulo en 
[image: image344.wmf]B
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.

Sea ahora un punto 
[image: image345.wmf]1
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 tal que 
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Trazamos ahora una perpendicular por 
[image: image349.wmf]1
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a m, y sea 
[image: image350.wmf]1
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su punto de intersección con m.

Así pues, 
[image: image351.wmf]1
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será un triángulo rectángulo en 
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P y 
[image: image353.wmf]1
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 están en lados opuestos de 
[image: image354.wmf]BC

, luego 
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. Ahora podemos aplicar el lema 2 para concluir que 
[image: image356.wmf]PB
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Repitiendo este proceso podemos obtener una sucesión de puntos 
[image: image357.wmf]...
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Aplicando el Principio Arquimediano, existirá un k suficientemente grande para el cual 
[image: image360.wmf]PQ
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.

Puesto que 
[image: image361.wmf]r
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, tenemos 
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. Así pues, P y 
[image: image363.wmf]k
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 están en lados opuestos de r, por lo cual r corta a 
[image: image364.wmf]k
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 y r no pueden ser paralelas.

6.3.16 Teorema. (Elementos 1.32)

PRA
[image: image367.wmf]Þ

PSA
y el postulado PRA es equivalente a que el ángulo exterior a un vértice de un triángulo es igual a la suma de sus dos ángulos interiores opuestos.

Demostración. Sea 
[image: image368.wmf]ABC
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 un triángulo. Prolongamos 
[image: image369.wmf]BC

 con un punto D y sea 
[image: image370.wmf]CE

 la única recta paralela a 
[image: image371.wmf]AB

 por C (En 6.3.7 se ha demostrado que PRA
[image: image372.wmf]Þ

PUP).

Tomamos E de forma que esté en el interior de 
[image: image373.wmf]ACD
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.

Aplicando PRA (y en 6.3.6 hemos demostrado que PUP
[image: image374.wmf]Þ

PRA) tenemos que 
[image: image375.wmf]A
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Luego 
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Por otro lado, 
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por ser ángulos suplementarios. Por otro lado, si suponemos que 
[image: image379.wmf]A
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, entonces claramente 
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6.3.17 Teorema.

PSA
[image: image381.wmf]Þ

PRA
Demostración. PSA
[image: image382.wmf]Þ

PUP por 6.3.15, y PUP
[image: image383.wmf]Þ

PRA por 6.3.6.

6.3.18 Plano euclídeo.

Llamaremos plano euclídeo a todos los resultados que se pueden obtener añadiendo el postulado PUP (6.3.1), o cualquier postulado equivalente a éste, a un plano neutral.

6.3.19 Proposición.

En un plano euclídeo, si A, B, C y D son cuatro puntos tales que 

a) A, B, C no son colineales y D está en el interior de 
[image: image384.wmf]ABC
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b) A, D y C no son colineales y B está en el interior de 
[image: image385.wmf]ADB
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Entonces 
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Demostración. Por 2.8.11 el cuadrilátero 
[image: image387.wmf]ABCD

 es convexo, luego por 6.2.2 y PSA se cumple 
[image: image388.wmf]360
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6.3.20 Teorema. Teorema de los ángulos internos alternos.

En un plano euclídeo, dadas dos rectas r y s, y una recta transversal t, las rectas r y s serán paralelas si y sólo si los ángulos internos alternos son iguales. 


[image: image389.png]



Demostración. 
[image: image390.wmf]Þ

 es 6.3.5 y 
[image: image391.wmf]Ü

 es 3.6.2.

6.3.21 Proposición. 

En un plano euclídeo, un cuadrilátero 
[image: image392.wmf]ABCD

 es paralelogramo si y sólo si sus lados opuestos son congruentes.

Demostración. Sea un cuadrilátero 
[image: image393.wmf]ABCD

. Queremos ver 
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Trazamos la diagonal 
[image: image395.wmf]BD

 para obtener dos triángulos 
[image: image396.wmf]DAB
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y 
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Supongamos que 
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Luego 
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 por ASA, de lo que deducimos que 
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Supongamos ahora que 
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. Entonces 
[image: image404.wmf]DCB

DAB

D

@

D

 por SSS (3.8.4) y aplicando AIA tenemos que 
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6.3.22 Corolario. 
En un plano euclídeo, la suma de los ángulos internos de todo polígono de n lados es igual a 
[image: image407.wmf]º
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Demostración. Basta descomponer el polígono en 
[image: image408.wmf]2
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 triángulos  y aplicar PSA en cada uno de ellos.

6.4 El teorema del Defecto Cero de Legendre.

En esta sección vamos a probar el teorema del Defecto Cero de Legendre:  Si existe un triángulo con defecto cero, entonces todos los triángulos tienen defecto cero.

6.4.1 Proposición.

Si existe un triángulo con defecto cero, entonces existe un triángulo rectángulo con defecto cero.

Demostración. Sea 
[image: image409.wmf]ABC
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 un triángulo tal que 
[image: image410.wmf]0
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. Por el lema 3.7.12 sabemos que 
[image: image411.wmf]ABC
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 tiene dos ángulos agudos. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que son 
[image: image412.wmf]A
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 y 
[image: image413.wmf]C
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. Trazamos la perpendicular a 
[image: image414.wmf]AC

 por el vértice B. Sea F su punto de intersección con 
[image: image415.wmf]AC

. Por el lema 3.7.11 tenemos que A*F*C. El triángulo 
[image: image416.wmf]AFB
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es rectángulo en F  y cumple 
[image: image417.wmf]0
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 por 6.1.7.

6.4.2 Proposición.

Si existe un triángulo con defecto cero, entonces existe un rectángulo.

Demostración. Sea 
[image: image418.wmf]ABC
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 un triángulo rectángulo en 
[image: image419.wmf]A
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. Supongamos que 
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Trazamos por C una recta 
[image: image422.wmf]CD

 perpendicular a 
[image: image423.wmf]AB

 tal que B y D estén al mismo lado de 
[image: image424.wmf]AC

. Podemos suponer además que 
[image: image425.wmf]AB
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.  Las rectas 
[image: image426.wmf]AB

 y 
[image: image427.wmf]CD

 son paralelas pues son perpendiculares comunes a 
[image: image428.wmf]AC

. El cuadrilátero 
[image: image429.wmf]ABCD

 es un cuadrilátero de Saccheri y por tanto es convexo (6.2.12), luego B está en el interior de 
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. Así pues 
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Entonces, por SAS deducimos que [image: image434.wmf]BCD
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, y por tanto 
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Finalmente, puesto que 
[image: image438.wmf]ABCD

 es convexo, C está en el interior de 
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[image: image440.wmf]90

=

Ð

+

Ð

=

Ð

+

Ð

=

Ð

ACB

DCB

CBD

ABC

ABD

. Luego todos los ángulos son rectos, y por lo tanto es un rectángulo.

6.4.3 Proposición.

Sea  
[image: image441.wmf]XYZ

D

 un triángulo rectángulo con ángulo recto 
[image: image442.wmf]X
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. Sea M el máximo de 
[image: image443.wmf]XY

 y 
[image: image444.wmf]XZ

. Supongamos que existe un rectángulo 
[image: image445.wmf]ABCD

 cuyos lados tienen longitudes mayores que M. Entonces 
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Demostración. Supongamos que 
[image: image447.wmf]AB
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Puesto que 
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 es un rectángulo, 
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(6.2.4).  Y puesto que 
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Por último y de la misma manera, puesto que A*Z’*D, 
[image: image457.wmf]0
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Pero 
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 (por SAS), así que 
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6.4.4 Proposición.

Supongamos que todo triángulo rectángulo tiene defecto cero. Entonces todo triángulo tiene defecto cero.

Demostración. Sea 
[image: image460.wmf]ABC
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 un triángulo. Este triángulo tiene dos ángulos agudos por 3.7.12. Supongamos que sean 
[image: image461.wmf]A
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 y 
[image: image462.wmf]C
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. Trazamos la perpendicular a 
[image: image463.wmf]AC

 por el vértice B. Sea F su punto de intersección con 
[image: image464.wmf]AC

. Por el lema 3.7.11 tenemos que A*F*C. Los triángulos 
[image: image465.wmf]AFB
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y 
[image: image466.wmf]CBF
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 son triángulos rectángulos .

Por último 
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6.4.5 Proposición.
Si existe un triángulo con defecto cero, entonces existe un rectángulo.

Demostración. Supongamos que existe un triángulo con defecto cero. Entonces por 6.4.1 existirá un triángulo rectángulo con defecto cero. Luego por 6.4.2 existirá un rectángulo.
6.4.6 Proposición.
Si existen los rectángulos, todos los triángulos tienen defecto cero.

Demostración. Este rectángulo lo podemos hacer arbitrariamente grande por la proposición 6.2.9. Luego por 6.4.3 todos los triángulos rectángulos tendrán defecto cero. Por último, por 6.4.4 todos los triángulos tendrán defecto cero.

6.4.7 Corolario. El teorema del Defecto Cero de Legendre.

Si existe un triángulo con defecto cero, entonces todos los triángulos tienen defecto cero.

Demostración. Basta aplicar 6.4.5 y 6.4.6.

6.4.8 Corolario.

Si existe un triángulo con defecto cero, entonces todos los cuadriláteros convexos tienen defecto cero.

Demostración. Todos los triángulos tendrán defecto cero por 6.4.7. Sea 
[image: image468.wmf]ABCD

 un cuadrilátero convexo. Entonces, por 6.2.2, 
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Los siguientes corolarios sientan las bases para la geometría hiperbólica:

6.4.9 Corolario.

Si existe un triángulo con defecto positivo, entonces todos los triángulos tienen defecto positivo.

Demostración. Si existe un triángulo con defecto cero, entonces por 6.4.7 todos los triángulos tendrían defecto cero, contradiciendo la hipótesis.

6.4.10 Corolario.

Si existe un triángulo con defecto positivo, entonces no existen rectángulos.

Demostración. Si existen rectángulos todos los triángulos tienen defecto cero por 6.4.6, contradiciendo la hipótesis.

6.4.11 Corolario.

Si no existen rectángulos, todos los triángulos tienen defecto positivo.

Demostración. Supongamos que exista algún triángulo con defecto cero. Entonces, por 6.4.5, existirá un rectángulo, contradiciendo la hipótesis.

6.5 Otras Condiciones euclídeas.

6.5.1 Postulado. Existencia de un triángulo con defecto cero (PET).

Existe al menos un triángulo con defecto cero.

6.5.2 Teorema. PET es una condición euclídea.

PET
[image: image470.wmf]Û

PUP
Demostración. Si existe un triángulo con defecto cero, entonces todos los triángulos tienen defecto cero por 6.4.7, y si los triángulos tienen defecto cero, entonces se cumple PUP por 6.3.15. Recíprocamente, Si se cumple PUP entonces todos los triángulos tienen defecto cero por 6.3.6 y 6.3.16, luego existirá algún triángulo con defecto cero (pues los triángulos existen pues existen tres puntos no colineales por el Axioma I3).

6.5.3 Postulado. Existencia de rectángulos (PER).

Existe al menos un rectángulo.

Observación. De este postulado se deduce que en un plano en el que no se cumpla el Quinto Postulado no existen los rectángulos. 

6.5.4 Teorema. PER es una condición euclídea.

PER
[image: image471.wmf]Û
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Demostración. Si existen los rectángulos, entonces todos los triángulos tienen defecto cero por 6.4.6. Recíprocamente, PUP implica PRA por 6.3.6, PARA implica PSA por 6.3.16, y PSA implica PER por 6.4.2.
6.5.5 Definición. Distancia de un punto a una recta.

Sea 
[image: image472.wmf]r

P

Ï

. Definimos la distancia de P a r, y escribiremos dist(P,r), como la longitud del segmento 
[image: image473.wmf]PQ

, donde Q es la proyección ortogonal de P en r (3.6.6).
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6.5.6 Proposición. 

La proyección ortogonal Q de P en r es el punto de la recta más próximo a P. Para cualquier otro punto 
[image: image476.wmf]'

Q

de la recta se cumple 
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Demostración. Sea 
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 es agudo (3.7.6). Por lo que 
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 (3.7.7). Supongamos que existe un 
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sería isósceles en P, luego 
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 recto, llegando a contradicción pues forzosamente en un triángulo rectángulo 
[image: image489.wmf]'
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6.5.7 Postulado. Equidistancia entre rectas paralelas (PEP).

Dadas dos rectas paralelas r y s, todos los puntos de r están a la misma distancia de s.

6.5.8 Lema. 

Supongamos que existen dos rectas paralelas r y s y tres puntos diferentes P, Q y R en r equidistantes a s. Entonces existen los rectángulos.

Demostración. Supongamos 
[image: image490.wmf]s
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Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, 
[image: image492.wmf].
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Sea A, B y C las proyecciones perpendiculares de P, Q y R respectivamente.

A, B y C serán puntos diferentes pues las rectas perpendiculares a cada punto son diferentes.

Por hipótesis, 
[image: image493.wmf]RC
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@

@

, luego 
[image: image494.wmf]PABQ

es un cuadrilátero de Saccheri, y por lo tanto 
[image: image495.wmf]90
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 (6.2.14), y también 
[image: image496.wmf]QBCR

es un cuadrilátero de Saccheri, y por lo tanto 
[image: image497.wmf]90
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Por otro lado, 
[image: image498.wmf]BQP
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 y 
[image: image499.wmf]BQR
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 son suplementarios, luego 
[image: image500.wmf]180
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Para que esto suceda, la única posibilidad es 
[image: image501.wmf]90
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, luego 
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, es decir, 
[image: image503.wmf]PABQ

 es un rectángulo.

Ahora, aplicando 6.2.7, llegamos a 
[image: image504.wmf]BG

AF
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6.5.9 Proposición. PEP es una condición euclídea.

PEP
[image: image505.wmf]Û

PUP

Demostración. Veamos PEP
[image: image506.wmf]Þ

PUP. Si se cumple PEP, entonces por el lema anterior 6.5.8 existen los rectángulos. Pero la existencia de rectángulos es una condición euclídea por 6.5.4.

Veamos ahora PUP
[image: image507.wmf]Þ

PEP. Sean dos rectas paralelas r y s. Y sean A y B dos puntos diferentes de r.

Sean A’ y B’ las proyecciones perpendiculares de A y B en s, respectivamente.

Luego 
[image: image508.wmf]AFG
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 y 
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 son rectos, y 
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Sea r’ una recta perpendicular a 
[image: image511.wmf]AF

 y que pase por A. Las rectas r’ y s serán paralelas pues ambas son perpendiculares comunes a 
[image: image512.wmf]AF

. Por PUP, 
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, y por tanto 
[image: image514.wmf]FAB
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 será también recto.

De la misma forma demostramos que 
[image: image515.wmf]ABG

Ð

 es recto, luego 
[image: image516.wmf]AFGB

 será un rectángulo.

6.6 Aún más condiciones euclídeas.

6.6.1 Postulado. El paralelismo se transmite por perpendicularidad. (PTP)

Si 
[image: image517.wmf]m
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 , 
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 y 
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, entonces 
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 o 
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[image: image522.png]



6.6.2 Proposición.

PTP es una condición euclídea.

6.6.4 Proposición.

En un plano euclídeo, las mediatrices de cortan en un punto.

Demostración. Sea 
[image: image523.wmf]ABC

D

 un triángulo, 
[image: image524.wmf]'

C

 el punto medio de 
[image: image525.wmf]AB

, 
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B

 el punto medio de 
[image: image527.wmf]AC

, sea 
[image: image528.wmf]r

 la perpendicular a 
[image: image529.wmf]AB

 por 
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 y sea 
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 la perpendicular a 
[image: image532.wmf]AB

 por 
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Si 
[image: image534.wmf]s
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, aplicando 6.3.22 tendríamos o bien 
[image: image535.wmf]AC
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 o bien 
[image: image536.wmf]AC
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, dos posibilidades imposibles en un triángulo. 

6.6.5 Proposición.
Si no se cumple el Axioma de Paralelismo, entonces existe un triángulo en el que dos de sus mediatrices no se cortan.
Demostración. Si no se cumple el Axioma de Paralelismo, entonces no existen los rectángulos (6.5.3). Luego los cuadriláteros de Saccheri no son rectángulos, y por tanto sus ángulos de la cumbre son agudos, no rectos.
Sea 
[image: image537.wmf]ABCD

 un cuadrilátero de Sacheri con ángulos rectos en A y en B, y 
[image: image538.wmf]C
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Sea M el punto medio de 
[image: image539.wmf]AB

 y N el punto medio de 
[image: image540.wmf]CD

. Puesto que el ángulo 
[image: image541.wmf]D
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 es agudo, se cumple 
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 y por tanto 
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 por 6.2.19. Sea E el punto tal que 
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 y 
[image: image545.wmf]AD
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Vamos a demostrar que al menos dos de las mediatrices del triángulo 
[image: image546.wmf]DEC

D

 no se cortan en un punto.

Por 6.2.16 sabemos que 
[image: image547.wmf]AME

Ð

 y 
[image: image548.wmf]BME
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 son rectos, luego 
[image: image549.wmf]AMED

 y 
[image: image550.wmf]MBCE

 son cuadriláteros de Sacheri.

Sea F el punto medio de 
[image: image551.wmf]AM

 y G el punto medio de 
[image: image552.wmf]DE

. Nuevamente por 6.2.16 la recta 
[image: image553.wmf]FG

 será mediatriz de 
[image: image554.wmf]AM

 y de 
[image: image555.wmf]DE

. 

Y de la misma manera, si H es el punto medio de 
[image: image556.wmf]MB

 y I es el punto medio de 
[image: image557.wmf]EC

, por 6.2.16 la recta 
[image: image558.wmf]HI

 será mediatriz de 
[image: image559.wmf]MB

 y de 
[image: image560.wmf]EC

. 
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Pero las rectas 
[image: image562.wmf]FG

 y 
[image: image563.wmf]HI

 son paralelas pues son perpendiculares comunes a 
[image: image564.wmf]AB

 (3.6.3). Así pues, en el triángulo 
[image: image565.wmf]DEC

D

 las mediatrices de los lados 
[image: image566.wmf]DE

 y 
[image: image567.wmf]EC

 no se cortan.

6.6.6 Corolario.

La circunscribilidad (ver 11.6.1) de los triángulos es una condición euclídea.

Demostración. En 11.6.2 veremos que en un plano euclídeo todo triángulo es circunscribible. En el mismo apartado se demuestra que si un triángulo es circunscribible, sus tres mediatrices se cortan en un punto, cosa que no sucede en un plano que no es euclídeo, como acabamos de demostrar en 6.6.5.

Fuente: http://mathed.byu.edu/~williams/Classes/362F2006/Notes/Circles%20and%20Triangles.pdf
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