5 Medida.
Es posible medir el progreso de las ciencias naturales, o de una rama de la ciencia natural, en función del grado en el que el número ha sido introducido. Sin embargo, si la ciencia no quiere caer presa de un formalismo estéril (unfruchtbarer Formalismus), entonces deberá reflexionar sobre sí misma en una fase posterior de su desarrollo y, por lo menos, examinar cómo se ha logrado la introducción del número. 

Hilbert, 1898.

En el próximo tema estudiaremos el Postulado de la única paralela y sus equivalentes, y con ellos llegará el plano euclídeo y la semejanza. Pero este trayecto lo recorreremos con vehículos modernos: Supondremos la existencia de 
[image: image1.wmf]IR

 y de la posibilidad de medir segmentos, ángulos y áreas. Y si podemos medir podemos dividir medidas (pues son números), y por tanto definir razones entre segmentos, ángulos o áreas (en realidad estamos trabajando con razones de medidas de segmentos, ángulos o áreas).

Pero los griegos no disponían de semejantes modernidades. Los números reales eran problemáticos, pues ya los pitagóricos del siglo IV AC habían descubierto las magnitudes inconmensurables (es decir, los números irracionales), por lo que tuvieron que desarrollar toda una teoría de las magnitudes, que son “cosas” con las que obtener razones y proporciones pero evitando los números reales. El Libro 5 de Los Elementos está especialmente dedicado al estudio de las “magnitudes”.

5.1 Longitud de segmentos.

5.1.1 Definición. Longitud de segmentos. 

Sea 
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una semirrecta en la que fijamos arbitrariamente un punto 
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, al que llamaremos “punto unidad”.

En el apartado anterior hemos determinado la única biyección 
[image: image4.wmf]F

 entre los puntos de la semirrecta y 
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Sea ahora un segmento 
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 cualquiera. El Axioma C2 nos garantiza que existirá un único punto 
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5.1.2 Proposición.

a) 
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Demostración. Son resultados que se deducen directamente de la definición y de las propiedades de 
[image: image14.wmf]F
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a) Sean dos segmentos 
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 y 
[image: image16.wmf]CD

 y supongamos que 
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b) 
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5.1.3 Lema.

Si 
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Demostración.

Primera parte: El resultado es cierto para puntos enteros:

Supongamos que 
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Segunda parte: El resultado es cierto para puntos racionales:

Supongamos que 
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Aplicando la primera parte, 
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[image: image39.wmf]PQ
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Donde hemos utilizado, sin demostrarla, la propiedad 
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Tercera parte: El resultado es cierto para números reales en general: (queda por demostrar)
5.1.4 Conclusión. Longitud de segmentos.

Sea 
[image: image41.wmf]OI

 un segmento fijo llamado segmento unidad. Entonces existe una única forma de asignar a cada segmento 
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 un número real positivo 
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, tal que:

L1) A*B*C si y sólo si 
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L2) 
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L3) 
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Y además, dicha medida cumplirá:

L4) 
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 si y sólo si 
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L5) Para cada 
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, existe un segmento 
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 tal que 
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5.1.5 Definición. Espacio métrico.

Dado cualquier conjunto S, una métrica en S es una función 
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 que cumple las siguientes propiedades:
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b) 
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c) 
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Por ejemplo, la función 
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 es una métrica, llamada "métrica discreta".

5.1.6 Proposición.

Dado un plano 
[image: image60.wmf]W

 dotado de una longitud de segmentos 
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como en 5.1.4, la función 
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Es una métrica en el plano.

5.2 Amplitud de ángulos.

5.2.1 Definición. Múltiples de un ángulo.

Dado un ángulo agudo 
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, el Axioma C5 garantiza la existencia de una semirrecta 
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Mediante este procedimiento podemos decir que hemos duplicado el ángulo 
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Puede suceder que 
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 sea agudo, recto o obtuso.

Si el ángulo 
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 sigue siendo agudo, podemos repetir el procedimiento anterior con el punto 
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Aplicamos el Axioma C5 para obtener una semirrecta 
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, con 
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Este procedimiento lo podemos continuar realizando mientras vayamos obteniendo ángulos agudos.
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Tomemos ahora un ángulo recto 
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 y un número entero n.

Para cada punto 
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Extendemos la partición 
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[image: image89.wmf]<
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 determinan una partición de la recta 
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Así pues, hemos determinado una función
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Definimos 
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5.2.2 Teorema. Amplitud de ángulos.

Existe una única forma de asignar a cada ángulo 
[image: image97.wmf]a

un número real positivo 
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, llamado amplitud de 
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A1) Si D es un punto del interior de 
[image: image100.wmf]BAC

Ð

, 
[image: image101.wmf]DAC

BAD

BAC

Ð

+

Ð

=

Ð


A2) 
[image: image102.wmf]b

a

=

 si y sólo si 
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A3) 
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 es un ángulo recto si y sólo si 
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Y además, dicha amplitud cumplirá:
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A5) 
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A6) Si 
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A7) para cualquier 
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 existirá un ángulo 
[image: image114.wmf]a

 tal que 
[image: image115.wmf]x

=

a


Observación: La condición A6 es equivalente a la Proposición Elementos 1.13, que se detalla a continuación.

5.2.3 Proposición. (Elementos 1.13)

Dos ángulos suplementarios equivalen a dos rectos.

Demostración que se encuentra en Elementos I.13:

Sean tres puntos 
[image: image116.wmf]C

B

D

*

*

 y una semirrecta 
[image: image117.wmf]BA

, determinando los ángulos suplementarios 
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Si 
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, ambos son rectos y el teorema se cumple trivialmente.

Supongamos pues que 
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 es agudo (En caso contrario 
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 es agudo por 2.4.4)

Determinamos la semirrecta 
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 perpendicular a 
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, con E y A colaterales, es decir, 
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 son dos ángulos rectos.

Claramente 
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Por otro lado, 
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De lo que deducimos que 
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, es decir, su suma equivale a la suma de dos rectos, tal y como queríamos ver.

5.2.4 Teorema. (Elementos 1.17)

Sea 
[image: image133.wmf]ABC
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 un triángulo. Entonces 
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Demostración. Sea D tal que B*C*D (Axioma B2).
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Por el Teorema del Ángulo Exterior (3.7.2) , 
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 por 5.2.2A4. Ahora bien, los ángulos 
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Observación. En Elementos 1.17 se utiliza este mismo argumento, pero en vez de usar medida de ángulos se usa la propiedad "dos ángulos suplementarios suman dos rectos".
5.3 Área de polígonos.

En la Proposición 1.35 de Los Elementos se habla por primera vez de figuras “iguales” no en el sentido de figuras congruentes sino en el de tener el mismo área. Sin embargo, Euclides en ningún momento da una definición precisa del concepto de “área”.

5.3.1 Definición. Definición axiomática de área.

Una descomposición de un polígono P es una colección finita de polígonos 
[image: image142.wmf]{
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, cuya unión es P y que sólo se “tocan” (cortan) por los lados. Escribiremos
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Asociamos a cada polígono P un número 
[image: image144.wmf][
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, llamado área de P, que cumplirá los siguientes axiomas:

Axioma A1. Las figuras congruentes tienen el mismo área:

Si 
[image: image145.wmf]DEF

ABC

D

@

D

 entonces 
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En general, si P y Q son dos polígonos congruentes, 
[image: image147.wmf][
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Axioma A2. El área no depende de la descomposición del polígono:

Si 
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Axioma A3. El área es no negativa: 
[image: image150.wmf][
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Axioma A4.

Versión 1. El área de un rectángulo es base por altura:

Si 
[image: image151.wmf]ABCD
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 es un rectángulo, 
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Versión 2. El área de un cuadrado es el cuadrado del lado:

Si 
[image: image153.wmf]ABCD
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 es un cuadrado, 
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Versión 3. 

Sea 
[image: image155.wmf]ABCD

 un paralelogramo. Entonces 
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Versión 4. 

El área de un triángulo de base b y altura h es 
[image: image157.wmf]2
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Pero, tomemos la versión que tomemos (todas son equivalentes), el Axioma A4 es fuertemente euclídeo, es decir, sólo tiene sentido si se cumple el Axioma de la única paralela. En efecto, si nos quedamos con la Versión 1 o la 2, los rectángulos sólo existen en el plano euclídeo (esto se verá en 6.5.3). Si nos quedamos con la versión 3, suponemos que las alturas de un paralelogramo miden siempre lo mismo, pero esto, nuevamente, es una condición euclídea (ver 6.5.7). Finalmente, si nos quedamos con la versión 4, suponemos que en los triángulos el producto de una base por su altura correspondiente es la misma independientemente de la base que tomemos, y nuevamente esto es cierto sólo en el plano euclídeo. En 21.5.2 estudiaremos como ejercicio un ejemplo concreto de un triángulo en un plano hiperbólico.

5.3.2 Teorema. 

La versión 1 y la versión 2 del Axioma 4 son equivalentes.
Demostración.

Claramente Axioma A4(1)
[image: image158.wmf]Þ

Axioma A4(2), por ser un caso particular.

Veamos ahora Axioma A4(2)
[image: image159.wmf]Þ

Axioma A4(1):

Si 
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, si añadimos en el centro un cuadrado de lado 
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El área del cuadrado grande será, por Axioma A4(2), 
[image: image165.wmf]2
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El área del cuadrado pequeño central será, igualmente por Axioma A4(2), 
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5.3.3 Teorema. 

La versión 1 implica la versión 3 del Axioma 4.

Demostración. Sea 
[image: image168.wmf]ABCD

 un paralelogramo. Si 
[image: image169.wmf]ABCD

 es un rectángulo, basta aplicar el Axioma A4(1). Supongamos que no lo sea. Entonces dos ángulos opuestos del paralelogramo serán agudos y los otros dos ángulos opuestos serán obtusos.

Supongamos que 
[image: image170.wmf]DAB

Ð

 es agudo. 

Trazamos 
[image: image171.wmf]AE

 perpendicular a 
[image: image172.wmf]CD

 por A y 
[image: image173.wmf]BF

 perpendicular a 
[image: image174.wmf]CD

 por B.
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 (5.3.5) y 
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 pues ambos son rectos (3.5.3), luego 
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 y por lo tanto (
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 por ser un paralelogramo) tenemos 
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 (Criterio ASA) y por tanto 
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Ahora 
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5.3.4 Teorema.
La versión 3 implica la versión 4 del Axioma 4.

Demostración. Sea un triángulo 
[image: image183.wmf]ABC

D

. Fijamos como base el lado 
[image: image184.wmf]AB

 y sea h su altura correspondiente. Trazamos la paralela a 
[image: image185.wmf]AB

 por C y la paralela a 
[image: image186.wmf]AC

 por B. Sea D su punto de intersección. 
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El cuadrilátero 
[image: image188.wmf]ABCD

 será un paralelogramo, y claramente 
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Puesto que 
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(6.1.2b), 
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Luego 
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5.4 Tijeras-congruencia de polígonos.

Recordemos la descomposición de polígonos introducida en 5.3.1. El objetivo de este apartado será demostrar el teorema Bolyai-Gerwien de 1833, que afirma que dos polígonos con el mismo área son tijeras-congruentes.

5.4.1 Proposición.

Todo polígono se puede descomponer en triángulos (de hecho, en triángulos agudos).

Demostración. Tomamos un polígono P y fijamos una recta m que no sea paralela a ninguno de los lados. Trazando paralelas a m por los vértices el polígono quedará descompuesto en triángulos y trapecios.


[image: image193.png]0/1




Y todo trapecio se descompone en dos triángulos trazando su diagonal:


[image: image194.png]



5.4.2 Definición. Polígonos tijeras-congruentes.

Diremos que dos polígonos P y Q son tijeras-congruentes si existen sendas descomposiciones 
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 con el mismo número de elementos y tales que 
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Es decir, cuando podamos descomponer los dos polígonos en la misma cantidad de  “piezas” congruentes dos a dos, en cuyo caso escribiremos 
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Un ejemplo bonito de este concepto lo encontramos en las piezas del Tangram:


[image: image200.png]= NP




Todas estas figuras poligonales son tijeras-congruentes

5.4.3 Proposición.

Dos polígonos tijeras-congruentes tienen la misma área.
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Observación. 

El recíproco también es cierto. Se conoce como Teorema Bolyai-Gerwien (1833): Dos polígonos con la misma área son tijeras-congruentes.

Demostración. Basta aplicar los axiomas A1 y A2 definidos en 5.3.1.

5.4.4 Proposición.

La tijeras-congruencia es una relación de equivalencia entre polígonos.

Demostración.

Las propiedades reflexiva y simétrica se cumplen claramente. Veamos la transitiva.

Si 
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El problema es que no necesariamente se cumple 
[image: image210.wmf]m
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. Pero tomando todas las intersecciones 
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, podemos llegar a desmontar P y R en piezas congruentes.

5.4.5 Proposición.

Todo triángulo es tijeras-congruente con un paralelogramo que tiene la misma base y la mitad de su altura.

Demostración. Sea el triángulo 
[image: image214.wmf]ABC

D

. Sea D el punto medio del segmento 
[image: image215.wmf]AC

 y E el punto medio del segmento 
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. La recta 
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 será paralela a 
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 (Criterio SAS) y por tanto 
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5.4.6 Corolario.

Dos triángulos con igual base y altura son tijeras-congruentes.

Demostración. Ambos serán tijeras-congruentes con un mismo paralelogramo, y por lo tanto basta aplicar la propiedad transitiva de la tijera-congruencia.

5.4.7 Corolario.

Dos triángulos rectángulos con igual área son tijeras-congruentes.

Demostración. Sean el triángulo 
[image: image224.wmf]ABC

D

 rectángulo en A, y el triángulo 
[image: image225.wmf]DEF
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 rectángulo en D.

Supongamos que 
[image: image226.wmf]AB
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. Puesto que tienen la misma área, entonces 
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. Superponemos ambos obteniendo la siguiente figura:
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 EMBED Equation.3  
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Por lo tanto, los triángulos 
[image: image230.wmf]ABF

D

 y 
[image: image231.wmf]AEC
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 son semejantes (Criterio SAS de semejanza).

Luego 
[image: image232.wmf]BF

 y  
[image: image233.wmf]CE

 son paralelas (8.3.6).

Ahora, aplicando el corolario anterior, los triángulos 
[image: image234.wmf]FBC

D

 y 
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 serán tijeras-congruentes, pues comparten ambos base y altura.
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Finalmente, y utilizando las propiedades básicas de la tijera-congruencia,
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5.4.8 Proposición.

Todo paralelogramo es tijeras-congruente como un rectángulo con la misma base y la misma altura.

Demostración. Sea el rectángulo 
[image: image238.wmf]ABCD

 y el paralelogramo 
[image: image239.wmf]ABEF

, con la misma altura. Supongamos que 
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Entonces 
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 y por tanto los triángulos rectángulos 
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 son congruentes.
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Consideremos ahora el caso 
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Trazamos la diagonal 
[image: image247.wmf]BF

 del paralelogramo:
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Determinamos el punto 
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[image: image250.wmf])

(

FE

op

 tal que 
[image: image251.wmf]1

FF

FE

=

.


[image: image252.png]



El paralelogramo 
[image: image253.wmf]ABEF

 será tijeras-congruente con el nuevo paralelogramo 
[image: image254.wmf]1
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Repitiendo este proceso tantas veces como sea necesario (exactamente 
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 ) , llegaremos a un punto 
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 tal que 
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 y podemos aplicar la primera parte de esta demostración.

5.4.9 Proposición.

Dos rectángulos con el mismo área son tijeras-congruentes.

Demostración. Sean los rectángulos 
[image: image258.wmf]ABCD

 y 
[image: image259.wmf]AEFG

 con el mismo área, que los vamos a suponer superpuestos el uno sobre el otro. Trazamos los segmentos 
[image: image260.wmf]DE

 y 
[image: image261.wmf]GB

, y los puntos de intersección indicados para obtener la figura siguiente:
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Luego los triángulos 
[image: image264.wmf]ABG

D

 y 
[image: image265.wmf]AED
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 son semejantes por el criterio SAS de semejanza. Por lo tanto, por 8.3.7, 
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Luego 
[image: image267.wmf]DGBJ

 es un paralelogramo, y por lo tanto 
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De la misma forma 
[image: image270.wmf]BEHG

 es un paralelogramo, y por lo tanto 
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De todo esto deducimos que 
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Moviendo las polígonos 
[image: image275.wmf]GHD
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 a 
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 y 
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 a 
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 vemos que 
[image: image279.wmf]ABCD

 y 
[image: image280.wmf]AEFG

 son tijeras-congruentes.

Observación: El razonamiento anterior no sirve si 
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Pero todo rectángulo de altura a y base b es claramente tijeras-congruente con un rectángulo de base b/2 y altura 2a, basta con cortarlo por la mitad, luego en el caso  
[image: image283.wmf]AB
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 podemos cortar el rectángulo 
[image: image284.wmf]AEFG

 tantas veces como haga falta hasta garantizar que 
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5.4.10 Corolario.

Todo rectángulo es tijeras-congruente con un rectángulo de base 1 y altura igual a su área.

Demostración. Dado un rectángulo 
[image: image286.wmf]ABCD

, con área 
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, tomamos un rectángulo de base 1 y altura a, que claramente tendrá la misma área que el primero. Por la proposición anterior, serán tijeras-congruentes.

5.4.11 Corolario.

Todo polígono es tijeras-congruente con un rectángulo de lado 1 y altura igual a su área.

Demostración. Todo polígono se puede descomponer en triángulos (5.4.1). Cada triángulo es tijeras-congruente con un paralelogramo (5.4.5) y todo paralelogramo es tijeras-congruente con un rectángulo (5.4.8). Finalmente, todo rectángulo es tijeras-congruente con un rectángulo de base 1 y altura igual a su área (5.4.10). Con todo esto deducimos que un polígono es tijeras-congruente con un rectángulo de base 1 y altura igual a su área.

5.4.12 Corolario. Bolyai-Gerwien (1833).

Dos polígonos con el mismo área son tijeras-congruentes.

Demostración. Por el corolario anterior, ambos serán tijeras-congruentes con un mismo rectángulo de lado 1 y altura el área común. 

5.4.13 Nota histórica. El tercer problema de Hilbert.

Todo el desarrollo anterior para polígonos se puede hacer en el espacio para poliedros. Diremos que dos poliedros son tijeras-congruentes cuando se puedan “descomponer” en el mismo número de poliedros iguales. Claramente, si dos poliedros son tijeras-congruentes, tendrán el mismo volumen, ¿pero dos poliedros con el mismo volumen serán tijeras congruentes, como pasa en el plano con el área? 

Hilbert, en su célebre conferencia del Congreso Internacional de Matemáticas de París del 1902, propuso 23 problemas abiertos para resolver en el siglo XX. El tercer problema fue precisamente este. Hilbert ya dejó claro en su momento que esperaba una solución negativa, pero fue el matemático Max Dehn quién en 1902 demostró que un tetraedro regular y un cubo con igual volumen no son tijeras-congruentes, introduciendo el “invariante de Dehn”.
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5.4.14 Nota histórica. Max Dehn.

Max Dehn fue uno de los más destacados alumnos de Hilbert. Nacido en Hamburg en 1878, recibió su doctorado en Göttinger a la edad de 21 años bajo la supervisión del propio Hilbert con la disertación Die Legendre’schen Satze über die Winkelsumme im Dreieck sobre los fundamentos de la geometría. Debido a su condición de judío, en 1941 se vio forzado a emigrar desde Noruega a los Estados Unidos cruzando toda la Unión Soviética en el Transiberiano y después en barco hasta Japón. Murió en 1952 en Black Mountain, Carolina del Norte.

5.4.15 Nota histórica. La paradoja Banach–Tarski.

En 1924, Stefan Banach y Alfred Tarski demostraron que es posible tomar una esfera sólida, desmontarla en un número finito de piezas y volverlas a montar obteniendo dos esferas idénticas a la primera. 

Este resultado se suele presentar como “paradoja” porque contradice nuestra intuición geométrica.

5.5 El Libro 5 de Los Elementos.
5.5.1 Introducción histórica.

Se considera el Libro 5 de los Elementos de Euclides como el primer libro de matemática abstracta de la Historia. Este libro está dedicado por completo a un concepto llamado "magnitud", que da lugar a una relación entre dos magnitudes llamada "razón" y a su vez a una relación entre cuatro magnitudes (o entre dos razones) llamada  "proporcionalidad".

La proporcionalidad es fundamental en el estudio de las figuras semejantes, que será el objeto de estudio del Libro 6, y en general para toda la matemática griega.

Todos estos conceptos: magnitudes, razones, proporcionalidad y semejanza se simplifican de una manera radical cuando disponemos de los números reales y de las medidas de longitud de segmentos, amplitud de ángulos y área de polígonos tal y como se han definido en las secciones anteriores. Desgraciadamente (o afortunadamente, según como se mire) los griegos del siglo III a.C. utilizaban estos conceptos de una manera intuitiva, y así queda reflejado en Los Elementos.

Además, unos siglos antes, alrededor del V a.C. los pitagóricos, que amaban los números por encima de todas las cosas, hicieron un admirable y sorprendente descubrimiento: la diagonal y el lado de cualquier cuadrado son inconmensurables, esto es, no existe un segmento que esté contenido un número exacto de veces tanto en el lado como en la diagonal de un cuadrado. Este descubrimiento tiró por tierra todo su proyecto de fundamentar las matemáticas (y la vida entera) en los números racionales. Tuvieron que pasar más de 2000 años hasta que se desarrollaron las técnicas numéricas que permitieron manejar estas razones, gracias a matemáticos como Dedekind. Así pues, en los Elementos de Euclides se evita a toda costa "dividir segmentos", pues se es perfectamente consciente de que no siempre es posible hacerlo.

Aristóteles habló en sus obras con frecuencia sobre la inconmensurabilidad del lado y la diagonal del cuadrado.  Por ejemplo, en la Metafísica (983 a, 12-20) dice Aristóteles:

"Todos comienzan, de hecho, maravillándose de que una cosa pueda ser en un cierto modo, como los trucos de un malabarista, o sobre los movimientos del Sol, o sobre la inconmensurabilidad de la diagonal respecto al lado en un cuadrado. Maravilloso resulta, ciertamente, que no exista algo pequeñísimo como unidad de medida común, pero cuando se ha entendido, lo que realmente maravillaría a un matemático es que la diagonal fuese conmensurable con el lado". 

Las magnitudes serían todos aquellos conceptos, matemáticos o no, susceptibles de ser "medidos", es decir, a los que podemos asignar un número positivo que con las propiedades de las longitudes:


i)
Los números enteros positivos IN.


ii) 
Los números racionales positivos 
[image: image290.wmf]+

Q

.


iii) 
Los números reales positivos 
[image: image291.wmf]+

IR

.


iv) 
Los segmentos.


v) 
Las áreas.


vi) 
Los volúmenes.


viii) 
Las notas musicales.

5.5.2 El concepto de magnitud en el Libro 5.
Vocabulario. Magnitud.

Μεγέθη : Magnitud.


Definición. Magnitud divisora de otra. (Elementos, definición 5.1)

Μέρος ἐστὶ μέγεθος μεγέθους τὸ ἔλασσον τοῦ μείζονος, ὅταν καταμετρῇ τὸ μεῖζον.

Una magnitud es una parte de otra magnitud, la menor a la mayor, cuando mida a la mayor.

En lenguaje moderno: Diremos que 
[image: image292.wmf]a
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Definición. Magnitud múltiple de otra (Elementos, definición 5.2)

Πολλαπλάσιον δὲ τὸ μεῖζον τοῦ ἐλάττονος, ὅταν καταμετρῆται ὑπὸ τοῦ ἐλάττονος

Y la mayor será múltiple de la menor cuando venga medida por ésta.

En lenguaje moderno: Diremos que 
[image: image295.wmf]b

 es "múltiple de" 
[image: image296.wmf]a

 cuando 
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Definición. Magnitudes con razón (Elementos, definición 5.4)

Λόγον ἔχειν πρὸς ἄλληλα μεγέθη λέγεται, ἃ δύναται πολλαπλασιαζόμενα ἀλλήλων ὑπερέχειν

Diremos que dos magnitudes “están en razón” cuando, siendo multiplicadas convenientemente, cada una exceda a la otra.

En lenguaje moderno:  Diremos que a y b están en razón cuando existan n y m tales que 
[image: image298.wmf]b

a

n

>

×

 y 
[image: image299.wmf]a

b

m

>

×

.

5.5.3 El concepto de razón en el Libro 5.

Λόγος ἐστὶ δύο μεγεθῶν ὁμογενῶν ἡ κατὰ πηλικότητά ποια σχέσις.

Una razón es un cierto tipo de relación con respecto al tamaño de dos magnitudes homogéneas.

En notación moderna escribimos 
[image: image300.wmf]b
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:


Observamos que Euclides excluye cualquier tipo de razón entre magnitudes que no sean de la misma especie, por ejemplo no son aceptables la razón entre un área y una longitud o entre un volumen y un área.

Las razones pueden ser entre magnitudes conmensurables y también entre magnitudes inconmensurables. Por ejemplo, la razón entre la diagonal de un cuadrado y su lado:
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La razón 
[image: image302.wmf]DC

AC

:

 sería el equivalente al moderno número real 
[image: image303.wmf]2

.

Definición. Orden entre dos razones (Elementos Definición 5.7)

῞Οταν δὲ τῶν ἰσάκις πολλαπλασίων τὸ μὲν τοῦ πρώτου πολλαπλάσιον ὑπερέχῃ τοῦ τοῦ δευτέρου πολλαπλασίου, τὸ δὲ τοῦ τρίτου πολλαπλάσιον μὴ ὑπερέχῃ τοῦ τοῦ τετάρτου πολλαπλασίου, τότε τὸ πρῶτον πρὸς τὸ δεύτερον μείζονα λόγον ἔχειν λέγεται, ἤπερ τὸ τρίτον πρὸς τὸ τέταρτον.

Y cuando para ciertos equimúltiples de la primera y tercera y equimúltiples de la segunda y cuarta magnitudes, el múltiple de la primera sea mayor que el múltiple de la segunda, y el múltiple de la tercera no sea mayor que el múltiple de la cuarta, entonces diremos que la primera magnitud a la segunda tiene mayor razón que la tercera a la cuarta.

En notación moderna:
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Es decir, en un contexto moderno de números reales, diríamos que un número real es menor que otro cuando podemos encontrar un racional que los separa.

5.5.4 El concepto de proporcionalidad en el Libro 5.

᾿Εν τῷ αὐτῷ λόγῳ μεγέθη λέγεται εἶναι πρῶτον πρὸς δεύτερον καὶ τρίτον πρὸς τέταρτον, ὅταν τὰ τοῦ πρώτου καί τρίτου ἰσάκις πολλαπλάσια τῶν τοῦ δευτέρου  καὶ τετάρτου ἰσάκις πολλαπλασίων καθ᾿ ὁποιονοῦν πολλαπλασιασμὸν ἑκάτερον ἑκατέρου ἢ ἅμα ὑπερέχῃ ἢ ἅμα ἴσα ᾖ ἢ ἅμα ἐλλείπῇ ληφθέντα κατάλληλα.

Diremos que (cuatro) magnitudes están en la misma razón, la primera a la segunda y la tercera a la cuarta, cuando equimúltiples de la primera y la tercera sean mayores, iguales o menores que equimúltiples de la segunda y la cuarta, respectivamente, tomados en el orden correspondiente.

Τὰ δὲ τὸν αὐτὸν ἔχοντα λόγον μεγέθη ἀνάλογον καλείσθω.

Y magnitudes que están en la misma razón se llamarán proporcionales.
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Nota histórica: El símbolo “::” fue introducido por William Oughtred en el siglo XVII.

Euclides evita utilizar la expresión "igualdad entre dos razones", y no utiliza la palabra "igual" [image: image306.png]


σος  cuando se refiere a razones, y utiliza "estar en razón ", "tener la misma razón" o "formar una razón":    Εν τῷ αὐτῷ λόγῳ

5.5.5 Algunos resultados del Libro 5 de Los Elementos de Euclides.

Proposición. (Elementos 5.1)
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Proposición. (Elementos 5.2)
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La demostración sigue el siguiente esquema:
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Proposición. (Elementos 5.8)
a) 
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Demostración.

Puesto que 
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El número 
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Entonces se cumple 
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Por lo tanto, para estos m y n, se cumple
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Proposición. (Elementos 5.9)
a) 
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Proposición. (Elementos 5.10)

a) 
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b) 
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Teorema.
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î

ï

í

ì

<

Þ

<

=

Þ

=

>

Þ

>

Û

D

C

B

A

D

C

B

A

D

C

B

A

D

C

B

A

:

::

:


Demostración.

Podemos considerar este teorema como un caso particular de la definición de magnitudes proporcionales al considerar el caso 
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Teorema.
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Demostración. 

Supongamos que 
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Queremos demostrar que
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Para ello tomamos equimúltiplos 
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 de B y A respectivamente.

Veamos que  
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Pero entonces 
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, tal y como queríamos ver.

Las otras dos condiciones se demuestran de forma similar.

Teorema.
Si 
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Demostración.

Se puede considerar como un caso particular de la propia definición V:
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Teorema. (Elementos 5.7)
Sean A, B y C tres magnitudes cualesquiera.

Si 
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Demostración.

Veamos que 
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Supongamos que 
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Teorema. (Elementos 5.11)
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Demostración.

Sean 
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Entonces, por cumplirse 
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y por cumplirse 
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y por tanto se cumplirá la "Condición 5.1"

Teorema. (Elementos 5.12)
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Demostración.

Teorema. Elementos 5.13
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Demostración.
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Pero si 
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Y por tanto se cumple la condición de 
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5.5.6 Tabla. Esquema de las proposiciones del Libro 5.
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5.12
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Fuente: E.C. Zeeman

Observación final. El inconveniente de trabajar con medidas sin signo.

Una geometría con medidas sin signo, como la que se ha planteando en este tema, tiene el inconveniente de que debemos garantizar siempre la posición de los puntos en las rectas, puesto que la condición L1 de 5.1.4: 
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 solo se cumple si 
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, y no se puede aplicar si, por ejemplo, 
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. Esto puede ser realmente engorroso cuando resolvemos problemas geométricos complicados, y se puede evitar si se utilizaran medidas con signo (longitud, ángulo y área positivas y negativas). En este caso la igualdad 
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 funciona siempre, independientemente de la posición de B respecto a los puntos A y C. 

El siguiente "pseudoteorema" es un ejemplo de cómo un razonamiento poco escrupuloso en este sentido puede dar lugar a un resultado absurdo.

Pseudoteorema. "Todo triángulo es isósceles".

Pseudodemostración. Sea 
[image: image397.wmf]ABC

D

 un triángulo cualquiera. Sea D el punto de corte entre la bisectriz interna por el vértice A y la mediatriz del lado opuesto 
[image: image398.wmf]BC

.

Trazamos por D las perpendiculares a los lados AB, AC y BC, cuyos puntos de corte serán E, F y G, respectivamente.

Los triángulos 
[image: image399.wmf]ADF
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 y 
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 son semejantes por el criterio AA.

Puesto que, además, comparten el lado AD, serán congruentes, y por tanto 
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Puesto que G es el punto medio de 
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, luego los triángulos rectángulos 
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 son congruentes, por el critero SAS, de donde deducimos que 
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Puesto que 
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, los triángulos rectángulos 
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 serán congruentes (Criterio HL, 3.8.7), y por tanto 
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Finalmente, 
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, y el triángulo es isósceles  (!!!).
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El error del planteamiento anterior está en suponer que el punto D está en el interior del triángulo (esquema de la izquierda), y que, por tanto, los puntos E y F pertenecen al interior de los segmentos 
[image: image415.wmf]AC

 y 
[image: image416.wmf]AB

, lo que justificaría que se cumplen  
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 y 
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 al mismo tiempo, cosa que no es cierto.

Si utilizáramos longitudes con signo, entonces 
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