4 Continuidad.

4.1 Conjuntos convexos.

4.1.1 Definición. Conjunto convexo.

Diremos que un conjunto de puntos S es convexo cuando cumple la siguiente condición:
Si 
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 entonces 
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O equivalentemente: Si 
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4.1.2 Ejercicio.

Todo conjunto de un único punto es convexo.

Demostración. Basta aplicar la definición de 
[image: image6.wmf]AA

 (2.1.3).

4.1.3 Ejercicio.

Toda recta es convexa.

Demostración. Si 
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 (2.1.6).

4.1.4 Ejercicio. 

Toda semirrecta es convexa.

Demostración. Si 
[image: image8.wmf]CD
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4.1.5 Ejercicio.

Todo semiplano es convexo.

Demostración. Sea r una recta y supongamos que A y B están en el mismo lado de r, es decir, 
[image: image9.wmf]B
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 tal que A*D*C. Entonces A*D*C*B (2.3.4), luego A*D*B y en consecuencia 
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4.1.6 Ejercicio.

Todo segmento es convexo.

4.1.7 Proposición.

La intersección de dos conjuntos convexos es convexo.

Demostración. Supongamos S y T dos conjuntos convexos. Sean 
[image: image14.wmf]T
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convexo, luego 
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 convexo, y por tanto 
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4.2 Particiones de Dedekind. El Axioma de Dedekind.

Nota histórica. A mediados del siglo XIX el matemático alemán Dedekind introduce el concepto de “corte”, que aclara y unifica por un lado el concepto geométrico de recta continua, en el sentido de completa, sin agujeros, y por otro el concepto aritmético de “sistema numérico continuo”, ambos en perfecta biyección. Gracias a este concepto, muchos teoremas fundamentales que hasta el momento se tenían por ciertos pudieron ser finalmente demostrados rigurosamente.

4.2.1 Definición. Partición de una recta.

Una Partición de una recta r es un par de conjuntos 
[image: image20.wmf]{
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4.2.2 Proposición. Partición de Dedekind de una recta.

Dada una partición 
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a) Ningún punto de 
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b) 
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En cualquiera de los dos casos diremos que se trata de una partición de Dedekind de la recta.

Demostración.  
[image: image29.wmf])

)

b

a

Þ

 Sean 
[image: image30.wmf]1

,

S

Î

Q

P

. Sea 
[image: image31.wmf]PQ

R

Î

, es decir, 
[image: image32.wmf]Q

R

P

*

*

. Puesto que ningún punto de 
[image: image33.wmf]2

S

 puede estar entre dos puntos de 
[image: image34.wmf]1

S

, 
[image: image35.wmf]2

S

Ï

R

, y por tanto necesariamente 
[image: image36.wmf]1

S

Î

R

, y 
[image: image37.wmf]1

S

 es convexo. De la misma manera se demuestra que 
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 Supongamos ahora que 
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Supongamos que 
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Por convexidad de 
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4.2.3 Definición. Punto de corte de una partición de Dedekind.

Dada una partición de Dedekind 
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 de la misma, las tres condiciones siguientes son equivalentes:

a) 
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b) 
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c) 
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En cualquiera de los tres casos, diremos que O es un punto de corte de la partición. Estas tres condiciones equivalentes, cada una a su manera, nos están diciendo que existe un punto "frontera", un punto que está "en medio" de las dos particiones. 

Nota: En algunos libros encontramos también una cuarta definición:
d) 
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 son las dos semirrectas de r con vértice O.

Demostración. 
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Por convexidad de 
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a) 
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Supongamos que sucede el caso a), es decir, 
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Por hipótesis, 
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Pero 
[image: image76.wmf]S

Q

P

R

S

Q

P

R

S

Q

R

Q

P

*

*

*

*

*

*

*

*

*

Þ

Þ

Ù

, con 
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El caso b) nos lleva a contradicción con un razonamiento similar, por lo que sólo puede suceder el caso c), es decir, que 
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Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que 
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Si 
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El caso 
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Si 
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4.2.4 Corolario.

Un punto de corte, si existe, es único.

Demostración. Supongamos que O y O’ son puntos de corte de una misma partición de Dedekind 
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Supongamos que 
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Por ser O’ punto de corte, 
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Supongamos que 
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Si 
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Si 
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 un razonamiento similar nos lleva igualmente a contradicción. 

El resto de casos se demuestra de la misma manera.

4.2.5 Axioma. Axioma de Dedekind.

Para toda partición de Dedekind de una recta existe un punto de corte.

4.2.6 Definición. Particiones de Dedekind de semirrectas.

De la construcción para rectas podemos deducir una variación de partición de Dedekind para semirrectas.

Sea una semirrecta 
[image: image120.wmf]AB

s

=

, diremos partición de Dedekind de s a todo par de conjuntos 
[image: image121.wmf]{

}

2

1

,

S

S

 tal que:

a) 
[image: image122.wmf]s

=

S

È

S

2

1


b) 
[image: image123.wmf]Æ

=

S

Ç

S

2

1


c) 
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d) 
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e) 
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Y su axioma de Dedekind correspondiente: Toda partición de Dedekind de una semirrecta tiene asociado un punto de corte, y pertenece a dicha semirrecta.

4.2.7 Proposición.

Si se cumple el axioma de Dedekind para rectas también se cumple para semirrectas.

Demostración. Ampliamos la partición 
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Observamos que 
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[image: image135.wmf]{
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 pues el opuesto de una semirrecta es una semirrecta y toda semirrecta es convexa (4.1.4).

Si 
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Los otros casos se demuestran con argumentos similares.

Por lo tanto, si se cumple el Axioma de Dedekind, lo podemos aplicar a la partición de Dedekind 
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El punto de corte O pertenecerá a la semirrecta 
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Efectivamente, supongamos que 
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Supongamos que 
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4.3 Circunferencias en un plano de Hilbert.

Este apartado contiene las propiedades de los objetos geométricos relacionados con las circunferencias dentro del contexto de un plano de Hilbert, es decir, sin suponer el Postulado de la única paralela. Veremos que para garantizar algunos resultados elementales, como por ejemplo que una recta que pasa por el interior de una circunferencia se corta con ella, es necesario suponer el Axioma de Continuidad. Más adelante, el tema 9 estará dedicado íntegramente a estudiar todas las propiedades de las circunferencias en un contexto de plano euclídeo.

4.3.1 Definición. Circunferencia. Interior y exterior de una circunferencia. Círculo.

Sea un punto A y un segmento 
[image: image175.wmf]BC

. Definimos la circunferencia de centro A y radio 
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 como el conjunto de puntos P tales que 
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Definimos el interior de 
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 como el conjunto: 
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Definimos el exterior de 
[image: image181.wmf]v

 como el conjunto:
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Por la ley de tricotomía, todo punto está en la circunferencia, en su interior o en su exterior, de forma exclusiva.

Diremos círculo a la unión de una circunferencia y su interior.

4.3.2 Proposición.

a) Una recta y una circunferencia se cortan como mucho en dos puntos.

b) Una recta que pasa por el centro O de una circunferencia la corta en dos puntos P y Q cumpliendo 
[image: image183.wmf]Q
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c) Dos circunferencias iguales como conjuntos de puntos tienen el mismo centro.

Demostración. a) Supongamos que una recta r corta una circunferencia de centro O en tres puntos diferentes A, B y C, es decir, 
[image: image184.wmf]OC
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En el triángulo 
[image: image186.wmf]OAC
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, 
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 por 3.1.9. De la misma manera, en el triángulo 
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Luego 
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Pero 
[image: image191.wmf]OCB
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 por el Teorema del ángulo exterior (3.7.2), llegando a contradicción.
b) Sea 
[image: image192.wmf]v

una circunferencia de centro O y radio 
[image: image193.wmf]AB

. Supongamos que la recta r corta a la circunferencia por su centro O. Sea C cualquier otro punto de r (Axioma I2). Sea P el punto de 
[image: image194.wmf]OC

 tal que 
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c) Sea 
[image: image198.wmf]O

 un punto y 
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 un segmento con los que construimos la circunferencia 
[image: image200.wmf]v

. Sea 
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 otro punto y 
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 otro segmento con los que construimos la circunferencia 
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Supongamos que 
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 en dos puntos C y D tales que 
[image: image209.wmf]D

O

C

*

*

. Se cumple 
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Los dos únicos casos posibles son
[image: image213.wmf]D
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Supongamos que 
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El otro caso 
[image: image220.wmf]D
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 se demuestra con un razonamiento similar.

4.3.3 Definición. Recta tangente a una circunferencia. Circunferencias tangentes.
Diremos que una recta r es tangente a la circunferencia 
[image: image221.wmf]g

 cuando se corten en un único punto. A dicho punto le llamaremos punto de tangencia entre la circunferencia y la recta.
Diremos que dos circunferencias son tangentes cuando se corten en un único punto. A dicho punto le llamaremos punto de tangencia entre las dos circunferencias.

[image: image222.png]



4.3.4 Definición. Cuerda. Diámetro.

Diremos que el segmento 
[image: image223.wmf]AB

 es una cuerda de la circunferencia 
[image: image224.wmf]g

 cuando sus extremos A y B pertenezcan a la circunferencia.

Un diámetro de la circunferencia es una cuerda que pasa por el centro de la circunferencia.

       [image: image225.png]Y &




4.3.5 Proposición.

Si una recta contiene un punto en el interior de una circunferencia, la proyección ortogonal del centro de la circunferencia en la recta también está en el interior de la misma, o bien la recta pasa por el centro de la circunferencia.

Demostración. Sea r la recta, y sea O el centro de la circunferencia. Si O pertenece a la recta ya no hay nada que demostrar, supongamos pues que O no pertenece a la circunferencia.

Sea T la proyección perpendicular de T en r. Sea P el punto de la recta que está en el interior de la circunferencia.
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El triángulo 
[image: image227.wmf]OTP
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 es rectángulo en T, luego 
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 es agudo (3.7.6) y por tanto 
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Luego para cualquier punto R de la circunferencia, 
[image: image230.wmf]OT
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, y por tanto T también estará en su interior.

4.3.6 Proposición.

Todos los puntos entre dos puntos que no están en el exterior de una circunferencia están en el interior de la circunferencia. Por lo tanto, el interior de una circunferencia es un conjunto convexo, un círculo es un conjunto convexo, y todos los puntos interiores de una cuerda están en el interior de la circunferencia.

Demostración. Sean A y B dos puntos que no están en el exterior de una circunferencia de centro O. Supongamos que O no está en 
[image: image231.wmf]AB

. Sea P tal que 
[image: image232.wmf]B
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 y 
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 será recto o obtuso por 3.7.5. Supongamos que 
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 por 3.7.7, y por tanto, si A no está en el exterior de la circunferencia entonces P estará en el interior de la circunferencia. Con un razonamiento similar se prueba el caso 
[image: image238.wmf]OPB
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 obtuso.

Si la recta 
[image: image239.wmf]AB

 contiene el centro O necesitamos un razonamiento diferente. Los casos posibles son 
[image: image240.wmf]B

P

O

A

*

*

*

, 
[image: image241.wmf]B

O

P

A

*

*

*

, 
[image: image242.wmf]B

P

A

O

*

*

*

, 
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. De cualquiera de estos cuatro casos se deduce fácilmente que el punto P está en el interior de la circunferencia.

4.3.7 Proposición.

Sean A y B dos puntos exteriores a una circunferencia de centro O. Sea T la proyección ortogonal del centro en la recta 
[image: image244.wmf]AB

.

a) Si T está en el exterior de la circunferencia, toda la recta está en el exterior de la circunferencia.
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b) Si T no está en el interior de 
[image: image246.wmf]AB

, todos los puntos del segmento 
[image: image247.wmf]AB

 están en el exterior de la circunferencia.
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c) La proyección ortogonal del centro de una circunferencia en una cuerda es su punto medio.
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Demostración.

a) Sea P un punto de 
[image: image250.wmf]AB

. El triángulo 
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 es rectángulo en T y con hipotenusa 
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. Luego 
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 (3.7.13) y por tanto P está en el exterior de la circunferencia.

b) Sea P un punto de 
[image: image254.wmf]AB

. Se pueden dar dos casos: 
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El ángulo 
[image: image258.wmf]OAP
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 es obtuso por el Teorema del ángulo exterior (3.7.2). Puesto que un triángulo no puede tener dos ángulos obtusos (3.7.12), 
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 tiene que ser agudo, y por tanto 
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, y si A está en el exterior de la circunferencia, también lo estará P.

c) Los triángulos 
[image: image261.wmf]OTA
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 y 
[image: image262.wmf]OTB
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 son congruentes por el criterio HL (3.8.7), luego 
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4.3.8 Proposición. Caracterización de las rectas tangentes.
Sea T un punto de una circunferencia 
[image: image264.wmf]v

 de centro O. Sea r la recta perpendicular al radio 
[image: image265.wmf]OT

 que pasa por T.

a) La recta t tiene como único punto de contacto con la circunferencia al propio T, y por tanto es tangente a la circunferencia.

b) Toda la circunferencia queda a un lado de la recta t.

c) Cualquier otra recta que pase por T y no sea t tendrá dos puntos de contacto con la circunferencia, y por tanto la recta r es la única recta tangente a la circunferencia por T.

Demostración.

a) Dado cualquier punto 
[image: image266.wmf]T
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 de la recta, se cumplirá 
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 por 3.7.13, luego P no puede pertenecer a 
[image: image268.wmf]v

.

b) La desigualdad anterior garantiza que para cualquier punto R de 
[image: image269.wmf]v

, el segmento 
[image: image270.wmf]OR

 no puede cortar con la recta, pues si tenemos 
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 en la recta, entonces 
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 y acabamos de ver que esto no es posible.

c) Sea s cualquier otra recta que pasa por T. Sea F la proyección ortogonal de O en s. Puesto que 
[image: image275.wmf]s
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4.3.9 Ejercicio. 

El exterior de una circunferencia no es convexo.

Demostración. Sea 
[image: image283.wmf]g

una circunferencia con centro O y radio 
[image: image284.wmf]OA

.

En 
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Tenemos 
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Veamos que 
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Luego 
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4.3.10 Lema. 

Sea 
[image: image298.wmf]v

 una circunferencia, y sea 
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 un segmento con 
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 son conjuntos convexos.

Demostración.

Demostración. El segmento 
[image: image304.wmf]AB

 es convexo por 4.1.6. El interior de una circunferencia  es convexo por 4.3.6. La intersección de dos conjuntos convexos es convexo por 4.1.7. Luego la intersección de 
[image: image305.wmf]AB

 con el interior de 
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 será convexa.

Veamos que la intersección de 
[image: image307.wmf]AB

 con el exterior de 
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 es también convexa.

Supongamos que no. Entonces existirán X*Z*Y en 
[image: image309.wmf]AB

 con X, Y en el exterior de 
[image: image310.wmf]g

, pero con Z que no está en el exterior de
[image: image311.wmf]v

, es decir, Z pertenece al círculo.

Reordenando Y e Y si es necesario, podemos suponer A*X*Y, luego A*X*Z*Y y por tanto A*X*Z, con A y Z en el círculo. Pero un círculo es convexo (4.3.6), luego X pertenecerá también al círculo, llegando a contradicción.

4.3.11 Lema.

Sea r una recta y 
[image: image312.wmf]v

 una circunferencia.

a) Todo punto de 
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b) Todo punto de 
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c) Todo segmento 
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con A en 
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Demostración. Sea O el centro de la circunferencia y 
[image: image322.wmf]OR

 su radio.

a) Sea P un punto de r en el interior de la circunferencia, es decir, 
[image: image323.wmf]OR
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Sea Q el punto de 
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 tal que 
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Sean A y B los puntos de r situados a ambos lados de P tales que 
[image: image326.wmf]PQ
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.


[image: image327.png]



Aplicando la desigualdad triangular (3.7.10) en el triángulo 
[image: image328.wmf]OPA

D

, tenemos 


[image: image329.wmf]OR

OA

OR

OQ

PQ

OP

AP

OP

OA

<

Þ

@

@

+

@

+

<

, y de la misma forma
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, por lo tanto los puntos A y B pertenecen al interior de la circunferencia.

b) Sea ahora P un punto de r en el exterior de la circunferencia, es decir, 
[image: image331.wmf]OP
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. Sea Q el punto de 
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 tal que 
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Sean A y B los puntos situados a ambos lados de P tales que 
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Entonces, aplicando la desigualdad triangular (3.7.10) en el triángulo 
[image: image336.wmf]OPA
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, y por tanto el punto P pertenece al exterior de la circunferencia.

4.3.12 Postulado. Postulado de la Intersección Circunferencia-Recta CR. 
Toda recta que contenga un punto situado en el interior de una circunferencia se corta con la misma.

[image: image338.png]



4.3.13 Teorema.

Suponiendo el Axioma de Dedekind se cumple el Postulado CR.

Demostración. Sea 
[image: image339.wmf]v

 una circunferencia de radio 
[image: image340.wmf]OR

. Sea r una recta con un punto P contenido en el interior de la circunferencia. En todo momento vamos a suponer que la recta no pasa por el centro de la circunferencia, pues en ese caso se demuestra que la recta corta la circunferencia incluso sin necesidad de suponer el Axioma de Dedekind.

Marcamos un punto Q en la recta, en un lado cualquiera respecto de P, tal que 
[image: image341.wmf]OR
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. Está claro que el punto Q estará en el exterior de la circunferencia, pues por la desigualdad triangular (3.7.10) aplicada al triángulo 
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Supongamos que 
[image: image344.wmf]Æ
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, y veamos que llegamos a contradicción.

Sea T la proyección ortogonal de O en la recta r.

Sea 
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Veamos que 
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Está claro que 
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pues suponemos 
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Veamos que el conjunto 
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S

 es convexo. Si 
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Luego sólo nos queda ver el caso 
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El conjunto 
[image: image368.wmf]2
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es convexo por 4.3.10. 
Ahora aplicamos el Axioma de Dedekind que nos garantiza la existencia de un punto de corte K para esta partición. Veamos que en cualquier caso posible llegamos a contradecir la caracterización 4.2.3b de punto de corte.

Si 
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Luego ni 
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 son posibles, lo cual contradice la hipótesis de que 
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 no puede ser cierta, es decir, la recta y la circunferencia se cortan al menos en un punto.

4.3.14 Postulado. Postulado de la Intersección Circunferencia-Circunferencia CC.
Sean 
[image: image385.wmf]g

 y 
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 dos circunferencias. Si 
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 contiene un punto del interior de 
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 y un punto del exterior de 
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, entonces 
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 contiene un punto de 
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, es decir, las dos circunferencias se cortan.
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4.3.15 Teorema.

Suponiendo el Axioma de Dedekind se cumple el postulado CC.

Demostración.

4.3.16 Corolario. (Elementos 1.1).

Sea un segmento 
[image: image393.wmf]AB

. Entonces, suponiendo el Axioma de Dedekind, existe un punto C tal que 
[image: image394.wmf]ABC

D

 es un triángulo equilátero.

Demostración. Sea 
[image: image395.wmf]g

 la circunferencia con centro A y radio 
[image: image396.wmf]AB

. Sea 
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 la circunferencia con centro en B y radio 
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 contiene un punto del interior de 
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. Sea D un punto tal que D*A*B y 
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 (axiomas B2 y C2). Entonces 
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, por lo que D está en el exterior de 
[image: image405.wmf]d

.

Aplicando el teorema anterior 4.3.15, existirá un punto C en la intersección de 
[image: image406.wmf]g

 y 
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. 

A, B y C no pueden ser colineales (queda por demostrar)

Así pues, A, B y C formarán un triángulo.

Puesto que 
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, es decir, los tres lados son congruentes, y por lo tanto el triángulo será equilátero.

Nota: Este es el primer resultado que Euclides pretende demostrar en sus Elementos, y lo hace suponiendo la existencia de puntos de intersección de dos circunferencias, cosa que no se deduce de los axiomas previos. En el siglo XIX se vio la necesidad de añadir un axioma como el Axioma de Continuidad.
Nota: Un hecho interesante es que si se cumple el Postulado de la intersección Circunferencia-Recta, y se cumple el Postulado de la única paralela, entonces se cumple el Postulado de la intersección Circunferencia-Circunferencia. 

4.3.17 Proposición.

En un plano de Hilbert, si se cumple el postulado CC se cumple el postulado CR.

Demostración.

Sea 
[image: image412.wmf]g

 una circunferencia con centro O y radio 
[image: image413.wmf]OA

, y sea r una recta conteniendo un punto P del interior de la circunferencia. 
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Si la recta pasa por el centro de la circunferencia, aplicando el lema 4.3.2b cortará con la misma. Supongamos que no pasa por el centro. Tenemos, pues, un punto 
[image: image415.wmf]r
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, 
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Sea s la recta perpendicular a r por O. Sea B su punto de corte con r. 

Sea O' el único punto tal que 
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 la circunferencia de centro O' y radio 
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Vamos a demostrar que las circunferencias 
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 y 
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 se cortan en un punto Q, es decir, que existirá un punto Q tal que 
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, pues entonces, como la recta r es la mediatriz del segmento 
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La recta s pasa por el centro O' de la circunferencia 
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, luego por 4.3.2b cortará a dicha circunferencia en dos puntos C y D, tal que 
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. Renombrándolos si es necesario, podemos suponer que C y O están al mismo lado de la recta respecto de O'.
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Claramente 
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Sólo falta ver que 
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, pues entonces, aplicando el Postulado CC, se deducirá la existencia del punto de corte Q que buscamos.

El triángulo 
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 es rectángulo, luego, por 3.7.13 tendremos que 
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, y por tanto O y C son colaterales respecto de r, luego se pueden dar dos casos:
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ii) 
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[image: image439.wmf])

(

g

Int

C

OA

OB

OC

Î

Þ

<

<


Fuente: "Geometry: Euclid and Beyond" (Hasrtshorne)

4.4 El Axioma de Arquímedes.

4.4.1 Definición. El Axioma de Arquímedes. (Elementos 5, definición 4; H5.1)
Dada una semirrecta 
[image: image440.wmf]AB
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Con otras palabras, multiplicando segmentos, por muy pequeños que estos sean, podremos siempre obtener segmentos tan grandes como queramos.

Nota: El Axioma de Arquímedes en Los Elementos. 

El Axioma de Arquímedes aparece como definición número 4 del Libro 5, dentro del contexto de las magnitudes:

Λόγον ἔχειν πρὸς ἄλληλα μεγέθη λέγεται, ἃ δύναται πολλαπλασιαζόμενα ἀλλήλων ὑπερέχειν.

Diremos dos magnitudes guardan razón entre sí cuando cada una de ellas, siendo multiplicada, pueda exceder la otra. 

4.4.2 Teorema.

Si se cumple el Axioma de Dedekind entonces también se cumple el Axioma de Arquímedes.

Demostración. Supongamos que no es cierto.

Utilizaremos la versión del Axioma de Dedekind para semirrectas (4.2.6).

Sea 
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el conjunto definido por A y todos los puntos 
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Veamos que 
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 no es un conjunto vacío pues suponemos que no se cumple el Postulado de Arquímedes.
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y por tanto 
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Al suponer que se cumple el Axioma de Dedekind lo podemos aplicar a nuestra partición 
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Observación.
En 16.7.5 estudiaremos la existencia de planos de Hilbert no arquimedianos, es decir, en los que no se cumple el Axioma de Arquímedes.

4.5 División de segmentos.

4.5.1 Postulado. Postulado de la división de segmentos.

El Postulado de la división de segmentos afirma que dado un segmento 
[image: image493.wmf]AB

 cualquiera y un número natural 
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es decir, podemos dividir dicho segmento en n partes iguales.
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En 8.2.12 veremos que en un plano euclídeo se cumple siempre este postulado, pero como ya comentamos en 3.3.6, este postulado no se cumple dentro de un plano de Hilbert, pues es necesario añadir el Axioma de Continuidad.

4.5.2 Proposición. Existencia y unicidad de los “puntos diádicos”.

Dada una semirrecta 
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[image: image499.wmf]1

>

n

, existirá un único punto 
[image: image500.wmf]P

 tal que 
[image: image501.wmf]B

P

A

*

*

 y 
[image: image502.wmf]B

P

n

=

×

2

. A este punto le denotaremos por 
[image: image503.wmf]n

B

2

.

Demostración. Sea 
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 . En 3.9.5 vimos su existencia y unicidad.
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Sea 
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De esta manera podemos ir definiendo los puntos de la forma 
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Por inducción sobre n demostramos que siempre 
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4.5.3 Proposición.

Dada una semirrecta 
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Demostración. Para dicho n dado tomemos 
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Entonces tomando 
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4.5.4 Corolario.

Dada una semirrecta 
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b) Si un punto 
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Demostración. a) Puesto que 
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Aplicando 4.5.3 garantizamos la existencia de un punto 
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b) Puesto que 
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 podemos considerar el segmento 
[image: image541.wmf]AB

C

n

A

-

×

. Aplicando 4.5.3 garantizamos la existencia de un punto 
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4.5.5 Proposición. División de segmentos.

Si se cumple el Axioma de Dedekind, dado un segmento 
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 y cualquier número natural 
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Demostración.

Separamos los puntos de la semirrecta 
[image: image550.wmf]AB

 en dos grupos: 

Los que ’no llegan’: 
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y los que ‘llegan o se pasan’:
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Primera parte: 
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- Los conjuntos 
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[image: image571.wmf]P

n

B

A

×

*

*

, y por tanto 
[image: image572.wmf]³

S

Î

P

.

c) 
[image: image573.wmf]P

n

A

B

×

*

*

, que no puede suceder, pues 
[image: image574.wmf]AB

P

n

A

B

P

n

A

B

=

×

Ï

Þ

×

)

(

*

*

, absurdo.

- El conjunto 
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- El conjunto 
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[image: image578.wmf]³

S

Î

B

. Efectivamente, 
[image: image579.wmf]B

B

B

n

=

×

>

×

1

.

Segunda parte: Los conjuntos 
[image: image580.wmf]<

S

 y 
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 son convexos (es decir, es una partición de Dedekind de r).

Supongamos que 
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Puesto que 
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 es el extremo de la semirrecta r, no se puede dar el caso 
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Así pues, 
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Puesto que 
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La convexidad de 
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 se demuestra de forma similar.

Tercera parte: Aplicamos el Axioma de Dedekind, que nos garantiza la existencia de un único punto de corte para esta partición, es decir, existirá un único 
[image: image598.wmf]AB
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Efectivamente, supongamos que 
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De la misma manera tampoco puede suceder 
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 Así pues, llegamos a 
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4.6 La distancia en una semirrecta.
4.6.1 Teorema. La función distancia en una semirrecta.

Sea 
[image: image615.wmf]AB

una semirrecta. Al punto B le llamaremos “punto unidad”.

Existirá una única función
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que cumpla las siguientes cinco condiciones:
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3) Ser biyectiva.
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5) 
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La función 
[image: image621.wmf]F

 dependerá, por lo tanto, única y exclusivamente del punto B fijado.

Vamos a construir esta función por partes, primero para los números naturales, luego para los racionales y finalmente para los irracionales, utilizando en cada momento la función ya construida en la fase anterior.

Primera parte. Construcción de 
[image: image622.wmf]F

 para números naturales.

Es la función definida en 4.4.1:
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Por la proposición 3.3.4, esta función es inyectiva y cumple la condición 4.

Por la proposición 3.3.5, se cumple la condición 5:
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Segunda parte. Construcción de 
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 para números racionales.

Escribimos 
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Vamos a ver que la condición 
[image: image629.wmf]B
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 determinará totalmente el punto P. Este punto P es el determinado en la proposición 4.5.5.
La función así definida cumple las condiciones requeridas.

- La función 
[image: image630.wmf]F

 es inyectiva.

- El punto 
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- La función 
[image: image633.wmf]F

 cumple la condición (5): 
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- La función 
[image: image635.wmf]F

 cumple la condición (4): 
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Supongamos 
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Por otro lado, como sabemos que cumple la condición 4, tenemos:
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Luego 


[image: image639.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

F

<

÷

ø

ö

ç

è

æ

F

Þ

÷

ø

ö

ç

è

æ

F

×

×

<

÷

ø

ö

ç

è

æ

F

×

×

Þ

×

F

<

×

F

'

'

'

'

)

'

(

)

'

(

)

'

(

)

'

(

m

n

m

n

m

n

m

m

m

n

m

m

m

n

m

n


Y por tanto:
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Tercera parte. Construcción de 
[image: image641.wmf]F

 para números irracionales.

Sea x un número irracional positivo. Definimos
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Puesto que quedarán huecos entre los elementos de 
[image: image644.wmf]x

S

<

, definimos 


[image: image645.wmf]{

}

x

x

x

S

R

Q

con

R

P

Q

AB

P

S

<

<

<

Î

Î

È

=

S

,

*

*

|


y su complementario: 
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- Los conjuntos 
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, luego claramente 
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Si existen 
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 conserva el orden,
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 llegando a contradicción.

Luego 
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- El conjunto 
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 no está vacío.

Utilizamos la propiedad de la densidad de 
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 en 
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- El conjunto 
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Nuevamente utilizamos la densidad de Q en IR. Para todo 
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Veamos ahora que los conjuntos 
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Supongamos en primer lugar que 
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Supongamos que 
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Supongamos que 
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El caso 
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 se demuestra de forma similar.

- El conjunto 
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 es convexo.

Aplicamos el Axioma de Dedekind, que nos garantiza la existencia de un único punto de corte para esta partición, es decir, existirá un único 
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La función así definida cumple las condiciones requeridas.

- La función 
[image: image700.wmf]F

 es inyectiva.

Esto ya ha sido probado para los números racionales. Supongamos ahora que tenemos 
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- La función 
[image: image705.wmf]F

 cumple la condición (4): 
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En primer lugar, supongamos que 
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 es racional y 
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 es irracional.
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Supongamos que ambos son irracionales:

Por densidad de Q en IR, existirá un racional 
[image: image710.wmf]'
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- La función 
[image: image713.wmf]F

 cumple la condición (5): 
[image: image714.wmf])

(

)

(

,

,

x

n

x

n

IR

x

IN

n

F

=

F

·

Î

"

Î

"


- La función 
[image: image715.wmf]F

 es suprayectiva.

Sea 
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Supongamos lo contrario, que no es imagen de ningún racional.

Definimos los siguientes conjuntos:
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[image: image722.wmf]{

}

)

(

*

*

|

0

x

P

B

Q

x

S

P

F

Î

=

>


El conjunto 
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El conjunto 
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Puesto que la función 
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 mantiene el orden, todo elemento de 
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[image: image735.wmf]IR

y

Î

, que estará entre los dos conjuntos. Veamos que 
[image: image736.wmf]P

y

=

F

)

(

.

Sea 
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Entonces se demuestra que 
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4.7 Otros axiomas de continuidad.
4.7.1 Definición. El Axioma de Continuidad de Weierstrass.

Sea 
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 una sucesión de puntos colineales y sea B un punto de la recta tales que 
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 para todo k.

Entonces existirá un punto K tal que:

a) O bien 
[image: image744.wmf]B
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o bien 
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para todo k.

b) Y además, para cualquier otro punto X de la recta tal que 
[image: image746.wmf]B
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 para todo k, se cumple que 
[image: image747.wmf]B
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 para todo k.

4.7.2 Proposición. 

El axioma de Dedekind implica el axioma de Weierstrass.

Demostración. Sea r la recta que contiene a todos los puntos involucrados.

Definimos los dos conjuntos 
[image: image748.wmf]<
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 y 
[image: image749.wmf]³
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 de la siguiente manera:
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Se demuestra que 
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Se demuestra que 
[image: image753.wmf]{
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 es una partición de Dedekind de la recta r.

Puesto que por hipótesis se cumple el Axioma de Dedekind, tendrá asociada un punto de corte al que llamaremos K.

Se demuestra que K tiene que pertenecer a 
[image: image754.wmf]³

S

, luego o bien es B o bien se cumple 
[image: image755.wmf]B
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para todo k, es decir, se cumple la condición a) del axioma de Weierstrass.

Para demostrar el apartado b, supongamos que el punto X cumple 
[image: image756.wmf]B
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 para todo k. Entonces X debe pertenecer a 
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, y por tanto 
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, pues K no puede estar entre dos puntos de 
[image: image759.wmf]³
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. Luego 
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 por 2.3.5.

4.7.3 Proposición. 

El axioma de Weierstrass implica el axioma de Arquímedes.

Demostración.

4.7.4 Definición. El Axioma de Cantor.

Existe al menos un segmento 
[image: image761.wmf]1
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 tal que, para toda sucesión de segmentos encajados
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Existirá un punto K tal que 
[image: image764.wmf]k
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 para todo k.

4.7.5 Proposición. 

El axioma de Weierstrass implica el axioma de Cantor.

Demostración. 

4.7.6 Proposición. 

Los axiomas de Arquímedes y de Cantor juntos implican el axioma de Dedekind.

Demostración. 
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