12 Cuadriláteros cíclicos. Potencia de un punto.
12.1 Cuadriláteros cíclicos.

Resumen teórico.

★96 Definición. Cuadrilátero cíclico.
Un cuadrilátero cíclico es aquel que se puede inscribir en una circunferencia, es decir, cuando sus cuatro vértices pertenecen a una misma circunferencia.
[image: image1.png]



Diremos que cuatro puntos A, B, C y D son cocíclicos cuando forman un cuadrilátero cíclico.

★97 Caracterización de cuadriláteros cíclicos mediante vértices opuestos.
Un cuadrilátero es cíclico si y solo si dos de sus ángulos opuestos son suplementarios, es decir, suman 180º:
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O equivalentemente, cuando un ángulo interno sea igual al ángulo externo del vértice opuesto:
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★98 Caracterización de cuadriláteros cíclicos mediante vértices contiguos.
Un cuadrilátero es cíclico si y sólo si los dos ángulos determinados por dos de sus vértices contiguos y el lado opuesto común son congruentes.
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12.1.1 M
Determina el ángulo 
[image: image8.wmf]BCA

Ð

 en el cuadrilátero de la figura:
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12.1.2 F Problema solucionado paso a paso en vídeo.

En la figura, el triángulo 
[image: image10.wmf]AFG

D

 es rectángulo en el vértice F y ABCD es un cuadrado. Determina el ángulo (AFD.

[image: image11.png]


 

(A) 30º   (B) 36º   (C) 45º   (D) 54º   (E) Depende de la posición del punto G.

Cangur B2 2016 #29

Solución: https://youtu.be/Giii6xVZgGY [image: image12.png]]




12.1.3 F
Dos circunferencias se cortan en los puntos A y B. Se traza una recta por A y otra por B que se cortan en C formando un ángulo de 15º. La recta por A corta a los dos círculos en D y F, y la recta por B, en E y G, como se ve en la figura.

[image: image13.png]



¿Qué ángulo forman las rectas DE y FG?

(A) 10º   (B) 15º   (C) 20º   (D) 30º   (E) Son paralelas

Canguro N4 2012 #29

12.1.4 F
El cuadrilátero convexo ABCD de la figura tiene área unidad y está construido adjuntando dos triángulos isósceles ABD i BCD. Los valores de los ángulos en gris de la figura son x=(ADB =20º , y=(DCB=100º. Determina el valor del producto AC · BD.
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Cangur N4 2004 #30, Canguro N6 2004 #30, Kangaroo Student 2004 #30

12.1.5 M  Problema solucionado paso a paso en vídeo [image: image16.png]]




Sea ABC un triángulo acutángulo con 
[image: image17.wmf]AC
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>

. La mediatriz de BC corta al lado AB y a la prolongación del lado AC en los puntos P y Q respectivamente. Prueba que las circunferencias circunscritas de los triángulos ABQ y ACP tienen un punto común en la recta PQ.

OMEFL Castilla y León 2023 #2

Solución: https://youtu.be/ZOmkMyo7Ugs [image: image18.png]]




12.2 Teorema de Ptolomeo.

Resumen teórico.
★99 Teorema de Ptolomeo.
Un cuadrilátero 
[image: image19.wmf]ABCD

 es cíclico si y solo si la suma de los productos de sus lados opuestos es igual al producto de sus diagonales.
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12.2.1 F Problema solucionado paso a paso en vídeo.

Sea 
[image: image22.wmf]ABC
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 un triángulo cumpliendo 
[image: image23.wmf]7

=

AB

, 
[image: image24.wmf]8

=

AC

 y 
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. Sea D un punto en la circunferencia circunscrita de 
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 de forma que AD es la bisectriz interior del ángulo 
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. Determina el valor de 
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(A) 9/8   (B) 5/3   (C) 17/7   (E) 5/2


AMC 10B 2004 #24

Solución: https://youtu.be/dxVSFfBJBIc [image: image30.png]]




12.2.2 F
Sea 
[image: image31.wmf]ABC
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 un triángulo equilátero. Sea P un punto en la circunferencia circunscrita perteneciente al arco menor de AB.  Demuestra que 
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12.2.3 F
Sea E un punto en el lado 
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 de un rectángulo ABCD, de forma que 
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 y 
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. Extendemos el segmento 
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 hasta cortar la circunferencia circunscrita del rectángulo en F. Determina la longitud del segmento 
[image: image39.wmf]DF

.

[image: image40.png]



Fuente: Challenging Problems in Geometry (A.S.Posamentier, pág. 44)

12.2.4 MF
Sea 
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 un triángulo isósceles con 
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Fuente: Mathematical Excalibur, Vol. 18, No. 1, May.-Aug. 13

12.2.5 F
ABCD es un cuadrilátero convexo de área unidad, siendo AB y BD las bases de dos triángulos isósceles ABD y BCD, respectivamente, como se ve en la figura. El producto AC·BD es igual a:
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(A) √3/3   (B) 2√3/3   (C) √3   (D) 4√3/3   (E) Otra respuesta

Canguro N6 2004 #30, Cangur N4 2004 #30

12.2.6 M
Sea P un punto en la circunferencia circunscrita de un cuadrado ABCD satisfaciendo 
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. Determina el área de ABCD.
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12.3 Potencia de un punto.

Resumen teórico.

★100 Teorema de la potencia (POP).
Sean A, B, C y D cuatro puntos cocíclicos. Para cualquier punto P,
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Este teorema admite un recíproco, es decir, si existe un punto P para el que se cumple 
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, entonces A, B, C y D son cocíclicos (ver GA/10.2.3 para más detalles)

★101 Teorema Tangente-Secante.
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    TP es tangente a 
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12.3.1 MF
Determina la longitud x en el siguiente esquema:

[image: image56.png]



12.3.2 MF
Determina el valor de x en el siguiente esquema:

[image: image57.png]



12.3.3 F
Sean AB y CD cuerdas de una misma circunferencia que se cortan en el punto R. Si 
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, determina la razón 
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ARML

12.3.4 MF
Las cuerdas AB y CD de una circunferencia dada son perpendiculares y se cortan en un ángulo recto en E. Suponiendo que BE=16, DE=4 y AD=5, determina CE.
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ARML

12.3.5 MF
Sea DEB una cuerda de una circunferencia con centro O tal que DE=3 y EB=5. Extendemos OE hasta cortar la circunferencia en C. Suponiendo que EC=1, determinar el radio de la circunferencia.
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Canadian MO 1971 #1

12.3.6 F
[image: image64.png]



12.3.7 M
En un cuadrado ABCD de lado unidad, trazamos la circunferencia inscrita 
[image: image65.wmf]w

 que toca el lado 
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 en M, y sea 
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 el segundo punto de corte entre 
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 y 
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. Determina la longitud 
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(A) 
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12.3.8 M
Sea 
[image: image77.wmf]ABC

D

 un triángulo rectángulo en C, con 
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 y 
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. Trazamos una semicircunferencia inscrita tal y como se muestra en la figura. Determina el radio de esta semicircunferencia.
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12.4 Problemas con figuras inscritas en circunferencias.

12.4.1 M Problema solucionado paso a paso en vídeo.

Sea 
[image: image86.wmf]ABC

D

 un triángulo con lados AB=11, BC=24 y CA=20. La bisectriz de 
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 corta 
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 en el punto D, y corta la circunferencia circunscrita de 
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 en el punto 
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. La circunferencia circunscrita de 
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 corta la recta AB en los puntos B y 
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. Determina CF.
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Solución: https://youtu.be/qBaBlS5tRkk [image: image95.png]]




12.4.2 M Problema solucionado paso a paso en vídeo.

Las circunferencias 
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v

 y 
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  se cortan en dos puntos P y Q, y su recta tangente común más cercana a P corta 
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  y 
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  en los puntos A y B, respectivamente. La recta paralela a AB que pasa por P corta 
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  y 
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  por segunda vez en los puntos X e Y, respectivamente. Suponiendo que PX=10, PY=14 y PQ=5, el área del trapecio XABY se puede escribir como 
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, donde m y n son enteros positivos y n no es divisible por el cuadrado de ningún primo. Determina m+n.
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Solución: https://youtu.be/5H3I7aEaTGg [image: image104.png]]




12.4.3 M Problema solucionado paso a paso en vídeo.

Sea un triángulo 
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D

 con lados AB=13, BC=14 y CA=15. Sea M el punto medio de 
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. Sea P el punto de su circuncírculo tal que M pertenece a 
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. Entonces existe un único punto Q en el segmento 
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 tal que 
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. La longitud AQ se puede escribir como 
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 , donde m y n son enteros positivos coprimos. Determina 
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Solución: https://youtu.be/nUx99gNLip4 [image: image113.png]]
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