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Los libros de Toomates son materiales digitales y gratuitos. Son digitales porque estan pensados para ser consultados mediante un ordenador, tablet 0 mévil. Son
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El conocimiento no es una mercancia.
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Estos libros se comparten bajo una licencia “Creative Commons 4.0 (Atribution Non Commercial)”: Se permite, se promueve y se fomenta cualquier uso,
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El sistema educativo chino.

Nivel | Edad
1 6-7
2 7-8
3 8-9 Elementary School Compulsory
4 9-10 Educacion primaria Education
5 ]10-11
6 |11-12 Educacioén
71213 Junior School Obligatoria
8 |13-14 Educacion Secundaria
9 14-15
Zhongkao (High School Entrance Exam)
10 | 15-16 .
11 1617 Senior School (g;%zlﬁg‘;’tg')
12 | 17-18
Gaokao (National Higher Education Entrance Examination)

Zhongkao: Es una prueba de revalida que deben realizar al acabar la etapa secundaria. Consta de tres
materias: Chino, matematicas e inglés. Es una prueba local, no nacional.

Todos los alumnos realizan las mismas asignaturas en el primer afio de High School (Level 10):
{Chinese, Math, English}+{Physics, Chemistry, Biology}+{Politics, History, Geography}+1.T.+P.E.

Una vez acabado el “Afio 107, deben realizar una prueba: “Little Gaokao” para escoger un itinerario para los
dos ultimos afios: El itinerario de ciencias (Li Ke) o el itinerario humanistico (Wen Ke). Esto determinara las
asignaturas que cursaran en los “Afo 117y “Afio 12” y consecuentemente las pruebas de la Gaokao al
acabar el “Afo 12”.

[ Junior High (3 years)

compulsory
( High School Entrance Exam ) (a. Secondary Specialized Schools & & 24 )

(b. Secondary Vocational Schools ¢ #gmui 2z )
A4

Senior High Year 1 (10th grade)
-- {Chinese, Math, English} + {Physics, Chemistry, Biology} +

{Politics, History, Geography} + LT. + PE.
-- uniform curriculum for all tracks

/\Students Choosing Tracks (End of 9th Grade)

e Ve
Academic Assessment (“Little Gaokao”) Academic Assessment (“Little Gaokao”)
Science Track Humanities Track
-- At various points during 11th grade -- At various points during 11th grade
-- Test on Politics, History, and Geography \-— Test on Physics, Chemistry and Biology
A /

v v

[
Senior High Year 2 - 3 (11th - 12th grade) Senior High Year 2 - 3 (11th - 12th grade)

Science Track Humanities Track
-- Chinese, Math, English -- Chinese, Math, English
- Physics, Chemistry, Biology - Politics, History, Geography
Gaokao (Science Track) Gaokao (Humanities Track)
-- Chinese, Math, English -- Chinese, Math, English
-- Physics, Chemistry, Biology N History, Politics, Geography




La prueba Gaokao.

La prueba Gaokao, la selectividad china, dura entre 2 y 4 dias, dependiendo de la provincia, y sigue una
estructura “3+2+x”, es decir:

- 3 Pruebas obligatorias: Chino, matematicas y lengua extranjera, normalmente inglés aunque los
estudiantes pueden elegir japonés, ruso o aleman.
- 1 asignatura opcional dependiendo de la rama del bachillerato:
- Bachillerato de ciencias (Li Ke): Fisica, quimica o biologia.
- Bachillerato humanistico (Wen Ke): Historia, politica o geografia.
- Las provincias pueden afiadir alguna asignatura propia (la x).

Solo hay una convocatoria anual, en junio. Un alumno que no alcanza la nota deseada debe esperar hasta el
afio siguiente. Esto incrementa, ain mas, la presion sobre el estudiante.

En la Gaokao se da mucha importancia la memorizacion, sobre todo en pruebas como lengua china o
historia.

En el afio 2024 se presentaron 13.4 millones de estudiantes a esta prueba, esto la convierte en la prueba
escolar mas multitudinaria del mundo. Obtener una nota alta en esta prueba es necesario para poder entrar en
una universidad china de élite. Por ejemplo, para enterar en la universidad de Pekin o la universidad de
Tsinghua se requiere haber obtenido una nota de Gaokao practicamente perfecta. Esto hace que algunos
estudiantes vuelvan a repetir la Gaokao en afios posteriores, son los llamados repetidores de Gaokao

(L),

Si bien el porcentaje de estudiantes que superan la Gaokao es relativamente alto (un 85%), solo el 0.1% de
los mejores estudiantes son aceptados en universidades de prestigio como la Universidad de Pekin o la
Universidad Tsinghua. Ademas, las regiones tienen sus propias cuotas de admisién, haciendo que sea mas
dificil alcanzar las notas deseadas en las regiones mas pobladas. Los jovenes llegan a dedicar de 12 a 14
horas diarias para prepararse para esta prueba, incluso desde antes de los 15 afios de edad.

Algunas regiones, como Zhejiang o Shanghai, ofrecen un modelo mas flexible “3+3”, permitiendo a los
estudiantes elegir entre tres asignaturas.

La prueba de matematicas tiene dos versiones, una para los estudiantes de ciencias y otra para los
estudiantes de humanidades.

Temario:
Matematicas de ciencias (Li Ke):
Algebra (polinomios, inecuaciones), Geometria (Geometria analitica), Calculus (Derivacion,
integracion), Probabilidad, nameros complejos.

Matematicas del humanistico (Wen Ke):
Estadistica, interpretacion de datos, I6gica, teoria de conjuntos, aritmética, geometria, trigonometria.

Geografia de China.
Distribucion territorial: China se divide en 22 provincias, 5 regiones autonomas y 4 “centrally-administered
municipalities”

Anhui, Beijing, Chongging, Fujian, Gansu, Guangdong, Guangxi, Guizhou, Hainan, Hebei,
Heilongjiang, Henan, Hubei, Hunan, Inner Mongolia, Jiangsu, Jiangxi, Jilin, Liaoning , Ningxia,
Qinghai, Shaanxi, Shandong, Shanxi, Sichuan, Tianjin, Tibet, Xinjiang, Yunnan, Zhejiang
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WORK IN PROGRESS

Fuentes.

Todo el material de este documento es propio, exceptuando los enunciados del 2017 (paginas 32 a 37), que

se han obtenido en la pagina web:
https://lapizdemates.blogspot.com/2021/01/gaokao-selectividad-china-examen-de.html

Curriculum.

(@) Mathematics content for 6-year (compulsory) elementary school
Numbers and Operations Measurements
Basic Algebra Basic Geometry
Basic Application of Mathematics

(b)  Mathematics content for 3-year (compulsory) junior school

Algebra:
identities - laws of indices, laws of square root, logarithms;

Equations and Inequalities:
first degree, quadratic, systems of equations (linear and quadratic), irrational, logarithmic;

Sequences and Series: arithmetic, geometric;

Geometry:
congruency and similarity, notable lines and points of triangle, angles of triangle, relation
between the angles and sides, Pythagorean theorem, circle, Thales theorem, circumferential
and central angles, chord quadrangle, tangent quadrangle;

Probability and Statistics
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(o) Mathematics content for senior school
- Functions:
Elementary functions and their features;
Transformations.
- Sets Theory:
Notation of sets, property of sets, operation of sets.
- Trigonometry:
Definitions of trigonometric functions;
Relations of trigonometric functions;
Sine theorem, Cosine theorem;
Sin(A+B), Cos(A+B), Tan(A+B), Cotan(A+B);
Proof of Tangent theorem.
- Vectors, Coordinate Geometry:
Operation with vectors;
Coordinates of a sharing point of a section;
Equations of straight line, circle, parabola; Centroid of tetrahedron;
Distance between point and line, between parallel lines;
Equations of bisectrix; Equations of ellipse and hyperbola;
General features of the conical sections;
Standard equation of plane;
Equations of sphere, cylinder, rotation surface.
Space Geometry:
Concepts of points and lines and planes in space;
Property of points and lines, lines and lines, lines and planes;
Planes and planes;
Property of Cube, Cuboid and cylinder and Sphere.
- Complex Numbers:
Concept of complex numbers, representation, conjugation;
Operations with complex numbers;
Trigonometric form of complex numbers;
De Moivre's theorem;
Extraction of roots of complex numbers;
Roots of Unity
- Analysis:
Limit of Sequences, propositions of limit;
Limit of functions in the finite and infinite;
Continuity of functions;
Rules of differentiation.
- Series:
Concept of series, convergence of series;
Geometric series, sum of convergent geometric series.
- Probability:
Permutations and combinations;
Elements of classical probability;
Probability fields;
Elements of statistics including mean and standard deviation
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Examen de matematicas de la selectividad China 2015

Consta de 20 ejercicios en unas 5 paginas, con un total de 150 puntos. El tiempo es de
120 minutos.

Primera parte.
Un total de 8 preguntas “tipo test”, cada pregunta vale 5 puntos que forman un total de 40 puntos, en cada pregunta hay 4 opciones.

1. Resuelve i(2—-1i)=
A 1+2i B.1-2i C. -1+2i D. -1-2i

X-y<0
2.SiXx,yes {x+y<1

x>0
entonces el valor méximo es:

A0 B.1 C.3/2 D.2
3. Ejecuta el diagrama de bloques que se muestra en la figura, el resultado de la salida

es.
E}ﬁ Inicio

' x=ly=1k=0 ’

=X-pi=xty

Falso
Verdadero b

W Salida (x,y)
Final

A (-2,2) B. (-4, 0) C.(-4,-4) D. (0, -8)




4. Supongamos que «, S tiene planos diferentes, m es una linearecta mc « .
“mil g "es“all 7

A. Condicion completa e innecesaria.

B. Condicion necesaria pero no suficiente.
C. Condiciones necesarias y suficientes.
D. Ni condicion suficiente ni necesario.

5. En la figura se muestra 3 perfiles de un pirdmide, ¢cual es el area de la piramide?

| I

k——l——" |-—'1—*—1—-|
NEEIR 1] # (x> mE
Alzado Perfil
A 2+5 B. 4+5 C.2+245 D.5

6. Si {an} es una progresion aritmética, ¢cual de la siguientes respuestas es correcta?

A.Si a +a,>0,entonces a,+a, >0
B. Si a, +a, <0, entonces a +a, <0

C.Si 0<a <a,, entonces a, >./a, a,
D.Si a <0, entonces (a,—a,)(a, —a,)>0

7. Como se muestra la figura, la funcion f(x) es una linea quebrada ABC, entonces la
desigualdad f (x) > log,(x +1) tiene como solucion:

A
1|C

B

o
o e

A {x]-1<x<0} B.{x|-1<x<1} C.{x|-1<x<1} D. {x|-1<x<2}



8. La eficiencia de combustible de un automdvil, consume 11 de gasolina por kilémetro,
en el siguiente grafico, describe la eficiencia del combustible en los automdviles A, B 'y

C a diferentes velocidades. ¢ Cuél de las siguientes afirmaciones es correcta?
A B HE (km/L)
15

80 A (km/h)

BRZ%- (Auto A) Z%-(Auto B) A% (Auto C)

A. El auto B por cada litro, puede viajar 5 Km.

B. Si los tres tiene la misma velocidad y la misma distancia, el auto A consumira
mas.

C. Si el auto A va a una velocidad de 80 Km/h en 1h, consumira 10L de
gasolina.

D. En una ciudad en la que la velocidad méaxima es de 80Km/h, si los tres autos
estan en las en las mismas condiciones, los autos C consumen menos que los
autos B.

Segunda parte.
Unica solucion, completa los espacios en blanco de las 6 preguntas, cada pregunta vale 5 puntos un forman un total de 30 puntos.

9. En la expresion (2+x)° cuando se expande, el coeficiente de x° es
(Contesta con nimeros)

2
10. Tenemos una hipérbole X—z —y?=1, (a>0) ylaasintotaes v/3x+y=0 , entonces
a

a=

11. En el sistema de coordenadas polares, del punto (2 : %j hasta la linea

p(cose ++/3sin 6’)= 6 la distancia es

sin 2A

12. En AABC, a=4, b=5, c=6, entonces
sinC

13. En AABC ,de los puntos M, N sabemos que AM =2MC y BN =NC. Si
MN = xAB + yAC ,entonces x = y Y=




14. La funcion

4(x—a)(x—2a), x=>1
a) Si a=1, entonces el valor minimo de f(x) es
b) Si tiene exactamente 2 ceros, entonces el rango de valores real de a es

f(x)z{zx—a, x<1

Tercera parte.
Un total de 6 preguntas, en total son 80 puntos, la respuesta se tiene que explicar en texto, un célculo o un proceso de prueba.

15. (13 puntos)
Tenemos la funcién f (x) =+/2sin gcosg _J2sin? X,

a) Busca en el periodo minimo positivo.
b) Busca en el intervalo [, 0]el valor minimo.

16. (13 puntos)
Los grupos A, B tienen cada uno 7 pacientes, toman un medicamento después de un
tiempo de rehabilitacion grabado de la siguiente manera. (Los numeros son cada
cuantos dias tiene que tomar)

Grupo A: 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16

Grupo B: 12, 13, 15, 16, 17, 14, a
Supongamos que el tiempo de recuperacion de cada paciente es independiente entre si,
de los grupos A 'y B, se selecciona una persona aleatoriamente, las personas seleccionas
del grupo A se llamaran “a” y los del grupo B se llamaran “B”
a) Busca en el grupo A en que la probabilidad del tiempo de recuperacion sea de menos
de 14 dias.
b) Si a=25, Busca en el grupo A en que tenga posibilidad de tener un mayor tiempo de
recuperacion que el Grupo B.
c) Cual tiene que ser el valor de a para que los grupos A y B tenga el mismo tiempo de
recuperacion? (La conclusion no necesita pruebas)

17. (14 puntos)
En la siguiente figura hay una pirdmide de base cuadricular A-EFCB , AAEF es un
triangulo equilatero, el plano AEF es perpendicular al plano EFCB, EF // BC, BC=4,

EF =2a, ZEBC = ZFCB =60°, O esta en el punto medio de EF.
A

a) Comprueba que AO L BE.
b) Busca dos angulos de la cara que F— AE—Bdel coseno.
c¢) Si BE Lplano AOC, busca el valor de a.




18. (13 puntos)

Tenemos la funcion f(x)=1In T—X

a) Busca la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f (x) en el punto (0, f (0))

3
b) Demuestra que cuando xe(0,1), f(x)> Z(X + %]

3
c) Establece un numero a k para que f(x)> k(x+%j en xe(0,1) lacreacidn

constante, busca el valor maximo de k.

19. (14 puntos)

2 2

Sea laelipse C :X—2+Z—2 =1, (a>b>0), laexcentricidad es % ,elpunto P(0,1)y
a

el punto A(m,n), (m=0) estan en la elipse C, la linea recta PA ax el eje del punto M.

a) Busca en la elipse C de la ecuacion y busca el punto M de las coordenadas Usam, n
para sefialarlo);

b) EI O es el punto de origen, el punto B y el punto A tiene una simetria de eje con X, la
linea PR ax eje del punto N.

Pregunta En el eje y esté el punto Q ¢, ZOQM = ZONQ ? Si existe, busca las

coordenadas del punto Q; si no existe, di el porqué.

20. (13 puntos)
Conocida la secuencia {a,} Completa: a, € IN*, a, <36,
2a,, a,<18
i :{Zan ~36, a, >18(n=12..)
Sea M el conjunto de elementos M ={a, [ne IN*} .

a) Si a, =6, escribe todos los elementos de M

b) Si en el conjunto M existe un elemento multiple de 3, demuestra que todos los
elementos de M son multiples de 3.
c) Busca el nimero maximo de elemento que tiene M.



Soluciones.

1

Es un ejercicio de aritmética con numeros complejos.
i(2—i)=2i—i* =2i —(-1) = 2i +1. La respuesta correcta es A.

2

Es un problema de programacion lineal. Representamos las desigualdades en el plano
y determinamos los vértices del poligono que determinan. Los extremos de la funcion z
se encontraran en alguno de dichos puntos.

2,=0+42-0=0

(0.1}

(1/2,1/2)

(0.0}

z,=1/2+2-(1/2)=3/2=15

2,=0+21=2

Alcanza el maximo en el punto (0,1), con un valor de 2. La respuesta correcta es D.

3

Es un ejercicio de algoritmica. En particular, de un bucle que acaba después de tres
vueltas, que vamos a a seguir paso a paso:

Primera vuelta:

x=1, y=1, k=0

s=1-1=0
t=1+1=2
x=0
y=2
k=0+1=1
Segunda vuelta:
§s=0-2=-2
t=0+2=2
X=-2
y=2
k=1+1=2
Tercera vuelta:
§=-2-2=-4
t=-2+2=0
X=-4
y=0
k=2+1=3
Final del bucle.

Salida: x=-4, y=0

. La respuesta correcta es B.



5

Debemos interpretar el esquema de perfiles que nos dan para visualizar correctamente
la forma de la piramide. Usamos Teorema de Pitagoras para encontrar las alturas de
los triangulos de alguna de sus caras.

AC = DE =v12 + 22 =+/5 , Area ACD = Area ABDz?z?
AreaABC:Z;ZZ=2, Area DBCz@zﬁ

Area = 2% +2++5=2J5+2.La respuesta correcta es C.

6.

Una sucesion aritmética es de la forma a,,, =a, + k paraciertos a, y k fijados.
a) No necesariamente. Por ejemplo, para a, =3y k=-4,a,=-1, a,=-5,y
a+a,=2>0pero a,+a,=-6<0.

b) No necesariamente. Por ejemplo, para a, =6 y k =—7, tenemos que a, =-1,
a,=-8,ya+a,=-2<0 pero a +a,=5>0.

c) Cierto. 0<a, <a, <0<a,k

a,=a +k=a2=(a+k)=a’+2ka, +k
a,=a,+k=a +2k=a -a,=ala +2k)=a’ +2ka,

a, >./aa, < a’>aa, <a’+2ka +k?>a’+2ka, < k?>0, lo cual es cierto.

Otro razonamiento alternativo es tener en cuenta que a, +a, =2a, y que
a +a,>2,/aa,,luego 2a, =a +a, >2,/a1a3 =a, >3,



d) a,-a =k, a,-a,=-k, 0<(a,—a)(a, —a,) =k(-k) =—k? es falso. Cualquier
ejemplo sirve como contragjemplo: a, =1y k=1, a,=2,a,=3,y
(8, -a)(a, —8;) =1(-1) =-1<0

La respuesta correcta es C.
1.

Superponemos la grafica de la funcion f (x) = log, (x), para comprobar que el intervalo
buscado es (—1,1] . La respuesta correcta es C.

log, (x+1)

8.
Interpretacion de informacion gréfica.

A. Falso, eso solo se produce a la minima velocidad.
B. Falso, a mas de 80 km/h el auto C consume mas (hace menos km con un litro)

C. Falso. A 80 km/h, el auto A recorrera 80 km en una hora, con un consumo de
aproximadamente 7 km por litro, es decir, mas de 11 litros.

D. Cierto. En este rango de velocidades el auto C recorre méas kilometros por litro, luego
consume menos.

La respuesta correcta es D.

9.

Desarrollando “a mano” la potencia o recordando la férmula del binomio de Newton, el
resultado es 40.

10.

2
- X .
Tomamos la hipérbola —; — y>=1, a>0,y la expresamos como funcion de x.
a

2 2 2 2
%—yz =1<:>%=1+ y2<:>%—1=y2 Qi,/%—1=y-



Puesto que estamos estudiando la asintota negativa y = —/3x, tomamos la rama
negativa de la grafica:

X2
Y=\ -1

que tendra, l6gicamente, una asintota oblicua cuando x — +oo. Para determinarla,
dividiremos entre x:

R S b ST S R 1 GO D S S
x x\Va? x2 \a? x*\ a’ a’> x?

y tendemos X — +oo':

11.
Pasamos de coordenadas polares (p,8) a coordenadas cartesianas (x,y) con la

siguiente relacion: x = pcos@, y = psin 6.
Luego el punto (2%) tendra por coordenadas cartesianas a (2005%,23in %) =(1 \/5) .

La recta p(cosé + /3sin 6) = 6 tendra por ecuacion cartesiana X + \/§y -6=0.
La distancia del punto a la recta sera

; =‘1-1+\/§\/§—6‘=|1+3_6| :E:
Jee(f o V132

~N




12.
Aplicando el Teorema del coseno,
# =5 16 ~2.5.6c05 A= cosA= 02— _3

60 4

Aplicando la formula del &ngulo doble: sin 2A = 2sin Acos A
sin2A  2sin Acos A 3 sinA 3sinA

Luego — = - =2———=———=(%
sinC sinC 4 sinC 2sinC

Aplicando el Teorema del seno:

sinA_sinC@sinA_g_ﬂ_g
a C snC ¢ 6 3
Finalmente,
3 2
N ==.2_1
) 2 3
13.

Una forma de abordar este problema es pasando a coordenadas en la base (A, AB, E) :

para la cual M :[O%] y N :(1 lj,porloque

2'2
MN=N-M =L ol 2)_(L-1
2 2 3 2' 6

14.

a) Para a=1 la funcion consta de una parte exponencial que “aterriza” asintoticamente en
y=-1 cuando x — —oo Yy una parte parabolica con un minimoen (1.5, —1). Este punto
es el minimo de la funcion.

b) Para la parte exponencial, g(x) =2 —a, x <1 no tendréa ningln cero si a<0.



Tendra un Unico cerosi O<a< 2.
Si a > 2la funcion no tendra ningun cero.

Para la parte parabdlica, h(x) = 4(x—a)(x—2a), x>1 tendrd cerosenayen 2a, que
seran diferentes si a=0.
Luego Si a>1 tendra 2 ceros: ay 22

Si 1/2 <a<1 tendra un Gnico cero

Si a<1/2 no tendré ningun cero.

Para que la funcion tenga dos ceros se pueden dar los siguientes casos:

Primer caso: Parte exponencial ningun cero (a <0) y parte parabdlica dos ceros (a >1)
Ambas condiciones son incompatibles.

Segundo caso: Parte exponencial un cero (0 < a < 2) y parte parabélica un cero
(1/2<a<1),luego 1/2<a<l.

Tercer caso: Parte exponencial ningun cero a> 2 y parte parabolica dos ceros a>1,
luego a>2.

Luego lasoluciones 1/2<a<loa>2

20.

a) Si a, =6, lasecuenciaes (6,12,24,12,24,12,24,...)=1{6,12, 24}

b) Si a, =3k, entonces a,,, =2a, =2-3k =3-2k o0 bien
a,,,=2a,—36=2-3k—3-12 =3(2k —12), en ambos casos es un multiple de 3.

N a - , :
Hacia atras, a, ; = ?" que ha de ser multiple de 3 si loes a_, o bien

= a“%% = % +12 que sera multiple de 3 porque es la suma de multiples de 3.



s | OO RS hwit b s PREHAA

2015 FEFEHEERALEEEHE —E R
HZE (H) (7 X)
KRB 5 T, 150 4. HRITK 120 480, BAEZUEEREELETF FER

EERELH. BREHRE, BEABNEEF—IHXE,

— EFHEL8/NE, §NES S, £40 5. AEDBFIHHOMEDH, EHFEEE
ZRH—I.

(v gyiC-i=

Fi
(A)] +2i (B)1-2i
(C)-1+2i (D)-1-2i "
x=1,y=1,k=0
[5%] A

[ %) Ak

[Feim] B4 FRAMNEH

1(2-1)=2i-12=2i+1=1+21 Mu%EA.

x—y<0
QY EmS Vel x+y <1, MZ=XT2Y gty
x>0
(A)O (B)1
3
(C)E (D)2

[&%1D

[ %) Ak

[4ir 5] ZBAx; FRAXBEGR KA, &8 THK, ¥
y}%L?%@,ﬁﬁ%%iﬁo

RARFARFAAFHRFXAAEX, KZRKL R, RALKATFRKE

(3) PATWE PR IR PR IR, ot 45 R0



#mr | O GETesE

L el hFEH AT TRFHAA
(A) (-2,2) (B) (-4,0)
(©) (-4,-4) (D) (0.-8)

[5%18

[ %] Ak
[5in 5] FEAEFER,

s=0, t=2, x=0, y=2, k=1 _s=-2, t=2,.x=-2, y=2, k=2 's=-4, t=0, x=—4, y=0, k=3

@ %P gE AR, masEmca <M By g «allBr
(A S8 51 038 4

B) sy A 745 4t

© s mmzr

(D) g R 7545 th A5 i 3 45

[ %) Ak
(4t &) A2 AZ A5 m//BIEAE a/BAAAFEFFE - ANTFEFTHLAAIALT
FFH—AF@E, a//Bledfidin/p, B RMmFE-FF, —MF@bEEkLEaFTT

B—AF @

(5) HE=H=MEwmER, W% T
R R AR )
A)2++/5 1
“ \/_ j———— 1 ——=l je— 1 —le—1 —=}
(B)4+\/§ E (E) 0 0l (75 W

(€)2+245

(D)5

(5] +%



i | O hwit b s PREHAA

[‘Fx/_z

[t 5] ZARUAT, 2H AR, ZREDANE, FHLEHX» @R, 2AH 2

P B NG

(6) &{ } HEHH . FHIER IR

ey >0 gy ayta; >0 e Oy T <07y ata, <0

, i

(A)

©) % 0<a,<a,

B) #

v M g, syaiay - (D) # a1<0, mu(az—al)(az—a3)>0

[45%])C
(5] +%

[Fein 2] FRF 247,

AZa =1a,=0,a, =1, AN 2
Ba, =l,a,=-l,a, = =3, ANVl 2

Ca +a,=2a,,a +a,>2\a,-a, .a,>.la d;
DMYa, =-1,a, =0,a, =1, AN &
(7). ks m s, ) mE g Ag ACB, WA f(x)>log, (x+1) KR

(A) {x|—1 <x< 0}
y

(B) {x|—1§x£l} 2
(©) {x|—1<x£l} / x

-14 @ 2 B
(D) fi-1<x<2}

[EE]) +%
[min ] FREH AR, ZHAFEFXAz, NEE [(X)wRKRE y=log,(x+1) 8 L7,

& H B Y =log, (x+1) B T,

(8) IR “HRMACR” RIGNEFNAL L THUIAT B R, TERME TH. 4. H=
TR ZEAEAN TR PR BRI R DL o R B0 P IR A )52



Hwrn | O GEeesy

[CYCARISECeRDAR VS CHOOMEBUCAT I OH]

S # AT PEFHAA

(A) e 1 715, 2R TTTR 5 TR

(B) VUHE AT R R AR, =8, BRI E RS

(C) HZELL 80 T-2K /N U3 BEAF I 1 /N, HE 10 THA

(D) F3hiiplah 4t FRE 80 ToK /Mo AHEIZRAE TN, R % ORI &4 T4

HRMME (km/L)

C

€ 9k T

[FoiR &1 5K IR AL

HEE o)

(A7) FREFEFERPHER, RESTAT 80km/h, AR GKES, FIARLT L4909,

D EH,



s | OO RS hwit b s PREHAA

R GEsmim St 11040
=, B EI 6 ME, FAME S, 3304,

(9) 7 (2+x) WRIFR A, X' HRBH WGE SN
[&%1 40

(o] A

[Foin 2] — AKX EE. ARETHE &, EERBE, BEEEHS r+1 9, & x 8K r A3,
PPl Kl R A 40, FARZRHSZMAZRHE REAR AR T,

2

(10) CHA ML =37 = 1(a > 0) il — &Lk A Bx+y=0, Na= .
a

3

[5%]1 —
3

[ %) Ak
[409n 5] ih & & AW R, KM% D020l &KAHE &G EE, ARBEREANXTAALER

. 3

B A Ha :?o BT AR,

(11) ERALKFRA, (2,%]@@@2 p(cos8++/3sin @) = 618y .

[%%11
[z ] Aomk
[4oiR 8] A AR, AALE &AL ARAn A A AR B AL, 4552 AR (1,\3) B R A2

x+\V3y=6, AMEHAKBENXLED =1 AAIKS

sin24

(12) fEAABCH, a=4,b=5,c=6, NI
sinC

[&%]11

[ %) Ak

[frin 5] E=AK, E&ZLENELSIERN. A4%LLsin24=2sinAcosA, FrAR XBp

2sinAcosA sinA  a
7‘7,—, f‘]ﬁ]i?ﬁiﬁl, - =—, é——}é’z,”‘i}ﬂ%% COSA, EPT’T;}E}/ﬁﬂ\’Ji]iﬁ’ g}:i‘{'_ﬁ‘—
sinC sinC ¢




i | O hwit b s PREHAA

BRXEA 1. AAETFHFEL, FARKEHRRRINAEEH T H,

(13) 7E AABC 1, ,x,#iM,N%EW=2ATC,EV=N—C.%ATN=)CATBW%, i
X = 5 Y= .

1
V==

1
[5%]) x=—
2 6
(5] +%
[ 2] FaR/UMEQENESR A, AR P Rbpl & &, TEF 5 NBND-F47T AB,

181% AM=2k, MC=k, | AD=DC= %, DM = % —k = E = £ ,

2 2 6

MN=MD+DN=—%AC’+%AB P VA X = y:—éo AMEET 0 F 8o ikiE L ARF

!
2
@I e & . BT P FEE.

2" —a, x<l,

(14) WK% =
. J&) {Mx—aXx—ZaLxZI.

© FHa=1, W fx)MmMERN
@ # f(x)BA 2 AMF R, MSEE a HHUE G 2
[%5%£]1-1, %Sa<lia22

G ] o %
[5oiR & 19 BB S B, BHRALE T EAK. % a=1 0F, Bk H BFHGBE, THH S x<1
B, —1<2'—1<1, %x>1u, %xz%ﬂa“, = 4(x—1)(x—2) i A

-1; F=F, TFESa<0n, AR IHARE, Sa>0, TEELXXLIHAL
REMEARITE, TEA, Ma>2, i x> 1L HFAANEE a, 2a; A, Weh—

1
4&wﬂ£m,f%ﬂ%ﬁ*%ié,ﬁu:&&ﬁ%ﬁﬁa<Lhﬂﬂ,W53a<ldat

1 : \ .
E<a<l&a>2 ARESRY AL, ARNB BT HHEER, BAEETSFhE, 24T

FHIGHE LT E, FEARLRALEKFT,



Hmr | OO PSR hwit b s PREHAA

LY comeamenmmmy seteen Euemien

=, REE e /NE, k80, MENEHXFUY, HEPBRIEHIE.

(15)  CA/NE 13 73)

E,%m%liﬁlf(x):\/Esingcosg—x/isinz%.

(D) Sk f(x) 0B/

(D 3R f () 22 X8 [—77, 0] Ly e/

[fd7] BAHE SMEI=ARBEA, FE_BANXGHH AN EFEHR, = ARHKY
A%, HAZFE=F, RETS M SO RRMARMGME LR, RIATELEFHLEIRS G
AL RRE M, BT E A MR A TSR RIF 0 AR S

[%5%£] (D fi#:

f(x):\/isingcosg—\/isinzg

=£sinx—72(1—cosx)
: T, 2
=sin(x+—)——
4 2
M B /N TE A B 27
(2) e H D, f(x):Sil'l(x-i-%)—g
v xe[-7z,0]. x+%e {—%,E]Mﬁ’ﬁﬂﬂiﬁ%@ﬁ%{ﬂ%ﬂ, sin(x—%)e[—l,%],
V2

a&m:-%aﬁ, @M =1-==
(16) A/ 13 73)
A, BFULEAT 7 B A\ A 1R SR 2500 )5 BRI (e K e R
A4: 10,11,12,13,14,15,16;

B4: 12,13,15,16,17,14,a.

BT A N R AR B, A B BN Sk 1 AN, A4k Nid mH,
B AL NI N L.



s | OO RS hwit b s PREHAA

(D KR REREAD>T 14 RGHER,
AD R a =25, K FEI E L £ 85 52 I 1A A 2
QD 2 a NFHMER, AB AL ANRER HF T 257 (ZeAZRIE])D

(Al BALE 16 A L5, FETFARBELOR/N EHRFXFEAGRS. K
A BRI T 7 ARG, T 2RI RBIEE b RBAL L — MR IE R IE o R
BBl = AT ERT. B FTAAFTRELEEM, CRBAZELELINOMT £30548F. AT

NEER 1 K18

%1 (D % @ % (39 H A AR S AB ALIVHCR 0T x, —x A2 X AT

L ARS8 18
(17) CA/NEL 14 43D

Pl AEF LVl EFCB, EF//BC, BC=4 EF=2a, LZEBC=/ZFCB=60°, ON

EF 1 5.

(1) KkiE: AO L BE;

(11D K= F — AE — B )R 5414 ;
(Il % BE LV AOC, Kal{A.

(7] A 17 R ERES AR AT 2. JUE 14 569 B4

AL, RRFEA TR, F—F ERREELT T

mEEALYGEHENALRBEL, IANAS5HSFERE GRS XA LK

AL, ZABBAHEAEEWR, F_RTURO AR EZSTANAALIFARBR 8 A4
4

TZAE . ﬁiilﬁﬂ)ﬂ%&ﬁmﬁ%ﬂiﬂﬁﬁ%azgo

(18) (A/NEL 13 73

1+x
ey ()=
CI) Rzl p=f(x)7E 55 (0, f(0) A P2 77 72

3
X
(1D SRiE: 4 x e (0,1) B, f(x)>2(x+?)

3
X
(D s O ROF =) g e ooy B, Rty K.



s | OO RS hwit b s PREHAA

[ #7] AR R BB, AULIUF6 S E P XALBRE R — A, 529 LR
H—RERY, F—FRMEAAA, WARRA, BTESMA ., = FAERRF B R
SRR, WA A A ME LD, MEFT IR, AN ZERZIZBNTORT,
A FleIE, % R el oA R E ke il F R HOE B RS BOERED, O RS ),
MR R BANF P LT RERKRLA-NMEERFTTHREY ARG L. BAEF
ZE, EAR—EERIHEM ) LEXANAER F A RBEAR (2) MARAK=2 EF2%
— DL, B k=2
AFRAEN, BTARR K RXME, FrdedmREHE k>2 ¢9HL, £, RHEE
RSB NT, F—, T RS MBMAEY, T AEAFTEE B IHMAERTAERKE(01)
b, @i k>2 T RMAAE R AR A 6, F =, S ARMEERER L (B X
ERAETHI), FARN AR OFN, AREBAROMAT 0, K5 EREMRE
ARNUBMATEX, 38, FMMBER AL, FERAETEXERETTRIAZIANAREFXAL
HEE 0 R IX AR BT EREIANRF XFRA KM, Rz MR R A £ 3% .5 0 A MErk
BR, BT 0 &2 0, TZTRAKIBAGHMAR DT 06, i FHAEHLE
H, R&ESXK>2, AmAhE k=2 2 & KMl
A AL TS KB S E R OR 69 1 DL AL WA - 09 00 XA B P AR R Il vy o EL
— P A R R AR A A AR A AL RO AT ERE R R L E T AR F N RREA S
VAT 4 b BLAK 6 — 1)

(2012 i ix — 430 Shn s f(x) :alnx—%x2 +%(ae RHa #0).

(1) R f(x) 8 2RREM;
(1) REHALAZHA, HEEElgxe|l4o), &4 f(X)S0? 244, Raw

BAGTEE ; & A, HHLAE Y.



i | O hwit b s PREHAA

(2015 b 1) Shd ¥ f(x)=2alnx—x" +1

(3) 2 f(X)S0aRm[l+o)BR i, £ai%KM4

VAL 2015 BRI AN B UF BRI ARG 635 T 2012 F69 X318 SRR, R AR E X EK

&2, BTE FA B R AL

A 2015 IR T AT — REARFAEG T 125X A LA AR E X

ANTrERAEHF AR, RAERLFAFE TR REREMA G —ANRE, £AFKE ) F bt 8

JE A BGAEDUT, B F S A RH T HRIE A, RGBT RAGET . o BH A ZATH

PG A R F XL A A REGEMOE, £ 15 FHS5EF, RETRARB AR XK
o AN FHMB, RAVAEBLAGR, MM AFHGBBRFRTTHRT — AN A ML

W, FALILENRFIANMA ATEE T,

[%%1

(1 £(0)=0, f(x)— ~(xe (0)

VI (00, k=f1(0Y=2, MPI&HTN: y=2x

4

(2) 4 g(x)= f(x)- 2(x+—) mug'(x):lziz,aaxe(o,l)%nz g'(x)>0

3

Firbl g(x) 7 (0,1) Eouges %, il g(x) > g(0)=0, M f(x)>2(x+—)
(3) W1 (2) HE L =2FFEEK, Wk
X kot +2—k

Mk >2H, é\h(x)zf(x)—k(x+?), A" (x) = T

IEI A Ax) > 0%k x € (0,1) 18 o
2 1
HA'(x)=0%: x= (l——)4 X, = (l—%)“, ik >2%x, e (0,])

WA : B (x)E(0,x,) ERs, (x,,1) ERIE



s | OO RS hwit b s PREHAA

Fiok: h(x) 75 (0,x,) EAREEL (x,,1) F A s
Fibk: B0 h(x,) < h(0) =0, 5415 h(x) > 0% xe (0,1) R LT S

Wk >2A468E, k=2

max

(19) (AN 14 43)

2 C - ﬁ+%=l(a>b>0)El’:]FA*%?E»%?'\U%, PO, 1) M55 A(m, n)(m # 0) #B
a, )

FEMGIE C b, B2k PASE x st M
CID SRR C R R FER M Ak bs (H m,n RoR);

CIIOWONER, FB SR ART x WK, BZEPBLExMT AN . . yiERGHF
ERQ, 15 LZOOM = ZONQ? FHAFAE, R Qb5: HAFLE, UHIEH.

[fg7] R BHFARA, RARLH EALEZRA M E IALE F M T4 B &g
MTUATH 3209 — A4 %, £ 2014 2 E E3bt) A M A b, 308 53] TS X ki, 54,
M 2010 - Fr46 93T RAFZ B 00 T A, LB T R EAFEFAF o EGEH, 10, 14,
15 fHREHE, 11, U203 FRM FHEAE, IAMEBAGERY, RROZEZIUTF40
AL, AN B e RAE B M E AB XA, AR T A ERR S BT k. XA
T BATIATF, JUAT S pH 414k A o

[%%1

2
X 2
(1) —+y =1,
> y

n—1_ 1-0

m—-0 0-x,, ,

P, M, A= 36808 Ky, = hgpe Bk

m
AR X = e
1-n
mz
(2) H1 A ZEMEI F 13 7+nz=1 (*)

—n—-1_ 1-0

Hixf ¥ B(m,—n), ® P,B,N = xi3t&f3: k,; =k, MIi: =
m—0 0-x,

, L




s | OO RS hwit b s PREHAA

A H i f AR A E AMOQ A AQON HAL (T8 0 RAEZLBL MN _EIR 2 4B MN ShiX /M

e, pro. MOI_10Q]
|0Q| |NO|

Mifi: |OQ[*= OM||ON UL

m
NITF 2o x| =t X Xy |2 :
| ¥y | |M||N|lMN|Il_n Ton ' 1on

2 2 2
* sae 2an m P m . m _ _
) fiE:l—n —7,}‘Aﬁﬁ|yQ| —lm|—‘z|—2: E&yQ—i 2
2
Wk Q A, AR (0,24/2)
(20) CA/NER 13 43)
" - : 2a, a, <18
cassl{a,} WL: aeN,q<36,Ha,, = (n=1,2,....).
2a,=36 a,>18

kA M ={an‘ne N*}.

(1) Ha=6 SHESN M ifits;

CI) &G M A JoE 2 3 S, EW: M FTA TR #zE 3 RS

(1D REA M RN 5.

[#E47] S5 AR AEAF 5 20 AAR L AZ S5/ B A LA T %, R3RAX T 2 Ak 09 22 if Ao
MEMG B, FARMERA, REES2KF0MNE, RELEMAE, BEER, 2R
Wk BT, mE— R ARG, ABEAETA 18 AT AR AT .

Z M —de Bl R EMAE, FoERTEZ

BB M AR F R Rt E AR, BAERA-RR NGRS FER SRR
W ERFE" . RPE B E A B Wik A BOE R0 B (R LT ATRAR A AT R RS F
Put AR, BT, HBEALRL ). FE B EFEIRE R T 6 R AR R RAAE, BRI
T, BEE|EARA 5 T AMFEEHEE, f EBRTIREATAEEIN R T LG, TLAF®
Bl & 55 T AR T T A 0L, AR AT B R &, BB AR 9 69 HE LT NiE &2
il MR, TARERET LT HIRE EHEELS.

TR, RETIETEARMS S ek, 20 42T VORA O &6,

(D {6,12,24]

(2) %78 {a,} KU 3 FOREL



s | OO RS hwit b s PREHAA

©F 3a,» MAIECF AL
Bt n =k, 3la,

M 3|2a, » 3[36, Fibi3[2a, —36
~ ki a, <181/, >18, 3|a,,,

e ne N, 3

a,

@FF a, NI 3 IMEE Al HS A Al

B8 n =R, a, D3 MRS

W 2a, A3 AHG 13|36, - 2a, —36 4 3 4K

S KW a, <18 a, >18, 2a, —36 4R 3 MK

LKA ne NY, o a, A2 3 IR HL

Hbs ay @y g @y EAR I3 IRHG AL
B 5 M A — D IC R A SEIEEG WM b e e s # N 3 iR

(3) als36, D‘\U{Eiﬁaks36’ - <18 ak+1=2ak<36o

KET
%18<aks36’ak+l=2ak—36s36'Jﬂjans36o

B 2|a, 4|a

M1: 361394 Hyfs, Hrp

136}, {12,24), {4,8,16,32,28,20} 4 BIHa el %,

Ata, w4, 8, 12...., 364 SLRESIHANTEIR, MM a, 2, &Z 6 MAFT

%7 jJ[]J:aI, a27 %%58/’\

Ha =50 {5,10,20,4,8,16,32,28} Bl 61, Bl M #xfZ 8 Mit&k.



EXAMEN GAOKAO (SELECTIVIDAD CHINA) DE MATEMATICAS DEL ANO 2017 CORRESPONDIENTE A PROVINCIAS: Shanxi, Henan, Hebei, Jiangxi, Hubei,
Hunan, Guangdong, Anhui, Fujian. Especialmente para recurso https://lapizdemates.blogspot.com/ con fuente www.zgxzw.com/gaokaoshiti

Examen de inscripcion universitaria nacional 2017

Ciencias Matematicas

Este documento tiene 5 paginas, 23 preguntas y una puntuacién total de 150 puntos. La prueba
dura 120 minutos.

Instrucciones:

Antes de contestar el trabajo, los candidatos deben ingresar su nombre, nimero de candidato,
numero de sala de examen y nimero de asiento en la hoja de respuestas. Use un lapiz 2B para
completar el tipo de prueba (B) en la posicidon correspondiente en la hoja de respuestas. Pegue el
codigo de barras horizontalmente en la esquina superior derecha de la hoja de respuestas "Pegar
cédigo de barras"

Al responder preguntas de opcién multiple, después de seleccionar la respuesta a cada pregunta,
use un lapiz 2B para tapar la informacién de la respuesta correspondiente a la opcidn de pregunta
en la hoja de respuestas; si necesita cambiarla, use un borrador para limpiarla y luego seleccione

otras respuestas. La respuesta no se puede responder en la prueba.

Las preguntas que no sean de opcion deben responderse con un boligrafo negro o boligrafo de
firma, y la respuesta debe escribirse en la posicidn correspondiente en el drea designada de cada
pregunta en la hoja de respuestas; si necesita cambiarla, primero tache la respuesta original y luego
escriba la nueva respuesta; no estad permitido Lapiz y liquido corrector. No responder a los
requisitos anteriores no es valido.

Los candidatos deben asegurarse de que la hoja de respuestas esté ordenada. Una vez finalizado el
examen, devuelva la prueba y la hoja de respuestas juntas.

1) dados conjuntos A={x|x <1}, B={x|3" <1}, entonces:

A. ANB={x|x<0}B. AUB=R C. AUB={x|x>1} D. ANB=Y

2) Como se muestra en la figura, la figura del cuadrado proviene del antiguo 4 B
diagrama del Taiji chino. La parte negra vy la parte blanca del circulo inscrito
en el cuadrado son simétricas con respecto al centro del cuadrado. Elija al
azar un punto del cuadrado, entonces la probabilidad de que este punto se \.
tome de la parte negra es

A tg Tl
4 8 2 4

3) Se establecen las siguientes cuatro proposiciones
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. . . . 1
p,: Sielnumero complejo zsatisface—e R, entonceszeR;
z

p,: Siel numero complejo z satisface 72 eR, entonces zeR;

Py: Silos numeros complejos z,,z,satisfacenz,z, e R, entonces z, =7, ;
p,: Sielnumero complejo z satisface ze R, entonces Z eR.

La verdadera proposiciones A.  p, p; B. p, P, C. P,, Ps D. p,, P,

4) Sea S, la suma de los primeros n elementos de la secuencia aritmética {a,}Sia, +a, =24,

S, =48entonces la la «diferencia de la progresion» de {a, }es

A. 1B. 2C. 4 D. 8

5) una funcién f(x) disminuye mondtonamente en (—oo,+00)y es una funcién impar. Si f (1) =-1,
entonces el rango de valores de x que satisface —1< f(x—2) <les

A. [-2,2] B. [-11]C. [0,4] D. [L3]
6) 1+ iz)(l+ X)® el coeficiente de x> en la expansién es:
X

A. 15 B. 20 C. 30 D. 35

7) Las tres vistas de un determinado poliedro se muestran en la figura. La vista
frontal y la vista izquierda estan compuestas por cuadrados y tridngulos isdsceles
en angulo recto. La longitud del lado del cuadrado es 2 vy la vista superior son
triangulos isésceles en angulo recto. Varias de las caras del poliedro son

Trapezoide, la suma del drea de estos trapezoides es: i

A. 10B. 12C. 14D. 16

8) El diagrama de bloques de la derecha es para encontrar satisfaccion 3" —2" >1000 con n el
ndmero par mas pequefio. Entonces en <<_> con 1 Se pueden llenar por separado con

A. A>1000 con n=n+1 °
B. A>1000 con n=n+2
C. A<1000 con n=n+1

D. A<1000 con n=n+2
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. 2r o -
9) dadas las curvas C,:y=cosx,C,:y =S|n(2x+?) la siguiente conclusion es correcta:

A. Extienda la abscisa de cada punto en c1 al doble de la original, y mantenga la ordenada sin
cambios, y luego traslade la curva obtenida a la derecha en Pi/6 unidades de longitud para obtener
la curva c2

B. Extienda la abscisa de cada punto en c1 al doble de la original, y mantenga la ordenada sin
cambios, y luego traslade la curva obtenida a la izquierda por Pi/12 unidades de longitud para
obtener la curva c2

C. La abscisa de cada punto en c1 se acorta a 1/2 veces del original, la ordenada permanece sin
cambios, y luego la curva obtenida se desplaza a la derecha por Pi/6 unidades de longitud para
obtener la curva c2

D. La abscisa de cada punto en C1 se acorta a 1/2 veces del original, la ordenada permanece sin
cambios, y luego la curva obtenida se desplaza a la izquierda por unidad de longitud Pi / 2 para
obtener la curva C2

10). Dado que F es el punto focal de la parabola C:y? =4x haga dos rectas perpendiculares /1, 12

aF Larectally Cseintersecan en los puntos Ay B. La recta I2y C se intersecan en Dy E. El valor
minimo de | AB | + | DE | es

A.16 B.14 C.12 D.10

(aqui no queda claro debido a la traduccidén mala que se exige a rectas |1 y |2 respecto el punto F. Es
posible que nos piden que se cortan en el punto F)

11) sea Xxyz positivo, y2*=3"=5", entonces
A. 2x<3y<b5z B. 5z<2x<3y

C. 3y<5z<2x D. 3y<2x<5z

12) Varios estudiantes universitarios desarrollaron un software de aplicacion. Con el fin de
estimular el interés de todos en aprender matematicas, lanzaron la actividad "Obtener el cddigo de
activacion del software para comprender problemas matematicos". El cddigo de activacion de este
software es la respuesta a las siguientes preguntas matematicas: dada secuencial,1,2,1,2,4,1,
2,4,8,1,2,4,8, 16, ..., donde el primer elemento es 2 elevado a 0, los siguientes dos elementos
son 2 elevado a 0, 2 elevado a 1y los siguientes tres elementos son 2 elevado a0, 2 elevadoa 1, 2
elevado a 2, etc. Encuentre el entero N mds pequefio que cumpla las siguientes condiciones: N>
100y la suma de los primeros N elementos de la secuencia es una potencia entera de 2.

Entonces el cddigo de activacion del software es
A. 440 B. 330 C. 220 D. 110

PARTE 2: Preguntas para completar. Hay 4 preguntas en esta parte, cada una con 5 puntos y un
total de 20 puntos.
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13) Dado que el angulo entre los vectores a, bes60°, |a|=2, |b|=1, entonces |a+2b|=

X+2y<1
14) Supon X, y cumplens2x+Yy > -1, entonces el valor minimo de z=3x—2yes...
X—y<0

2 2
, X - ,
15) Sea hipérbola C :—2—§ =1(a>0,b>0)con el vértice derecho A, Haz el circulo A con A como
a

centro y b como radio. Una asintota de |a hipérbola C se cruza con A en dos puntos My N. Si
ZMAN =60°, entonces la excentricidad de C es

16) Como se muestra en la figura, el centro de la hoja de papel circular es O y el radio es de 5 cm. El
centro del tridngulo equiladtero ABC en la hoja de papel es O. D, E, F son puntos en el circulo O, A
DBC, A ECA, A FAB son triangulos isésceles con BC, CA, AB como base respectivamente. Después de
cortar a lo largo de la linea de puntos, dobla hacia arriba A DBC, A ECA, A FAB con BC, CA, AB como
los pliegues respectivamente, de modo que D, E y F se superpongan para obtener una piramide
triangular. Cuando la longitud del lado de A ABC cambia, el valor maximo del volumen de la
piramide triangular es . (unidad: cm3)

PARTE 3: Responder preguntas: 70 puntos en total. La respuesta debe tener descripciones de pasos
y con cdlculos. Las preguntas 17 - 21 son preguntas de examen obligatorias y todos los examinados
deben responder. Las preguntas 22 y 23 son preguntas opcionales del examen y los candidatos
deben responder segun sea necesario.

Preguntas del examen obligatorio: 60 puntos en total.

17) (12 puntos) Los lados opuestos de los dangulos internos A, By C de A ABC son
2
respectivamente a, b y c. Se sabe que el area de A ABC es

3sin A
(1) encuentra valor sinBsinC;
(2) si6cosBcosC=1,a=3, encuentra el perimetro de AABC.


https://lapizdemates.blogspot.com/
http://www.zgxzw.com/gaokaoshiti

EXAMEN GAOKAO (SELECTIVIDAD CHINA) DE MATEMATICAS DEL ANO 2017 CORRESPONDIENTE A PROVINCIAS: Shanxi, Henan, Hebei, Jiangxi, Hubei,
Hunan, Guangdong, Anhui, Fujian. Especialmente para recurso https://lapizdemates.blogspot.com/ con fuente www.zgxzw.com/gaokaoshiti

18) (12 puntos) Como se muestra, en la piramide cuadrangular P-ABCD, AB//CD,
y ZBAP = ZCDP =90".

P

4 B
(1) Prueba: Plano PAB.L Plano PAD;

(2) SiPA=PD=AB=DC, ZAPD=90°, encuentre el coseno del angulo diedro A-PB-C.

19) (12 puntos) Para controlar el proceso de produccién de una determinada parte de una linea de

produccion, el inspector selecciona al azar 16 piezas de la linea de produccién todos los dias y mide

sus dimensiones (unidad: cm). Segun la experiencia de produccion a largo plazo, se puede

considerar que el tamafo de las piezas producidas en el estado normal de esta linea de produccién
2

obedece a la distribucion normal. N (s, 07) .

(1) Suponiendo que el estado de produccidn es normal, marque X para indicar el nimero de

partes cuyo tamafio estd fuera de (1—30, u+30)

P(X 21),

entre las 16 partes muestreadas en un dia, y

encuentre la expectativa matematica de

(2) En las piezas controladas al azar dentro de un dia, si hay piezas con un tamafio diferente

a(#=30,11+30) s considera que puede haber una situacién anormal en el proceso de

produccion de esta linea de produccién ese dia, y es necesario verificar el proceso de produccién
del dia..

(i ) Trate de explicar la racionalidad del método anterior de monitorear el proceso de
produccion;

Cii ) A continuacion se muestran las dimensiones de las 16 piezas tomadas por el inspector en un
dia:

995 |]10.12|996 |996 |10.01|9.92 |998 | 10.04

10.26 1991 |10.13 | 10.02 | 9.22 | 10.04 | 10.05 | 9.95

y—lix =997 sS= ii(x -X)? = i(ﬁ“x2—1672)2~0212
T E =2t , 1643 16 = -

’

Se tiene que

Donde Xi es el tamafio de la parte extraida i, =12,-.16

Use el promedio muestral X como el valor estimado # de #, y use la desviacién estandar

muestral S como el valor estimado 9 de 9, Use el valor estimado para determinar si el proceso
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de produccién del dia necesita ser inspeccionado. Excluyendo los datos excepto (4-36,1+35) se

los datos restantes para estimar#y9 (con una precisién 0.01) .

Adjunto: Si la variable aleatoria Z obedece a la distribucién normal N, entonces
P(u—-3c<Z<u+30)=0.997 4 , 0997 4°=0.959 2 J0.008 ~ 0.09

2 2
X
20) (12 puntos) Sea elipse C: —2+§:1 (a>b>0) , ydelos cuatro puntos P1 (1,1) ,
a
N N |
P, (0,1) , P3 (-1, 7) » Py (1, 7) Hay exactamente tres puntos en la elipse.

(1) Encuentre la ecuacién de C;

(2) Suponga que la linea recta | no pasa por P y se cruza con C en dos puntos Ay B. Si la suma de las
pendientes de la recta P, Ay de la recta P;B es -1, demuestre que: | estad sobre un punto fijo.

_ 2x X
21) (12 puntos) sea funcion f(x)=ae™ +(a—2)e" —x

(1) discutesi f(x) es monotona.

(2) si f(x) tiene dos ceros, encuentre el rango de valores de a.

Preguntas de prueba opcionales: 10 puntos en total. Se pide a los candidatos que elijan una de las
preguntas 22 o 23 para responder. Si hace mas, califique la primera pregunta que hizo.

22) (10 puntos) En el sistema de coordenadas rectangulares x,y, la ecuacion paramétrica de la curva

X =3c0s0,
C es{

ing (U9 pardmetro) , y la ecuacion paramétrica de la linea recta |
y =sing,

tCNSED .

{x:a+4t,
S

(1) Sia=-1, encuentre las coordenadas de la interseccién de Cy [;
(2) Sila distancia maxima desde el punto en C hasta | es+/17, encuentre a.
23) (10 puntos) sean funciénes f (X) =—x* +ax+4,g(x) = x+1|+| x—1]

(1) Paraa =1, encuentre el conjunto solucion de la desigualdad f (x) >g (x);
(2) Siel conjunto de solucion de la desigualdad f (x) >g (x) contiene [-1,1], encuentre el rango de
valores de a.
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Gaokao 2024 (Problemas del 1 al 6)
1. Dados los conjuntos A= {x |-5<x®< 5} y B={-3-10,2,3}, determina ANB.

A.{~10} B. {2,3} C. {~3-10} D. {~10,2}

2. Suponiendo que il =1+i, determina z.

A —1-i B. —1+i C.1-i D. 1+i

3. Dados los vectores a=(0,1) y b=(2,x),si b L (b—4a), determina x.
A. -2 B.-1 C.1 D.2

4. Suponiendo que cos(c+ 4)=m y que tanatan B =2, determina cos(a — f).
A.-3m B. m/3 C.-m/3 D.3m

5. Disponemos de un cono y de un cilindro cuyas bases tienen igual area, las areas
laterales también son iguales y ambos tienen altura V3. Determina el volumen del cono.

A. 2437 B. 33r C. 637 D. 9v/3r7

6. Determina el rango de posibles valores reales de a para los que la funcién

—x*—-2ax—a x<0
f(x)=
e +In(x+1) x>0

es estrictamente creciente en toda la recta real.
A. (-0,0] B.[-10] C.[-11] D. [0,+w)

Observacion: Problema pensado para resolverse sin derivacion.



Soluciones.

1.
Veamos la imagen por x— x* de los elementos de B:

-3 -27

-1->-1

0-0

2—>8

327
Luego solo -1 y 0 pertenecen a A. La respuesta correcta es (A).
2.
i1=1+i o z=1+ri)z-D)=-1tiz-i+zl=iz-i=i(z-1) =
Z_
%:z—l
i

1 I i

~ =i =—i, 0 también se puede argumentar } = u =— =i

Sabemos que
q i T

Luego

1:2—1¢:—i=z—1¢>l—F=Z(C)
i

3.
b—4a=(2,x)-4(01) = (2,x—4)

bl(-4a)<=0=b-(b-4a)=(2,X)-(2,x-4) =4+ x(X-4) =4+ x> —4x =
=(x-2*<=x=2 (D)

4.
sina sin f_ sinasin g
COSa COS S COSaCOS f3

2=tanatan g = = sin asin f=2co0sacos

Aplicamos las identidades trigonomeétricas de la suma y diferencia de angulos:
m= cos(a+,8)= COS COS #—sin asin #=C0Sa CoS 3 —2C0Scx COS 3 = —COSx COS 3
cos(a —,B) =C0Sa COS 5 +Sin aSin S =C0Sa COS 5 +2C0Sx COS 3 =3C0Sx CoS f =—3m

y la respuesta correcta es (A).

5.
Seanr, hy g el radio, la altura y la apotema del cono, respectivamente.

Alcono =7-T-g=n-1-\h*+r?

Alcinoro =271 -h
Alcono = Algynoro < 7-F-Vh* +1? =27 r-h o Vh* +r’ =2h &
V3412 =23 3+4r2=4.3=12 < r?=12-3=9=r=3



Veono = %ﬂrzh :%7[32\/5 =3J37 (B)

Observacion: De AL g0 = ALy inoro & 77 -9 =27 -r-h= g =2h podemos deducir
directamente que el tridngulo rectangulo determinado por la altura, el radio y la apotema

es el conocido triangulo 30-60-90, cuyos lados estan en una proporcion 1:+/3:2 por
tanto deducir directamente que r =3.

6.
Para valores x < 0 se trata de una funcién polindmica de segundo grado, una parabola
con las ramas hacia abajo. Luego sera creciente hasta su vértice:

2(-1)
Si queremos que esta funcion sea estrictamente creciente este vértice debe estar a la
derecha del eje Y, es decir x, =—a>0<a<0.
El valor que toma la funcion es este punto es

y, = f(x,)= f(-a)=—(-a)’ —2a(-a)—a=-a’+2a’-a=a’-a.

Para valores x > 0 la funcién es la suma de dos funciones estrictamente crecientes (una
exponencial y una logaritmica) luego es estrictamente creciente para cualquier valor de
a.

Veamos alrededor del punto x =0:

f(0)=e’+In(0+1)=1
Luego si queremos que la funcion sea estrictamente creciente también alrededor de
x =0 la parabola de la izquierda, cuando se evalGa en x =0, tiene que ser menor o
igual que 1:

1>-0°-2a-0-—a=-a<-1<a

Luego llegamos al resultado —1<a <0 (B).
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Este examen consta de 10 paginas, 19 preguntas y un total de 150 puntos.

Notas:

1. Antes de responder las preguntas, complete su nombre, nimero de boleto de admision, nimero de sala de examen y namero de
asiento en la hoja de prueba y la hoja de respuestas, y pegue el cddigo de barras del nimero de boleto de admisién en la hoja de
prueba.

2. Como responder preguntas de opcion maltiple: después de elegir la respuesta para cada pregunta, utilice un lapiz 2B para marcar
con negro el nimero de respuesta en la hoja de respuestas. Escribalo en la hoja de examen o en el borrador y las areas sin respuesta
en la hoja de respuestas no son validas.

3. Respuestas a preguntas para completar espacios en blanco y preguntas de ensayo: Use un boligrafo negro para escribir
directamente en el area de respuesta correspondiente en la hoja de respuestas. Escriba en la hoja de prueba, en la hoja de borrador y
en la hoja de respuestas.

Las areas sin respuesta en la tarjeta no son véalidas.

4. Después del examen, entregue el cuestionario y la hoja de respuestas juntos.

1. Preguntas de opcién Unica: Este bloque consta de 8 preguntas, cada una con un valor de 5 puntos, para un total de 40 puntos. Entre
las cuatro opciones dadas para cada pregunta, sélo una opcién es correcta.
Por favor, complete las opciones correctas en las posiciones correspondientes en la hoja de respuestas.

1.Si z=-1-i entonces |z|=
A.0 B.1 C.\2 D.2

2. Sean las afirmaciones siguientes: p:Vvx e IR,|[x+1>1, q:3x>0,x* = x . Entonces:

A. p yqson ciertas.

B. —p y g son ciertas.
C.py —q son ciertas.
D. —p y —(Q son ciertas.

3. Sean dos vectores @ y b cumpliendo [a]=1, ‘é+26‘ =2y (B—ZQ)J_B. Determina
B
A 172 B.2/2 C.\3/2 D.1




4. Un departamento de investigacion agricola plantd un nuevo tipo de arroz en 100
campos de arroz de igual tamafio y obtuvo el siguiente rendimiento por hectarea de cada
campo de arroz (unidad: kg):

Rendimiento por ha | [900,950) | [950,1000) | [1000,1050) | [1100,1150) | [1150,1200)
Campos de arroz 6 12 18 24 10

Segun los datos de la tabla, seleccione la conclusion correcta:

A. El rendimiento medio por ha de los 100 campos de arroz es inferior a 1050
kg.

B. Entre los 100 arrozales estudiados, la proporcion de arrozales con un
rendimiento en superficie inferior a 1.100 kg representa mas del 80%.

C. El rango de rendimiento por ha de los 100 campos de arroz esta entre 200 kg
y 300 kg.

D. El rendimiento medio por ha de los 100 campos de arroz esta entre 900 kg y
1000 kg.

5.Sealacurva C:x*+y? =16 (y>0). Sobre cualquier punto P de esta curva, sea P' el

pie de la perpendicular por P al eje X, y sea M el punto medio de PP'. Determina la
trayectoria de los puntos M.

2 2 2 2

X“ y Xy

A 2 1 0 B) ——+2 -1 0
)16+4 (y>0) )16+8 (y>0)
yz x2 yz x2

c) 2l +2 =1 0 D) L +2 -1 0
)l6+4 (y>0) )16+8 (y>0)

6. Dadas las funciones f(x)=a(x+1)° -1y g(x)=cosx+2ax, con x e(-11),
supongamos que la curvas y = f(x) y y=g(x) tienen un Unico punto de corte.
Entonces a=( )

A -1 B. 1/2 C.1 D.2

7. Dada una piramide truncada regular ABC — A B,C, con volumen % AB=6Yy

AB, =2, latangente del angulo entre A A y la base es:

A C,
A (
D
B
A. % B.1 C.2 D.3



8. Sea la funcion f(x) = (x+a)In(x+b).Si f(x)>0, el valor minimo de a* +b?* es:

A) 1/8 B) 1/4 C) 1/2 D) 1

11. Preguntas de opcién multiple: Este bloque consta de 3 preguntas, cada una con un valor de 6 puntos, para un total de 18 puntos.
Entre las cuatro opciones dadas en cada pregunta, hay maltiples opciones que cumplen los criterios del enunciado.

Requisitos de la pregunta. 6 puntos por todas las respuestas correctas, puntos parciales por respuestas correctas pero incompletas y 0
puntos por cualquier respuesta incorrecta.

9. Dadas las funciones f (x) =sin 2x y g(x) =sin [Zx—%j, determina las afirmaciones

correctas:

A. Las funciones f(x) y g(x) tienen los mismos ceros.

B. Las funciones f(x) y g(x) tienen los mismos valores maximos.
C. Las funciones f(x) y g(x) tienen el mismo periodo.

D. Las funciones f(x) y g(x) tienen los mismos ejes de simetria.

10. Sea la parabola C: y* = 4x, con directriz I. Sea P un punto de C. Sea la

circunferencia x? +(y —4) =1, con centro A. Sea Q un punto de esta circunferencia de

forma que PQ sea tangente a la circunferencia. Sea B el pie de la perpendicular a | por
P.

A) La directriz | es tangente a la circunferencia.

B) Si P, Ay B estan alineados, entonces |PQ| =415

C) Si |PB|=2 entonces PA_L AB.

D) Existen dos Gnicos puntos P de la parabola tales que |PA|=|PB.

11. Dada la funcion f(x) =2x®—3ax* +1, se cumple:

A. Si a>1 la funcion tiene tres ceros.
B. Si a<0 entonces x =0 es un maximo de la funcion.
C. Existenay b paralos que x=b es un eje de simetria de lacurva y = f(x).

D. Existe un valor de a para el que (1, f (1) ) es un centro de simetria de la
curva y = f(x).

111. Complete los espacios en blanco: Este bloque consta de 3 preguntas, cada una con un valor de 5 puntos, para un total de 15
puntos.

12. Sea S, la sucesion de sumas de una sucesion aritmética {a, } cumpliendo
a;+a,=7Yy 3a,+a,=5. Entonces S, =

13. Dado un angulo a que pertenece al primer cuadrante y un angulo B que pertenece al
tercer cuadrante, sabiendo que tana +tan f=4 y tanatan f = V2 +1, entonces

Sin(a+ﬁ)= :




14. Seleccione 4 cuadrados en la cuadricula de 4x4 que se muestra en la figura,
requiriendo que se seleccione exactamente un cuadrado en cada fila y columna.

12122133 | 42

13122133 |43

Hay formas de elegir. Entre todas las combinaciones que cumplen los requisitos
anteriores, el valor maximo de la suma de los 4 nimeros en las casillas seleccionadas es

IV. Responder preguntas: Este bloque consta de 5 preguntas, con un total de 77 puntos. La respuesta debe incluir una explicacion
textual, un proceso de prueba o pasos de célculo.

15. Sea AABC un triangulo con angulos A, B, C y sus lados opuestos correspondientes

a, b, ¢. Sabemos que sin A+ J3cosA=2.
(1) Determina el angulo correspondiente al vértice A.

(2)Sia=2y J2bsin C =csin 2B, determine el perimetro del triangulo.

16. Sea la funcion f(x)=e* —ax—a’.

(1) Cuando a = 1, encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) enel
punto (1, f(1)).

(2) Si f(x) tiene un valor minimo, y el valor minimo es menor que 0, encuentre el
rango de valores de a.

17. Tenemos un cuadrilatero plano ABCD, tal que AB=8, CD=3, AD = 53,

ZADC =90°, ~/BAD =30°. Sean E y F tales que AE zéﬁ , AF :%Né ,y giramos

el tridngulo AAEF en el espacio, tomando EF como eje de rotacion, hasta determinar el
triangulo APEF, de forma que la figura resultante es una piramide P-EFBCD

cumpliendo PC = 43,

a) Demuestra que EF L PD.
b) Determina el seno del angulo diedrico entre los planos PCD y PBF.




18. Una competicidn de tiro de baloncesto se divide en dos fases. Cada equipo esta
formado por dos jugadores, digamos Jugador A y Jugador B. Las reglas de la
competicion son las siguientes: En la primera fase participaré uno de los jugadores, que
tirara a canasta 3 veces. Si falla los 3 tiros, el equipo queda eliminado y obtiene 0
puntos. Si logra al menos una canasta, el equipo avanza a la segunda ronda. En la
segunda etapa, el otro jugador del equipo lanzara 3 veces, y cada vez que enceste
obtendra 5 puntos y por cada lanzamiento fallido obtendra 0 puntos. El resultado del
partido es la suma de todos los puntos obtenidos.

Supongamos que la probabilidad de que A enceste es p y la probabilidad de que B
enceste es (, de forma independiente.

a) Sip=0,4,9=0,5y A participa en la primera etapa de la competicion, ¢cual es la
probabilidad de que el equipo obtenga no menos de 5 puntos?

b) Supongamos que 0 < p <q.

i) Para maximizar la probabilidad de que el equipo obtenga 15 puntos, ¢;quién deberia
participar en la primera etapa de la competicion, el jugador A o el jugador B?

ii) Para maximizar la esperanza matematica del equipo, ¢quién deberia participar en la
primera etapa de la competicion, el jugador A o el jugador B?

19. Dada la hipérbola C:x*> —y? =m, (m>0), sabemos que el punto P, =(5,4)
pertenece a C. Fijado un valor k, 0 <k <1, definimos la siguiente sucesion de puntos P,
(n = 2,3,...): Dado un punto P, , de la hipérbola C, definimos el punto Q,, como el
segundo punto de corte entre la recta que pasa por P, , y tiene pendiente k y la
hipérbola C, y sea P, el punto simétrico de Q, , respecto del eje Y. Recordamos que

P, tiene coordenadas (x,,Y, ).

(1)Si k :% , determina x,,Y,.

. . - . 1+k
(2) Demuestra que la sucesién {xn — yn} s una sucesion geométrica de razon —— .

(3) Definiendo S, como el area del triangulo de vértices P,P,.,P,.,, demuestra que para

n+l’ n+2?
todon, S, =S,,,.



Soluciones.

1.
7| =y(-2)*+(-D? =1+1=2 (C)

2.
Esté claro que p no es cierta. Por ejemplo, no se cumple para x =0. Esta claro que g es
cierta, pues, por ejemplo x =1=>1°> =1. Luego la respuesta correcta es (B)

3.
(b-2a)1b < 0=(-2a)b=b-6-2a-b=[p| ~2a-b
a+2b|=2=4=|a+26/ =(a+20) a+25)=a-(a+2b)+ 2b-(a+26)=
—a-a+a-2b+2b-a+2b-2b=a-a+2a-b+2b-a+4b-b=

=|a’|2+4a-6+46\2=12+4a-6+4\5\2:»3:4&-6+4\5\2
Resolvemos el sistema:

O:‘b‘ —za-b2 ‘b‘ 1t

3=14a-b +4p| 2’ 4

y por lo tanto: ‘62=%:>‘6‘= %=%=g (B)

4,

La respuesta correcta es C.
Puesto que hay 100 campos en total, podemos completar la tabla:

100—(6+12+18+24+10)=30
y la tabla completa es:

Rendimiento por ha [900,950) [950,1000) [1000,1050) [1050,1100) [1100,1150) [1150,1200)
Campos de arroz 6 12 18 30 24 10

(A) 6+12 +18 =36 <50, luego menos de la mitad de los campos tienen un rendimiento
inferior a 1050, por lo que esta opcidn no es cierta.

(B) Los arrozales con un rendimiento no inferior a 1100 son 24+10=34—34%.
Luego los arrozales con un rendimiento inferior a 1110 son el 66%<80%, luego esta
opcidn no es cierta.

(C) Vemos que el rango maximo de rendimiento es 1200 —900 =300 y el rango
minimo es 1150 —950 =200, luego la respuesta es correcta.

(D) Calculamos el rendimiento medio:
& x (6x 925 +12 x 975 +18 x1025 + 30 x 1075 + 24 x1125 +10 x1175 ) = 1067

Y esta claramente fuera del rango del enunciado, por lo que la afirmacién no es cierta.



5

P=(x,2y)eC
P'=(x,0)
M =(x,y)
2 X2 +4y?  x* y?
P =(x,2y) eC <16 =x* +(2y) =x2+4y2<:>1=T:EJFT (A)

‘S\P

6.

f(x)=a(x+1)*-1=ax’+2ax+a—1

f(x)=g(x) © ax’ + 2ax+a—1=cosx + 2ax <> ax* +a—1=cos x

La funcién F(x) =ax® +a—1 es una parabola simétrica respecto de x =0 (es decir,
par)y F(0)=a-1.

La funcion G(x) =cosx es también pary G(0) =1

]
F(x)zaszrqfl

G(x)=cosx

Luego si tienen un punto de corte para cierto x =0, también lo tendrén para —x, luego
si queremos que tengan un Unico punto de corte la Unica posibilidad aceptable es que
seaen x=0, es decir,

F(0)=G(0)=a-1l=1<a=2 (D).

7.
Completamos la figura hasta tener una piramide ABCP con altura OP. Sea h; la altura

de la piramide superior A;B;C;P. Sea h la altura de la piramide truncada ABC —AB,C,.
Esta claro que la altura de la piramide ABCP sera h+h,. Sean AD y AD, alturas de los
triangulos AABC y AABC,:



AD =+/62 -32 =3./3

[ABC]:%B\/§-6:9\/§

Vasce :%Qﬁ-(h+h1):3\/§-(h+hl)
AD, =22 1" =/3
[AiBlCl]:%\/g-sz/g

1
VAlslclp = § ‘/§h1
52

1
? =Vagce _VAlslclp = 3\/5 ) (h + hl)_é\/ghl

Por otro lado, por semejanza de triangulos,

£:A1D1©\/§_3«/§

hh h h h+h
Con lo cual ya podemos resolver (*):

< h +h=3h < h=2h

3h1:>

2 35-(h )2 /A, =345 30, - /A, =93, - 13, - 22
:m:%:?:hm:shﬁzﬁ

Finalmente,
AO :%AD :%3\/5:2\/5

h+h 243
MD 2.3

tan(a) = 1

8.
El dominio de esta funcion es (—b , +00 )
Veamos el signo de los dos factores por separado:
In(x+b)>0<= x>-b+1
In(x+b)=0< x=-b+1
In(x+b)<0<= x<-b+1
Por otro lado,



(x+a)>0<x>-a
(x+a)=0<x=-a
(x+a)<0<x<-a
Luego la tnica manera de que los dos factores, al ser multiplicados, den un nimero
siempre positivo es que los dos puntos frontera coincidan:
—a=—-b+lsa=b-1
Este conjunto corresponde a la recta en el plano que pasa por los puntos (-1,0) y (0,1),

. . -11 . . .
Su punto mas cercano al origen es > ) cuya distancia al origen es

=)+ -5
- +| — [
2 2 2
y por lo tanto su cuadrado es 1/2 (C).

9.
Las respuestas correctas son By C.
La funcion f(x) es una contraccion horizontal de sin x, y la funcion g(x) es idéntica a

la funcién f(x) pero desplazada /4 hacia la derecha. Dibujando esquematicamente
estas gréficas el problema se resuelve facilmente.

(A) Es falsa, pues los ceros de f(x) son de la forma x =k?” , mientras que los ceros de

g(x) son de la forma x:%ﬂ+z.

8
(B) Es cierta, pues ambas tienen los mismos valores maximos y =1.
(C) Es cierta, pues ambas tienen periodo =
(D) Es falsa, pues los ejes de simetria de la funcion f(x) son los valores de la forma
kr =«

2x=kr+2 o>x=0t”
2 2 4

mientras que los ejes de simetria de g(x) son de la forma
Vs kr 3r

%L ckr+Z ox="24+
2 2 2 8

10.
(A) Ladirectriz | es tangente a la circunferencia. Cierto.

Recordemos que si la parabola tiene por ecuacion C:y? = 4x, su directriz es la recta
x=-1, sufocoes F =(1,0) ysu vérticees V =(0,0).



El centro de la circunferenciaes A=(0,4), suradioes r =1,y esta claro que la
distancia entre la directriz y la circunferencia es 1, que es igual al radio, por lo tanto es

tangente.
&
.

v = -

(B) Si P, Ay B estan alineados, entonces |PQ| = V15 . Cierto.
La recta PB es una recta horizontal, A=(0,4), luego P =(x,4), y puesto que
4> =4x = x=4=>P=(4,4)

A=t g7 - 5
r=

(C) Si |PB|=2 entonces PA_L AB.

Sea P=(X,,¥p). |PB|=2= X, =1= y, =£2,

Supongamos que y, =2=P=(12)= B=(-12). Luego:
PA =(-12)
AB = (-1,-2)

Supongamos que y, =—2=P=(1-2) = B=(-1-2). Luego:
PA = (~16)
AB = (-1,-2)

}: PA-AB =-3% 0, y por tanto no son proporcionales.

}:> PA-AB=-11%0 , Y por tanto no son proporcionales.

(D) Existen dos Unicos puntos P de la parabola tales que |PA| =|PB|. Cierto.

Por las propiedades focales de la parabola, B €1 = |PB|=|PF|.
Aplicando la Desigualdad Triangular,
|PA|=|PB| < |PA|=|PF|= EI punto P pertenece a la mediatriz del segmento AF.
La recta AF tiene por ecuacion y =—-4x+ 4, luego su mediatriz tiene pendiente 1/4
El punto medio del segmento AF es (1/2,2), luego la ecuacién de la mediatriz sera
1 15 2x+15
y="X+—=
4 8 8
Puesto que este punto debe pertenecer también a la parabola, y* = 4x, es decir:




4x* + 60X +225
64

= 4x < 4x% + 60X + 225 = 256 X

2
(2X+15j NP

< A% —196X +225 =0

El discriminante de esta ecuacion es A =(—196)* —4-3-255 >0, luego tiene la ecuacion
dos soluciones reales, que corresponden a los dos puntos buscados.

11.

Las soluciones correctas son Ay D.

(A) Supongamos que a>1.

x=0

X=a

Hacemos un estudio por intervalos de la derivada.

X € (—0,0)=> f'(x) >0, funcion creciente.

x €(0,a)= f'(x) <0, funcion decreciente.

x e (a,4+00)= f'(x) >0, funcién creciente.

f(0) =1, que es un maximo relativo.

f(a)=2a’-3aa*+1=1-a%<0, que es un minimo relativo en (0,—a’ +1), bajo el eje
X.

Por ser una funcion polinémica de tercer grado con coeficiente principal positivo,
sabemos que XIer_L f(X)=—00y Xlimw f(X) =+0.

f'(x)=6x2—6ax:6x(x—a):0<:>{

Por lo tanto podemos garantizar que la funcion tendra un Gnico cero en (—o,0), otro
Gnico cero en (0,a) y un Unico cero en(a,+o), es decir, que el enunciado es cierto.

(B)

x=0
f'(x):6x2—6ax:6x(x—a):0<:>{

X=a
f"(x) =12x —6a
a<0= f"(0)=-6a>0

Luego aplicando el criterio de la segunda derivada, podemos asegurar que la funcién
tiene un minimo relativo en x =0. La afirmacion es falsa.

C
(Su)pongamos que existen valores de a 'y b para los que x =b es el eje de simetria de la
curva y = f(x).
Esto quiere decir que, para cualquier valor x', f(b—x")= f(b+x’).
Tomando x=b+x'= x'=x-b=b—-x'=b—x+b=2b—x y laigualdad anterior queda
f(x) = f(2b—x) . Sustituyendo en la funcion:
2x* —3ax® +1=2(2b - x)’ —3a(2b— x)* +1
Desarrollando la expresion de la derecha obtenemos un polinomio de tercer grado de la
forma —2x® +..., llegando a contradiccion. Luego la afirmacion es falsa.

(D) f(1)=2-1-3a-1°+1=2-3a+1=3-3a
Supongamos que (J,3—3a) es un centro de simetria para esta funcion.



fl+x)-(3-3a)=—(f1-x)-(3-3a)) =
fl+x)—(3-3a)=—f(1-x)+(3-3a) <
fl+x)+ f(l-x)=(3-3a)+(3—3a)=6—6a
Sitomamos x'=1+ X = x=x-1=1-x=1-x+1=2-X', luego la expresion anterior
es equivalente a
f(x)+ f(2—x)=6-6a.
Es decir:
6-6a="f(x)+f(2-x)=2x*-3ax’*+1+2(2-x)’ -3a(2—xf +1=
= (12 -6a)x’ + (12a—24)x +18 —-12a
Y por tanto
12-6a=0
12a-24=0 =a=2
18 -12a=6—-6a
Luego para a =2 se cumple el enunciado, y por tanto la afirmacion es correcta.

Segundo método: Se puede aplicar el hecho de que toda funcién polinémica de tercer
grado tiene como centro de simetria el punto en el que la segunda derivada es cero.
f"(x)=12x—-6a=0<x=al2.

Luego forzosamente a/2=1<a=2.

12.
a,=a,,;+k
T=a,+a,=a,+k+a,+k=a,+a,+2k=a, +a,
Resolvemos el sistema:
a,+a, =7

=a,=-1a,=8
3a,+a; =5
8=a,=a,+3k=-1+3k=>k=3=a,=-4

810:10a1+¥k:95

13.
M_ _tana+tanf 4 -4
cos(a+ﬂ)_tan(a+'8)_1—tanatanﬂ 1-(2+1) 2

Por otro lado, sin?(c + )+ cos®(a + B)=1
Resolviendo el sistema anterior obtenemos las siguientes posibilidades:

sin(a + )= _23\/5

, cos(a +ﬂ):%

sin(a+,b’):¥,cos(a+ﬂ)=%l

La primera opcion determina un angulo a+f del cuarto cuadrante y la segunda opcion
determina un angulo « + £ del segundo cuadrante.



Si a pertenece al tercer cuadrante y 3 pertenece al primer cuadrante, su suma o+f no
puede pertenecer al segundo cuadrante, luego la Unica opcién posible aceptable es la
primera:

sin(a + )=

2,cos(a+,8)=%

14,

Una vez escogida una casilla de la fila 1, tengo 3 opciones de la fila 2, y después tengo
2 opciones para la fila 3, y 1 Gnica opcion para la fila 4. Luego tengo

4.3-2-1=24 posibles opciones.

(11,22,33,44),(11,22,34,43),(11,22,33,44),(11,22,34,42) (11,24,33,43),(11,24,33, 42),
(12,21,33,44),(12,21,34,43),(12,22,31,44),(12,22,34,40),(12,24,31,43),(12,24,33, 40),
(13,21,33,44),(13,21,34,42),(13,22,31,44),(13,22,34,40),(13,24,31,42),(13,24,33, 40),
(15,21,33,43),(15,21,33,42),(15,22,31,43),(15,22,33,40),(15,22,31,42),(15,22,33, 40)

Observamos que la combinacion con suma mayor es (15,21,33,43) cuya suma es
15+21+33+43=112.

15.
(1) sin A++/3cos A=2=sin A=2—+/3cos A
De la igualdad sin?® A+cos* A=1 deducimos

1:(2—\/§cosA)2 +cos? A=4-2-2-/3cos A+3cos® A+cos? A<
0=3-4+/3cos A+4cos’ A

43+ (4V3f ~4-4.3 4340 V3 _

2-4 2-4 2

Luego cos A=

A=Z =300
6

Observacion. Otra manera de resolver este ejercicio seria transformando la igualdad del
enunciado:

sin A+\/§cosA=2<:>%sin A+§cosA=1<:>sin[A+%]:1

Puesto que A< (0,7), se deduce que A+% e (%4{)
yportanto A+ X =" ="

3 2 6
(2) /2bsin C =csin 2B =c-2sin Bcos B < b :ZCCC_’SB

sinB 2sinC

Aplicamos el Teorema del Seno:
2 _ _b - :>sinB=£:>B=£:>C=ﬂ_Z_Z=7_”
sihA sinB sinC 2 4 4 6 12
a b 2 b b_23|n(7z/4)_2\/§

SnA snB sin(7/6) sin(;z/4)<:> ~ sin(z/6)



a c 2 c 2sin(77/12)
SnA sinC  sin(z/6) sin(7z/12)  sin(z/6) V2l+3)

Perimetro= 2+ 2+/2 + \/5(1+ \/§)= 2+3J2+46.

16.

(1) a=1= f(X)=e¢* x-1= f'(X)=e* 1= A= ') =" -1
La recta tangente es y = Ax+ B, donde A=f'()=e" 1y
B=f()—Al=e'-1-1-(¢'~1)=e' —2-¢" +1=-1

Y la recta tangente es y =(e—1)x -1

(2 f(x)=e*—ax—-a’= f'(x)=e*—a=0=e*=a<=x=Iha

f""(x) =€ observamos que f"(x)=e* >0 paratodo x e IR, luego podemos garantizar
que la funcion tiene un minimo relativo en x =Ina. Esta ecuacion tiene sentido solo
para a>0.

Enese caso, f(lna)=e"™ -a-ha—a*=a-a-ha—a*=afl-lna—a*)<0

Puesto que a>0 la condicion se cumplira siempre que 1-lna—a’ <0< Iha+a’>1.
Para resolver esta inecuacion estudiemos la funcion g(x) =In x+ x>.

g@)=I1+1°=0+1=1
y se cumple g'(x) =1+ 2x . Esta funcion es siempre positiva si x>0, luego
X

lha+a’>l<a>1.
La respuestaes ae(1+o).
17.
2 2
a) AE :ngzgsJﬁ:z\/ﬁ

AF-tag-lg_s
2 2

Luego el tridngulo AAEF 30°-60°-90° por el criterio LAL.

Luego ZAFE =60°, Z/AEF =90° y EF=2.
EF L EP
EF L ED
b) En primer lugar debemos demostrar que EP 1L ED.

Aplicando Pitagoras en el triangulo ADEC , EC? = (3\/§)Z +3°=36
Aplicando el reciproco del Teorema de Pitagoras en el triangulo APEC :

PDcEDP

EFJ_AE:>{ }:>EFJ_EDP = EFLPD



(avaf - 48

(2V3) +62 =12+36 =48
Por tanto, EP L EC .

Para resolver este apartado, sumergimos la figura en IR3:

AY
I)
A £ QD X
F 4

z B <
donde E =(0,0,0)
D =(3+/3,0,0)
P =(0,24/3,0)
F =(0,0,2)
C =(3+3,03)

Para calcular el punto B, trazamos la perpendicular por B a ED, que cortard ED en Q.
Los triangulos AAEF y AAQB serdn semejantes por Tales, puesto que EF //QB.
Sabemos que AF =FB=2, luego
BQ=2FE=2.2=4
AQ =2AE =2.24/3 =43 = EQ = AQ — AE =4./3-23=23
Asi pues, el punto B tiene coordenadas B = (2\/5,0,4)
Determinamos el vector normal asociado al plano PDC:
D=(3/3,00)]| _ .
DC =(0,0,3
P=(0,2/3,0) = _ <( \/_) 5 )}:
DP =(-3v3,2v3,0
C =(3v/3,03)
i j Kk
== 0 0 3=(-613-930)=(230)
-3J3 243 0

Determinamos el vector normal asociado al plano PBF:



B=(2/3,04)] __.

P=(0,24/3,0)} = E’, B (0’2\@’2)} =
F—(002) FE = (243,0,2)
i K
Sm=| 0 23 —2=(43-4v3,-12)=(-113)
23 0 2

i-m=(230) (-113)=-2+3=1
=2 +3+0° =419 =113
i =y(2f +2° + (V3] =vi¥1+3=45

Aim_ 1 1 Jes
Aljm V1345 65 65

2
) 1 1 o4 8 8165
sina =+1-cos’a = /1— — | = /1——: AL S
“ “ (\/ 65) 65 65 /65 65

18.
a) Sip=0,4,9=0,5y A participa en la primera etapa de la competicion, ;cual es la
probabilidad de gque el equipo obtenga no menos de 5 puntos?

CoOSox =

b) Supongamos que 0 < p <.

i) Para maximizar la probabilidad de que el equipo obtenga 15 puntos, ¢quién deberia
participar en la primera etapa de la competicién, el jugador A o el jugador B?

ii) Para maximizar la esperanza matematica del equipo, ¢quién deberia participar en la
primera etapa de la competicion, el jugador A o el jugador B?

a) Si A realiza la primera etapa, la probabilidad de que falle los tres tiros es
0.6° =0.216
Por lo tanto, la probabilidad de pasar a la segunda etapa es 1—0.6° =0.784 .

En la segunda etapa, la probabilidad de que el jugador falle los tres tiros (obtener 0
puntos) es

0.5° =0.125
Por lo tanto, la probabilidad de obtener no menos de 5 puntos es 1—0.5° =0.875 .

Luego la probabilidad de pasar a la segunda etapa y obtener no menos de 5 puntos es
0.784 -0.875 =0.686

b.i

Su?aongamos que tira en primer lugar el jugador A.

La probabilidad de pasar a la segunda fase es 1—(1— p)°.
La probabilidad de obtener 15 puntos en la segunda fase es q°.

La probabilidad de pasar a la segunda fase y obtener los 15 puntos sera:

P, =(t- (- pl)a’



Si tira en primer lugar el jugador B, con el mismo razonamiento, obtenemos que la
probabilidad de pasar a la segunda fase y obtener los 15 puntos seré:

P, =(l-(1-q))p.
Suponiendo que 0< p <q<1, vamos a estudiar P, y P, .
P, =(l- (- p))o* =q° - (qa- pay
P, =(1-(-q))p*=p* - (p- pay
P,—P,=q°-(q-pa)’ - p*+(p- pa)’ =
=¢° - p°+(p-pa) —(a-pa) =(*
Ahora vamos a aplicar la identidad de la diferencia de cubos:
a®—b* =(a—b)a® +ab+b?)
(=@~ p)a®+ pa+ p?)-(p- pa—q-+ paf(p- pa)®+(a- pa)(p - pa)+ (- pa)®)=
=(q-p)a®+ pa+ p?)-(p—a)(p - pa)® +(a - pa)(p - pa)+(q— pa)® )=
=(p-q)3p°q® —3p*q—3pg?)=
=3pa(p-a)Xpg-p-q)=3pa(p-q)d- p)L-a)-1]=(**)
p-q<0

0<p<g<l=<{0<l-p<1

P=d o1 }:»(1— p)(1-0)<1= (1- p)(1-0)~1<0

<1l-g<1

Por lo tanto

(**)=3pa(p-afl- p)t-a)-1]>0=P, >R,
y nos interesa que el jugador A participe en la primera etapa de la competicion.

b.ii)

Supongamos que tira primero el jugador A. Sea X la variable aleatoria que indica el
namero de puntos obtenidos en la competicion. Esta claro que X solo puede valer 0, 5,
10, 15.

P(x=0)=(1- p) +{L-(1- p)'Ja-a)
)

P(X =5)={1— (- p}’)clalt—q)

y por tanto:

E(X)=15{—(1- p)*)q=15(p* —3p +3p)q
Si tira primero el jugador B, y llamamos Y a la variable aleatoria que indica el namero
de puntos obtenidos en la competicién, con un razonamiento similar Ilegamos a

E(Y)=15(g* —39? +3q) p
Y por lo tanto

E(X)-E(Y)=15(pa(p +a)(p—a)—3pa(p—a))=15(p—q) pa(p +q—3)

p-q<0
O<p<g=sl=>
p+g-3<1+1-3<0
Y por tanto E(X)— E(Y)> 0 y, como en el caso anterior, nos interesa que A juegue en

la primera etapa de la competicion.

19.



)

: AN
Observamos que si P, = (5,4) pertenece a la hipérbola, m=5>-4* =9,

La recta que pasa por B, = (5,4) y tiene pendiente 1/2 es y =%x+g

Definiendo Q, =(x',,y",), se cumple

X7-y7=9 2
12 l 1 3 1
1 3r=>X1- =X += | =9=X,=-3,5
Y'1=§X'1+E 2 2

Tomamos la segunda solucion x',=-3=Yy' = %(—3) + g =0

Q=(30)=P,=B0)=x,=3y,=0.

(2) Sea P, =(xn, yn). La recta que pasa por P, y tiene pendiente k es
y=k(x=x,)+Y,.Sea Q, =(x,.,y,)

Entonces X', es la segunda solucion de la ecuacion

9=x2—(k(x=x)+V,) =

=x° —(kz(x—xn)2 +2K(X—X,)y, + ynz): X2 —k?(x—=x)* —2k(Xx—x. )y, —y: =
= x> —k®x% + 2k*x x —k*x2 — 2Ky, x + 2kx Yy — Yy’ =

= (L-K*)x? + (2k*x, — 2ky )x —k*x2 +2kX Y, — Y2 =

=(1—k?)x* + 2k (kx, -y, )x—(kx, -y, ) <
0=@1—-k?)x® +2k(kx, = y,)x—(kx, -y, -9 =

2

0=t 4 K06 —yo) (g =y, )+
1-k 1-k

Aplicando las Férmulas de Vieta, la suma de las dos soluciones de esta ecuacion es

igual al coeficiente del monomio de grado 1 cambiado de signo, es decir:

_ _ _ _ _ 12
¢ 2 200 2Ky 2k -y <X A-K?)
1-k 1-k 1-k
2
Xln = 2 & ;(kk2+1)xn =X

Y por tanto



(2
y,n:k[Zk ynl_(kk;tl)xn _an+ y, =

2k?y, —k°x, —kx, +y, —kx, —k?x, + k>, k*y, —2kx, +Yy,

1—k? 1-_K2 =Ynu

Luego:

L 2ky, —KP+1)x, KTy, —2kx +y,
Xt = Ynn ==X, =Y, =— y ( ) — y Xty _

1-k? 1-k?
_—2kyn+(k2+l)xn—k2yn+2kxn—yn B
1-k?
Cx (kP 2k+1)—y, (k2 2k +1)  (k+22(x, —y,)  (k+1)x, - ,)
1-k? 1-k? 1-k
Es decir,
Xpa = Yoy K41 , tal y como queriamos ver.
X, -y, 1-K
3)
: . k+1
De la igualdad anterior X, —V,., =——(x, —Y,) se deduce que

1-k
k+1)" .
Xoem = Ynem =| 123 (x, -y, ) para cualquier m>1.
Por otro lado, la sucesion {xn — yn} es también una sucesidén geomeétrica, pero esta es de

razon % En efecto,

1+
o Kot k’x —2Ky,
n+1 1_k2
Y, + K%y, - 2kx,
yn+1_ 1_k2
2 2
X 4y = X, +k xn—2kyn+3£n+k Yo —2KX, _
1-k

_ (1_2k + kZXXn + yn) _ (k _1)2(Xn + yn) _ _(k _1)(Xn + yn) _ (1_k)(xn + yn)
- 1-k? © (-k)1+k) 1+k 14k
De la igualdad

Xy + Yo = m(xn +Y, ) se deduce que

Xpem T Yoem = (m
De las igualdades anteriores se deduce que

j (x, +y,) para cualquier m>1.



XoYnim = YoXoim =

1 1
= 2(( n“*n+m ynyn+m) (XnyrH—m - yan+m))_E(( n“*n+m ynyn+m) (Xnyn+m - yan+m ))=

1 1
= E(Xn — Y )(Xn+m + yn+m)_E(Xn + Y )(Xn+m - yn+m):

1 1-kY\" 1 1+kY"

_2( yn{l k) (X +yn)_§(x +yn{ kj (X _yn)_
e e iKY Lo oY itkY)

_2(X” y”(ukj 2(X” y“(l—kj -

1/, N (1-k\" (1+k\"| 9f(1-k)" (1+k)"
s ORI (N

20" " 1+k 1-k 2(\1+k 1-k

Con los resultados anteriores ya podemos abordar el problema de calcular el area de los
triangulos AP,P,,,P,.,. Para ello aplicaremos la “férmula de la lazada”,

n+l
28 - 2|:AI:)n Pn+1Pn+2] XoYna T XY T X02Yn = Xpa¥Yn = Xni2 Yo = X Yoo =
=X Yo — X1 Yn T X1 Yo = X2 Yo T X2 Yo = X Yni2 =

= (Xn Y1 — XnaYn )+ (Xn+1yn+2 — Xni2 yn+l)_ (Xn Yniz = X2 Y ) =
9 (1—kjl_[1+kjl L9 (1_kjl_(l+kjl 9 (1—kj2_(1+kJ2
2la+k) 1k 2/\1+k) (1-k 2| \1+k 1-k

y este valor es independiente de n, tal y como queriamos ver.
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#gzg(a)=a’+Ina-1,a>0,

By = a2,y =Ina—17 (0, +00) py sz i,
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i AB:8,AD:5\/§,E=§E,E:%E,
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A 5% E B 1S EF = JAE? + AF2 — 2AE - AF cos ZBAD :\/16+12—2~4-2\/§-§ =2,

firbh AE? + EF2 = AF?, W AE LEF, BIEF LAD,

FiLl EF L PE,EF L DE, Y PE(DE =E,PE. DE < *F-[iif PDE ,
firbA EF L -~F PDE , X PD < ¥ PDE ,

W EF L PD;
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R PCD A1 PBF f9— M &30 = (X, ¥y, 2.),M = (X%, ¥, Z,) »

’
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me -
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BLHBINE—NBICTE, WP, ZFTEI LIRS 15 4 il P, =[1-(1-a)° |- p°,
+0<p<q,

. Ri=P,=0¢"-(a-pa)’ - p’+(p- pa)’
=(@-p)(a°+ pa+p*)+(p—a)-[ (p—pa)* +(a— pa)’ +(p— pa)(a— pa) |
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=3pa(p-a)(pg—p-a)=3pq(p-a)d- p)L-a)-1]>0,

SR> P, REZHTH B B LA,
(i1) & HES M —M B L€, H¥mg X FIFTE rTREIUE v 0, 5, 10, 15,
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WL BN BELLSE, BOERSRY BIFTH ATREE S 0, 5, 10, 15,
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K R0<p<q, Mp-g<0, p+q-3<1+1-3<0,

q3

m(p-a)pa(p+q-3)>0,
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y +k’y —2kx
:k X_X — n n n A
y=k(X=x%,)+Y, i
2ky. —x —k®x.y_ +k?y —2kx
%uﬁaﬁﬁcmﬁﬁ?ﬂmiﬁﬁ%(k%Liz n q,ﬁ@%ﬁ@mﬁ%ﬁm
‘ B —(yn—kxn)2—9
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Hﬂi”ﬂ( 1-k? 1-k?
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JZE!)ET%‘A‘EIJ Xn+1 == 1_ k2 ’ yn+l = 1_ k2 .

x +k*x —2ky, Yt k?y, —2kx_
1-K2 1-K2

FITEA Xni1 ™ Yo =
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—n n n __Jn n no_ X — = ‘(x — .
1-k? 1-k? 1-k? ( " yn) 1—k( " yn)
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g SEUEM AN $PPE E=AEULV W, UV =(a,b), UW =(c,d),

1
S.om = lad =be|. UV W RS BE 25 S =0)

WEM: Sy = %‘LWHW‘SM UV,UW = %‘WHW‘\/l—cosZW,W

Y
= Lov|ow] fu-| YDV Jow] - (v ow)
2 ‘UVHUW‘ 2

:%\/(a2+b2)(cz+d2)—(ac+bd)2
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UEER,  [A]F L

2 _ 2 _
T E e x,, =KX 2y Y Y Z 2K,
1-k 1-k
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ﬁﬁlxn+1+yn+1=X”+k X, 2kyn+yn+k A 2kxn:1+k 2k(xn+yn):%(xn+yn).
+

1-k? 1-k? 1-k?
i —y2 =9, st x +y, =0, B {x, + yn}%/gth%j% (15 L £ 7).
FrUGHE R IERE M, A

X Ynem — Yo Xnim

1

= _((ann+m - yn yn+m ) +(Xn yn+m - y”Xn+m ))_

2 1((ann+m —Ya yn+m)_(xny”+m Yo Xoim ))

2

1 1
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2\ \1+k 1-k) |
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1
= E‘(Xml _Xn)(yn+2 - yn+l)_(yn+1 - yn)(xn+2 _Xn+1)

1
= E ‘( XoaYni2 = YnaXni2 ) + (Xn Yo = Yo Xou ) - ( X0 Yne2 = YaXoiz )

e 1k _(L1+k )
1+k 1-k 2 1+k 1-k) 2|{\1+k 1-k '

XARY S, MIUER S N ERIEM, TS, =S,

2 _ 2 .
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1 1
ZE(Xn - yn)(xn+m + yn+m)_§(xn + yn)(xn+m - yn+m)

1-k Y 1+k\"

1 1
_E mj (Xn_yn)(xn+yn)_§(ﬁj (Xn+yn)(xn_yn)
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