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Toomates Cooleccién

Los libros de Toomates son materiales digitales y gratuitos. Son digitales porque estan pensados para ser consultados mediante un ordenador, tablet o mévil. Son
gratuitos porque se ofrecen a la comunidad educativa sin coste alguno. Los libros de texto pueden ser digitales o en papel, gratuitos o en venta, y ninguna de estas
opciones es necesariamente mejor o peor que las otras. Es mas: Suele suceder que los mejores docentes son los que piden a sus alumnos la compra de un libro de
texto en papel, esto es un hecho. Lo que no es aceptable, por inmoral y mezquino, es el modelo de las llamadas "licencias digitales” con las que las editoriales
pretenden cobrar a los estudiantes, una y otra vez, por acceder a los mismos contenidos (unos contenidos que, ademas, son de una bajisima calidad). Este modelo
de negocio es miserable, pues impide el compartir un mismo libro, incluso entre dos hermanos, pretende convertir a los estudiantes en un mercado cautivo, exige a
los estudiantes y a las escuelas costosisimas lineas de Internet, pretende pervertir el conocimiento, que es algo social, pablico, convirtiéndolo en un producto de
propiedad privada, accesible solo a aquellos que se lo puedan permitir, y solo de una manera encapsulada, fragmentada, impidiendo el derecho del alumno de
poseer todo el libro, de acceder a todo el libro, de moverse libremente por todo el libro.
Nadie puede pretender ser neutral ante esto: Mirar para otro lado y aceptar el modelo de licencias digitales es admitir un mundo mas injusto, es participar en la
denegacion del acceso al conocimiento a aquellos que no disponen de medios econémicos, y esto en un mundo en el que las modernas tecnologias actuales
permiten, por primera vez en la historia de la Humanidad, poder compartir el conocimiento sin coste alguno, con algo tan simple como es un archivo "pdf*.

El conocimiento no es una mercancia.
El proyecto Toomates tiene como objetivo la promocidn y difusion entre el profesorado y el colectivo de estudiantes de unos materiales didacticos libres, gratuitos
y de calidad, que fuerce a las editoriales a competir ofreciendo alternativas de pago atractivas aumentando la calidad de unos libros de texto que actualmente son
muy mediocres, y no mediante retorcidas técnicas comerciales.
Estos libros se comparten bajo una licencia “Creative Commons 4.0 (Atribution Non Commercial)”: Se permite, se promueve y se fomenta cualquier uso,
reproduccion y edicién de todos estos materiales siempre que sea sin animo de lucro y se cite su procedencia. Todos los libros se ofrecen en dos versiones: En
formato “pdf” para una comoda lectura y en el formato “doc” de MSWord para permitir y facilitar su edicion y generar versiones parcial o totalmente
modificadas. jLibérate de la tirania y mediocridad de las editoriales! Crea, utiliza y comparte tus propios materiales didacticos.

Problem Solving (en espafiol):
Geometria Axiomatica Problemas de Geometria 1 Problemas de Geometria 2
Introduccién a la Geometria Algebra Teoria de nimeros Combinatoria Probabilidad
Trigonometria Desigualdades Nudmeros complejos Calculus & Precalculus
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Nombres (Predlgebra) Algebra Proporcionalitat Mesures geométriques
Geometria analitica Combinatoria i Probabilitat Estadistica Trigonometria Funcions
Nombres Complexos Algebra Lineal Geometria Lineal Calcul Infinitesimal
Programacio Lineal Mates amb Excel
PAU espafiolas:
Catalufia TEC Catalufia CCSS Valencia Galicia Pais Vasco Baleares
PAU y revalidas internacionales:
Portugal Italia Francia Rumania Hungria Polonia Pearson Edexcel International A Level China Gaokao
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iGenera tus propias versiones de este documento! Siempre que es posible se ofrecen las versiones editables “MS Word” de todos los materiales para facilitar su
edicion.

jAyuda a mejorar! Envia cualquier duda, observacion, comentario o sugerencia a toomates@gmail.com
iNo utilices una version anticuada! Todos estos libros se revisan y amplian constantemente. Descarga totalmente gratis la Gltima version de estos documentos en
los correspondientes enlaces superiores, en los que siempre encontraras la version mas actualizada.

Consulta el catalogo de libros completo en http://www.toomates.net

Descarga toda la biblioteca Toomates en un solo archivo Aqui © meca
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Visita mi blog: https://toomatesbloc.blogspot.com/

Version de este documento: 05/06/2025



http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAxiomatica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasGeometria2.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Geometria.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasAlgebra.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Aritmetica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Combinatoria.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Probabilidad.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasTrigonometria.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Desigualdades.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasNumerosComplejos.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/ProblemasFunciones.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Nombres.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Algebra.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Proporcionalitat.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/MesuresGeometriques.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaAnalitica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CombinatoriaProbabilitat.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Estadistica.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Trigonometria.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Funcions.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/NombresComplexos.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/AlgebraLineal.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/GeometriaLineal.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Calcul.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/ProgramacioLineal.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/MatesExcel.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pautec.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Pauccss.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Valencia.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Galiciapau.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Paisvascopau.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Balears.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Portugal.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Italia.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Francia.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Rumania.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Hungria.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Polonia.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Edexcel.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Gaokao.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/EdexcelIGCSE.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Cambridge.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Cambridge.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/AQAGCSE.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumIB.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumACM6EP.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumACM4.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumCFGS.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumPAP.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Canguro.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/Cangur.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumKangourou.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumKangaroo.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumKangarooUK.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumKanguru.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumMathcounts.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumAMC8.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumAMC10.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumAMC12.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumAIME.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumUSAJMO.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumUSAMO.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumTSTST.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumTST.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumELMO.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumPutnam.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumOME.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumOMEFL.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumOMEC.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumOMEA.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumOMEM.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumCDP.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumOMI.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumArchimede.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumHMMT.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumBMO.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumBalkanMO.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumJBMO.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumOPM.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumIMO.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumIGO.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumSMT.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumINMO.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumCMO.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumHMMT.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumEGMO.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca2/contestproblembooks/TheContestProblemBook1.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca2/contestproblembooks/TheContestProblemBook2.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca2/contestproblembooks/TheContestProblemBook3.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca2/contestproblembooks/TheContestProblemBook4.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca2/contestproblembooks/TheContestProblemBook5.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca2/contestproblembooks/TheContestProblemBook6.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca2/contestproblembooks/TheContestProblemBook7.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca2/contestproblembooks/TheContestProblemBook8.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca2/contestproblembooks/TheContestProblemBook9.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca2/PizzazzBookA.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca2/PizzazzBookB.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca2/PizzazzBookC.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca2/PizzazzBookD.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca2/PizzazzBookE.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca2/Pizzazz_pre_Algebra.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca2/pizzazz_algebra.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumREOIM.pdf
http://www.toomates.net/biblioteca2/llibre3r.pdf
http://www.toomates.net/
https://mega.nz/folder/l9RmRIya#VdMjbhXE7IOzKXCZOQD0QQ
https://www.youtube.com/c/GerardRomo
https://toomatesbloc.blogspot.com/

Niveles de la Olimpiada Portuguesa de matematicas en el contexto del sistema educativo

EDAD ESPANA PORTUGAL OPM

6-7 10 10

7-8 2° ENSINO BASICO 2°

8-9 30 1°CICLO 30 32 ano
9-10 PRIMARIA 4° 40 42 ano
10-11 | EnsiNOBAsIcO | & Olimoiacas
TR & 20 CICLO =2
12-13 10 ) O

ENSINO BASICO -

13-14 £SO 20 30 CICLO 8° | Categoria
14-15 30 9° A
15-16 40 10° )
16-17 | crrneraro | L | ENSINO SECUNDARIO | 119 Catego”a
17-18 20 120




indice.

2017201832 ano
42 ano
Junior
Categoria A
Categoria B
2018201932 ano
42 ano
Junior
Categoria A
Categoria B
2019202032 ano
42 ano
Junior
Categoria A
Categoria B
2020202132 ano
42 ano
Junior
Categoria A
Categoria B
2021202232 ano
42 ano

5
17
31
46
57
69
79
93

103
115
129
141
155
162
170
178
187
199
206
213
222
232

Pré-Olimpiadas 242

Junior

Categoria A

Categoria B
20222023 32 ano

42 ano

244
253
263
277
286

Pré-Olimpiadas 296

Junior

Categoria A

Categoria B
20232024 32 ano

42 ano

298
308
319
330
340

Pré-Olimpiadas 351

Junior
Categoria A
Categoria B

353
362
374



OLIMPIADAS

PORTUGLUESAS DE MATEMATICA

Mini-Olimpiadas
Ano Letivo 2017/2018

1° Ciclo do Ensino Basico
32 ano

303:3=101
15-10=5

24X3 [,2

44444

Tem atencao: Duracao: 1 hora

e Lé todas as perguntas com muito cuidado.

e Nao apagues as contas, os esquemas e os desenhos que utilizares nas tuas respostas.

e Se acabares antes do tempo previsto, deveras aproveitar para rever a tua prova.

Bom trabalho e diverte-te!

Nome do aluno:

Pontuacao:




1. Descobre qual destas sombras

corresponde ao Palhaco Mel.

Rodeia a sombra correta.

2. A Professora desafiou o Jonas a resolver este enigma.

Passo a passo, vais percorrendo um caminho.
Em cada passo tens de prestar atencao,

Tomar muito cuidado na escolha da direcao.

Ou vais a direita (—) para o triplo,
Ou & esquerda (<) para duplicar,
Ou sobes (1) para um multiplo,

Ou desces (]) para um par.

O Jonas encontrou o caminho certo! Desenha o percurso que ele efetuou, sabendo
que comecou no 3 e deu 4 passos.



3. A Mati (M), o Jonas (J), a Zé (Z) e o Tico (T) jogam badminton a pares todos
os sabados. O 1ltimo jogo foi no sabado passado. Cada um trazia um boné de
cor diferente: azul (A), branco (B), vermelho (V) e preto (P).

e O Jonas nao estava na equipa vencedora.
e Havia um rapaz na equipa vencedora com boné branco.
e O rapaz de boné azul era o parceiro da Mati.

e O boné da Zé nao era vermelho.

Descobre os jogadores de cada equipa e a cor dos seus bonés, escrevendo, nas

camisolas, as iniciais dos nomes e, nos bonés, as iniciais das cores.

4. A mae da Mati deu-lhe um porta-moedas. No centro

tem um quadrado colorido com 4 cm de lado, contor-

nado por uma barra branca com 3 cm de largura.

O porta-moedas tem a forma de um quadrado e
estd decorado a toda a volta com um fio colorido.

Qual é o comprimento do fio? 3om

Resposta:




5. No jogo do tiro ao alvo, o Jonas lancou trés setas ao alvo; uma caiu na zona A e
duas na zona B e obteve 15 pontos. A Zé também lancou trés setas; duas cairam
na zona A e uma na zona B e obteve 18 pontos. A Mati lancou trés setas, mas

apenas uma acertou no alvo, na zona B.

Jonas Zé Mati
15 pontos 18 pontos ____pontos

Preenche a tabela com a pontuacao da Mati.

6. No dia do aniversario da Luisa, os amigos fizeram-lhe um jantar surpresa. Pa-
garam ao restaurante 72 euros no total. A prenda da Luisa custou 18 euros. Cada

um dos amigos pagou o seu jantar e mais dois euros pela prenda da Luisa.

Sabendo que o restaurante ofereceu o jantar

a Luisa, quanto gastou cada amigo?

Resposta:




Mini-Olimpiadas

Ano Letivo 2017/2018
12 Ciclo do Ensino Basico
32 ano

Critérios de Classificacao

Cotagoes

1- 10 pontos
2- 10 pontos
3- 10 pontos
4- 10 pontos
5- 10 pontos
6- 10 pontos

Total: 60 pontos



Critérios de Classificacao

e Se surgirem resolucgoes diferentes das apresentadas, a classificagao ficara ao
critério do professor corretor.

e Devem ser valorizados os raciocinios corretos (atribuindo classificagoes par-
ciais) em detrimento dos célculos efetuados.

Exercicio 1

Solucgao: i i

Caso a resposta nao seja a correta deve ser atribuida a cotagao parcial seguinte.

10 pontos

Escolhe a seguinte sombra

-

2 pontos



Exercicio 2

Solucgao:

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta, devem atribuir-se as seguintes cotagoes parciais (nao

acumuldveis).

Desenha um percurso com um passo correto, que tenha quando muito 4 passos. Por

exemplo,

ou 2 pontos

Desenha um percurso com dois passos consecutivos corretos, que tenha quando muito 4
passos. Por exemplo,

ou 4 pontos



Desenha o seguinte percurso

6 pontos

Exercicio 3

Solucgao:

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem atribuir-se as cotagoes parciais seguintes (nao
acumuldveis).

Coloca uma inicial na posicao correta. Por exemplo,

3 pontos

5 pontos




Coloca trés iniciais nas posigoes corretas. Por exemplo,

7 pontos

8 pontos

9 pontos



Exercicio 4

Solugao: 40 cm 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotagoes parciais de uma proposta de resolugao.

Proposta de resolugao:

Calcula o comprimento do lado do quadrado maior

44+3+3=10cm 6 pontos

Calcula a quantidade de fio necessario

4 x 10 =40 cm 4 pontos

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.

Exercicio 5

Solugao: 4 pontos 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotacoes parciais de duas propostas de resolucao.

Proposta de resolucao 1:

Efetua o calculo

18 —-15=3 4 pontos



Indica a pontuagao total obtida no caso das trés setas cairem na zona B (ou A)

15 —-3=12 (ou 18 + 3 = 21) 4 pontos

Indica a pontuacao da Mati

12:3=4 (ou21:3=7Te7—3=4) 2 pontos

Proposta de resolucgao 2:

Atribui valores as pontuacoes de uma seta em cada zona e confirma a pontuagao total
do Jonas e da Zé

T4+2x4=15e2x7+4=18 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta, devem ser atribuidas as cotagoes parciais seguintes
(acumuldveis).

Atribui valores errados as pontuagoes de uma seta em cada zona e confirma a pontuagao
total do Jonas ou da Zé

Por exemplo, 2 x3+9=150u2x8+2=18 3 pontos

Usando os valores atribuidos anteriormente, averigua se a pontuacao total da Zé ou do
Jonas é a correta

34+2x9=21ou8+2x2=12 3 pontos

Exercicio 6

Solugao: 10 euros

Proposta de resolucgao:

Calcula o nimero de amigos da Luisa

18:2=9 4 pontos



Calcula o preco de cada jantar

72:9=28 4 pontos

Calcula quanto gastou cada amigo da Luisa

8+2=10 2 pontos

Caso a resposta nao seja a correta, deve ser atribuida a cotacao parcial seguinte.

Atribui um valor errado ao nimero de amigos e efetua calculos que evidenciem uma

correta interpretacao de uma parte do enunciado.

Por exemplo, 72:6 =12 e 1242 =14 2 pontos

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.



OLIMPIADAS

PORTUGLUESAS DE MATEMATICA

Mini-Olimpiadas
Ano Letivo 2017/2018

1° Ciclo do Ensino Basico
4% ano

303:3=101
15-10=5

24X3 [,2

44444

Tem atencao: Duracao: 1 hora

e Lé todas as perguntas com muito cuidado.

e Nao apagues as contas, os esquemas e os desenhos que utilizares nas tuas respostas.

e Se acabares antes do tempo previsto, deveras aproveitar para rever a tua prova.

Bom trabalho e diverte-te!

Nome do aluno:

Pontuacao:




1. Descobre qual destas sombras

corresponde ao Palhaco Mel.

Rodeia a sombra correta.

2. A Professora desafiou o Jonas a resolver este enigma.

Passo a passo, vais percorrendo um caminho.
Em cada passo tens de prestar atencao,

Tomar muito cuidado na escolha da direcao.

Ou sobes (1) para um miiltiplo,
Ou desces ({) para um par,
Ou vais a direita (—) para o triplo,

Ou a esquerda (<) para duplicar.

O Jonas encontrou o caminho certo! Desenha o percurso que ele efetuou, sabendo
que comecou no 9 e deu 4 passos.



3. A Mati (M), o Jonas (J), a Zé (Z) e o Tico (T) jogam badminton a pares todos
os sabados. O 1ltimo jogo foi no sabado passado. Cada um trazia um boné de
cor diferente: azul (A), branco (B), vermelho (V) e preto (P).

e O Jonas nao estava na equipa vencedora.
e Havia um rapaz na equipa vencedora com boné branco.
e O rapaz de boné azul era o parceiro da Mati.

e O boné da Zé nao era vermelho.

Descobre os jogadores de cada equipa e a cor dos seus bonés, escrevendo, nas

camisolas, as iniciais dos nomes e, nos bonés, as iniciais das cores.

4. A mae da Mati deu-lhe um porta-moedas. No centro

tem um quadrado colorido com 16 cm de perimetro,

contornado por uma barra branca.

Sabendo que o porta-moedas é um quadrado com
40 cm de perimetro, qual é a largura (L) da barra

branca?

Resposta:




5. No jogo do tiro ao alvo, o Jonas lancou trés setas ao alvo; uma caiu na zona A e
duas na zona B e obteve 45 pontos. A Zé também lancou trés setas; duas cairam
na zona A e uma na zona B e obteve 54 pontos. A Mati lancou trés setas, mas

apenas uma acertou no alvo, na zona B.

Jonas Zé Mati
45 pontos 54 pontos ____pontos

Preenche a tabela com a pontuacao da Mati.

6. No dia de aniversario da Luisa, os amigos fizeram-lhe um jantar surpresa. Pa-
garam ao restaurante 210 euros no total. Cada um dos amigos pagou o seu jantar

e mais um euro pelo jantar da Luisa.

Quantos amigos da Luisa foram ao jantar?

Resposta:




Mini-Olimpiadas

Ano Letivo 2017/2018
12 Ciclo do Ensino Basico
4° ano

Critérios de Classificacao

Cotagoes

1- 10 pontos
2- 10 pontos
3- 10 pontos
4- 10 pontos
5- 10 pontos
6- 10 pontos

Total: 60 pontos



Critérios de Classificacao

e Se surgirem resolucgoes diferentes das apresentadas, a classificagao ficara ao
critério do professor corretor.

e Devem ser valorizados os raciocinios corretos (atribuindo classificagoes par-
ciais) em detrimento dos célculos efetuados.

Exercicio 1

Solucgao: i i

Caso a resposta nao seja a correta deve ser atribuida a cotagao parcial seguinte.

10 pontos

Escolhe a seguinte sombra

-

2 pontos



Exercicio 2

Solucgao:

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta, devem atribuir-se as seguintes cotagoes parciais (nao

acumuldveis).

Desenha um percurso com um passo correto, que tenha quando muito 4 passos. Por

exemplo,

ou 2 pontos

Desenha um percurso com dois passos consecutivos corretos, que tenha quando muito 4
passos. Por exemplo,

ou 4 pontos



Desenha o seguinte percurso

6 pontos

Exercicio 3

Solucgao:

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem atribuir-se as cotagoes parciais seguintes (nao

acumulaveis).

Coloca uma inicial na posi¢ao correta. Por exemplo,

1 ponto



Coloca duas iniciais nas posicoes corretas. Por exemplo,

3 pontos

6 pontos

7 pontos




Coloca cinco iniciais nas posicoes corretas. Por exemplo,

8 pontos
Coloca seis iniciais nas posigoes corretas. Por exemplo,

9 pontos
Exercicio 4
Solucgao: 3 cm 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotacoes parciais de duas propostas de resolucao.

Proposta de resolugao 1:
Calcula o comprimento do lado do quadrado mais pequeno
16:4=4cm 3 pontos

Calcula o comprimento do lado do quadrado maior

40 :4 =10 cm 3 pontos



Efetua o célculo

10—4=6cm 2 pontos

Calcula a largura da barra

6:2=3cm 2 pontos

Proposta de resolugao 2:

Atribui valores a largura da barra e ao comprimento do lado do quadrado pequeno e

verifica que satisfazem as condig¢oes do enunciado

4x4=16cm, 3+4+3=10cme 4 x 10=40 cm 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta, devem ser atribuidas as cotagoes parciais seguintes

(ndo acumulaveis).

Atribui valores errados a largura da barra (por exemplo, 2 cm) ou ao comprimento do
lado do quadrado pequeno (por exemplo, 6 cm) e averigua se satisfazem uma das condigoes
do enunciado.

Por exemplo, 6 +2 + 2 = 10 cm 2 pontos

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-
mente.

Exercicio 5

Solucao: 12 pontos 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotacao parcial. Para esse efeito,

indicam-se, em seguida, as cotacoes parciais de duas propostas de resolucao.

Proposta de resolugao 1:

Efetua o calculo

54 —45=9 4 pontos



Indica a pontuagao total obtida no caso das trés setas cairem na zona B (ou A)

45 —9 = 36 (ou 54 + 9 = 63) 4 pontos

Indica a pontuacao da Mati

36:3=12 (ou63:3=21e21—-9=12) 2 pontos

Proposta de resolugao 2:

Atribui valores as pontuacoes de uma seta em cada zona e confirma a pontuagao total
do Jonas e da Zé

214+2x12=45e2x21+12=54 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta, devem ser atribuidas as cotagdes parciais seguintes

(acumulaveis).

Atribui valores errados as pontuagoes de uma seta em cada zona e confirma a pontuagao
total do Jonas ou da Zé

Por exemplo, 2 x 10+ 25 =45 0u 2 X 25 +4 =54 3 pontos

Usando os valores atribuidos anteriormente, averigua se a pontuacao total da Zé ou do

Jonas é a correta

104+2%x25=600u25+2x4=33 3 pontos

Exercicio 6

Solugao: 14 amigos 10 pontos

Proposta de resolucgao:

Conclui que o nimero de amigos da Luisa é igual ao pre¢o de um jantar e é um divisor
de 210. Indica a solugdo, podendo eventualmente apresentar uma das seguintes tabelas (ou

apenas as tultimas linhas).



n? amigos | preco de um jantar | o que cada um pagou Total

1 1 2 (1+1) 2 (1x2)

2 2 3 (2+1) 6 (2 x 3)

3 3 4 (3+1) 12 (3 x 4)
4 4 5 (4+1) 20 (4 x 5)
5 5 6 (5+1) 30 (5 x 6)
6 6 7 (6+1) 42 (6 x 7)
8 8 9 (8+1) 72 (8 x9)
9 9 10 (9+1) 90 (9 x 10)
10 10 11 (10+1) 110 (10 x 11)
11 11 12 (11+1) 132 (11 x 12)
12 12 13 (12+1) 156 (12 x 13)
13 13 14 (13+1) 182 (13 x 14)
14 14 15 (14+1) 210 (14 x 15)

ou

Caso a resposta nao seja a correta, deve atribuir-se cotagao parcial.

indicam-se as seguintes cotagoes parciais (nao acumuldveis).

divisores de 210 inferiores a 15 | o que cada um pagou | preco de um jantar
1 210 (210:1) 209 (210-1)
2 105 (210:2) 104 (105-1)
3 0 (210:3) 69 (70 — 1)
5 2 (210:5) 41 (42 -1)
6 5 (210:6) 34 (35 —1)
7 40 (210:7) 39 (40 — 1)
10 21 (210:10) 20 (21 —1)
14 15 (210:14) 14 (15 —-1)
10 pontos

Para esse efeito,

Atribui valores errados ao niimero de amigos da Luisa e ao que cada um pagou e verifica

que os valores escolhidos correspondem a 210 euros.

Por exemplo, 7 x 30 = 210

2 pontos

Atribui valores errados ao niimero de amigos e ao que cada um pagou, escolhendo ntimeros

consecutivos e averiguando se os valores escolhidos correspondem a 210 euros.

Por exemplo, 11 x 12 =132

4 pontos

Devem ser cotados os célculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.



OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
http://www.spm.pt/olimpiadas

XXXVI OPM - 8.11.2017 - Pré-Olimpiadas - 5° ano Durag&o: 2 horas
Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcao correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2 e 3. cada opgdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questées 2, 3: 10 pontos cada

1. (@) Uma empresa de jogos didaticos produz um baralho
de cartas com varias operacdes diferentes. Das

. . . 20 — 17 20+ 17 20 x 17 201 x 7
seguintes cartas, quantas tém um resultado impar?

A4 B3 o2 D)1 B0

(b) Noutro jogo, hd diversos berlindes numerados. Quando um jogador acerfa com um berlinde com o
namero a num berlinde com o ndmero b, recebe um novo berlinde com a soma de todos os nimeros
inteiros entre a e b. Por exemplo, quando se acerta com um berlinde com o nimero 5 num berlinde com o
ndmero 8, recebe-se um berlinde com o nimero 5 + 6 + 7+ 8 = 26. Numa jogada, o Jodo acertou com
um berlinde com o ndmero 1 num berlinde com o ndmero 4. Na jogada seguinte, a Maria acertou com
um berlinde com o ndmero 6 no novo berlinde do Jodo. Qual € o nimero do novo berlinde da Maria?

A 11 B) 16 C) 40 D)120 E) 225

(c) A empresa produz dados com uma letfra em cada face. O Jodo pegou em trés O
desses dados e reparou que as 18 letras das seis faces eram todas diferentes. =N
O Jodo lancou os trés dados varias vezes e, em cada langcamento, formou as ~_

seguintes palavras com as letras que ficaram na face de cima: 3

ERA, UMA, VEZ, QUE, LER, LEl, SUL, TER, GEL, SOL, FM

Qual das seguintes letras estd no mesmo dado que tem a lefra N?
Al B)M o DT E)Z

(d) Ologotipo da empresa é formado por trés semicircunferéncias e dois quartos
de circunferéncia, todas de raio 5 cm, dentro de um quadrado, como repre-
senfado na figura. Quanto mede a drea da regido pintada do logotipo?

A) 40 em? B) 45 cm? C) 48 cm? D) 50 em? E) 60 cm?

(e) O Pedro e o Rui, trabalham nessa empresa e, em cada dia, ambos tém que produzir o mesmo ndmero
de pecas. O Pedro entra &s 8h, produz uma peca a cada 6 minutos e sai as 12h30m. O Rui entra &s 9h e
produz 9 pecas por hora. A que horas sai o Rui?

A) 12h B) 12h30m C) 13h D) 13h30m E) 14h

2. O Sr. José tinha um terreno retangular do qual vendeu uma parte retangular mais
pequena, ficando o seu ferreno com uma drea de 68m? e as medidas indicadas
na figura. O Sr. José pretende comprar uma rede para cercar o terreno. Sabendo  5m
que o metro de rede custa 50€, quanto terd de gastar o Sr. José?

4m

10m

3. O André recebeu um pido e quer pintar cada uma das trés regides com uma —
das seguintes cores: amarelo, castanho e verde. Se quiser, o André pode pintar
regides diferentes com a mesma cor. Ajuda o André a enconfrar o nUmero total
de maneiras diferentes de pintar o seu pido. \\

spm
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XXXVI OPM - 8.11.2017 - Pré-Olimpiadas - 5° ano

Questdo 1:

Sugestdes para a resolucdo dos problemas By oPcdo correta: 4 pontos
cada op¢do errada: -1 ponto

Questdes 2, 3: 10 pontos cada

1. (@) OpgdoB. (Tém todas um resultado impar, exceto 20 x 17)
(b) Opgdo C. (O nimero do novo berlinde da Maria é 6+ 7+ 8+ 9+ 10 =40)
(©) Opgdo B. (As letras do dado sio N,E,P,C,M,S)
(d) OpgaoD. (A zona pintada da metade superior preenche as zonas nao pintadas da metade inferior)

(e) Opgao k. (Cada um dos trabalhadores produz 45 pegas)

2. Observe-se que a drea do retangulo [ABGF] mede 5 x 10 = 50m?, logo a dérea do retangulo [EGC D]
mede 68 — 50 = 18m?2. Além disso, EG = 10 — 4 = 6m, porisso, DE = 18/6 = 3m. Portanto, o perimetro
do terreno &

AB+BC+DC+DE+EF+FA=10+ (5+3)+6+3+44+5=36m.

Assim, o Sr José terd de gastar 50 x 36 = 1800€ em rede para cercar o terreno.

D C

F 4dm F G
5 m

A 10 m B

3. Temos trés possibilidades quanto ao nimero de cores diferentes usadas. No caso de as rés faces serem todas
pintadas da mesma cor, temos apenas 3 pides diferentes. No caso de haver duas faces da mesma cor e a
outra face ter uma cor diferente, temos 3 cores possiveis para a cor que se usa em duas faces e 2 cores possiveis
para a gue se usa na outra face. Note-se que s6 hd um pido com duas faces pintfadas de amarelo e a outra
face pintada de castanho e o mesmo se verifica para qualquer uma das outras 5 combinacdes possiveis de
duas cores diferentes. Temos, assim, um total de 6 pides diferentes neste caso. Se as trés faces tém todas cores
diferentes, tfemos, neste caso, 2 pides diferentes, dependendo da ordem como se usam as cores no pido. HA,
assim, 3 + 6 + 2 = 11 maneiras diferentes de pintar o pido, indicadas na figura.

AAAAAAAALAAAA
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XXXVI OPM - 1¢ Eliminatéria - 8.11.2017 - Categoria Junior - 6°/7° anos Duragdo: 2 horas
Questdo 1:
Na questdo 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcao correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questoes 2, 3 e 4. cada opgdo errada: -1 ponto
Nao é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) O Jodo criou uma figura colando, sem sobreposicdes, 10 autocolantes do tipo H e 5 do tipo E
Qual é a proporcdo pintada na figura criada pelo Jodo?

A) L B 1 )] > D) z ) 3
2 12 8 3 4
(b) Outra figura criada pelo Jodo, com autocolantes quadrados de lado 2 em, tem a forma de um reténgulo
de area 260 cm? e perimetro inferior a 2 m. Sabendo que os autocolantes cobrem todo o reténgulo sem
sobreposicdes, quanto mede o perimetro do retdngulo?

A) 36 cm B) 65 cm C) 72 cm D) 108 cm E) 130 cm
(c) O Jodo tem trés dados com uma letra em cada uma das 6 faces, sendo as 18 N
letras todas diferentes. O Jodo lancou os frés dados varias vezes e, em cada | =N
langamento, formou as seguintes palavras com as lefras que ficaram na face ~
de cima: ERA, UMA, VEZ, QUE, LER, LEI, SUL, TER, GEL, SOL, FIM. 3
Qual das seguintes letras estd no mesmo dado que tem a lefra N? C |
Al B)M o Q DT BE)Z

(d) O Jodo vai participar num torneio de lancamentos composto por 10 voltas. Em cada volta decide se quer
langar ou n&o. Se ndo langar, mantém os seus pontos. Se lancar e acertar no alvo, recebe 3 pontos; se langar
e falhar, perde 1 ponto. Cada jogador comeca com 10 pontos. No fim do torneio, todos os participantes
fiveram pontuagdes diferentes. Quantos jogadores, no maximo, podem ter participado no torneio?

A) 37 B) 38 39 D) 40 B)41

2. Num reténgulo [ABC D], o ponto E pertence co lado [DC] e D E
estd equidistante dos pontos A e C.
Sabendo que DAFE = 7CAB, determina AEC.

A — B
3. O André recebeu um pido e quer pintar cada uma das quatro regides com uma
das seguintes cores: amarelo, castanho e verde. Ajuda o André a enconfrar o
numero total de maneiras diferentes de pintar o seu pido. \\
4
4. O David e frés dos seus melhores amigos foram jantar a um restaurante. Quando chegaram, sentaram-se numa
mesa redonda. Sabemos que:

e O Ferreira estava sentado em frente do amigo que pediu iscas;

e o apelido do Afonso ndo é Ferreira;

L
e 0 Afonso sentou-se d esquerda do amigo que pediu massa & bolonhesa; / O N\
e O Goncalves sentou-se & esquerda do amigo que comeu lulas grelhadas; (O O)
e gquem pediu jardineira sentou-se a esquerda do Carlos; \\Q//

e O Bernardo estava sentado em frente do Esteves.

Indica o primeiro nome do Henriques e o prato que ele escolheu para jantar.

spm
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XXXVI OPM - 1 Eliminatdria - 8.11.2017 - Categoria Junior - 6°/7° anos

Questdo 1:

cada opgdo correta: 4 pontos
cada op¢do errada: -1 ponto
Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. (0) OpcdoD. (Tem-se 10 x 3+ 5 x 2 = 40 casas pintadas, num total de 15 x 4 = 60 casas e — = —)

(b) Opgdo C. (Ha 260/4 = 65 autocolantes num quadriculado 13 X 5, que tem perimetro 72 cm)
(¢) OpcdoB. (As letras do dado sao N,E,P,C,M,S)
(d) Opcdo B. (Todas as pontuagées de 0 a 40 pontos sdo possiveis, exceto 39, 38 e 35 pontos)

2. Seja CAB = a. Os angulos CAB e ECA sao alternos internos, logo tém a mesma amplitude, ou seja,
ECA = a. Observe-se agora que o friangulo [ACE] é isosceles, pois AE = EC, por isso, EAC = ECA = a.
Uma vez que DAE =Tae DAE + EAC + CAB = 90°, & possivel concluir que 9a = 90°, ou seja, a = 10°.
Assim, AEC = 180° — 2a = 180° — 20° = 160°.

3. Ha& frés formas de pintar a face central, logo o numero de maneiras de pintar o pido € o friplo do nidmero
de maneiras diferentes de pintar as trés faces exteriores do pido. Determinemos, entdo, este Gltimo ndmero.
Temos trés possibilidades quanto ao nimero de cores diferentes usadas. No caso de as trés faces serem todas
pintadas da mesma cor, temos apenas 3 pides diferentes. No caso de haver duas faces da mesma cor e a
outra face ter uma cor diferente, temos 3 cores possiveis para a cor que se usa em duas faces e 2 cores possiveis
para a gue se usa na outra face. Note-se que s6 hd um pido com duas faces pintfadas de amarelo e a outra
face pintada de castanho e o mesmo se verifica para qualquer uma das outras 5 combinacdes possiveis de
duas cores diferentes. Temos, assim, um total de 6 pides diferentes neste caso. Se as rés faces tém todas cores
diferentes, femos, neste caso, 2 pides diferentes, dependendo da ordem como se usam as cores nas faces do
pido. Ha, assim, 3 + 6 + 2 = 11 maneiras diferentes de pintar as faces exteriores do pido. Logo o ndmero de
maneiras diferentes de pintar o pido fodo € 3 x 11 = 33, indicadas na figura.

> > >
> > >
dda
‘44

2R
dds
dd
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4. Vamos analisar as informacdes dadas, representando num esquema os nomes proprios (Afonso, Bernardo,
Carlos e David) por A, B,C, D, os apelidos (Esteves, Ferreira, Gongalves e Henriques) por E, F, G, H e os
pratos (iscas, jardineira, lulas e massa) por I, J, L, M, respetivamente.

e O Ferreira estava sentado em frente do amigo que pediu iscas e o apelido do Afonso ndo é Ferreira.
Temos trés possibilidades para o lugar do Afonso:

o)

©)

YOI YOI VO

‘o © O O O O
O / O / \.O /

(e
(0

!

e O Afonso sentou-se d esquerda do amigo que pediu massa & bolonhesa. Esta informag¢do exclui a terceira
possibilidade, porque nesse caso o Afonso estd & esquerda de quem comeu iscas.

/ N\ / N\

o O @ O
N4 NS4

o)

©)

(e
(0

o O Goncalves sentou-se a esquerda do amigo que comeu lulas grelhadas. Para cada uma das possibili-
dades, o Gongalves poderia estar em dois lugares, um dos quais j& estd ocupado pelo Ferreira.

o).
o)

/ N\ / N\

@ O Jd® O
N4 N4

(e
-(®
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e Quem pediu jardineira sentou-se a esquerda do Carlos. S6 hd um lugar possivel para quem comeu
jardineira, logo o Carlos comeu iscas. Isto exclui a segunda possibilidade, pois nesse caso, foi o Afonso
gue comeu iscas.

0)s

/ AN
o @
AN /

(e

e O Bernardo estava sentado em frente do Esteves. S6 hd um lugar possivel para o Bernardo.

caG

/ N
o o
N /

©)

(e

Portanto, o primeiro nome do Henriques & Bernardo e ele escolheu jardineira. A disposicéo completa dos
amigos e dos pratos escolhidos estd indicada no esquema seguinte.

0):

/ N\
© O

(e

spm
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PORTUGUESAS DE MATEMATICA
http://www.spm.pt/olimpiadas

XXXVIOPM - 2° Eliminatéria - 10.01.2018 - Categoria Junior - 6°/7° anos Durag&o: 2 horas
Questdo 1:
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a op¢do correta. cada opgdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (a) OPaulo é dono de um terreno quadrangular, representado
na figura, que estd dividido em seis lotes: trés quadrados 9 m? 16m2 |9 m?2
e trés trapézios. A drea dos lotes quadrados estd indicada
na figura. Quanto vale o lote sombreado, sabendo que o
preco de cada m? & 1000 euros?

A) 12000 euros  B) 16000 euros  C) 34000 euros D) 42000 euros  E) 100000 euros

(b) Considera a seguinte lista de afirmacgdes:
1- Nesta lista hd exatamente uma afirmagdo falsa.
2- Nesta lista hd exatamente duas afirmacées falsas.
3- Nesta lista hd exatamente frés afirmacdes falsas.

4- Nesta lista hd exatamente quatro afirmagdes falsas.

Qual das afirmacdes é verdadeira?
A1l B)2 o3 D)4 E) Nenhuma

(c) Em guantos zeros termina o ndmero 87 x 25°2
A) b B)7 C 10 D) 11 BE)12

(d) Um namero de trés algarismos diz-se quadrifa se for multiplo de quatro e fodos os nimeros obtidos por
uma permutacdo dos seus algarismos também forem multiplos de quatro. Por exemplo, 408 é quadrifa
pois 408, 084, 480, 048, 840 e 804 sdo todos multiplos de quatro. Quantos quadrifds existem?

A9 B) 18 O 27 D) 48 E) 81

2. A Paula tem quatro irmads, é a irmd do meio e tem 7 anos. As idades das quatro irmds da Paula sdo quatro
ndmeros pares distintos, ndo nulos, cuja média é 7. Sabendo que a Ana tem o dobro da idade da Eduarda e
que a Sandra é dois anos mais velha do que a Rosa, serd possivel descobrir a idade das irmds da Paula?

3. No triangulo [C DE], o ponto A, no lado [C' D], estd a 4 cm do vértice C' e a 8 cm do vértice D. O ponto B
pertence ao lado [C' E] e dista 6 cm do vértice C'e 2 cm do vértice E. A drea do triangulo [A BC] mede 3 cm?.
Quanto mede a drea do triangulo [C D E]?

4. Sete amigos sentaram-se numa mesa redonda para jantar. De quantas formas podemos escolher um grupo,
com pelo menos um elemento, de entre os sete amigos, de modo que nesse grupo Ndo estejam duas pessoas
gue tenham estado sentadas lado a lado durante o jantar?

spm
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http://www.spm.pt/olimpiadas

XXXVIOPM - 2° Eliminatdria - 10.01.2018 - Categoria Junior - 6°/7° anos

Questdo 1:

Sugestées para a resolucdo dos problemas €add opgdo cometa: 4 pontos
cada opg¢do errada: -1 ponto

Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (a) OpcdoDD.
(b) Opcdo C.
(c) Opcdo C.
(d) Opc¢do B.

2. A média das idades das irmds da Paula € 7, o que significa que a soma das idades das suas quatro irmds &
4 x 7 = 28. Duos das suas irmds tém menos do que 7 anos e as suas idades sdo ndmeros pares Nndo nulos.
Existem portanto trés hipoteses, as duas irmds mais novas tém: 4 e 6 anos, 2 e 6 anos ou 2 e 4 anos.

Se tiverem 4 e 6 anos, a soma das idades das duas restantes irmdas é 28 — 4 — 6 = 18, portanto uma delas
tem 10 anos e a outra 8 anos. O dobro de 4 é 8 mas a diferenca entre 10 e 6 & igual 4, logo esta ndo é uma
solucdo possivel.

Se tiverem 2 e 6 anos, a soma das idades das duas restantes irmés é 28 — 2 — 6 = 20, portanto uma delas tem
12 anos e a outra 8 anos. O dobro de 6 & 12 mas a diferenca entre 8 e 2 & igual a 6, logo esta também ndo &
uma solucdo possivel.

Resta verificar o caso em que uma das irmds tem 2 anos e outra fem 4 anos. A soma das idades das duas
restantesirmas é 28 — 4 — 2 = 22, portanto neste caso femos que considerar duas hipdteses: as duas irmds mais
velhastém 12 e 10 anos, ou tém 14 e 8 anos. No primeiro caso femos que 4 € o dobrode 2 e que 12 — 10 = 2,
o que significa que esta & uma solucdo possivel. No segundo caso teriamos que as quatro irmds tém 2, 4, 8 e
14 anos e destes nimeros apenas 2 e 4 estdo a uma diferenca de duas unidades, mas 14 ndo é o dobro de 8.

Conclui-se que é possivel descobrir a idade das irmds: a Eduarda tem 2 anos, a Ana tem 4 anos, a Rosa tem
10 anos e a Sandra tem 12 anos.

3. Ostriangulos [ABC] e [AD B] tém a mesma altura relativamente
0o vértice B. Como a base de [ADB] é o dobro do base de
[ABC]. a drea do triangulo [AD B] mede o dobro da érea do 2
triangulo [ABC], logo mede 6 cm?. Assim, a drea do triangulo
[BC D] mede 3+6 = 9cm?. Por outro lado, os triangulos [BC D]
e [BDE] tém a mesma altura relativamente ao vértice D. Como
abase de [BDE] é ater¢a parte da base de [BC D], a rea do

triangulo [BD E] mede um tergo da area do triéngulo [BC' D], ¢ 4 A 8
logo mede 3 cm?. Finalmente, a drea do fridngulo [CDE] mede
34+6+3=12cm?

4. Designem-se os sete amigos por 1,2,3,4,5,6,7, e considere-se que eles estdo sentados de acordo com a
figura:

O nimero mdéximo de amigos que o grupo pode ter &€ 3. Para haver um grupo com 4 pessoas seriam necessArias
pelo menos 8 pessoas uma vez que por cada pessod escolhida a pessoa & sua esquerda ndo pode ser escolhida.
A lista seguinte indica todos os possiveis grupos com um ou dois elementos. O sinal X identifica um grupo em
que os seus elementos estdo sentados lado a lado. O sinal — identifica um grupo ja considerado numa linha
anterior da tabela.



1 2 3 4 5 6 7

T {1} | x | (L3} | {L4} | {15} |{L6) | x
51 = (121 x (2.4 {25 [ (2.6} | {27}
3 — — {3} X {37 5} {37 6} {37 7}
4 — — — {4} X {476} {477}
5l - | — | - - T x 6
6| — | — - - - {6} X
T - - | - | — | - |

Nototalhd 7+ 4+ 4+ 3+ 2+ 1 = 21 possibilidades.

Observe-se que escolher um grupo de trés amigos, nas condicdes do problema, equivale a escolher os dois
amigos sentados lado a lado que ndo pertencem ao grupo. Por exemplo o grupo {2, 4, 6} corresponde a
escolha do par {1,7}. Portanto, hd 7 possibilidades para os grupos com trés amigos: {1,3,5}, {1,3,6}.
{1,4,6}.{2,4,6},{2,4,7},{2,5,7} e {3,5,7}.

No total hd 28 grupos nas condicdes indicadas.



OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
http://www.spm.pt/olimpiadas

XXXVI OPM - Final - 1° Dia - 23.03.2018 - Categoria Janior - 6°/7° anos Durag&o: 2 horas

Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos.
Nao é permitido o uso de calculadoras.

1. (a) O Artur juntou sete borrachas retangulares iguais e formou o padrdo
representado na figura ao lado. Quantos retdngulos é possivel distinguir
nessa figura?

A) 16 B) 17 O 18 D) 19 E) 20

(b) Num quadrado de lado 8 cm, o Artur fragcou segmentos de reta e coloriu
um quadrado e 12 trapézios, como se pode ver na figura ao lado. O
ponto B é o ponto médio de [AC], C' é o ponto médio de [BD] e D
é o ponto médio de [BE]. Da mesma forma, G € o ponto médio de
[FH], F & o ponto médio de [EG], E é o ponto médio de [DG] e do
mesmo modo para os outros lados do quadrado. Quanto mede, em

cm?2, a drea colorida?

QT

= Qb

A) 24 B) 26 C) 28 D) 30 E) 32

(©) O Artur vai a um parque tematico com a sua escola. O grupo & composto por 120 pessoas e o nimero
de criancas é o triplo dos restantes. Nesse parque, hd trés tipos de bilhetes: o bilhete normal custa 50€, o
bilhete com desconto custa 20€ e o bilhete para crian¢as custa 10€. Sabendo que o montante gasto
em bilhetes para criangas representa metade do total gasto em bilhetes, quantas pessoas compraram
um bilhete com desconto?

A 10 B) 15 20 D) 25 B) 30

(d) Numa das longas filas de espera dentro do parque temdatico, o Artur tenta substituir cada uma das 10
letras que aparecem na adicdo seguinte por um algarismo.

JUNHO
+ JULHO
AGOSTO

De quantas formas pode ele realizar essa tarefa de modo que a adi¢cdo seja verdadeira e que letras
diferentes correspondam a algarismos diferentes?

A0 B) 2 o4 D)6 B)8

2. O Jod&o recebeu um total de 2018 améndoas de chocolate nesta Pdscoa. Sabendo que vinham em sacos de
18 ou 20 améndoas, quantos sacos de 18 améndoas pode ele ter recebido? Indica todas as possibilidades.

3. O Saltdo e o Puldo séo dois gafanhotos que gostam de participar em corridas de saltos. A estratégia do Saltdo
€ dar sempre o mesmo salto de 2018 mm de comprimento. Por outro lado, o Puldo gosta de comegar com
saltos pequenos e ir progressivamente aumentando o comprimento dos saltos. Assim, o primeiro salto do Puldo
mede 3 mm, o segundo 16 mm, o terceiro 29 mm, e assim sucessivamente, com cada salto a medir mais 13 mm
do que o anterior. Sabendo que os gafanhotos partem da mesma posicdo e salfam sempre ao mesmo fempo,
ao fim de quantos saltos o Puldo alcanca o Saltdo?

spm
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XXXVI OPM - Final - 1° Dia - 23.03.2018 - Categoria Junior - 6°/7° anos Duragdo: 2 horas

Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. (@) Vamos contar os ret@ngulos de diferentes tamanhos que podemos distinguir na figura:

altura X comprimento desenho ndmero

[ 7
1x2 | | | 4
2x1 4
1x3 1
2x2 2
3x1 1

Total 19

Opcdo correta: D).

(b) Consideremos um guadrado de lado 4 cm, parcialmente colorido, e dividido
em 16 quadradinhos de lado 1 cm, como se vé na figura ao lado.

A drea colorida ocupa 13 metades destes quadradinhos e, portanto, mede

% cm?. Dado que a figura original corresponde a quatfro cdpias deste

quadrado, a drea colorida na figura do enunciado mede 4 X % = 26 cm?.

Opcdo correta: B).

(c) Como o nimero de criancas é o triplo dos restantes temos 90 criancas e 30 adultos. Os bilhetes para as
90 criancgas custaram 90 x 10 = 900€, o que corresponde a metade do total gasto em bilhetes. Entdo
os 30 bilhetes para adultos também custaram 900€. Se os 30 bilhetes de adulto fossem comprados com
desconto teriam custado 30 x 20 = 600€. Dado que a diferenca entre o preco do bilhete normal e o do
bilhete com desconto é 50 — 20 = 30€, concluimos que 10 adultos tiveram de comprar o bilhete normail
porgue 600 4+ 10 x 30 = 900€. Verifica-se de facto que a compra de 10 bilhetes normais e 20 bilhetes
com desconto totalizam 900€: 10 x 50 + 20 x 20 = 500 + 400 = 900€.

Opcdo correta: C).

spm




(d) Aparecem 10 letras diferentes nessa adicdo: A, G, H, I, J, L, N, O, S e T, logo, como letras diferentes
correspondem a algarismos diferentes, femos de usar os 10 algarismos 0,1,2,...,9. Tem-se O = 0 e,
como 99999 + 99999 < 200000, tem-se A = 1.

Como O e U + U s@o pares, entdo ndo ha fransporte para a coluna U 4+ U = O, ou seja, logoU +U =0
ou U+ U = 10. Como todas as letras correspondem a nimeros diferentes, tem-se U = 5. Assim, a adi¢do
pode ser separada em duas partes:

J 5 NHO
+ J5b e +LHO
1 G0 STO

ComoJ+J+1>9,temosd > 5. Dado que U = 5, hd quatro hipdteses para J:

=6 = 6+6+1=13 = G=3
J=7 = T7+741=15 = G =5 (Impossivel porque U=>5¢e U# G)
J=8 = 8+8+4+1=17T = G=7
J=9 = 9+9+41=19 = G =9 (Impossivel porque J # G)
1°coso-J=6eG =3
Na adicdo
NHO
+ L HO
STO

falta atribuir um valor &s letras J, L, N, S e T de entre os valores 2,4,7,8 e 9. Como T tem de ser par, s
pode tomar os valores 2,4 ou 8. A andlise dos diferentes casos € feita abaixo.

H=1 (Impossivel porque A =1)
—r <
H=6 (Impossivel porque J = 6)

N+L =S

H=2 = com7.8.9 (Impossivel)
-4 — <
N+L+1=S .
H=7 = com2.8.9 (Impossivel)
o N=2L=75=9
H=4 com2,7,9
N b N=7L=25=9
- N=2L=4S=T7
N+L+1=S
y com 2,4, 7 <
" N=4,L=25=7
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22caso-J=8e G ="T.
Analogamente ao caso anterior, falta atribuir um valor as letras H, L, N, S e T de entre os valores 2, 3,4, 6
e 9. Como T tem de ser par, sé pode tomar os valores 2,4 ou 6. A andlise dos diferentes casos é feita

abaixo.
H=1 (Impossivel porque A =1)
oy <
N+L+1=S ,
H=6 — com3,4.9 (Impossivel)

N+L = S <N:3,L:6,S:9

H=2 =
T—4 — < com 3,6,9 N=6,L=35=9

H=7 (Impossivel porque G =7)

Heg — N T b =5
com2,4,9
T=6 —

H=2_8 (Impossivel porque J = 8)

(Impossivel)

Logo. hé 6 formas diferentes de o Artur escrever a adicdo do enunciado.
Opcdo correta: D).

2. Como 2018 = 18 x 1 + 20 x 100, o Jodo pode ter recebido 1 saco de 18 améndoas e 100 de 20. O minimo
multiplo comum de 18 e 20 € 180 = 9 x 20 = 10 x 18. Assim, 9 sacos de 20 améndoas podem ser trocados

por 10 sacos de 18, 2 x 9 sacos de 20 améndoas por 2 X 10 sacos de 18, ..., 11 x 9 sacos de 20 améndoas
podem ser trocados por 11 x 10 sacos de 18. Portanto o Jodo pode ter recebido 1, 11, ..., 111 sacos de 18
améndoas.

3. No primeiro salto, o Puldo percorreu 3 mm, no segundo salto percorreu 3 + 13 mm, no terceiro percorreu
3 4+ 2 x 13 mm, e assim sucessivamente, tendo no n-ésimo salto percorrido 3 + (n — 1) x 13 mm. Uma vez
que 2018 = 3 + (156 — 1) x 13, concluimos que no 156° salto o Puldo percorreu 2018 mm, igualando o
comprimento dos saltos do Saltdo.

A partir do 156° salto, o Puldo comecou a recuperar terreno em cada salto. No 157° salto, o Puldo recuperou o
que perdeu no 155° salto, no 158° salto, o Pul@o recuperou o que perdeu no 154° salto, e assim sucessivamente,
até ao saltfo nimero 156 + 155 = 311, em que recuperou o que perdeu no 1° salto.
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XXXVI OPM - Final - 2° Dia - 24.03.2018 - Categoria Janior - 6°/7° anos Durag&o: 2 horas

Questdo 4: 16 pontos
Questdes 5 e 6: 7 pontos cada

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos.

Nao é permitido o uso de calculadoras.

4. (a) A Zulmira e o Alfredo véo participar numa prova de Olimpiadas de Matemdatica na Escola Secunddria
de Mirandela. A ficha de inscricdo € um retdngulo de papel. A Zulmira reparou que se dividisse a ficha
em dois ret@ingulos iguais, cada um dos novos ret@ngulos teria 70 cm de perimetro. O Alfredo também
dividiu a ficha em dois ret@ngulos iguais, mas obteve dois ret@ngulos com perimetro igual a 50 cm. Quall
€ o perimetro, em cm, da ficha de inscricdo?

A) 80 B) 90 C) 100 D) 110 E) 120

(b) Na prova participaram 9 rapazes do ensino bdsico e 9 rapazes do ensino secunddrio. De entre os alunos
participantes, 14 moram em Mirandela, e desses, 6 sdo rapazes. Na prova participaram 7 raparigas que
ndo moram em Mirandela. Quantos participantes teve a prova?

A) 18 B) 25 C) 32 D) 33 E) 45

(©) Enquanto esperavam pelo inicio da prova, a Zuimira e o Alfredo repararam que o nimero 2018 tem 4
algarismos diferentes cuja soma & 11. Quantos nUmeros tém estas propriedades?

A) 6 B) 24 C) 60 D) 114 E) 164

(d) Num dos problemas da prova aparecem os seguintes trés nimeros:
e x=2016 x (1+2+---+2016 + 2017 + 2018);
e y=2017x (1+2+---+4 2016 + 2017 + 2016);
e 2 =2018 x (1+2+---+ 2016 + 2017 + 2017).

Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?

Ax>y>=z Br>z>y Qy>z>x Dz>z>y Bz>y>x

5. A bandeira da Miraléndia estd representada na figura. A drea azul mede 3 dm?, a érea vermelha mede
25 dm? e a drea amarela mede 5 dm?. Quanto mede a drea verde?

6. O Jodo tem 22 fosforos cujos comprimentos em mm sdo poténcias de 2, tendo dois fosforos de cada com-
primento. Os fosforos mais pequenos medem 2! = 2 mm e os maiores medem 21 = 2048 mm. Quantos
fridngulos diferentes pode o Jodo formar usando um fésforo para cada lado?
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PORTUGUESAS DE MATEMATICA
http://www.spm.pt/olimpiadas

XXXVI OPM - Final - 2° Dia - 24.03.2018 - Categoria Junior - 6°/7° anos Duragdo: 2 horas

Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

4. (a) Podemos dividir o ret@ngulo das duas formas seguintes:

Solucdo 1: A soma do perimetro de um retGngulo A com um reténgulo B & igual ao perimetro do reténgulo
original, mais a soma de metade de todos os seus lados. Ou seja, 50 + 70 = 120 cm é igual a uma vez e
meia o perimetro da ficha de inscricdio, o que significa que perimetro da ficha de inscricdo é 80 cm.
Solugdo 2: Se designarmos por z e y os lados do reténgulo inicial, temos 2oz +y = 50 e 2y +x = 70, e
portanto 3z + 3y = 120, donde se conclui que o perimetro da ficha é 2x + 2y = 80 cm.

Opcdo correta: A).

(b) Participaram na prova um total de 18 rapazes, sendo 9 do ensino bdsico e 9 do ensino secunddrio.
Resta descobrir quantas raparigas participaram na prova. Como hd 14 participantes de Mirandela, e
desses 6 s@o rapazes, hd 8 raparigas de Mirandela. Sabemos ainda que hd 7 raparigas gue ndo moram
em Mirandela, e portanto o ndmero total de raparigas € 8 + 7 = 15. A prova teve 18 + 15 = 33
participantes.

Opcdo correta: D).
() Ha& 6 possibilidades de escolher quatro algarismos diferentes de modo a que a sua soma seja igual a 11:

e 11 =8+2+1+0,

e 11=74+34+1+0,

e 11=64+44+1+0,

e 11=6+3+2+0,

e 11=54+44+2+0,

e 11=5+4+3+2+1
Com cada um destes conjuntos de algarismos podemos formar varios nUmeros diferentes. Se um dos
algarismos for 0 entdo, para esse conjunto de algarismos, hd trés hipdteses para escolher o primeiro
algarismo, uma vez que um ndmero ndo pode comecar por 0. O segundo algarismo pode ser qualquer
um dos outros trés, e para terceiro algarismo escolhemos entre os dois que ainda ndo foram usados.
Portanto, em cada um dos cinco primeiros casos, hd 3 X 3 X 2 = 18 nUmeros possiveis. Por exemplo,
com os algarismos 0, 1, 2, 8 tfemos os seguintes nimeros: 8210, 8201, 8120, 8102, 8021, 8012, 2810, 2801,
2180, 2108, 2081, 2018, 1820, 1802, 1280, 1208, 1082, 1028.
O conjunto {1,2,3,5} ndo tem o algarismo 0. Neste caso, podemos formar com estes algarismos €
4 x 3 x 2 = 24 ndmeros diferentes, uma vez que todos os quatro algarismos podem estar na primeira
posicdo. Portanto, existem 5 x 18 + 24 = 114 nUmeros nas condicdes do enunciado.
Opcdo correta: D).
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(d) Umavezque 2017 < 2018 e (1 +2+--- 4201642017+ 2016) < (1+2+---+2016 42017 +2017),
concluise que 2017(1 + 2 + - - - + 2016 + 2017 + 2016) < 2018(1 + 2 + - - - + 2016 + 2017 + 2017),
ouseja, y < z.

Vamos agord reescrever os ndmeros T e Yy para melhor os podermos comparar.
o 2 =2016(142+ -+ 2016+ 2017 +2018) = 2016(1 42+ - - - + 2016 +2017) + 2016 x 2018 =
2016(1 4 2 4 - - - + 2016 + 2017) + 2016 x 2017 + 2016
o y=2017(1+2+ - +2016 42017 4 2016) = 2017(1+2+ - - - + 2016 4 2017) + 2016 x 2017 =
2016(1 4 2+ - - - + 2016 + 2017) + 2016 x 2017 + (1 + 2+ - - - + 2016 + 2017)

E imediato que 2016 < 1+ 2 4 --- + 2016 + 2017, e portanto

2016(1 +2+ -+ +2016 +2017) 4+ 2016 x 2017 + 2016 < 2016(1 4+ 2+ -- - 4 2016 + 2017) + 2016 x
20174+ (1 +2+---+ 2016 + 2017), ouseja x < y.

Opcdo correta: E).

5. Observe-se que a Grea do retangulo [ABC D] é o dobro da drea do trigngulo [AF D] e o dobro da drea do
triangulo [CDE].

D c
F
A E B
Assim,
area [ABCD] = area [AF' D] + drea [CDE].
Por um lado,

area [ABC D] = darea azul + drea vermelha + Grea amarela + drea verde +drea branca.

Por outro lado, drea [AF D] + érea [C DE] = 2 x drea verde + drea branca. Portanto, a drea verde € igual &
soma das Greas azul, vermelha e amarela, ou seja, 25 + 5 + 3 = 33 dm?2.

6. Comecemos por observar que se escolhermos trés fosforos com tamanhos diferentes 2% < 2Y < 27, entdo
2T LW < W4 W =2x 2 =2 < 2% |ogo, pela desigualdade triangular, ndo podemos formar um
tfridngulo com lados diferentes.

Assim, temos de escolher dois fosforos com o mesmo tamanho 27 e um fésforo de tamanho diferente 2Y, uma
vez que s6 hd dois fésforos de cada tamanho. Pela desigualdade friangular, temos 2% 4+ 2% = 271 > 9¥ ogo
x+ 1>y, ouseja, x > y. Como x # y,temos z > y.

Portanto temos de escolher dois nimeros diferentes no conjunto {1,2,...,11}. Se z = 11, hd 10 hipoteses
para y, se x = 10, hd 9 hipdteses para y, e assim por diante, até ao caso x = 2, em que hd s6 uma hipdtese
paray. Logohd 10 + 9+ 8+ -+ + 2+ 1 = 55 formas de escolher tais fosforos.
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PORTUGUESAS DE MATEMATICA
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XXXVI OPM - 1° Eliminatéria - 08.11.2017 - Categoria A - 8°/9° anos Duracdo: 2 horas
Questdo 1:
Na questéo 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opgé&o correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questoes 2, 3 e 4. cada opgdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questoes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (o) Para o magusto da escola, a associacdo de estudantes preparou rifas. Um grupo de alunos esteve seis
horas a enrolar um certo nimero de rifas. No dia seguinte, com mais dois colegas, enrolaram o mesmo
namero de rifas do primeiro dia, em quatro horas. Quantas horas demoraria uma pessoa sozinha a enrolar
esse mesmo numero de rifas?

A) 10 B) 12 o 16 D)20 E) 24

(b) No recreio da escola o Jodo encontrou a seguinte figura. Qual o valor de x?

A) 60 B) 50 C) 45 D) 40 E) 30

401100 X60°

(c) O cbdigo do cadeado da bicicleta do Jodo € um numero com trés algarismos. O Jodo comentou com

0 seu amigo Tiago que esse nUmero finha exatamente dois algarismos iguais. S6 com esta informacdo,
qguantos codigos diferentes existem?

A) 90 B) 99 C) 180 D) 270 E) 540

(d) No dia do magusto, a associacdo de estudantes promoveu um concurso de atirar bolas as latas. Nos
dez primeiros lancamentos o Jodo acertou cinco vezes nas latas, nos restantes, ele foi certeiro em trés
quartos dos lancamentos. No final dos lancamentos, ele observou que acertou nas latas em 70% dos
langcamentos. Quantas bolas lancou o Jodo?

A) 30 B) 35 C) 40 D) 50 E) 60

2. Um comboio percorre uma linha com 10 estacdes: A,B,C, D, E,F G, H, |, J. Ele comeca em A, pdra pela 12 vez
em B e depois em todas as estacdes sucessivamente até J, onde faz a 92 paragem e inicia o caminho de volta,
sendo a 10% paragem em | e assim sucessivamente. O comboio faz o percurso de ida e volta consecutivamente
parando sempre em todas as estacdes. Em que estacdo efetua a 20172 paragem?

3. No paralelogramo [ABC D], a bissetriz do dngulo em A interseta o lado [C' D] no ponto E. Sabendo que a
area do trapézio [ABCE] é cinco vezes a drea do triangulo [AD E] e que AB = 6 cm, qual & o comprimento
do outro lado do paralelogramo?

A B

4. Na torre da Universidade de Coimbra as visitas podem ser feitas em grupos de 4 pessoas para o publico em
geral, ou de 7 pessoas para visitas escolares. O Pedro, que é estudante de Matemdatica, trabalha em part-time
na entrada da torre e reparou que numa Mmanhd o ndmero de grupos de 4 pessoas que visitaram a torre &
primo com o ndmero de grupos de 7 pessodas que a visitaram, e que o ndmero total de visitantes foi de 198.
Quantos grupos de visitas escolares visitaram a torre nessa manha?
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Questdo T:

Sugestées para a resolucdo dos problemas cada opgdo correta: 4 pontos
cada op¢do errada: -1 ponto

Questodes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (a) OpcdoE.
(b) Opcdo B.
(¢) Opcdo D.
(d) Opcdo D.

2. Comecando na estacdo A, o comboio para de novo na A na 182 paragem, 9 paragens até J e 9 paragens
no regresso. Sendo assim, o comboio estard na estacdo A nas paragens com nimero da forma 18k, com k
inteiro positivo.

Como 2017 = 18 x 112 + 1, o comboio efetua a 2017* paragem na estacdo B.

3. Como [DE] é paralelo a [AB], BAE = DEA pois correspondem a angulos alternos internos. Por outro lado
BAE = EAD porque [AE] bisseta o angulo BAD. Assim DEA = EAD pelo que o triangulo [ADE] &
isdsceles.

A dérea do trigngulo [ADE] é igual a DEXh AFQXh onde h é a altura do paralelogramo. A érea do trapézio

[ABCE] é AB+EC x h e, como DC = AB = 6, isto & o mesmo que @ X h. Temos entdo

5DE2><h:6Xh_DE2><h

o que implica AD = DE = 2.

4, Comecemos por descobrir todas as maneiras de dividir 198 pessoas em grupos com 4 pessoas, ou com 7
pessoas. Temos que 198 = 46 x 4 4+ 2 X 7, o que significa que podemos dividir 198 pessoas em 46 grupos
com 4 pessoas e 2 grupos com 7 pessoas. Como mmc(4,7) = 28 qualquer outra maneira de dividir as 198
pessods em grupos de 4 ou de 7 pessoas, consiste em acrescentar 4 grupos de 7 pessoas e retirar 7 grupos de
4 pessoas, e assim sucessivamente. Na tabela seguinte mostramos todas as hipbteses, com o respetivo méximo
divisor comum.

grupos de 4 | grupos de 7 | mdc
46 2 2
39 6 3
32 10 2
25 14 1
18 18 18
11 22 11
4 26 2

Portanto a Unica hipdtese em que o mdximo divisor comum & igual a 1 é com 25 grupos de 4 pessoas e 14
grupos de 7 pessoas. Ou seja, nessa manhd a torre foi visitada por 14 grupos de visitas escolares.



OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
http://www.spm.pt/olimpiadas

XXXVI OPM - 2 Eliminatdria - 10.01.2018 - Categoria A - 8°/9° anos Durag&o: 2 horas
Questdo 1:
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a op¢do correta. cada opgdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (a) A casa do Jodo tem sete divisdes retangulares. Na

figura ao lado estd representada uma planta da 29 m?2
casa onde est@o indicadas as dreas de cinco das 54 m?2
divisdes e o comprimento de um dos lados da casa. 28 m? 14 m
Quanto mede, em m?, a drea da casa do Jodo? 58 m?
27 m?
A) 210 B) 224 C) 240 D) 252 E) 260
(b) Quantos algarismos fem o nimero 87 x 25°7?
A) 10 B) 11 o) 12 D) 13 B 14

(©) O Jodo nasceu entre 1989 e 1999 e sabe-se que apenas uma das seguintes afirmagdes é falsa: “O Jodo
nasceu num ano par”, *O Jodo nasceu num ano divisivel por 3” e “O Jodo nasceu num ano mdltiplo de
5”. Qual & o nUmero de tentativas necessdrias para adivinhar, com certeza, o ano de nascimento do
Jodo?

Al B 2 o3 D)4 BE)5

(d) No seu baralho de cartas de “MateMagic”, o Jodo tem muitas copias da mesma carta e decidiu distribuir
12 dessas cartas pelos seus amigos Alfredo, Bernardo e Carlos. Sabe-se que o Alfredo ficou com pelo
menos quatro cartas, o Bernardo e o Carlos com pelo menos duas e o Carlos n&o ficou com mais do que
cinco cartas. De quantas formas pode o Jodo distribuir as 12 cartas?

A1l B 12 O 13 D) 14 B) 15

2. No triangulo [C DE], o ponto A, no lado [C' D], estd a 4 cm do vértice C' e a 8 cm do vértice D. O ponto B
pertence ao lado [C'E] e dista 6 cm do vértice C'e 2 cm do vértice E. A drea do triangulo [A BC] mede 3 cm?.,
Quanto mede a drea do triangulo [C D E]?

3. O Jodo usa no seu telemodvel apenas coddigos de acesso constituidos por quatro algarismos diferentes de zero
em que o primeiro algarismo & igual & soma dos restantes trés. Se o Jodo quiser mudar o coddigo todos os dias,
oo fim de quantos dias serd obrigado a repetir o coédigo?

4, Num jogo de dardos, um jogador pode obter 7 ou 11 pontos, em cada langamento. A pontuacdo de cada
jogador é a soma dos pontos obtidos nos seus langamentos. Quantos maltiplos de 5 sdo impossiveis de obter
como pontuacdo neste jogo, se ndo houver limite para o nUmero de langamentos?

spm
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Questdo 1:

Sugestées para a resolucdo dos problemas €add opgdo cometa: 4 pontos
cada opg¢do errada: -1 ponto

Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (a) OpcdoDD.
(b) OpcdoE.
(c) Opcdo D.
(d) Opcdo D.

2. Solugdo 1: Os triangulos [ABC| e [ADB] tém a mesma altura
relativamente ao vértice B. Como a base de [AD B] é o dobro
do base de [ABC|, a drea do triangulo [AD B] mede o dobro 2
da érea do triangulo [ABC], logo mede 6 cm?. Assim, a drea
do triangulo [BC'D] mede 3 + 6 = 9 cm?. Por outro lado, os
triangulos [BC' D] e [BDE] tém a mesma altura relativamente 6
ao vértice D. Como a base de [BDE] é a terca parte da base

de [BC'D], a drea do friangulo [BD E| mede um ferco da drea c 4 A 8
do triangulo [BC D], logo mede 3 cm?. Finalmente, a drea do
triangulo [C DE] mede 3 + 6 + 3 = 12 cm?.

Solugdo 2: Os triangulos [EC D] e [AC B] tém um par de lados proporcionais

EC 8 C—D_12_2

= — —_— e pr—
AC 4 CB 6
e 0 angulo por eles formado comum. Pelo critério de semelhang¢a LAL, os fridngulos sdo semelhantes com razdo

de semelhanca 2. Portanto, a drea do tfrigngulo [EC D] mede quatro vezes a érea do triangulo [AC B, logo
mede 12 cm?.

3. Um cédigo do Jodo é um nimero com quatro algarismos diferentes de zero abed onde a = b+ c+d. Se abed é
um cddigo entdo qualquer reordenagdo dos algarismos b, ¢ e d ainda gera um cbdigo. Se os algarismos b, ¢, d
forem todos distintos, hé 6 coddigos diferentes: abed, abde, acbd, adbe, acdb e adcb. Se exatamente dois dos trés
algarismos forem iguais, digamos b = ¢ # d, hd 3 codigos diferentes: abbd, abdb e adbb. Se os trés algarismos
forem iguais b = ¢ = d, hd apenas um codigo abbb.

Como todos os algarismos sdo diferentes de zero, o primeiro algarismo a tem de ser um nUmero maior ou igual
ad.

A tabela seguinte indica o nUmero de cédigos gerados por cada uma das particdes.

Particdo NUmero de cddigos Particdo NUmero de cddigos
3=1+4+1+1 1 8=6+1+1 3
4=24+1+1 3 8=5+2+1 6
5=3+1+3 3 8§=4+3+1 6
09=2+2+1 3 8§=4+2+2 3
6=44+1+1 3 8=3+3+2 3
6=3+2+1 6 9=74+1+1 3
6=2+2+2 1 9=6+2+1 6
T=5+1+1 3 9=5+3+1 6
T=44+2+1 6 9=5+4+2+2 3
7T=34+3+1 3 9=4+4+4+1 3
T=3+2+2 3 9=44+3+2 6

9=3+3+3 1




Conclui-se que hd 7 x 6 + 13 x 3 + 3 = 84 cddigos diferentes.

. Os nimeros que se podem obter como pontuacdo neste jogo escrevem-se na forma 7z + 11y, onde z e y
representam o nimero de vezes que o jogador obteve 7 e 11 pontos, respetivamente. A tabela seguinte indica
todas as pontuacdes possiveis até 46.

z\y| 0|1 |2 |3|4
0 0 |11]22]|33| 44
1 711812940 | e
2 14125 (36| o | @
3 21 (32|43 | o | o
4 28139 | o | o | @
5 35 | 46 o | o
6 42 | e ° °

Observe-se que 25 € o menor multiplo de 5 que é possivel obter. Por outro lado, a soma de duas pontuagdes
possiveis ainda € uma pontuacdo possivel. Assim, se entre as pontuacdes possiveis houver cinco mdaltiplos
consecutivos de cinco, todos os multiplos de cinco seguintes também sdo pontuacdes possiveis. Como
50 = 25 4+ 25,55 = 5 x 11, 60 = 35 4+ 25, 65 = 40 4+ 25 e 70 = 35 + 35 conclui-se que todos os
multiplos de cinco maiores ou iguais a 50 séo pontuacdes possiveis. Portanto, hd apenas seis multiplos de 5 que
sdo impossiveis de obter como pontuacdo deste jogo: 5, 10, 15, 20, 30 e 45.
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XXXVI OPM - Final - 1° Dia - 23.03.2018 - Categoria A - 8°/9° anos Duragéo: 3 horas

Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Justifica convenientfemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.

Nao é permitido o uso de calculadoras.

1. (a) O cddigo do cacifo do David no balnedrio do Tuadela &€ uma sequéncia de quatro algarismos. Cada
um destes algarismos ou & 0, ou € 1, ou é 2 e a soma dos quatro algarismos € um nimero par. Quantos
codigos diferentes & possivel definir?

A) 41 B) 42 C) 64 D) 65 B) 81

(b) O Davidsobrepbs cinco cartas retangulares, do mesmo tamanho,
de modo que cada uma tapa exatamente um quarto da dreada
carta anterior, tal como se apresenta na figura. A drea total da
figura assim obtida & 8 dm?. Quantas cartas s&o necessarias para
obter uma figura construida do mesmo modo com 2018 dm? de
area total?

A) 670 B) 675 C) 680 D) 1340 E) 1345

(©) No fim de semana passado, 120 adeptos do Tuadela compraram bilhete para o jogo e o clube arrecadou
270 euros. O preco normal de um bilhete & 5 euros, os maiores de 65 anos pagam 2 euros € as criancas
pagam apenas 1 euro. O nimero de adultos que pagaram bilhete foi o friplo do nimero de criancas.
Quantos adultos pagaram o bilhete normal?

A) 20 B) 25 ) 30 D) 50 E) 70

(d) O emblema do Tuadela é um circulo com oito quadrados iguais, dis-
postos como se apresenta na figura, representando as oito modali-
dades praticadas. O emblema do clube no casaco do David € um
circulo com 2 cm de raio. Qual é a drea, em cm?, de cada um dos
oito quadrados coloridos no emblema do David?

INE B) o2 D) 3 B1

2. O Artur pensou num nimero infeiro positivo e reparou que a soma dos seus trés divisores mais pequenos & 17 e
gue a soma dos seus trés maiores divisores € 3905. Indica todos os nimeros em que o Artur pode ter pensado.

3. A Maria pretende construir no seu jardim uma piscina com a forma de um tridngulo reténgulo de catetos 12 m
e 16 m. Sabendo gue é preciso colocar um bordo com 1 m de largura a volta da piscina, determina a drea
de terreno necessaria para a sua construgdo.
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Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

1. (@) Asoma dos quatro algarismos € um ndmero par, logo terd quatro, dois ou zero algarismos iguais a 1.
Se houver quatro algarismos iguais a 1, sé hd uma possibilidade, o codigo 1111,

Se houver dois algarismos iguais a 1, hd seis formas de colocar os uns (11 % s, 1 % 1,1 % x1,% 11,
1 % 1,% % 11). Nos outros dois algarismos, podemos colocar ou o algarismo 0 ou o algarismo 1. Assim,
ha 6 x 2 x 2 = 24 cbdigos diferentes com dois algarismos iguais a 1.

Se ndo houver algarismos iguais a 1, cada um dos quatro algarismos pode ser igual a 0 ou igual a 2, logo
haverd 2 x 2 x 2 x 2 = 16 codigos diferentes. Portanto hd 1 + 24 4 16 = 41 cédigos diferentes.

Opcdo correta: A).

(b) Na figura, em quatro das cinco cartas, um quarto da carta estd tapado, logo, no fotal, hd uma carta
tapada. Assim, a dreade 4 cartas é 8 am?, logo cada carta tem % = 2 dm? de drea. Em todas as figuras
construidas do mesmo modo, hd uma carta visivel e cada uma das cartas restantes tem 1, 5 dm? visiveis.
Assim 2018 — 2 = 2016 dm? & a drea das cartas que 1ém um quarto tapado. Como 2016 : 1,5 = 1344,
ha 1344 cartas com um quarto tapado e a figura terd 1344 + 1 = 1345 cartas.

Opcdo correta: E).

(©) O numero de adultos que pagou bilhete foi % x 120 = 90. O ndmero de criangas que pagou bilhete
foi i x 120 = 30. Por parte dos adultos, o clube arrecadou 270 — 30 = 240 euros. Sendo x o nUmero
de adultos que pagaram o bilhete normal e y o nimero de pessoas com mais de 65 anos, tem-se que
x+1y =90, ouseja, z = 90 — y. Por outro lado, atendendo ao valor arrecadado, temos 5z + 2y = 240,
logo 5 X (90 — y) + 2y = 240, ou seja, y = 70, donde se conclui que = = 20. Portanto, houve 20 adultos
que pagaram o bilhete normal.

Opcdo correta: A).

(d) Sejax o comprimento do lado de cada quadrado. O triéngulo representado

na figura & retdngulo, a hipotenusa é igual ao raio da circunferéncia e os
catetos medem z e 2z. Pelo teorema de Pitagoras, 22 + (23c)2 = 22, logo / T
2 = %. Assim, a drea de cada quadrado é 1 com?,

5
Opcdo correta: B).

spm




2. Seja n.um ndmero em gque o Artur pode ter pensado. O mais pegueno divisor de n € 1, pelo que os dois
divisores seguintes tém de somar 16. O divisor seguinte de n terd de ser primo menor do que 8, pelo que temos
as seguintes possibilidades:

Se fosse 2, o outro seria 14, mas entdo 7 também seria um divisor e seria mais pequeno;

Se fosse 3, o outro seria 13;

Se fosse 5, o outro seria 11;

Se fosse 7, o outro seria 9, mas entdo 3 também seria um divisor e seria mais pequeno.

Assim, as Unicas possibilidades para os menores divisores de n sdo (1,3, 13) e (1,5, 11).

1° caso - (1, 3,13): Os maiores divisores de n sdo (n,n/3,n/13) e ent@on + n/3 + n/13 = 3905, pelo que
n = 2769.

2° caso - (1,5,11): Os maiores divisores de n sdo (n,n/5,n/11) e entdon + n/5 + n/11 = 3905, pelo que
n = 3025.

Assim, existern duas solucdes, 2769 e 3025.

3. O Teorema de PitGgoras permite concluir que o comprimento de [DF] a
hipotenusa do tfriangulo [EDF], & 1/ 162 + 122 = 20 m.

Solugdo 1: Pelo critério AA, pode afirmar-se que os tfridngulos [JK F
e [EF D] sao semelhantes logo,

5 4
donde se conclui que F'K = 3 e JK = 3

Da mesma forma, dado que [KC L] e [DFE] sdo semelhantese KL = 1,
- 5 — R
conclui-se que KC' = 3 e LC = - Assm, JC = JK + KC = 3.

ol i

Por fim, também os triangulos [ABC] e [D EF] sdo semelhantes com razdo de semelhanga

BC 1+16+JC 5

EF 16 1
portanto,
5\° 5\° 16 x 12
drea de [ABC| = (Z) X dreade [EFD] = <Z> X >2< = 150m?.

(Observacao: Em vez de tilizar a semelhanca entre [ABC] e [DEF)] poder-se-ia calcular I A, de forma
andloga ao cdiculo de JC'. Determinados JC' e I A, o céiculo da érea de [ABC] é imediato.)

Solugdo 2: Observe-se que [AID] e [AH D] sdo congruentes, logo IA = HA. Analogamente, MC = JC.
Sejoma =IA=HAeb= MC = JC. Ostriangulos [ABC|] e [D EF] sdo semelhantes pois t&m os frés lados
paralelos, logo,

200+a+b 16+1+b 12+ 1+a
20 N 16 N 12 7
ouseja,b—4a+5=0e —3b+2a+5=0.

Resolvendo o sistema obtém-se @ = 2 e b = 3. Portanto, a drea do tfrigngulo [ABC| mede (16 + 1 + 3) x
(12 4+1+2)/2 = 150 m?,

spm
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Cada questdo vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos.
Nao é permitido o uso de calculadoras.

4, Encontra todos os pares de nimeros inteiros a e b tais que

1 n 1 1
a b 10
5. Num tridngulo [ABC] tracam-se as mediatrizes dos rés lados. Em seguida, reflete-se o ponto de intersecdo
das mediatrizes em relagdo aos trés lados, obtendo-se os pontos D, E e F. Mostra que os fridngulos [ABC| e
[DEF] sdo congruentes.

|
|
A |
|
¢ |
6. Num museu est@o em exposicdo 2018 quadros. Cada quadro estd pintado com, exatamente, n cores distintas.

Embora ndo haja nenhuma cor comum a fodos os quadros, qualguer conjunto de 7 quadros fem pelo menos
uma cor em comum. Qual € o menor valor possivel de n?

spm
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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

4, Podemos reescrever a equacdo inicial, para a e b inteiros ndo nulos, na forma 10(a + b) = ab.ou
(a —10)(b — 10) = 100.
Dado que os divisores de 100 sdo os elementos do conjunto
{£1,+2,+4, £5,+10, 420, 25, £50, £100}
os pares (a, b) podem assumir os seguintes valores
(—90,9), (—40,8),(—15,6), (—10,5), (11,110), (12,60), (14, 35), (15, 30), (20, 20),
(9,—-90), (8,—40), (6,—15), (5, —10), (110, 11), (60, 12), (35, 14), (30, 15).

5. Sejam O o ponto de intersecdo das mediatrizes e G, H e
I os pontos de intersecdo das mediatrizes com os lados
[BC|. [AC] e [AB]. respetivamente.

O triangulo [AI H] é semelhante a [ABC| pelo critério LAL,
Al _AH _ 1

uma vez gue tém o adngulo em A comum e &= 5.
a 9 AB  AC 2

jd que I e H sdo pontos médios dos lados. De modo
andlogo se pode justificar a semelhanca dos tringulos

[HGC] e [IBG] com o triangulo [ABC.
HI _ IG _ HG _ 1
Destas trés semelhangas vem que == CB = AC — AB 2’

logo, pelo critério LLL, o triangulo [GHI] é semelhcme ao
triangulo [ABC] com razéo de semelhanca 3.

Logo, os triangulos [AT H], [I BG|, [HGC] e [GH 1| sdo congruentes, uma vez que sdo todos semelhantes ao
triangulo [ABC| com razdo de semelhanca 3

Tendo agora em atencdo os triangulos [HIG] e [EDF), umavezque Ol = IF,GD = OG e OH = HE,
ha trés pares de tridngulos semelhantes pelo critério LAL: [OH I] e [OEF], [OIG] e [OF D], [OHG] e [OED].
tfodos com o respetivo éngulo em O comum, e com razdo de semelhanga igual a % Finalmente tem-se
ED =2HG = AB,EF =2HI = CBe FD = 2IG = AC, portanto os triangulos [ABC e [DEF] sdo

congruentes pelo critério LLL.

spm



6. O menor valor possivel de n é 7.

Em primeiro lugar, mostremos que é possivel pintar cada um dos 2018 quadros do museu com 7 cores distintas.
Consideremos 8 cores ¢y, ..., cg. O primeiro quadro do museu pode ser pinfado com as cores ¢, ..., g, O
segundo quadro com as cores ¢y, c3, ..., cs, etc..., o sétimo quadro com as cores cy, ..., g, Cg € O oifavo
quadro, bem como os restantes 2010 quadros, com as cores cq,...,cy. Com esta coloracdo, ambas as
condicdes do problema sdo satisfeitas.

Mostremos agora que é sempre necessdrio usar pelo menos 7 cores distintas em cada quadro. Sejamecy, . .., ¢,
as cores do primeiro quadro, (1, do museu. Tem de existir um segundo quadro, (2, que ndo tem a cor ¢q.
Como quaisquer 7 quadros t&m uma cor em comum, em particular ()1 e Q2 tfambém tém de ter uma cor
em comum. Essa cor ndo pode ser c;. Admitamos, sem perda de generalidade, que é cy. Tem de existir um
quadro, Q3. que ndo tem a cor ¢o. Como quaisquer 7 guadros tém uma cor em comum, em particular 1, Q2
e (Y3 fambém tém de ter uma cor em comum. Essa cor ndo pode ser ¢; nem co. Admitamos, sem perda de
generalidade, que é c3. Argumentando, sucessivamente, da mesma forma, € possivel garantir a existéncia de
um quadro (04 gque tem a cor ¢4 mas ndo tem a cor ¢3, um gquadro (5 que tem a cor ¢; mas Ndo tem a cor ¢4,
um guadro Qg que tem a cor cg mas Ndo tem a cor ¢; e um quadro (7 que tem a cor ¢; mas ndo tem a cor
cg. Logon > 7.
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Questdo 1:
Na questéo 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opgé&o correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questoes 2, 3 e 4. cada opgdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questoes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) Num caderno anfigo o André encontrou a seguinte igualdade com uma parte fapada.
27 x 11* x 3° = W x 66"

Que parte pode ser essa?

A) 32 B) 66 )24 x 34 D) 162 B) 24 x 3% x 114
() Num dos vértices de um hexdgono regular, a Beatriz desenhou .
quatro tfriingulos equildteros, como mostra a figura. Sabendo .
que a drea do hexagono inicial & de 72 cm?, qual é a drea do 1 ::j:n

pentdgono obtido unindo os centros das cinco figuras?

A) 24 cm? B) 27 cm? C) 28 cm? D) 32 cm? E) 36 cm?

(c) Usando apenas os algarismos 0, 1, 2, 3, 7 e sem repetir nenhum, o Carlos decidiu escrever nUmeros maiores
que 2017. Quantos nimeros consegue ele escrever?

A) 96 B) 120 C) 144 D) 166 E) 168

(d) O André, a Beatriz, o Carlos, a Daniela e a Elisa estdo, por esta ordem, numa fila, quando decidem contar
em voz alta. O André comeca por dizer o 1, a Beatriz o 2 e assim sucessivamente até a Elisa dizer o 5. De
seguida a direcdo da contagem muda e € a Daniela a dizer o 6, o Carlos a dizer o 7 até ao André dizer
0 9. Se continuam a contar assim, mudando de dire¢cdo sempre que chegam a um dos extremos da fila,
guem é gue diz o nUmero 20177

A) André B) Beatriz C) Carlos D) Daniela E) Elisa

2. Seja [ABC] um triangulo acuténgulo isésceles com AB = BC. A partir de um ponto D em [BC] traca-se

uma perpendicular a [BC| que interseta [AB] em E como indicado na figura. Sabendo que AE = DE, qual
& a amplitude do angulo DAC'? A

3. Na torre da Universidade de Coimbra as visitas podem ser feitas em grupos de 4 pessoas para o publico em
geral, ou de 7 pessoas para visitas escolares. O Pedro, que é estudante de Matemdtica, trabalha em part-time
na entrada da torre e reparou que numa manhd o ndmero de grupos de 4 pessoas que visitaram a torre é
primo com o ndmero de grupos de 7 pessods que a visitaram, e que o ndmero total de visitantes foi de 198.
Quantos grupos de visitas escolares visitaram a torre nessa manhd?

4. Num torneio de ténis de mesa, cada jogador joga contra todos os outros uma e uma sé vez. A vitdria vale um
ponto, a derrota zero e ndo existemn empates. No final um dos jogadores venceu isolado o tforneio com mais
pontos que qualquer um dos outros. Curiosamente, cada um dos restantes jogadores venceu pelo menos um
jogo contra um jogador que acabou o torneio com mais pontos que ele. Qual o nimero minimo possivel de
participantes no torneio para que isto possa acontecer?

spm
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Questdo 1:

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. (a) Opcdo D.
(b) Opcdo C.
(c) Opcdo D.
(d) Opcdo A.

cada op¢do correta: 4 pontos
cada op¢do errada: -1 ponto
Questodes 2, 3, 4: 8 pontos cada

2. Note-se que o triGngulo [DEA] é isbsceles pelo que os angulos em D e A tém a mesma amplitude, seja ela
B. Por outro lado, como o tridngulo [ABC’] também & isdsceles, os seus angulos em A e C' tém a mesma
amplitude que designaremos por . Como o angulo C'DE é reto, temos que a amplitude do angulo CD A
€90 — 5. Por outro lado a amplitude do angulo ADC' é o — 5. Temos entdo a situagdo ilustrada na figura

abaixo.

a-p

90-8 a

Fazendo a soma dos angulos internos de [ADC| obtemos 2ac — 25 + 90 = 180 o que nos dd o — 3 = 45. Mas
a amplitude do angulo ADC é precisamente o — [3 pelo que o angulo procurado mede 45°,

3. Comecemos por descobrir fodas as maneiras de dividir 198 pessoas em grupos com 4 pessoas, ou com 7
pessoas. Temos que 198 = 46 x 4 + 2 X 7, o que significa que podemos dividir 198 pessoas em 46 grupos
com 4 pessoas e 2 grupos com 7 pessoas. Como mmc(4,7) = 28 qualquer outra maneira de dividir as 198
pessoas em grupos de 4 ou de 7 pessoas, consiste em acrescentar 4 grupos de 7 pessoas e retirar 7 grupos de
4 pessoas, e assim sucessivamente. Na tabela seguinte mostramos todas as hipdteses, com o respetivo mdaximo

divisor comum.

grupos de 4 | grupos de 7 | mdc
46 2 2
39 6 3
32 10 2
25 14 1
18 18 18
11 22 11
4 26 2

Portanto a Unica hipdtese em que o mdximo divisor comum & igual a 1 é com 25 grupos de 4 pessoas e 14
grupos de 7 pessoas. Ou seja, nessa manhd a torre foi visitada por 14 grupos de visitas escolares.

4. Aresposta é sete jogadores. Uma solucdo possivel &€ a seguinte



X | A B D E F G Pontos
A P V V V V V 5
B |V P V V V 4
Cl|P V P V V P 3
D|IP V V P P V 3
E|P P P VvV P 2
F{P P P V P V 2
G|P P V P V P 2

Temos o primeiro com 5 pontos, o segundo com 4, o terceiro e quartos com 3 e todos os outros com 2.

Mostremos que com menos jogadores Nndo € possivel. Primeiro algumas observagdes gerais. Note-se que o
vencedor perdeu pelo menos um jogo com cada um dos segundos classificados. Isto implica que se o vencedor
perder um jogo, hd apenas um segundo classificado que perdeu pelo menos 2, se o vencedor perdeu mais do
gue um, todos os outros perderam mais do que dois. Isto significa que independentemente dos resultados um
jogador perdeu pelo menos 1, outro pelo menos 2 e todos os outros pelo menos 3.

Analisemos entdo as possibilidades para todo o nimero de jogadores menor ou igual gue 6, notando que com
k jogadores haverd k(k — 1) /2 jogos e, portanto, k(k — 1) /2 pontos totais a distribuir.
° [k = 2,3] O segundo teria de perder dois jogos em no mdaximo dois jogos realizados, o que é impossivel
pois todos ganham pelo menos um.
° [k = 4] O terceiro feria de perder trés jogos em trés, o que contraria as hipbteses.
e [k = 5] O mdximo de pontos seria (3,2, 1,1, 1) o que dd apenas 8 jogos totais e ndo 10.

e [k = 6] Para atingir os 15 pontos teriamos de distribuir segundo o maximo previsto (4, 3,2, 2,2,2), mas
para isso acontecer, todos os que terminam com 2 vitérias teriam de ganhar ao segundo classificado,
qgue tem apenas duas derrotas, pelo que & impossivel.
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Cada questdo vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.
N&o é permitido o uso de calculadoras.

1. Qual é o maior multiplo de 3 que ndo pode ser escrito na forma 7a + 11b, onde a e b sdo nimeros naturais?

2. Sejam [ABC| um friangulo de drea 9 e D, E, F pontos nos lados [AB], [BC| e [AC]. respetivamente, tais
que DE é paralelo a AC e DF' é paralelo a BC'. Sabendo que a érea de [DEB] é o quadruplo da drea de
[AF D], qual é aareade [CFE]?

A D B

3. As reunides do ClubeMat efetuam-se sempre em mesas redondas nas quais Nndo hd duas pessoas com exata-
mente trés lugares entre elas (vazios ou Ndo). Qual € o nimero maximo de membros do ClubeMat que se
podem sentar numa mesa com 22 lugares?

4. O centro de um ndmero natural € a soma do quddruplo do seu algarismo das unidades com o nUmero que
obtém quando se apaga o algarismo das unidades. Para cada nimero natural n, pode-se formar uma sucessdo

gue comeca em n e cada termo é o centro do termo anterior. Por exemplo, a sucessdo que comega em 2018
é 2018, 233, 35,23, 14,17, ...

Um nUmero natural n diz-se centrado se na sucessdo que comeca em n existe algum termo que € centro de si
proprio.

Determina todos os nimeros centrados.
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Cada questao vale 10 pontos

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. Se 3n é daforma 7a + 11b,comb > 2,ent@o3(n+1) =3n+3 =Ta+ 110+3=Ta+ 110+ 14 — 11 =
7(a+2) + 11(b — 1) também é da forma pretendida.

Deste modo, como 69 = 7 x 2 + 11 x 5 é da forma pretendida, entdo também 72, 75, 78 e 81 o sdo.

Se 3n & daforma 7a + 11b, entdo 3n + 18 = 7a + 116+ 18 = 7(a + 1) 4+ 11(a + 1) também é dessa forma.
Portanto, todos os mdltiplos de 3 maiores que 66 sdo da forma pretendida .

Por outro lado, se tivéssemos 66 = 7a + 11b, entdo 11(6 — b) = 7a seria um mdltiplo comum de 7 e 11, ou seja,
seria pelo menos 77.

Logo o maior multiplo de 3 que ndo é da forma 7a + 11b & 66.

2. Sejom F', C' e E’ as projecdes ortogonais de F', C' e E nareta AB.

C
E
(
E | :
I 1
| 1 1
A F'D C'" E B
Temos entdo que
. AB x C'C . AD x F'F . DB x F'E
Area[ABC] = B — Area[AFD} = — s e Area[DEB] = —

Como AB || AD || DB, BC || DF || BEe CA || FA || ED, entao [ABC]. [ADF] e [DBE] sdo
semelhantes.
DBxE'E

ADXF'F
2

Como Area[DEB] =4 X Area[AFD}, entdo 5 =4 X , OU seja,
DBxPE _
AD x F'F

—\ 2 _ -
Pela semelhanca [ADF| ~ [DBE], temos <%) =4,ouseja, DB =2 x AD.

Assim, AB = AD + DB = 3 x AD.
Como [ABC] ~ [ADF], com razdo de semelhanca 3, entdo Area[ADF] = %Area[ABC} = 1, pelo que
Area[DEB} = 4Area[AFD] =4.

Finalmente tem-se Area[ABC} = Area[ADF] + Area[DEB} + Area[CFE} + Area[DFE] &S 9=14+442x
Area[CFE} & Area[CFE] = 2.
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3. Numeremos os lugares damesa de 1 a 22. Dos lugares 1 e 5 s6 um pode estar ocupado, j& que hd trés cadeiras
enfre eles. Omesmoentre 5e9,9e13,13e17,17e21,21e3,3e7,7e1l,11e15,15e19e19e 1.
Obtemos assim um ciclo de 11 lugares (1,5,9,13,17,21,3,7,11,15,19, 1) em que ndo se podem ocupar dois
lugares consecutivos, pelo que podemos apenas ocupar 5 deles. Se comecarmos 0 mesmo processo No lugar
2 obtemos um segundo ciclo de 11 lugares (2, 6, 10, 14, 18,22, 3,8, 12, 16, 20, 2) com a mesma propriedade,
pelo que apenas 5 destes podem estar ocupados. Entdo podem sentarse no mdaximo 10, por exemplo nos
lugares 1,2,3,4,9,10,11,12,17 e 18.

4. Vejamos primeiro quais sdo os ndmeros que sdo centro de si proprios.

Sejan = 10a +b,com0 < b <9 Ocentroden éa + 4b. Tem-se 10a + b = a + 4b < b = 3a. Logo os
Unicos nimeros que sdo centro de si proprios sdo 13, 26 e 39.

Temos n mUltiplo de 13 se e s6 se n + 39b &€ mlltiplo de 13, ou seja, 10a + 40b é mdltiplo de 13. Como 10 é
primo com 13, entdo n € multiplo de 13 se e s6 se a + 4b € multiplo de 13. Assim, se uma sucessdo comeca
com um ndmero n que ndo é multiplo de 13, nenhum dos termos seguintes & multiplo de 13 e portanto ndo é
centro de si proprio. Logo . ndo é centfrado.

Se n & mdltiplo de 13, entdo (a + 4b) — (10a + b) = 3(b — 3a) < 0, logo a sucessdo que comega em 1 &
decrescente até chegar a um termo que é centro de si proprio, ou seja n € centrado.

Portanto, os nimeros centrados sdo os mdltiplos de 13.
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Cada questdo vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos.

Nao é permitido o uso de calculadoras.

1. O Artur pensou num numero inteiro positivo e reparou que a soma dos seus trés divisores mais pequenos & 17 e
gue a soma dos seus frés maiores divisores € 3905. Indica todos os nUmeros em que o Artur pode ter pensado.

2. Na figura, [ABC D] € um quadrado de lado 1. Os pontos E, F, G e H sdo tais que [AF B], [BGC], [CHD]
e [DEA] sao triangulos ret@ngulos. Sabendo que as circunferéncias inscritas em cada um destes triangulos
e a circunferéncia inscrita no quadrado [EFGH] tém todas o mesmo raio, quanto mede o raio das circun-
feréncias?

3. Quantas formas h& de pintar um tabuleiro m X n, de modo que cada casa seja pintada de azul, branco,
castanho ou dourado, e em cada quadrado 2 X 2 haja uma casa de cada cor?
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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

1. Seja n um ndmero em que o Artur pode ter pensado. O mais pequeno divisor de n € 1, pelo que os dois
divisores seguintes tém de somar 16. O divisor seguinte de n terd de ser primo menor do que 8, pelo que temos
as seguintes possibilidades:

e Se fosse 2, o outro seria 14, mas entdo 7 também seria um divisor e seria mais pequeno;
e Se fosse 3, o outro seria 13;
e Se fosse b, o outro seria 11;

e Se fosse 7, o outro seria 9, mas entdo 3 também seria um divisor e seria mais pequeno.

Assim, as Unicas possibilidades para os menores divisores de n sdo (1,3, 13) e (1,5, 11).

1° caso - (1, 3,13): Os maiores divisores de n sdo (n,n/3,n/13) e entdo n + n/3 + n/13 = 3905, pelo que
n = 2769.
2° caso - (1,5,11): Os maiores divisores de n sdo (n,n/5,n/11) e entdo n +n/5 + n/11 = 3905, pelo que
n = 3025.

Assim, existem duas solucoes, 2769 e 3025.

2. Considerando os pontos de tangéncia K, L e M da circunferéncia inscrita no triangulo [DC H] aos lados
[DC], [CH] e [HD)], respetivamente, concluimos que a érea de [DC H] é dada por

r-DC r-CL r-HL r-HM r-MD

r J— J—
A[DCH]— 5 + 5 + 5 + 5 + 5 —5(1+CL+T+T+MD)—T(1+T)
umavezque CL+ MD =CK + KD = 1. D K C
Os triangulos [ADE], [DCH], [CBG] e [BAF] sdo congruentes " - o\ - _ -
pois sao tridngulos retdngulos semelhantes com a mesma hipotenusa. \% - G
/
/

Assim, fem-se que

Aiapep) = 4 Apon) + Alpram), A
F
ou seja,
12 =4-7(1+7)+ (2r)2
FE
Temos, entd@o, 872 +4r — 1 = 0, ou seja, r = \/‘1’1 38 r= #. A 3
L V31

Como —v3-1 € um nUmero negativo o valor de r é ¥=—,
4 4
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3. Comecemos por observar que, se uma coluna tiver apenas duas cores, digamos A e B, entdo as colunas
adjacentes tém apenas as cores C' e D, e, repetindo o raciocinio, concluimos que todas as colunas tém
apenas duas cores. Do mesmo modo, se uma linha tiver apenas duas cores, entdo todas as linhas tém apenas
duas cores.

Além disso, fodas as colunas tém apenas duas cores ou fodas as linhas tém apenas duas cores. De facto, se
uma coluna tem trés ou mais cores, existem rés casas consecutivas nessa coluna com cores diferentes, digamos
A, B e C. Entdo as casas correspondentes nas colunas adjacentes tém as cores C, D e A, respetivamente. Do
mesmo modo, as casas correspondentes nas colunas adjacentes a essastém as cores A, B e C, respetivamente,
e assim sucessivamente. Logo cada uma dessas 1rés linhas tem apenas duas cores, pelo que todas as linhas
tém apenas duas cores.

=0 Q

Al C | A A
B|D|B B
C|lA|C C

Vamos contar quantas possibilidades de pintar o tfabuleiro hd em cada caso.

e Todas as colunas tém duas cores. Hd 4 x 3 = 12 formas de escolher as cores das primeiras duas
casas da primeira coluna. Para cada uma das n — 1 colunas seguintes, hd 2 formas de escolher as cores
das primeiras duas casas. Estas escolhas definem as cores de todas as casas do tabuleiro, logo ao todo
ha 12 x 21 = 6 x 2" formas de pintar o tabuleiro.

e Todas as linhas tém duas cores. De modo andlogo se conclui que hd 6 x 2™ formas de pintar o
tabuleiro.

Os dois casos podem acontecer em simult@neo. Se todas as colunas e todas as linhas tiverem duas cores, a
escolha das primeiras duas casas das primeiras duas linhas e colunas define a coloragcdo de todo o tabuleiro,
logo hd 24 formas de pintar o tabuleiro.

Assim, do todo hd 6 x 2™ + 6 x 2™ — 24 formas de pintar o tabuleiro.
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Cada questdo vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos.
Nao é permitido o uso de calculadoras.

4. Seja [ABC’] um tridngulo qualquer e sejam D, E e F’ as reflexdes do circuncentro em relacdo aos trés lados.
Mostra que os friangulos [ABC| e [D EF] sdo congruentes.

5. Um museu quer proteger a sua peca mais valiosa, mantendo-a sob vigildncia constante. Paraisso, quer colocar
guardas a vigiar a peca, em turnos de 7 horas consecutivas. Cada guarda comeca o seu furno todos os dias
A& mesma hora. Um guarda é indispensdvel se houver algum momento do dia em que esteja sozinho a vigiar a
peca. Indica fodas as possibilidades para o nimero de guardas que vigiam a peca, de modo que todos sejam
indispensaveis.

6. Um friéingulo estd dividido em nove tridngulos menores, onde estéo colocados contadores com o nUmero zero
em cada um dos dez vértices. Um movimento consiste em escolher um dos nove tringulos e aplicar aos trés
contadores desse tridngulo a mesma operagdo: adicionar uma unidade ou subtrair uma unidade. Na figura
estd ilustrado um possivel movimento.

Diz-se que o nimero inteiro n & dominante se for possivel, ao fim de alguns movimentos, obter uma configuragcdo
em que 0s numeros dos contadores sdo todos consecutivos € o maior desses ndmeros € n.

Determina todos os nUmeros dominantes.
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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

4, Sejam O o ponto de intersecdo das mediatrizes e G, H e
I os pontos de intersecdo das mediatrizes com os lados
[BC|. [AC] e [AB]. respetivamente.

Otriangulo [AI H] é semelhante a [ABC| pelo critério LAL,

uma vez que tém o angulo em A comum e ﬁé = % = %
jd que I e H sdo pontos médios dos lados. De modo
andlogo se pode justificar a semelhanca dos triéngulos
[HGC] e [IBG] com o trigngulo [ABC].

Destas trés semelhancas vem que Hé = i=g = H=g =1
logo, pelo critério LLL, o triangulo [GH 1| é semelhon‘re ao

triangulo [ABC| com razéo de semelhanca 3

Logo, os triangulos [AI H], [I BG], [HGC] e [GHI] sdo congruentes, uma vez que sdo fodos semelhantes ao
triangulo [ABC| com razdo de semelhanca 5

Tendo agora em atengdo os triangulos [HIG] e [EDF], uma vez que O = IF,GD = OG e OH = HE,
hd trés pares de tridngulos semelhantes pelo critério LAL: [(OH I] e [OEF], [OIG] e [OF D], [OHG] e [OED],

todos com o respetivo angulo em O comum, e com razdo de semelhanca igual a % Finalmente tem-se

ED = 2HG = AB,EF = 2HI = CBe FD = 2IG = AC, portanto os friangulos [ABC] e [DEF] sao
congruentes pelo critério LLL.

5. Comecemos por observar que, se todos os guardas sdo indispensdveis, entdo em qualquer momento do dia
h& no mdximo dois guardas a vigiar a peca. De facto, suponhamos que num determinado momento estdo
frés guardas a vigiar a peca. Destes, seja A o guarda que comecou primeiro o seu turno, B o guarda que
terminou por Ultimo o seu turno e C' o guarda restante. Entdo C' estd sempre acompanhado de A ou B, logo
néo é indispensavel.

Assim, o nimero total de horas de vigia durante um dia € no méximo 24 x 2 = 48 horas. Como cada guarda
frabalha 7 horas por diae 7 x 7 = 49 > 48, hd no méximo 6 guardas a vigiar a peca.

Por outro lado, como 7 x 3 = 21 < 24 e a peca tem vigiléncia constante, hd pelo menos 4 guardas a vigiar a
peca.

Falta verificar que € possivel vigiar a peca com 4, 5 e 6 guardas:

e £ possivel vigiar a peca com 4 guardas cujos turnos sejam [0, 7], [6, 13], [12,20] e [17, 24].
e £ possivel vigiar a peca com 5 guardas cujos turnos sejom [0, 7], [3,10], [9, 16], [15,22] e [17, 24].
e £ possivel vigiar a peca com 6 guardas cujos turnos sejom [0, 7], [1, 8], [8, 15]. [9, 16]. [16, 23] e [17, 24].
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6. Subdividam-se os vértices em trés tipos da seguinte forma

Cada adicdo ou subtracdo afetard um vértice de cada tipo, pelo que as somas dos quatro ndmeros corre-
spondentes a A’s, dos trés correspondentes a B’s e dos trés correspondentes a C’s terdo de ser iguais. Queremos
entdo dez nimeros consecutivos (k, k + 1,...,k + 9) tais que quatro deles somados sdo iguais a metade dos
restantes seis somados, ou seja,

4k +ig + i1 + o + i3 = 3k + (ig + i5 + i + i7 + ig + 19)/2

45— 1 15—-1
com {ig,...,i9} = {0,1,2,...,9}. Escrevendo I = iy + i1 + iz + i3, temos k = —p "~ I=3x i
Para k ser minimo, queremos I tdo grande quanto possivel. A escolnal = 9 + 8 + 7 4+ 6 = 30 n&o funciona
pois k n&o seria um inteiro. Escolnendo I = 9+ 8 + 7 + 5 = 29, obtém-se k = —21. Para k ser méximo,
queremos I tdo pequeno quanto possivel. A escolhal = 0+ 1+ 2 + 3 = 6 ndo funciona pois k ndo seria um
inteiro. Escolnendo I = 0+ 1+ 2 +4 = 7, obtém-se k = 12. Portanto, k & um mdaltiplo de 3 entre —21 e 12.

e Para k = 12 hd uma particdo que funciona: 16 + 14 + 13 +12=21+19+15=20+ 18 +17 =55

e Para k = 9 ha trés particdes que funcionam, uma das quais é: 15+ 11 + 10+ 9 = 18 +14 4+ 13 =
17+164+ 12 =45

e Para k = 6 hd seis particdbes que funcionam, uma das quais é&: 14 +8 +7+6 = 15+ 11 + 9 =
13412410 =35

e Para k = 3 hd nove particdes que funcionam, uma das quais é: 12+ 6 +4+3 = 11 4+9+ 5 =
10+8+7=25

e Para k = 0 hddoze particdes que funcionam, uma dasquaisé: 9+5+1+0=8+4+3=7+6+2 =15

e Para k = —3hd catorze parti¢oes que funcionam, uma das quais & 6+4+(—2)+(—3) = 5+1+(—1) =
3+24+0=5

e Para os restantes valores de k, basta verificar que substituindo, nas particdbes anteriores, cada ndmero
pelo seu simétrico, obtém-se particées de —5, —15, —25, —35, —45 e —55.

Para mostrar que podemos obter esta distribuicdo nos tridngulos, basta ver que podemos obter qualquer
configuracdo que verifique a propriedade de ter a mesma soma nos trés tipos de vértices. Notemos que
sempre gue temos uma configuracdo em losango

X

W

podemos subtrair uma unidade de X e adiciond-la a W sem alterar mais vértices, subtraindo 1 ao friGngulo
de vértices X, Y, Z e adicionando 1 ao tridngulo de vértices Y, Z, W. Deste modo, podemos "transferir' unidades
dentro do mesmo conjunto. Como os vértices de cada um dos subconjuntos da particdo estdo todos ligados
por losangos, podemos transferir & vontade unidades dentro do mesmo subconjunto, pelo que podemos obter
a configuracdo pretendida a partir de qualguer uma que tenha soma de cada classe igual a 4k + I (por
exemplo o mesmo tridngulo adicionado 4k + I vezes).
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303:3=101
15-10=5
3+2

2,4x3=1,2
1 2 _
3731 ~-kg=500

‘ N
Tem atencao: Duracao: 1 hora

e [¢ todas as perguntas com muito cuidado.
e Nao apagues as contas, os esquemas e os desenhos que utilizares nas tuas respostas.

e Se acabares antes do tempo previsto, deveras aproveitar para rever a tua prova.

Bom trabalho e diverte-te!

Nome do aluno:

Pontuacao:




1. A Mati convidou o Tico para jogar o seu passatempo preferido.

QUEBRA-CABECAS

Cada linha e cada coluna do tabuleiro tem de ter exatamente trés imagens:

)
Um Sol (S), uma nuvem @ (N) e um chapéu de chuva # (C).
O Tico ja preencheu a quarta linha.

Ajuda-o a completar o tabuleiro, respeitando as regras do jogo. Para isso desenha

as imagens ou coloca as iniciais nos espacos em branco.

2. Embarca com a Zé numa viagem pelo mundo dos nimeros.

Se vais para a direita = tens de subtrair 15,

Se vais a esquerda <= tens de subtrair 12,

No final da viagem a Zé estava radiante. Tinha acertado tudo!

Preenche agora tu os espacos em branco.



3. No jantar de Natal estavam 56 pessoas distribuidas por mesas de 4 e 6 lugares.
Todos os lugares estavam ocupados. O numero de mesas de 4 era o dobro do

numero de mesas de 6.

Quantas mesas de 6 lugares havia? E de 47

Resposta:

4. O tapete da sala da Zé é quadrado e tem 90 cm de
lado. Esta dividido em dois retangulos iguais e dois
quadrados de tamanhos diferentes. O comprimento

de cada retangulo é o dobro da largura.

Quanto mede o lado do quadrado maior?

Resposta:




5. A Mati (M), o Jonas (J), a Zé (Z) e o Tico (T) passaram as férias de verao na
praia com a familia. De manha, quando chegavam a praia, ocupavam as quatro

barracas indicadas na figura.

e No primeiro dia, s6 um dos quatro se sentou na barraca da sua familia. Era

um rapaz.

e No segundo dia, apenas um dos quatro se sentou na barraca certa, mas desta

vez era uma rapariga.

Segundo Dia: H}%ﬂ m%

Primeiro Dia:

O 40 4

Descobre a barraca de cada familia, escrevendo as iniciais dos nomes de cada um

na respetiva barraca.

6. No Natal, a tia da Zé deu a cada um dos seus sobrinhos 30 revistas de banda
desenhada. A Zé nao se lembra quantas revistas ja tinha, mas o irmao mais novo

sabe que tinha menos 9 do que ela e agora tem o dobro do que ela tinha.

Com quantas revistas ficou a Zé?

As aventuras
do ROBOT
divertido

4O
K/
I

Resposta:




Mini-Olimpiadas

Ano Letivo 2018/2019
12 Ciclo do Ensino Basico
32 ano

Critérios de Classificacao

Cotacoes

1- 10 pontos
2- 10 pontos
3- 10 pontos
4- 10 pontos
5- 10 pontos
6- 10 pontos

Total: 60 pontos



Critérios de Classificacao

e Se surgirem resolugoes diferentes das apresentadas, a classificagao ficara ao

critério do professor corretor.

e Devem ser valorizados os raciocinios corretos (atribuindo classificagoes par-

ciais) em detrimento dos cdlculos efetuados.

Exercicio 1

Solucgao:

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as cotagdes parciais seguintes.

Nao completa o tabuleiro, colocando apenas duas imagens, nos locais corretos, esquecendo-

-se de colocar duas imagens. Por exemplo,

1 ponto

Nao completa o tabuleiro, colocando apenas trés imagens, nos locais corretos, esquecendo-
-se de colocar uma imagem. Por exemplo,

2 pontos




Exercicio 2

Solucgao:

/1777,
/1777
/1777
71777,
/1777
/1777
71777,
/1777
/1777
71777,
/1777

AANNANNNNNN
ANNANNANNNN
ANNANNNANNAN
ANANNANNNNNN

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta, por cada circulo preenchido corretamente devem ser
atribuidos 2 pontos.

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.

Exercicio 3

Solugao: 4 mesas de 6 e 8 mesas de 4 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotacoes de duas propostas de resolucao.

Proposta de resolucgao 1:

Atribui valores para o nimero de mesas de 6 e 4 lugares e confirma se satisfazem as
condicoes do enunciado

4x6+8x4=>56 10 pontos

Proposta de resolucao 2:

Efetua o calculo

6+4+4=14 4 pontos



Efetua o cdlculo

14 x4 =56 4 pontos

Indica o niimero de mesas de 6 e de 4 2 pontos

Caso a resposta nao seja a correta, deve ser atribuida a cotagao parcial seguinte.

Atribui valores errados para o niimero de mesas de 6 e 4 lugares, escolhendo para o nimero
de mesas de 4 o dobro do niimero de mesas de 6, e averigua se satisfazem as condigoes do

enunciado

Por exemplo, 3 x 6 + 6 x 4 = 42 5 pontos

Exercicio 4

Solucgao: 60 cm 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotacao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotagoes parciais de uma proposta de resolucao.

Proposta de resolugao:

Calcula o comprimento do lado do quadrado mais pequeno

90 : 3 =30 cm 6 pontos

Calcula o comprimento do lado do quadrado maior

2 x 30 =60 cm 4 pontos

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.



Exercicio 5

- M%ﬂ H}% [H%m %
10 pontos

Exercicio 6

Solucgao: 51 revistas
Proposta de resolugao 1:

Calcula o niimero de revistas que a Zé tinha, verificando que o valor obtido satisfaz as
condigoes do enunciado

30—-9=21, 21 x2=42, 21-9=12 e 12+ 30=42 6 pontos

Calcula o niimero de revistas que a Zé tem no final

21430 =51 4 pontos

Proposta de resolugao 2:

Indica o nimero de revistas que a Zé tinha (21 revistas), podendo eventualmente apre-
sentar a seguinte tabela ou apenas os seguintes calculos.

21 x2=42, 21-9=12 e 12+ 30 =42 6 pontos
n2 de revistas dobro do n2 de revis- n@ de revistas n@ de revistas
que a Zé tinha tas que a Zé tinha que o irmao tinha que o irmao tem

10 20 1 (=10-9) 31 (= 1+ 30)
11 22 2 (=11-9) 32 (= 2+ 30)
12 24 3 (=12-9) 33 (= 3 + 30)
13 26 4 (=13-9) 34 (= 4+ 30)
14 28 5 (=14-9) 35 (= 5+ 30)
15 30 6 (=15-9) 36 (= 6 + 30)
16 32 7 (=16-9) 37 (= 7+ 30)
17 34 8 (=17-9) 38 (= 8+ 30)
18 36 9 (=18-9) 39 (= 9 + 30)
19 38 10 (=19-9) 40 (= 10 + 30)
20 40 11 (=20-9) 41 (= 11+ 30)
21 42 12 (=21-9) 42 (=12 + 30)
22 44 13 (=22-9) 43 (= 13 + 30)




Calcula o nimero de revistas que a Zé tem no final

21430 =51 4 pontos

Proposta de resolucao 3:

Calcula o nimero de revistas que o irmao da Zé tinha

2x9=18 e 30—-18=12 2 pontos

Calcula o numero de revistas que a Zé tinha, verificando que o valor obtido satisfaz as
condigoes do enunciado

124+49=21, 21 x2=42 e 12430 =42 4 pontos

Calcula o nimero de revistas que a Zé tem no final

21+30=51 4 pontos

Caso a resposta nao seja a correta, deve ser atribuida a cotagao parcial seguinte.

Atribui um valor errado ao niimero de revistas que o irmao da Zé tinha e efetua célculos
que evidenciem uma correta interpretagao do enunciado.

Por exemplo, 10+9=19, 104+30=40 e 19 x 2 =38 5 pontos

Devem ser cotados os cdlculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-
mente.
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45%
303:3=101
15-10=5
3+2

2,4x3=1,2
1 2 _
3731 ~-kg=500

‘ N
Tem atencao: Duracao: 1 hora

e [¢ todas as perguntas com muito cuidado.
e Nao apagues as contas, os esquemas e os desenhos que utilizares nas tuas respostas.

e Se acabares antes do tempo previsto, deveras aproveitar para rever a tua prova.

Bom trabalho e diverte-te!

Nome do aluno:

Pontuacao:




1. A Mati convidou o Tico para jogar o seu passatempo preferido.
QUEBRA-CABECAS

Cada linha e cada coluna do tabuleiro tem de ter exatamente trés imagens:

Um Sol (S), uma nuvem @ (N) e um chapéu de chuva # (C).

O Tico ja preencheu a quinta linha.

Ajuda-o a completar o tabuleiro, respeitando as regras do jogo. Para isso desenha

as imagens ou coloca as iniciais nos espacos em branco.

2. Embarca com a Z¢é numa viagem pelo mundo dos nimeros.

Se vais para a direita = tens de dividir por 3,
Se vais a esquerda <= tens de dividir por 2,
Multiplicas por 3 se segues nesta direcao / >

E se segues nesta \ multiplicas apenas por 2.

No final da viagem a Zé estava radiante. Tinha acertado tudo!

Preenche agora tu os espacos em branco.



3. O tapete da sala da Zé é quadrado e tem 360 cm de

perimetro. Esta dividido em dois retangulos iguais

e dois quadrados de diferentes tamanhos. O compri-
mento de cada retangulo é o dobro da largura.

Quanto mede o lado do quadrado maior?

Resposta:

4. No Natal, a tia da Zé deu a cada um dos seus sobrinhos 30 revistas de banda
desenhada. A Zé nao se lembra quantas revistas ja tinha, mas o irmao mais novo

sabe que tinha menos 9 do que ela e agora tem o dobro do que ela tinha.

R

Com quantas revistas ficou a Zé?

As aventuras

do ROBOT
divertido

1]
[ ]

Resposta:




5. A Mati (M), o Jonas (J), a Zé (Z) e o Tico (T) passaram as férias de verao na
praia com a familia. De manha, quando chegavam a praia, ocupavam as quatro

barracas indicadas na figura.

e Nos dois primeiros dias, apenas um dos quatro se sentou na barraca da sua

familia.
e No primeiro dia, nao havia nenhuma rapariga na barraca certa.

e No segundo dia, havia uma rapariga na barraca certa.

ofo]c

||||||||||I||
Descobre a barraca de cada familia, escrevendo as iniciais dos nomes de cada um

Primeiro Dia:

Segundo Dia:

na respetiva barraca.

6. No jantar de Natal estavam 113 pessoas distribuidas por mesas de 4, 5 e 6 lugares.
O numero total de mesas era 22 e todos os lugares estavam ocupados. O ntimero
de mesas de 6 era o dobro do nimero de mesas de 5.

Quantas mesas de 4 lugares havia?

Resposta:




Mini-Olimpiadas

Ano Letivo 2018/2019
12 Ciclo do Ensino Basico
4° ano

Critérios de Classificacao

Cotacoes

1- 10 pontos
2- 10 pontos
3- 10 pontos
4- 10 pontos
5- 10 pontos
6- 10 pontos

Total: 60 pontos



Critérios de Classificacao

e Se surgirem resolugoes diferentes das apresentadas, a classificagao ficara ao
critério do professor corretor.

e Devem ser valorizados os raciocinios corretos (atribuindo classificagoes par-

ciais) em detrimento dos cédlculos efetuados.

Exercicio 1

Solucgao:

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as cotagoes parciais seguintes.

Nao completa o tabuleiro, colocando apenas trés imagens que evidenciem uma correta
interpretacao do enunciado. Por exemplo,

ou 1 ponto

Nao completa o tabuleiro, colocando apenas quatro imagens que evidenciem uma correta
interpretacao do enunciado. Por exemplo,

ou

2 pontos



Exercicio 2

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta, devem atribuir-se as seguintes cotagoes parciais (acu-

muldveis).

Preenche corretamente cada um dos circulos assinalados a negrito na figura 1 ponto

Preenche corretamente cada um dos restantes circulos 2 pontos

Devem ser cotados os cdlculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.

Exercicio 3

Solugao: 60 cm 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotagoes parciais de uma proposta de resolucao.

Proposta de resolucao:

Calcula o comprimento do lado do tapete

360 : 4 =90 cm 3 pontos

Calcula o comprimento do lado do quadrado mais pequeno

90 : 3 =30 cm 5 pontos



Calcula o comprimento do lado do quadrado maior

2 x 30 =60 cm 2 pontos

Caso a resposta nao seja a correta, deve ser atribuida a cotagao parcial seguinte.

Atribui valores errados aos comprimentos dos lados dos quadrados e do retangulo, con-
siderando o comprimento do retangulo o dobro do lado do quadrado mais pequeno, e averigua
se satisfazem as condig¢oes do enunciado 3 pontos

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-
mente.

Exercicio 4

Solucgao: 51 revistas

Proposta de resolugao 1:

Calcula o niimero de revistas que a Zé tinha, verificando que o valor obtido satisfaz as
condicoes do enunciado

30-9=21, 21 x2=42, 21-9=12 e 12+ 30 =42 6 pontos

Calcula o niimero de revistas que a Zé tem no final

21+30=51 4 pontos

Proposta de resolugao 2:

Indica o nimero de revistas que a Zé tinha (21 revistas), podendo eventualmente apre-
sentar a seguinte tabela ou apenas os seguintes calculos.

21 x2=42, 21-9=12 e 12+ 30 =42 6 pontos



n€ de revistas
que a Zé tinha

dobro do n2 de revis-
tas que a Zé tinha

n€ de revistas
que o irméo tinha

n€ de revistas
que o irmao tem

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

20
22
24
26
28
30
32
34
36
38
40
42
44

1 (=10-9)
2 (=11-9)
3 (=12-9)
4 (=13-9)
5 (=14-9)
6 (=15-9)
7 (=16-9)
8 (=17-9)
9 (=18-9)
10 (=19-9)
11 (=20-9)
12 (=21-9)
13 (=22-9)

31 (= 1+ 30)
32 (= 2 + 30)
33 (= 3+ 30)
34 (=4 + 30)
35 (= 5 + 30)
36 (= 6 + 30)
37 (= 7+ 30)
38 (= 8 + 30)
39 (= 9 + 30)
40 (= 10 + 30)
41 (= 11 + 30)
42 (= 12 + 30)
43 (= 13 + 30)

Calcula o niimero de revistas que a Zé tem no final

21+ 30 =51

Proposta de resolugao 3:

Calcula o nimero de revistas que o irmao da Zé tinha

2x9=18 e 30-18=12

4 pontos

2 pontos

Calcula o niimero de revistas que a Zé tinha, verificando que o valor obtido satisfaz as

condicoes do enunciado

1249 =21,

Calcula o niimero de revistas que a Zé tem no final

21+ 30 =51

21 x2=42 e 12+ 30 =42

4 pontos

4 pontos

Caso a resposta nao seja a correta, deve ser atribuida a cotagao parcial seguinte.

Atribui um valor errado ao niimero de revistas que o irmao da Zé tinha e efetua cdlculos

que evidenciem uma correta interpretagao do enunciado.

Por exemplo, 10+9 =19, 10+30=40 ¢ 19x 2 =238

4 pontos

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.



Exercicio 5

o m H}%} H@m ﬂm
10 pontos

Exercicio 6
Solugao: 7 mesas de 4 lugares 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,

indicam-se, em seguida, as cotacgoes parciais de quatro propostas de resolucao.

Proposta de resolucgao 1:

Atribui valores para o nimero de mesas de 4, 5 e 6 lugares, confirmando se satisfazem as
condigoes do enunciado ou apresentando uma tabela (como por exemplo a indicada abaixo)

Tx44+5x54+10x6=113

n2 de me- n? total de n® total de lugares n? total de lugares
sas de 5 mesas de 5 e 6 em mesas de 5 e 6 com 22 mesas
1 3(=1+42) 17 (=2x6+5) 93 (=174 19 x 4)
2 6(=2+4) 34 (=4x6+2x5) | 98 (=34+16x4)
3 9(=3+6) 51 (=6x6+3x5) | 103 (=51+13 x4)
4 12(=4+3) 68 (=8x6+4x5) | 108 (=68+10 x 4)
5 15(=5+10) 8 (=10x6+5x5) | 113 (=85+4+7x4)
10 pontos
Proposta de resolugao 2:
Efetua o céalculo
64+6+5=17 2 pontos

Indica o nimero de mesas de 4 lugares, podendo eventualmente apresentar os seguintes



célculos ou uma tabela (ou apenas algumas linhas)

Ox17=85, 113—-85=28 e 28:4=7 ou

113=17x5+7x4 ou

n® grupos de 17 pessoas

0 que sobrou

analise do resultado

S O W N -

96 (=113-17)
79 (=96-17)
62 (=79-17)
45 (=62-17)
28 (=45-17)
11 (=28-17)

96:4 =24 e 24 > 22
79 nao é divisivel por 4
62 nao é divisivel por 4
45 nao é divisivel por 4

28:4=17

11 nao é divisivel por 4

Indica o niimero de mesas de 4 lugares

Proposta de resolugao 3:

Verifica que 22 nao é divisivel por 4

22 | 4
2 5

6 pontos

2 pontos

2 pontos

Da os valores 5 ou 6 ao nimero de mesas de 4 lugares e verifica se satisfazem as condigoes

do enunciado

OX4+5x5+10x6=105 ou 6 x4+6x5+12x6=126

Altera os valores de modo a obter a solucao

Tx44+5x5+10x6=113

Proposta de resolucao 4:

4 pontos

4 pontos

Supondo que o nimero de mesas de 4 é igual ao nimero de mesas de 5, efetua o célculo

44+5+2x6=21

1 ponto



Verifica que 113 nao é divisivel por 21, efetuando a divisao

113 \ﬂ 1 ponto
08 5

D4 os valores 5 ou 6 ao niimero de mesas de 4 lugares e verifica se satisfazem as condigoes
do enunciado

OX44+5x5+10x6=105 ou 6 x4+6x5+12x6=126 4 pontos

Altera os valores de modo a obter a solucgao

Tx4+5x54+10x6=113 4 pontos

Caso a resposta nao seja a correta, deve ser atribuida a cotagao parcial seguinte.

Atribui valores errados para o nimero de mesas de 4, 5 e 6 lugares, escolhendo para o
nimero de mesas de 6 o dobro do nimero de mesas de 5, e averigua se satisfazem as condigoes
do enunciado

Por exemplo, 5 x4 +6x5+12x6=126 ¢ 5+6+ 12 =23 5 pontos

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-
mente.



OLIMPIADAS
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XXXVII OPM - 7.11.2018 - Pré-Olimpiadas - 5° ano Duraggo: 2 horas
Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcao correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2 e 3. cada opgdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questées 2, 3: 10 pontos cada

1. (a) O Jodo e a Rita foram ver o espetdculo do Grande Magico Pedragoras. O Jodo reparou que o himero
do seu bilhete era o maior nimero possivel com quatro algarismos impares todos distintos. Por sua vez, a
Rita reparou que o nUmero do seu bilhete era o menor nUmero possivel com quatro algarismos impares
todos distintos. A primeira magia do Grande Pedrdagoras foi adivinhar a diferenca entre os nimeros dos
bilhetes do Jodo e da Rita. Qual & o nUmero que ele anunciou?

A) 2222 B) 6596 C) 8396 D) 8888 B) 11110

(b) De seguida, o Grande Mdagico Pedragoras transformou 10 cm
dois lencos retangulares diferentes num novo lengo,
como indicado na figura. Qual é a drea total do novo

9 6 cm 9cm
lenco, em cm=? |-—-

fo 4 cm

2 cml

12 cm
A) 48 B) 60 C) 102 D) 106 E) 108

(c) Durante o espetdculo, o Grande Mdagico Pedragoras distribuiu pelos seus admiradores todos os nUmeros
cuja soma dos algarismos € 2018 e o produto dos algarismos & 2. Quantos nimeros foram distriouidos?

Al B) 1009 C) 2016 D) 2017 B) 2018

(d) Para festejar um dos truques do Pedrdgoras, os seus admiradores lancarom 8 + 18 + 28 + 38 + ... +
1998 + 2008 + 2018 confetis para o palco. O Pedragoras disse imediatamente qual foi o algarismo das
unidades do nimero total de confetis langados. Que nUimero disse o Pedragoras?

A6 B) 7 o8 D)9 B0

(e) O Grande Pedragoras pegou numa corda, cortou-a em pedagos de 20 cm, sobrando um pedago com
14 cm de comprimento. Depois de colocar todos os pedacos de corda dentro do seu chapéu, o mdgico
refirou uma sé corda com o triplo do comprimento da corda original. Novamente, resolveu cortd-la em
pedacos de 20 cm. Desta vez, quanto media, em cm, o pedaco de corda gue Ihe sobrou?

A0 B) 2 14 D) 22 E) 42

2. O Jod&o juntou alguns cubinhos brancos de 1cm de lado para formar um cubo maior. Depois pintfou cada uma
das faces do cubo grande de azul. Em seguida, derrubou o cubo e reparou que havia 68 cubinhos com mais
do que uma face azul. Quanto media o lado do cubo grande?

3. Num tabuleiro 3 X 3, a Rita quer colocar um algarismo de 1 a
9 em cada casa, de modo que sejam todos diferentes e que a
soma dos nimeros em cada um das regides assinaladas seja 20.

A Rita j& colocou os algarismos 3 e 5, como na figura seguinte. Indica todas as formas possiveis de a Rita
completar o tabuleiro.

spm
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XXXVIIOPM - 7.11.2018 - Pré-Olimpiadas - 5° ano

Questdo 1:

cada op¢do correta: 4 pontos
cada op¢do errada: -1 ponto
Questdes 2, 3: 10 pontos cada

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. () OpcdoC. (9753 — 1357 = 8396 )
() OpgdoC. (10 x 6+ 12 x4 —-3x2=060+48—6=102)
(©) Opgdo D. (Os nimeros sdo 111---112,111---121,...,121---111,211---111)
(@) OpgaoA. (O algarismo das unidades é o mesmo de 8+8+8+8+...+8+8+8 =202x8 = 1616)
(&) Opgdo B. (O pedago de 42 c¢cm pode ser cortado em dois pedagos de 20 em e um pedago de 2 c¢cm)

2. Como um cubo tem 8 vértices, hd 8 cubinhos com trés faces azuis. Os restantes 60 cubinhos tém duas faces
azuis.

Como um cubo tem 12 arestas, cada aresta é formada por 60/12 = 5 cubinhos (mais os cantos).

Portanto o lado do cubo grande mede 5 + 2 = 7 cm.

3. As Unicas formas de completar o quadrado de modo que a soma do canto inferior direito seja 20 usam os
algarismos 4 e 8, logo sdo:

ou

No primeiro caso, os algarismos que faltam no canto inferior esquerdo sdo o 2 €0 9, e no segundo caso sdo o 1
e 0 6. Logo temos as possibilidades:

O primeiro caso € impossivel porgue no canto superior esquerdo seria necessdrio usar um 8 ou um 9. O quarto
caso é impossivel porque no canto superior esquerdo seria necessdrio usar um 4 ou um 5. Os restantes casos
s@o possiveis e ddo origem as duas possibilidades seguintes:

116 |7 91217
9 4|3 11813
2 15| 8 6 5] 4

spm
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XXXVII OPM - 1° Eliminatdria - 7.11.2018 - Categoria Janior - 6°/7° anos Duragdo: 2 horas
Questdo 1:
Na questdo 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcao correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questoes 2, 3 e 4. cada opgdo errada: -1 ponto
Nao é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (a) Para um projeto da escola, a Vania usou dois novelos de Ia: um de cor vermelha e outro de cor preta. O
novelo de & preta tinha o triplo do comprimento do novelo de 1a vermelha. A Vania cortou toda a Ia,
de ambos os novelos, em pedacos de 20 cm de comprimento. No novelo de 1& vermelha, sobrou-lhe um
pedaco de 14 cm. Quantos centimetros sobraram no novelo de 1a preta?

A0 B) 2 o 14 D) 22 E) 42

(b) A Vania tem muitos novelos de 1a. Hoje decidiu contd-los e o nUmero total de novelos € tal que a soma
dos seus algarismos é 7 e o produto dos seus algarismos é 6. Quantos nimeros inteiros exister com ambas
essas caracteristicas?

A) 2 B)4 6 D) 14 E) 26

(c) AVaniainscreveu-se no clube de croché e tricd da escola. O clube tem 9 membros e a idade média dos
membros € de 12 anos. Seis dos membros preferem o tricoé e a idade média desses 6 membros € de 10
anos. Qual é a idade média dos trés membros que preferem o croché?

A) 14 B 15 16 D) 17 B) 18

(d) A Vania quer redlizar um trabalho composto por um quadrado
de lado 4 cm, um ret@ngulo pequeno com as dimensdes de 3 cm
por 6 cm e um ret@ngulo maior com as dimensdes de 5 cm por
10 cm. Os frés quadriléteros ficam sobrepostos como se pode ver
na figura. Quanto mede, em cm?, a drea total do trabalho que
a Vania quer redlizar?

2 cm

2 cm

A T0 B) 72 C) 76 D) 78 E) 82

2. Um ndmero diz-se quadradao se o nimero formado por quaisquer dois algarismos consecutivos € um quadrado
perfeito. Por exemplo, 25 € um quadraddo e 364 também & um quadraddo porque 36 e 64 sdo quadrados
perfeitos. Quantos quadraddes existem?

3. Na figura ao lado esta representado um tringulo [ABC] com um angulo reto G
em A. Os angulos em B e C' foram divididos em trés partes iguais cada um,
Determina a amplitude do éngulo assinalado.

A

4, O Jodo gosta de brincar com nimeros da seguinte forma. Ele comecga por escolher um ndmero e, de seguida,
escreve aguele que se obtém substituindo os Ultimos dois algarismos desse nidmero pelo seu produto (este
produto pode ter apenas um algarismo) repetindo esta operacdo até obter um ndmero formado por apenas
um algarismo. Por exemplo, comegando com o nimero 629 ele escreve, sucessivamente, 618, 68, 48, 32, 6.
Indica todos os nimeros de trés algarismos com gque o Jodo pode comegar, de modo a terminar com o ndmero
.
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www.olimpiadas.spm.pt ————

Questdo 1:

Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

cada op¢do correta: 4 pontos
cada op¢do errada: -1 ponto

1. (@) Op¢doB.(O pedago de 42 cm pode ser cortado em dois pedagos de 20 ¢m e um pedago de 2 cm)
() OpcaoD. (16, 61, 1123, 1132, 1213, 1312, 1231, 1321, 2113, 3112, 2131, 3121, 2311, 3211)
(©) Opgdo C. (A soma das idades dos trés membros € 9 x 12—6 x 10 = 48, logo a média € 48/3 = 16)
(d) OpgaoA. (10 x5+4x4+3x6—-1x2—-4x3=50+16+18-2—-12=70)

2. Os quadrados perfeitos com 2 algarismos sdo 16, 25, 36, 49, 64 e 81. Para formar quadraddes com mais

algarismos temos de colocar estes nUmeros em cadeia.
Com 3 algarismos obtemos os nUmeros 164, 364, 649 e 816.

Com 4 algarismos obtemos os nimeros 1649, 3649 e 8164.

Com 5 algarismos obtemos apenas o nimero 81649 e com mais algarismos ndo hd quadraddes.

Assim ao todo hé 14 quadraddes.

3. Seja P o vértice do angulo assinalado. Entdo PCB = gACB e PBC' = gABC.

~ ~ 2 ~ 2
Logo PCB + PBC = g(ACB + ABC) = 3 x 90° = 60°.
Portanto, CPB = 180° — 60° = 120°.

4, Para o dltimo numero ser 5, o penditimo tem de ser 15 ou 51.
Se o penultimo ndmero for 15, o anterior pode ser 115, 151, 35
ou 53; se o pendltimo ndmero for 51, o anterior s6 pode ser 511.
Continuando a procurar os nimeros que antecedem os nUmeros
obtidos, obtemos as sequéncias Nno esquema ao lado.
Portanto hd 23 nimeros de trés algarismos com que o Jodo pode
comecgar:
115,135,151,153,157,175,
315,335, 351, 353, 357, 375,
511,513,517,531,571,
715,735,751,753,757,775.

C,
P
A
( 157
115 135{ 175
153
151
517
57{ 571
757
715 735{ 775
15 75
a5 753
751
357
315 335{ 375
353
351
513
53{ 531
51 — 511

spm



OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
www.olimpiadas.spm.pt ————

XXXVII OPM - 22 Eliminatdria - 9.1.2019 - Categoria Janior - 6°/7° anos Duragdo: 2 horas
Questdo 1:
Na questdo 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opgé&o correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questoes 2, 3 e 4. cada opgdo errada: -1 ponto
Nao é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada
1. (a) Aloja "Picos ao Quadrado” vende equipamentos para desportos radicais e o
seu logotipo € composto por um quadrado e dois tridngulos equilateros, como
se pode ver na figura. A soma dos perimetros dos tridngulos € 18 cm. Quanto
mede, em cm?, a Grea do quadrado?
A4 B) 16 C) 25 D) 36 E) 49

(b) Devido a um erro na impressora, os precos de trés equipamentos foram impressos num pedaco de papel,
sem espacos entre eles, da seguinte forma:

2581953764

Sem saber quais eram os pre¢os originais, o vendedor decidiu cortar o pedaco de papel em 1rés, de
forma a obter a menor soma possivel para os trés precos. Em quanto ficou a soma dos precos dos trés
equipamentos?

A) 2675€ B) 2975€ C) 2978€ D) 4217€ E) 4298€

() Naloja “Picos ao Quadrado” ficou decidido que a receita das vendas da véspera de Natal seria dividida
pelos 15 funciondrios. Assim, no fim desse dia, dividiram areceital +6 + 11 4+ 16 + - -- + 96 4+ 101 por
15. Cada funciondrio recebeu um ndmero inteiro de euros como prémio, e o resto da divisdo foi entregue
ao proprietdrio da loja. Quantos euros recebeu o proprietdrio?

A0 B1 o3 D)5 E)6

(d) Nos quatro dias que antecederam o Ano Novo, a receita da loja, em euros, foram quatro ndmeros inteiros
consecutivos. Qual dos seguintfes nimeros ndo pode ser a soma da receita desses quatro dias?

A) 5398 B) 6322 C) 6534 D) 7244 E) 9562

2. No guadrado da figura, de darea 40 cm?, dividido em quatro ret@ngulos iguais, foi tragcada uma diagonal.
Quanto mede a drea pintada?

3. O Alfredo vive sozinho e gasta uma embalagem de pasta de dentes a cada 72 dias, um frasco de champd a
cada 60 dias e um sabonete a cada 40 dias. Hoje, o Alfredo abriu um novo frasco de champd, enquanto que
a pasta de dentes foi estreada hd 36 dias e o sabonete foi estreado ha 20 dias. Dentro de quantos dias, terd o
Alfredo de abrir, simultaneamente, uma nova embalagem de cada um dos trés produtos?

4, A professora de matemdtica deu um livio com 100 problemas ao grupo formado pela Ana, pela Beatriz e
pela Catarina. O grupo conseguiu resolver todos os problemas do livro. A professora marcou a encarnado os
problemas resolvidos apenas por uma amiga, a amarelo os problemas resolvidos por apenas duas amigas e
a verde os problemas resolvidos pelas trés amigas. Cada uma das amigas conseguiu resolver 60 problemas e
apenas 35 problemas foram marcados a encarnado. Quantos problemas foram marcados a verde?

spm



OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
www.olimpiadas.spm.pt ————

XXXVII OPM - 2¢ Eliminatdria - 9.1.2019 - Categoria Janior - 6°/7° anos

Questdo 1:

Sugestdes para a resolucdo dos problemas EER OP¢ao correta: 4 pontos
cada op¢do errada: -1 ponto

Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (a) OpcdoDD.
(b) Opcdo B.
(c) OpcdoE.
(d) Opcdo D.

2. Dividindo o quadrado em 16 quadriculas iguais, verifica-se que a drea pintada mede o mesmo que 4 quadriculas
e 4 meias quadriculas, ou seja, 6 quadriculas.

Logo a drea pinfada mede

6
6 x 40 = 15 cm?.

3. O Alfredo estreard um novo frasco de champd daqui a 60, 120, 180, ... dias, um novo sabonete daqui a
20, 60, 100, 140, 180, . . . dias e uma nova pasta de dentes daqui a 36, 108, 180, . .. dias. Portanto o primeiro
dia em que o Alfredo abrird uma nova embalagem de cada um dos trés produtos € daqui a 180 dias.

4. Solugdo 1: Ao andlisar o nimero de vezes que cada problema foi resolvido pelas trés amigas, verifica-se que
0s problemas encarnados foram resolvidos uma vez, os problemas amarelos duas vezes e os problemas verdes
frés vezes. Assim, 3 x 60 — 100 = 80 & a soma do nimero de problemas amarelos com duas vezes o nUmero
de problemas verdes.

Por outro lado, como 35 problemas sdo encarnados, o nimero de problema marcados a verde ou a amarelo
€ 100 — 35 = 65.

Portanto, o nimero de problemas marcados a verde é 80 — 65 = 15.
Solugdo 2:

Sejom a o nUmero de problemas encarnados resolvido pela Ana e b o nimero de problemas encarnados
resolvido pela Beatriz. Entdo a Catarina resolveu 35 — a — b problemas encarnados.

Por outro lado, o nimero de problemas marcados a amarelo ou a verde € 100 — 35 = 65. Como a Anaresolveu
60 problemas, conclui-se que 65 + a — 60 = 5 + a problemas amarelos foram resolvidos pela Beatriz e pela
Catarina. Da mesma forma, como a Beatriz resolveu 60 problemas, conclui-se que 5 + b problemas amarelos
foram resolvidos pela Ana e pela Catarina.

Portanto a Catarina resolveu 10 + a + b problemas amarelos e 35 — a — b problemas encarnados. Como ela
resolveu 60 problemas, conclui-se que o nimero de problemas verdes & 60 — 45 = 15.
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XXXVII OPM - Final - 1° Dia - 05.04.2019 - Categoria Junior - 6°/7° anos Durag&o: 3 horas

Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos.
Nao é permitido o uso de calculadoras.

1. (a) O José desenhou num papel um quadrado cuja medida da drea é 5* mm?. De seguida, desenhou

outfro quadrado, cujo lado mede mais 1 mm do que o quadrado anterior. Ele desenhou sucessivamente
quadrados, aumentando 1 mm de cada vez o comprimento do lado do quadrado, até desenhar um
quadrado com 45 mm? de érea. Quantos quadrados desenhou o José?

A4 B)8 C) 16 D) 40 E) 400

(b) O José gosta muito de fazer contas e, num certo dia, calculou 112°19, Qual é o algarismo das dezenas
deste nUmero?

A0 B)1 o3 D)5 B)9

(c) O José pintou a verde um circulo inscrito num quadrado e, noutros quatro quadrados iguais, pintou a azul
outros desenhos usando apenas circulos ou quartos de circulos, como na figura seguinfe. Em quantas
dessas figuras a drea da zona pinfada a azul mede o mesmo que a drea do circulo pintado a verde no

primeiro quadrado?

(\ Y Ve
=
A0 B)1 2 D)3 B)4

N (O

(d) Uma capicua € um ndmero cuja leitura € a mesma quando feita da esquerda para a direita ou da direita
para a esquerda. Por exemplo, 3223 e 67176 sdo capicuas. Um nUmero diz-se especial se, for uma
capicua, for um mudltiplo de 5, tiver resto 2 na divisdo por 3 e fiver resto 3 na divisdo por 4. Quantos
ndmeros especiais de 5 algarismos existem?

A)D B 12 O 15 D) 16 B) 18

2. Na sua festa de aniversario, a Maria utilizou duas toalhas iguais com a forma de um hexdgono regular que
teve de sobrepor para cobrir uma mesa hexagonal, como representado na figura. Sabendo que os lados
das toalhas mediam 80 cm e que a parte sobreposta tinha metade da drea de cada toalha, determina o
comprimento do lado maior da mesa.

3. Um tabuleiro quadriculado diz-se mdgico se o seu nimero de quadriculas tiver 3 algarismos, cuja soma € igual ao
ndmero de colunas. Por exemplo, um tabuleiro com 64 linhas e 13 colunas & mdagico porque tem 64 x 13 = 832
quadriculas e 8 + 3 + 2 = 13. Qual &€ o menor ndmero de linhas que um tabuleiro mdagico pode ter?
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XXXVII OPM - Final - 1° Dia - 05.04.2019 - Categoria Junior - 6°/7° anos Durac&o: 3 horas

Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. (@) Um quadrado com medida da drea igual a 5* = (52)2 = 252 mm?, tem a medida do lado igual a

25 mm. Do mesmo modo, um quadrado com drea de 4° = (22)5 = (25)2 = 322 mm? tem 32 mm de
lado. O José desenhou quadrados com 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31 e 32 mm de lado, e portanto desenhou
8 quadrados.

Opcdo correta: B).

(b) Comecamos por observar que o algarismo das unidades de uma poténcia de 11 &€ sempre 1. Se multipli-
carmos uma dessas poténcias novamente por 11, o algarismos das dezenas da nova poténcia & igual ao
da poténcia anterior mais uma unidade, caso esse algarismo ndo seja 9, ou igual a 0, caso contrdrio. Uma
vez que o algarismos das dezenas de 11t e igual a 1, podemos concluir que o algarismo das dezenas de
11¢ & igual ao algarismo das unidades de a. Portanto, o algarismo das dezenas de 112019 ¢ 9,

Opcdo correta: E).

(c) Designemos por r o raio do circulo verde, e portanto cada quadrado tem lado 2r. A drea do circulo
verde é 7 r2. Calculemos agora a édrea de cada uma das quatro regides pintfadas a azul.

A primeira € composta por quatro circulos iguais com raio % e portanto a drea fotal € 4 x 7 (5)2 =
477% = 712, De modo idéntico, a dltima figura & composta por 16 circulos de raio £ e asua drea total é
16 x 7 (2)2 =rr

As restantes duas figuras sGio compostas por quartos de circulo. A segunda figura azul € um quarto de
circulo com raio igual a 2r e portanto a sua drea é %77(27“)2 = w12, A terceira figura & composta por
quatro quartos de circulo com raio igual & do circulo verde, tendo assim exatamente a mesma drea do
gue esse circulo.

Concluimos assim que todas as figuras tém a mesma drea pintada.

Opcdo correta: E).

(d) Um ndmero & mudltiplo de 5 se terminar em 0 ou em 5. Como o primeiro algarismo & igual ao Ultimo, e ndo
pode ser 0, o Ultimo algarismo (e o primeiro) de um ndmero especial € 5. Como o resto da divisdo de um
ndmero especial por 4 € igual a 3, o mesmo acontece para o nimero composto pelos seus dois Gltimos
algarismos, ou seja um ndmero especial acaba em: 15, 35, 55, 75 ou 95. S6 falta descobrir o algarismo
do meio da capicua, mas como o resto da divisdo por 3 € igual a 2, a soma dos cinco algarismos de
um ndmero especial fambém tem essa propriedade. Sendo assim, para cada escolha possivel dos dois
Ultimos algarismos hd rés ou quatro nimeros especiais, conforme o caso: 51215, 51515, 51815; 53135,
53435, 53735, 55055, 55355, 55655, 55955; 57275, 57575, 57875; 59195, 59495, 59795.

Opcdo correta: D).
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2. A figura seguinte representa apenas metade de uma das toalhas. O trapézio [BCHF] representa a parte da
toalha que estd sobreposta com a outra foalha. Os segmentos [AI], [EH], [FG] e [BJ] sao alturas do frapézio
[ABCD]. Designando por 2 o comprimento de [F'B], o lado maior da mesa mede

2x 80—z =160 — x.

A E F x B

D I H G J C

Observe-se que [AF H D] é um paralelogramo e AE = I H, porisso EF = DI,

Como o hexdgono & regular, os triangulos [BC.J] e [ADI] s@o congruentes, logo DI = JC. Além disso,
DC =2 x 80 = 160. Assim,
DC =DI+1J+JC =160

e, como I.J = 80, conclui-se que DI + JC = 80. Tendo em conta que DI = I.J, tem-se DI = 40. Ou seja,
DI =EF = HG = JC = 40.

Tendo em conta que a dreade [AF H D] éigual & drea de [FBC H], observa-se que os quadrilateros [AE H |
e [FFBJG| tém a mesma drea e assim conclui-se que AE = F'B = .

Olhando para uma das bases do trapézio [ABC D], conclui-se que = + x = 40, ou seja, z = 20. Portanto, o
lado maior da mesa mede 160 — x = 160 — 20 = 140 cm.

3. Solugdo 1: Um tabuleiro com 11 linhas e 18 colunas & magico porque tem 11 x 18 = 198 quadriculos e
1+9+8=18.
Suponhamos agora gue um tabuleiro mdagico tem 10 ou menos linhas.
Esse tabuleiro tem no maximo 9 + 9 + 9 = 27 colunas, portanto tem no mdaximo 10 x 27 = 270 quadriculas.
Assim, esse tabuleiro tem no maximo 1 + 9+ 9 = 19 colunas, logo tem no méximo 10 x 19 = 190 quadriculas.
Assim, esse tabuleiro tem no méximo 1 + 8 + 9 = 18 colunas, logo fem no méximo 10 x 18 = 180 quadriculas.

Repetindo sucessivamente este raciocinio, concluimos que o tabuleiro tem no maéximo 100 quadriculas, o que
& impossivel com 10 ou menos linhas.

Portanto, o nimero minimo de linhas de um tabuleiro magico é 11,

Solucdo 2: Um tabuleiro com 11 linhas e 18 colunas € mdagico porque tem 11 x 18 = 198 quadriculos e
1+9+8=18.

Suponhamos agora gue um tabuleiro mdagico tem n < 10 linhas.

Sejam a, b e ¢ os algarismos do nimero de quadriculas de um tabuleiro mdagico. Entdo
100a 4+ 10b + ¢ = n(a+ b+ ¢) < 10a + 10b + 10c.

Logo 90 < 90a < 9c < 81, contradicdo.

Portanto, o nimero minimo de linhas de um tabuleiro magico é 11,
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Questdo 4: 16 pontos
Questdes 5 e 6: 7 pontos cada

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos.
Nao é permitido o uso de calculadoras.

4. (o) Naida para a escola a Luisa reparou que o conta quildometros do carro da mée mostrava um ndmero
com cinco algarismos diferentes em que o primeiro algarismo (o das dezenas de miilhar) era igual & soma
dos outros quatro. Quantos nimeros existern com estas propriedades?

A) 96 B) 100 C) 120 D) 144 E) 168

(b) A Luisa conseguiu escrever o nimero 3333

maior nimero que ela escreveu na soma?

como soma de 33 numeros impares consecutivos. Qual foi o

A) 3331 — 32 B) 3331 + 32 C) 3332 — 32 D) 3332 + 32 E) 3333 — 33

(c) A professora da Luisa colocou-lhe o seguinte desafio: Se a, b e ¢ podem tomar qualguer valor inteiro de 1

a+b+c

até 100, qual € o maior valor possivel de ? Ajuda a Luisa a enconftrar a solugdo.
c

A) 89 B 99 C) 100 D) 199 B) 201

(d) A Luisa inventou um problema de outro planeta. No planeta Cubouesfera hd cubos e esferas, ou azuis ou
verdes. No final de cada dia, 40% dos cubos de cada cor transformam-se em esferas e 40% das esferas
de cada cor transformam-se em cubos. De seguida, 30% dos cubos e 30% das esferas, de cada cor,
mudam de cor (os azuis passam a verdes e os verdes a azuis). No inicio de um determinado dia havia 1400
cubos azuis, 1200 cubos verdes, 800 esferas azuis e 400 esferas verdes. Quantos cubos verdes haverd no
dia seguinte?

A) 504 B) 848 C) 868 D) 964 E) 984

5. Ao visitar uma exposicdo de Jodo Mirdo, o Antdnio tirou uma fotografia ao quadro representado na figura. Em
casa, o Antdnio reparou que o quadro era um gquadrado de lado 60 cm e que a regido pintada obtinha-se
unindo dois vértices aos pontos médios dos lados opostos. Qual é a drea da regido pintada do quadro?

6. O Jodo tem todos os nimeros inteiros de 1 a 15 esculpidos em laté@o e quer distribui-los por quatro caixas iguais,
usando a seguinte regra: se uma caixa contém um ndmero, ela ndo pode conter nenhum multiplo desse
namero. De quantas formas pode o Jodo distribuir os quinze ndmeros pelas quatro caixas?
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Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

4. (a) Uma vez que a soma dos Ultimos quatro algarismos (fodos diferentes) tfem de ser igual ao algarismo das
dezenas de milhar, a menor soma possivel é 6, utilizando os algarismos 0, 1, 2 e 3. Estes quatro algarismos
podem ser distribuidos de qualquer maneira pelas casas das unidades, dezenas, centenas e milhares.
Como o nimero de maneiras de o fazer é 4 x 3 x 2 x 1 = 24, temos 24 nUmeros com primeiro algarismo
6. Agora s é preciso encontrar, quatro algarismos distintos cuja soma seja um ndmero de 6 a 9.

Soma Algarismos Soma Algarismos
6 0+1+2+3 9 0+1+3+5
7 0+1+2+14 9 04+2+3+4
8 0+1+3+4 9 0+1+2+6
8 04+1+2+5

Para cada um destes 7 conjuntos existem 24 possibilidades, portanto existem 7 x 24 = 168 nlmeros com
estas propriedades.
Opcdo correta: E).

(b) Observemos primeiro que qualguer poténcia de base 33 & um ndmero impar, e que se subtrairmos a um
ndmero impar um ndmero par continuamos com um ndmero impar. Uma vez que 3333 = 33 x 3332 =
3332 + 3332 43332 43332 ... 43332 43332 = (3332 — 32) + (3332 — 30) + (3332 —28) +--- +
(3332 — 2) 4+ 3332 + (3332 4+ 2) + (3332 +-4) + - - + (3332 + 30) + (3332 + 32), 0 maior nimero que se
escreveu foi 3332 + 32.

Opcdo correta: D).

(c) O maior valor de uma fragdo é obtido dividindo o maior valor possivel no numerador (que é sempre
positivo neste caso) pelo menor valor possivel (positivo) no denominador. No denominador, o0 menor valor
positivo & 1 obtido, por exemplo, fazendo a = 100, b = 50 e ¢ = 49, e neste caso a fracdo tem o valor
199. Uma vez que a tem de ser maior que b + ¢ para que o denominador ndo seja negativo, verificamos
gue o valor méximo do numerador & 199, logo o maior valor possivel da fracdo é 199.

Opcdo correta: D).

(d) Apbds a primeira transformacdo, apenas de formas, relativamente ao nimero de cubos de cada cor,
teremos o nUmero inicial menos o nimero de cubos que se fransformaram em esferas mais o nimero de
esferas que se transformaram em cubos. Assim, 0 nimero de cubos verdes é

1200 — 0,4 x 1200 4 0,4 x 400 = 1200 — 480 + 160 = 880
e o nUmero de cubos azuis &
1400 — 0,4 x 1400 + 0,4 x 800 = 1400 — 560 + 320 = 1160.

De seguida, vamos subtrair ao nimero de cubos verdes o nUmero de cubos verdes que mudaram de cor
e adicionar o nimero de cubos azuis que mudaram de cor, ou seja

880 — 0,3 x 880 4+ 0,3 x 1160 = 880 — 264 + 348 = 964.

Opcdo correta: D).
spm




5. Os trigngulos [DEJ] e [EC.J] tém a mesma drea, pois ED = EC = 30. Analogamente conclui-se que a
areade [DJH| e a drea de [H.J A] sdo iguais. Por outro lado, pelo critério LAL, os tridngulos [DE.J| e [DH J|

s@o congruentes, portanto

drea [ECJ] = area [DEJ] = drea [DH J| = drea [HJ A].

6
A drea do tfrigngulo [DEA] é a quarta parte da drea do quadrado [ABC D], logo mede

outro lado,

D E C
“J
H F
T
G B

0 x 60

area [DEA| = drea [DEJ| + érea [DJH| + érea [HJA] = 3 x drea [ECJ],

logo érea [ECJ] = 300. Portanto,

area [AJCI] = area [ABCD] — 8 x area [EC.J] = 3600 — 8 x 300 = 1200 cm?.

= 900. Por

6. Uma vez que todos os nUmeros sdo mltiplos de 1, o nimero 1 tem de ficar sozinho numa caixa e as poténcias
de 2 (2,4 e 8) tém de ficar em caixas diferentes. Além disso, o nUmero 3 tem necessariamente de ficar na
caixa do nimero 2, pois caso contrdrio o 6 teria de ficar na caixa restante e ndo haveria lugar para o 12, que
€ multiplo de 2, 3, 4 e 6. De igual forma, o 6 ferd necessariamente de ficar na caixa com o nimero 4 e o 12
na caixa com o 8. Uma vez que 5 e 7 sdo ndmeros primos, podem ficar em qualguer uma das caixas com

excecdo da que contém o 1. Temos entdo nove casos possiveis:

23 812

@ 1 57 46 812 ©) 23511467]] 812 © 235]| 46 .
46 812

@ 1 23711465]] 812 © 23 57 812 (f) 23 465 7
812 812 812

@ 1 2371 46 5 o) 23 467 5 o) 23 46 57

Para cada um dos nove casos acima, vamos distribuir os nimeros 10, 14 e 15. Uma vez que 10 é mdltiplo de
2 e 5, 14 é mdltiplo de 2 e 7 e 15 é mdltiplo de 3 e 5, temos que no caso: (a) hd 2 caixas possiveis para o 10,
2 caixas possiveis para o 15 e 2 caixas possiveis para o 14; (b) e (¢): hd 2 caixas possiveis para o 10, 2 caixas
possiveis para o 15 e 1 caixa possivel para o 14; (d) e (g): hd 1 caixa possivel para o 10, 1 caixa possivel para
o 15 e 2 caixas possiveis para o 14; nos restantes casos hd uma Unica possibilidade para colocar os nUmeros

10,14 e 15.

Portanto, hd um total de 24 possiveis distribuicdes para os nimeros 1,2, 3,4,5,6,7,8,10,12,14 e 15. Para
cada uma destas distribuicoes, podemos colocar o nimero 9 em duas caixas, e cada um dos ndmeros primos

11 e 13 em trés caixas. H& assim, 24 x 2 x 3 x 3 = 432 possiveis distribuicoes para os nimeros de 1 a 15.
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XXXVII OPM - 1° Eliminatdria - 07.11.2018 - Categoria A - 8°/9° anos Durag&o: 2 horas
Questdo 1:
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a op¢do correta. cada opgdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) No jantar organizado pelo clube Estrela Verde ocuparam-se, por completo, varias mesas de sete lugares.
Enfretanto os empregados do clube foram buscar mais quatro mesas e as pessoas presentes redistriouiram-
se de tal modo que em cada uma das mesas ficaram exatamente seis pessoas. Quantas pessoas estiveram
presentes no jantar?

A) 84 B) 126 C) 168 D) 210 E) 234

(b) O clube estava a vender rifas. Levaram para o jantar as rifas que ainda ndo tinham sido vendidas, tendo
vendido durante o jantar um quarto destas. No final do jantar restavam metade do nUmero total de rifas
emitidas. Que parte das rifas tinha sido vendida antes do jantar?

A) ! B) ! () 2 D) 2 E) 5
4 3 4 3 4

(c) O simbolo do Estrela Verde € uma estrela construida num quadrado unindo o ponto
médio de cada lado do quadrado com o ponto médio do lado oposto e com um
vértice, tal como se apresenta na figura. Se o quadrado tem 12cm de lado, qual é
a drea, em cm?, da estrela verde?

A) 32 B) 36 C) 48 D) 64 E) 72

(d) Ojantar do clube termina sempre com um desafio. No tabuleiro apresentado, pretende
colocar-se um algarismo diferente em cada casa, de modo que a soma dos algarismos
na segunda linha seja o dobro da soma dos algarismos na primeira e a soma dos al-
garismos na ferceira linha seja o triplo da soma dos nimeros na primeira. As somas das 9
colunas devem verificar as mesmas propriedades. O algarismo 9 j& foi colocado. Qual
€ o nUmero que se vai colocar na casa sombreada?

A0 B 1 o2 D)3 B)4

2. Este ano, a corrida anual do dia Séo Martinho contfou com quatro participantes: a Ana, o Bruno, a Constanca
e o Daniel. No final da corrida, trés deles prestaram duas declaracdes cada ao jornal da escola, uma delas
verdadeira e a outra falsa. As declara¢cdes foram as seguintes:

Ana: O Bruno ficou em segundo lugar e a Constanca em terceiro.
Bruno: A Constanca foi a dltima classificada e o Daniel o segundo.
Daniel: O Bruno ganhou a corrida e a Ana ficou em segundo lugar.
Qual foi a classificacdo dos quatro participantes na corrida?

3. Na figura estdo representados frés retdngulos e o paralelogramo
[ABC D], onde os vértices A, B e C' sdo também vértices de algum

dos ret@ngulos. As medidas dos lados dos ret@ngulos maior e menor
estdo indicadas na figura. Qual é a drea do paralelogramo? D

12

A

4. Numa rua hd nove casas em fila. As casas tém de ser pinfadas com uma de quatro cores: azul, branco,
castanho ou rosa. Além disso, cada casa tem de ter pelo menos uma casa adjacente pinfada da mesma cor.
De quantas maneiras diferentes podem as casas ser pintfadas?
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Questdo T:
cada op¢do correta: 4 pontos
Sugestdes para a resolucdo dos problemas cada opg&o errada: -1 ponto

Questodes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) OpgdoC. (24 x 7, uma vez que de cada uma das mesas saiu uma pessoa.)
(o) OpcdoB. (No jantar venderam-se % dos % de rifas ainda disponiveis.)
(©) OpcdoB. (A estrela € composta por quatro triangulos com 6¢cm de comprimento e 3cm de altura.)

(d) Opcdo C. (Uma solugao por linhas é: (1,2,4), (0,5,9), (6,7,8).)

2. Se a primeira afrmacdo da Ana for verdadeira, ent@do nenhuma das afirmacdes do Daniel pode ser verdadeira.
Assim, a primeira afirmacdo da Ana tem de ser falsa e a segunda verdadeira. Portanto, a Constanca ficou em
terceiro lugar na prova. Isto também significa que a primeira afirmag¢do do Bruno é falsa, sendo a segunda
correta, ou seja, o Daniel ficou em segundo lugar. Analisando agora as afirmagdes do Daniel, concluimos que
a sua segunda afirmagdo tem de ser falsa, pelo que a primeira é verdadeira. Portanto, o Bruno ganhou a
corrida, o Daniel ficou em segundo lugar, a Constanca em terceiro e a Ana terminou em Ultimo lugar.

3. Utilizando segmentos de reta paralelos aos lados dos retdngulos da figura divide-se o paralelogramo [ABCD]
em quatro tridngulos retdngulos e no reténgulo [ XY ZW]. Os trigngulos [ABY '] e [C DW] sGo iguais uma vez
que os seus lados sGo, dois a dois, paralelos e as medidas dos lados [AB] e [C' D] sdo iguais por serem dois dos
lados do paralelogramo. Como do enunciado vem que DW = 4 e que AY = 5, a drea de cada um destes
friéngulos & 4%5 = 10. De igual modo se deduz que os triangulos [BC'Z] e [ D A X sGo iguais e tém drea igual a
% = 18. Finalmente, para calcular a drea do retGngulo, deduzimosque WX = DX — DW =12—-4 =38
equeYX =YA - XA =5—-3 = 2, logo a drea do reténgulo é 16. Conclui-se entdo que a drea do
paralelogramo é2 x 10+ 2 x 18 + 16 = 72.

C

A

4. Cada maneira de pintar dividird a rua em blocos de casas consecutivas pintadas da mesma cor, cada qual
com pelo menos duas casas. Vamos dividir a contagem em casos, dependendo do nimero de blocos
monocromdaticos formados.

Temos no mdaximo quatro blocos monocromdaticos, sendo que nesse caso o famanho dos blocos tem de ser
3.2,2,2 por alguma ordem, ou seja, hd quatro formas de o fazer: (3,2,2,2), (2,3,2,2). (2,2,3,2) e (2,2,2, 3).
A distribuicdo de cores por blocos segue apenas a regra de ndo pintar blocos consecutivos da mesma cor.
Temos portanto 4 possibilidades para o primeiro bloco, e 3 para cada um dos restantes, num total de 108
possibilidades. O nimero total de maneiras vdlidas de pintar com quatro blocos € 4 x 108 = 432.

Para trés blocos temos (5,2,2), com trés ordenagdes possiveis, (4, 3,2), com seis ordenagdes possiveis e
(3,3,3) com uma Unica ordenagdo, para um total de dez possibilidades. As formas de os pintar sGo agora
4 x 3 x 3 = 36, dando um total de 10 x 36 = 360 possibilidades.



Finalmente, para dois blocos temos (7, 2), ou (6, 3), ou (5,4), cada um com duas odenagdes possiveis, para
seis possibilidades totais. Cada um tem 12 maneiras de ser pintado logo temos 72 formas validas.

Ha& ainda a possibilidade de todas as casas serem pintadas da mesma cor. Adicionando todas as possibilidades
temos 432 + 360 + 72 4+ 4 = 868 maneiras diferentes de pintar as casas da rua.
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XXXVII OPM - 2¢ Eliminatdria - 09.01.2019 - Categoria A - 8°/9° anos Durag&o: 2 horas
Questdo 1:
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a op¢do correta. cada opgdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. No dia do aniversdrio da biblioteca da escola, os funciondrios e professores organizaram uma festa.

(a) Foi preparado um jarro com um litro de sumo que tinha exatamente 50% de concentrado de laranja
e 50% de agua, para ser servido em copos de 100ml. O primeiro aluno que chegou & festa bebeu
um copo de sumo e encheu-se de novo o jarro com 100ml de concentrado. O aluno seguinte bebeu
também um copo de sumo, e no final o jarro foi cheio com 100ml de dgua. De seguida chegou um
grupo de cinco alunos, e, cada um, bebeu um copo de sumo. No final os funciondrios encheram o jarro
com concentrado de laranja e dgua de modo que o jarro voltasse a ter um litro de sumo com exatamente
50% de concentrado de laranja e 50% de agua. Qual foi a quantidade de concentrado de laranja, em
ml, que juntaram?

A) 250 B) 252, 5 C) 255 D) 275 E) 500
(b) Numa das salas da biblioteca existe um puzzle composto por dois quadrados A D G
[ABCD] e [DEFG]. como se apresenta na figura. A soma das medidas dos i
seus lados & 10 e a diferenca entre essas medidas & 2. Sabendo que o ponto H é
a interse¢do dos segmentos [BG] e [DE], qual € a érea do trapézio [ABH D]? EF
B C

A) 128 B) 24 C) 128 D) 3 E) 30

(¢) Numa estante da biblioteca com prateleiras todas iguais estdo arrumados os livros de duas colecodes:
Mais Matemdtica e Conhecer Ciéncia. Os livios de cada uma das colecdes 1ém todos exatamente a
mesma grossura de lombada. Os livios da colecdo Mais Matemdticatém alombada mais grossa. Numa
das prateleiras da estante foram arrumados 9 livios de Mais Matemdtica, mas ndo foi possivel arrumar 10.
Do mesmo modo, noutra prateleira foram arrumados 15 livios de Conhecer Ciéncia, mas ndo foi possivel
arrumar 16. Numa terceira prateleira estdo arrumados 5 livios da colecdo Conhecer Ciéncia, quantos
livros de Mais Matemdtica pode a bibliotecdria ainda arrumar nessa prateleira?

A4 B)5 o6 D)7 B)8

(d) Num dos livros da biblioteca est@o escritos os nimeros inteiros positivos desde 1 até 1000, todos seguidos e
sem espacos, ou seja, a sequéncia 123456789101112 - - - 9989991000. Durante a sua pausa, a D. Teresa
contou os algarismos até encontrar trés algarismos 9 seguidos, no fim dos quais parou de contar. Quantos
algarismos contou a D. Teresa?

A) 899 B) 1798 © 2590 D) 2698 E) 2889

2. Seja [ABC] um triangulo com B =135 eC = 30°. Aretar passa por A e é paralela ao lado [BC]|. A
mediatriz de [AC] interseta r no ponto D e a mediatriz de [AB] interseta  no ponto E. Determina os angulos
intfernos do quadrilatero [BEDC].

3. Qual é oresto dadivisGode 111---11 por1001?
——

2019 algarismos

4. A Anabela, o Belmiro, a Catarina e o Daniel escrevem nimeros naturais de cinco algarismos distintos formados
pelos algarismos 1, 2, 3, 4 e 5. A Anabela foz a lista dagueles cujo primeiro algarismo é 1. O Belmiro faz a lista
daqgueles cujos primeiros dois algarismos sdo 1 e 2, por qualquer ordem. A Catarina faz a lista dagueles cujos
primeiros trés algarismos sdo 1, 2 e 3, por qualguer ordem. O Daniel faz a lista daqueles cujos primeiros quatro
algarismos sdo 1, 2, 3 e 4, por qualquer ordem. Existem ndmeros naturais de cinco algarismos distintos, formados
pelos algarismos 1, 2, 3, 4 e 5, que ndo aparecem em nenhuma das quatro listas. Quantos sdo os nimeros que
n&o aparecem em nenhuma lista?
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Questdo T:
cada op¢do correta: 4 pontos
Sugestdes para a resolucdo dos problemas cada opg&o errada: -1 ponto

Questodes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (o) OpcdoB. (No fim de se reencher duas vezes, o sumo tem 495ml de concentrado e 505ml de dgua.)
(b) Opcgdo C. (Os triangulos [ABG] e [DHG] sao semelhantes.)
(©) Opgao C. (5 livros finos ocupam menos de 1/3 da prateleira e 6 livros grossos menos de 2/3.)

(d) Opgdo C. (A contagem termina no final do primeiro algarismo do nimero 900.)

2. Como D pertence & mediatriz de [AC], D & equidistante de A e C, ouseja AD = DC. O fiéngulo [ADC] é
isbceles e os dngulos em A e em C' sdo iguais. Uma vez que r é paralela a BC', os angulos DAC' e AC'B s@o
iguais (porque sdo angulos alternos internos). Portanto DAC = DCA = ACB = 30°, logo BCD = 60° e
Aﬁq = 120°. Com argumentos andlogos pode-se verificar que EAB = EBA = 35" eportanto EBC = 70°
e BED = 110"

\E A Dpf r
XA

B \/ C

3. Comecemos por notar que o nimero 111111 = 1001 x 111 é divisivel por 1001.
Além disso, como 2019 = 336 x 6 + 3,

11111 =111111 x 10*°" 4 111111 x 1027 + -+ + 111111 x 10? 4+ 111111 x 10° 4 111
2019 vezes
=1001 x (111 x 102 + 111 x 1027 + ... 4111 x 10° + 111 x 10%) + 111

=1001 x | 111000111 ---111000 | 4+ 111,
2016 algarismos

concluimos que o resto da diviséio de 111 - - - 11 por 1001 & 111.
—_——
2019 vezes

4. Solugao 1

A lista da Anabela, sendo constituida por nUmeros que comecam com o algarismo 1,fem4 x 3 x 2 X 1 = 24
nUmeros. Os nUmeros da lista do Belmiro que ndo aparecem na lista da Anabela, sdo da forma 21 * * *, e hd
3 X 2 X 1 = 6 nUmeros desses. Os nimeros da lista da Catarina, que ndo aparecem nem na lista da Anabela
nem na lista do Belmiro, sGo da forma 312 x *, 321 * x ou 231 x . Estes sGo, no total, 3 X (2 x 1) = 6 numeros.

Na lista do Daniel, os nimeros que ndo aparecem em nenhuma das listas anteriores podem-se dividir em frés
fipos: os da forma 4 * x x 5, da forma x4 * x5 ou da forma * * 4 x 5. Todos os da forma 4 * * *x 5 estdo na
lista do Daniel e ndo estdo nas restantes. Sdo 3 X 2 X 1 = 6 no total. Dos nimeros da forma x4 * * 5, apenas
aqgueles que comegam com 1 tém de ser eliminados pois estdo na lista da Anabela. Sdo, porisso, 2x2x 1 =4
ndmeros. Por fim, apenas temos 3 nimeros da forma * * 4 * 5: 23415, 31425 e 32415, que ndo estd@o nas listas
anteriores.



O conjunto de nimeros que aparece em pelo menos uma das listas tem, assim, 24+ 6+ 6+ 13 = 49 elementos.
Como no tfotaltemos 5 x 4 x 3 X 2 x 1 = 120 nUmeros de cinco algarismos distintos formados pelos algarismos
1,2, 3.4 e 5, os nUmeros que ndo aparecem em nenhuma das listas séo 120 — 49 = 71.

Solugao 2

Agrupemos os nimeros que ndo estdo em nenhuma das listas de acordo com a posicdo do algarismo 5.

Nenhum ndmero da forma 5 * * % *x estd em alguma das listas. Temos 4 X 3 X 2 X 1 = 24 destes nUmeros.
Os ndmeros da forma * 5 * x x que Ndo estdo em nenhuma das listas séio agqueles que ndo comecam por 1.
Temos, assim, 3 X 3 x 2 x 1 = 18 destes nUmeros.

Quanto aos ndmeros da forma * * 5 * % consideramos dois casos:

- se o algarismo 1 estiver & esquerda do algarismo 5, entdo o nimero é da forma *15 % * pois, caso contrdrio,
estaria na lista da Anabela. Como o algarimo 2 ndo pode ocupar a primeira posicdo (pois, nesse caso,
estaria na lista do Belmiro), temos no total 2 X 2 x 1 = 4 ndmeros desta forma que ndo aparecem em
nenhuma das listas.

- se o algarismo 1 estiver & direita do algarismo 5, ele tem duas posicdes possiveis. Em qualquer dos casos,
nenhum dos nUmeros desta forma estard em qualquer das listas. Temos, portanto, 2 X 3 x 2 x 1 = 12
destes nUmeros.

Relativamente aos nimeros da forma  * % 5 % consideramos os trés casos seguintes:
- O nUmero é da forma 4 * x5 x. Neste caso, nenhum destes nimeros estd em qualquer das listas. Temos

3 X 2 x 1 = 6 desses nUmeros.

- O nUumero é da forma *4 % 5. Se algum destes nUmeros pertencer a alguma das listas & a lista da Anabela.
Teremos, entdo, 2 X 2 x 1 = 4 nimeros desta forma que ndo pertencem a nenhuma das listas.

- O nUmero é da forma * * 45%, Temos apenas 3 nimeros desta forma: 23451, 31452 e 32451, que ndo

pertencem a nenhuma das listas.

Podemos entdo concluir gue os nUmeros de cinco algarismos distintos, formados pelos algarismos 1, 2, 3,4 e 5,
que ndo aparecem em nenhuma das listassdo 24 + 18 +4 + 12 +6 +4 + 3 = 71.

spm



OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
www.olimpiadas.spm.pt ———
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Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Justifica convenientfemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.
Nao é permitido o uso de calculadoras.

1. (@) O José criou uma pdagina da infernet chamada "A Matemdtica é fixe", onde ele apresenta problemas,
desafios e noticias interessantes sobre a matemdatica. Para o logdtipo da sua pdgina, ele criou a seguinte
figura composta por um circulo e dois triingulos equilateros. Qual é a razdo entre os lados dos dois
fridngulos?

AL B) 2 oF D) 2 E)2

(b) Os visitantes da pagina podem registar-se e recebem uma senha de utilizador. Cada senha, criada pelo
José, & uma sequéncia de 10 algarismos diferentes tal que cada escolha de 3 algarismos consecutivos &€
um mudltiplo de 3. Quantas senhas de utilizador diferentes podem ser criados pelo José?

A) 2333 B) 2433 C) 2334 D) 2434 F) 2633

(©) O José criou uma sec¢d@o na sua pdgina sobre capicuas. Uma capicua &€ um ndmero cuja leitura é a
mesma quando feita da esquerda para a direita ou da direita para a esquerda. Por exemplo, 3223 e
67176 sGo capicuas. Nessa seccdo, o José diz gue um nimero é especial se saftisfizer as cinco condigoes
seguintes: tem 5 algarismos, € uma capicua, € maltiplo de 5, tem resto 2 na divisdo por 3 e tfem resto 3 na
divisdo por 4. No fim da seccéo, o José lanca o seguinte desafio: quantos nimeros especiais existem?

A) b B) 12 ) 15 D) 16 E) 18

(d) Para aceder a uma drea restrita da pagina "A Matemdtica é fixe", & preciso determinar quanto mede o
quinto angulo da estrela de 5 pontas representada na figura. Escolhe a opcdo que permite aceder &
area restrita.

45
25° 485
A) 15° B) 18° C) 20° D) 21° E) 24°

2. Um tabuleiro quadriculado diz-se mdgico se o seu nimero de quadriculas tiver 3 algarismos, cuja soma & igual ao
ndmero de colunas. Por exemplo, um tabuleiro com 64 linhas e 13 colunas &€ mdagico porque tem 64 x 13 = 832
quadriculas e 8 + 3 + 2 = 13. Qual & o menor nimero de linhas que um tabuleiro magico pode ter?

3. Um numero inteiro de cinco algarismos diz-se equilibrado se a soma de quaisquer trés dos seus algarismos &
divisivel por qualguer um dos outros dois. Quantos ndmeros equiliorados existem?
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Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

1. (@) Olado do triéngulo do logdtipo do José é o mesmo do da figura ao lado, onde
€ claro que o fringulo menor tem metade do lado do triéngulo maior.
Opcdo correta: C).

(b) Sejam aq, as. ..., ajg 0s algarismos da senha, pela ordem em que aparecem. Como a; + as + as e
as + az + a4 sdo ambos mUltiplos de 3, entdo a sua diferenca a4 — a; também é. Logo a1 e a4 tém o
mesmo resto na divisdo por 3. Do mesmo modo se conclui que a1, a4, a7 € ajg tém o mesmo resto na
divisédo por 3. Como sdo algarismos, tém que ser 0, 3, 6 e 9. Como a ordem destes algarismo € qualquer,
temos 4 x 3 x 2 = 23 x 3 possibilidades.

Também {as, as, ag} e {as, ag, ag} sGo conjuntos onde os elementos t&m o mesmo resto na divisdo por
3.logo sao {1,4,7} e {2,5,8} (por uma ordem qualquen). Portanto, ao todo hd 2 x (3 x 2)% = 23 x 32
possibilidades. Assim, ao todo, hd (23 x 3) x (32 x 23) = 26 x 33 possibilidades.

Opcdo correta: E).

(©) Um numero € multiplo de 5 se terminar em 0 ou em 5. Como o primeiro algarismo € igual ao Ultimo, e ndo
pode ser 0, o Ultimo algarismo (e o primeiro) de um ndmero especial € 5. Como o resto da divisdo de um
ndmero especial por 4 € igual a 3, o mesmo acontece para o nimero composto pelos seus dois Gltimos
algarismos, ou seja um ndmero especial acaba em: 15, 35, 55, 75 ou 95. S6 falta descobrir o algarismo
do meio da capicua, mas como o resto da divisdo por 3 € igual a 2, a soma dos cinco algarismos de
um ndmero especial fambém tem essa propriedade. Sendo assim, para cada escolha possivel dos dois
Ultimos algarismos hd rés ou quatro nimeros especiais, conforme o caso: 51215, 51515, 51815; 53135,
53435, 53735, 55055, 55355, 55655, 55955; 57275, 57575, 57875; 59195, 59495, 59795.

Opcdo correta: D).

(d) A soma dos dngulos dos cinco tridngulos da figura € 5 x 180 = 900°,
Por outro lado, a soma dos dngulos internos do pentdgono é 540°, pelo
que a soma dos angulos assinalados a vermelho é 2 x 540 = 1080°.
Logo, a soma dos éngulos assinalados a azul € 5 x 360 — 1080 = 720°.
Portanto, a soma dos éngulos dos vértices da estrela & 900—720 = 180°.
Logo, a amplitude pretendida & 180 — 45 — 25 — 44 — 48 = 18°.
Opcdo correta: B).

44°

spm




2. Solugcdo 1: Um tabuleiro com 11 linhas e 18 colunas é magico porque tem 11 X 18 = 198 quadriculas e
1+9+8=18

Suponhamos agora gue um tabuleiro mdagico tem 10 ou menos linhas.

Esse tabuleiro tem no méaximo 9 + 9 + 9 = 27 colunas, portanto tem no méximo 10 x 27 = 270 quadriculas.
Assim, esse tabuleiro tem no méximo 1 + 9 + 9 = 19 colunas, logo fem no méximo 10 x 19 = 190 quadriculas.
Assim, esse tabuleiro tem no méximo 1 + 8 + 9 = 18 colunas, logo fem no méximo 10 x 18 = 180 quadriculas.

Repetindo sucessivamente este raciocinio, concluimos que o tabuleiro tem no maéximo 100 quadriculas, o que
& impossivel com 10 ou menos linhas.

Portanto, o nimero minimo de linhas de um tabuleiro mégico é 11,

Solugdo 2: Um tabuleiro com 11 linhas e 18 colunas € magico porque tem 11 x 18 = 198 quadriculos e
1+9+8=18.

Suponhamos agora gue um tabuleiro mdagico tem n < 10 linhaos.

Sejom a, b e ¢ os algarismos do nimero de quadriculas de um tabuleiro mégico. Entdo
100a 4+ 10b + ¢ = n(a+ b+ ¢) < 10a + 10b + 10c.

Logo 90 < 90a < 9c¢ < 81, contradicdo.

Portanto, o nimero minimo de linhas de um tabuleiro mégico é 11.

3. Nenhum dos algarismos de um nimero equilibrado pode ser 0. Suponhamos que os algarismos a. b, ¢, d e e de
um nimero equilibrado estéio ordenados por ordem ndo-decrescente 1 < a < b < ¢ < d < e. Como

d—a=(b+c+d)— (a+b+c)édvisivel por e

d—a<d<e
entdo, necessariamente, d —a = 0. Logoa < b < ¢ < d = a, pelo que
a=b=c=d.

Ou seja, num numero equilibrado hd, no méaximo, 2 algarismos distintos sendo que o menor deles aparece pelo
menos 4 vezes. Se os H algarismos forem todos iguais, o nimero € claramente equilibrado e temos 9 nimeros
equilibrados desta forma: 11111, ...,99999. Se os algarismos do nimero forem a, a, a, a € e, coma < e, entdo
o nUmero é equilibrado se e s6 se

advideda=a+a+a

divid
advide2a+e=a+a+e - Zd:z:d:;e o a divide e
adividea+2e=a+e+e o e divide 3a
e divide 3a

edivide3a=a+a+a

Assim, o algarismo e tem de ser um mulfiplo de a que divide 3a. De a < e vem que e = 3a e os valores
possiveis para o algarismo a sdo 1, 2 e 3 a que correspondem os valores 3, 6 e 9, respetivamente, para o
algarismo e. Deste modo, concluimos que os nimeros 11113, 22226 e 33339 e todos os que se obtém destes
por permutacdo dos seus algarismos séo 0s nimeros equiliorados com dois algarismos distintos.

Existem, no total, 9 + 15 = 24 nUmeros equilibrados.
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Cada questdo vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos.
Nao é permitido o uso de calculadoras.

4. O Sebastido fracou, comecando em A, uma linha poligonal alternadamente perpendicular a cada um dos
lados de um éngulo, como indicado na figura. Os dois primeiros segmentos mediam 2 cm e 6 cm. Quanto
media o vigésimo segmento?

5. Num tabuleiro com 3 colunas e 4 linhas, cada um dos 12 quadrados vai ser pintado de verde ou de branco. Na
primeira e na dltima linha, o nimero de quadrados pintados de verde tem de serigual. Além disso, na primeira
e na ultima coluna, o nUmero de quadrados pintados de verde fambém tem de ser igual. De quantas maneiras
diferentes & possivel pintar o tabuleiro?

6. Se comecarmos a escrever por ordem crescente todos os nimeros inteiros cuja soma dos algarismos & 2019,
qual serd o 20192 nimero escrito nessa lista?
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Sugestoes para a resolucdo dos problemas

4. A figura indica os primeiros seis segmentos desenhados pelo Sebastido.

1

A C

G
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Duracdo: 3 horas

Cada questdo vale 10 pontos

A medida que vai fracando segmentos alternadamente perpendiculares aos lados do angulo, o Sebasti@o vai
criando tri@ingulos reté@ngulos todos semelhantes entre si, com razdo de semelhanca igual a

DE_TC_,
DC BC

_ Cc __
Assim, o terceiro segmento media DE = Velel x DC = 3 x 6 = 3% x 2, 0 quarto media EF =

x DE =

S

3% x 2, e assim sucessivamente. Portanto o vigésimo segmento media 32071 x 2 = 319 x 2 cm.

5. Vamos dividir as maneiras de pintar a primeira linha em dois casos: ou hd mais casas pintadas de branco ou
h& mais casas pintadas de verde. O nimero de maneiras de pintar o tabuleiro & igual em cada caso. Por isso,
vamos contfar as maneiras de pintar o tabuleiro em que na primeira linha hd zero ou um quadrados verdes.

(a) Se depois de pintarmos a primeira e a Ulitima linha, o nimero de quadrados verdes da primeira e da dltima
coluna também for igual, entdo hd 4 maneiras de pintar a primeira e a Gltima linha.

[ ]

[ ]

Para cada um destes casos, ha seis maneiras diferentes de pintar os dois quadrados restantes da primeira
coluna e os dois quadrados restantes da Ulfima coluna: todos de verde, todos de branco e quatro
maneiras de pintar um quadrado na primeira e um quadrado na Ultima coluna de cada cor. H& assim
4 x 6 = 24 maneiras de colorir o bordo do tabuleiro nestas condicoes.
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(b) Se depois de pintarmos a primeira e a dltima linha, o nimero de quadrados verdes na primeira e na dltima
coluna diferem em uma unidade, entdo hd 4 maneiras de pintar a primeira e a dltima linha. Estas quatro
maneiras correspondem a pintar um dos cantos do tabuleiro e 0 quadrado central da linha oposta de
verde, e os restantes quadrados da primeira e da Gltima linha de branco. Para cada um destes casos, hd
quatro maneiras diferentes de pintar os dois quadrados restantes da primeira coluna e os dois quadrados
restantes da Ulfima coluna. A figura mostra essas quatro manieras quando o canto superior esquerdo esta
pintado de verde. Temos assim 4 X 4 = 16 maneiras de colorir o bordo do tabuleiro nestas condicées.

(c) Se depois de pintarmos a primeira e a dltima linha, o nimero de quadrados verdes na primeira e na Gltima
coluna diferem em duas unidades, entdo hd apenas duas maneiras de pintar a primeira e a dltima linha:
pintar dois cantos do mesmo lado de verde. Em cada um destes dois casos, s6 existe uma maneira de
pintar os quadrados centrais da primeira e da Ultima coluna.

Os dois quadrados centrais do tabuleiro podem ser pintados de verde ou de branco livremente. Portanto, cada
coloragdo dos restantes quadrados corresponde a quatro maneiras diferentes de pintar o tabuleiro.

Finalmente, podemos concluir que hd 4 x 2 x (24 + 16 4 2) = 336 maneiras diferentes de pintar o tabuleiro.

. Uma vez que 2019 = 224 x 9 + 3, o primeiro nimero dalista & 39 - - - 9, que possui 225 algarismos. Ndo existe

224 x
mais nenhum ndmero com 225 algarismos na lista com primeiro algarismo 3. Assim, o segundo nimero da lista &

489 - - - 9. Permutando a posicdo do algarismo 8, obtemos os seguintes 223 nimeros da forma49---989---9,
SN—— SN~ >

223 % N x M x
comN > 1, M >0e N+ M = 223. Ou seja, o niUmero na posicdo 1 + 224 da nossa lista & 49---98.
223 %

N&o existe mais nenhum ndmero com 225 algarismos na lista com primeiro algarismo 4. Assim, o nUmero na
posicdo 226 € 0 579 -+ 9, que é seguido pelos 223 ndmeros da forma 589---989---9,com N, M > 0O e
SN—— SN~ ==

223 % Nx M x

N + M = 222, pelo que o nimero situado na posi¢do (1+224)+ (1+4223) €0 589 - - - 9 8. O nimero seguinte
222

€05H979- -9, seguido pelos 222 nimeros da forma 5989 ---989---9,com N, M > 0e N + M = 221. Ou

S—~— S—~— =~
222x Nx Mx
seja, o nimero situado na posicdo (1 + 224) + (1 + 223) + (1 +222) €0 5989---98.
221 x

Repetindo o processo o nimero de vezes necessdrio, obtemos uma lista de
(1+224) + (1 +223) + (1 +222) +--- + (1 + 216) = 1989

ndmeros com 225 algarismos cuja soma & 2019, sendo que o 19892 nimero €059---989---98. O 19902
S—~— =

7 215x%
nimero é€59---979---9,seguidopor59---9889---9, pelo que 0 20192 nimero da lista é
S—~— Y~ S~ =

8% 215% 8% 214 x
59---989..-989---9.
N N N~
8% 28 186
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Questdo 1:
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a op¢do correta. cada opgdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) Nas eleigcdes para a associacdo de estudantes da escola da Manuela concorreram 4 listas e votaram 200
alunos. A soma dos votos nas listas A e C' foi igual & soma dos votos nas listas B e D. A lista vencedora
obteve mais 20 votos que a segunda classificada e o triplo dos votos da terceira. Quantos votos teve a
lista vencedora?

A) 60 B) 66 O T75 D) 81 B 90
(b) No final das eleicoes a Manuela perguntou os resultados a frés amigas. Cada uma delas deu-lhe duas
respostas, uma certa e outra errada:

e alista A ficou em segundo e a lista B em terceiro;
e alista A ficou em Ultimo e alista C' ficou em segundo;

e alista B ganhou e a lista D ficou em segundo.

Qual foi a lista vencedora?

A) A B) B ocC D) D E) Nao é possivel saber.
(¢) Na aula de Educacgdo Fisica o professor colocou bolas brancas e pretas em
fridngulo de modo que as linhas impares tenham bolas pretas e brancas alter- 0.0
nadamente, comeg¢ando numa preta, e as linhas pares tenham apenas bolas L YOX )
brancas. Sabendo que no tridngulo estdio 165 bolas brancas, quantas bolas pre- 0000
) . , o L JOX JOX |
tas ha? A figura mostra as cinco primeiras linhas. .
A) 55 B) 66 C) 72 D) 110 E) 165

(d) O simbolo da lista vencedora das eleicdes € um poligono regular. Nesse poligono estd desenhado um
ret@ngulo que tem dois lados em comum com o poligono. Sabendo que o reténgulo tem drea 8 e o
poligono area 80, quantos vértices tem o poligono?

A 10 B 15 ) 30 D) 36 E) 40

2. O quadrado [ABC D] tem 16 cm de lado. Os pontos E' e F nolado [AD] satisfazem ED = 6cme AF = 6cm
e os pontos H e G nolado [BC sdo tais que CH = 4cm e BG = 4cm, tal como se apresenta na figura. Qual

€ a drea da figura sombreada? D C
H
F
G
A B

3. Numa rua hd nove casas em fila. As casas tém de ser pintadas com uma de quatro cores: azul, branco,
castanho ou rosa. Além disso, cada casa tem de ter pelo menos uma casa adjacente pinfada da mesma cor.
De quantas maneiras diferentes podem as casas ser pintfadas?

4, Determine o menor inteiro positivo n tal que n™ tem pelo menos um milhdo de divisores positivos.
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Questdo T:
cada op¢do correta: 4 pontos
Sugestdes para a resolucdo dos problemas cada opg&o errada: -1 ponto

Questodes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (o) OpcdoE. (A votacao das listas foi: 90, 70, 30 e 10.)
(o) Opgao C. (A classificacao final foi: C, D, B, A.)
(c) OpcdoB. (Sao precisas 21 filas, e o numero de bolas pretas ¢ 1 +2+ --- 4+ 11.)

(d) Opgaok. (Cada triangulo formado por um dos lados do poligono e pelo seu centro tem drea 2.)

2. Sejom M e N os pontos médios dos lados [AD] e [BC|, respetivamente. O ponto I pertence a [M N|. A érea
pedida serd igual ao dobro da drea do poligono [M IGBF). Os triangulos [NIG| e [ABF] sdo semelhantes
uma vez que tém lados paralelos. Assim, L y

AB AF

NI NG
e como AB = 16cm, AF = 6cm e NG = 4cm, tem-se NI = %cm. A drea do poligono [MIGBF],
areaps G| seré

areqn1GBF) = dred apn M| — Grednig) — Aredjapr)
C16x16 4x 2 16x6
T2 22
_ 176
3
Portanto a drea da figura sombreada & 2 x 1—;)6 = %cm?

D C
H
E
Moo~ = N
F
G
A B

3. Cada maneira de pintar dividird a rua em blocos de casas consecutivas pintfadas da mesma cor, cada qual
com pelo menos duas casas. Vamos dividir a contagem em casos, dependendo do nimero de blocos
monocromdaticos formados.

Temos no mdaximo quatro blocos monocromdaticos, sendo que nesse caso o famanho dos blocos tem de ser
3.2,2,2 por alguma ordem, ou seja, hd quatro formas de o fazer: (3,2,2,2), (2,3,2,2). (2,2,3,2) e (2,2,2, 3).
A distribuicdo de cores por blocos segue apenas a regra de ndo pintar blocos consecutivos da mesma cor.
Temos portanto 4 possibilidades para o primeiro bloco, e 3 para cada um dos restantes, num total de 108
possibilidades. O nimero total de maneiras vdlidas de pintar com quatro blocos € 4 x 108 = 432.

Para trés blocos temos (5,2,2), com trés ordenagdes possiveis, (4,3,2), com seis ordenagdes possiveis e
(37 3, 3) com uma Unica ordenagdo, para um total de dez possibilidades. As formas de os pintar sGo agora
4 x 3 x 3 = 36, dando um total de 10 x 36 = 360 possibilidades.



Finalmente, para dois blocos temos (7, 2), ou (6, 3), ou (5,4), cada um com duas odenagdes possiveis, para
seis possibilidades totais. Cada um tem 12 maneiras de ser pintado logo temos 72 formas validas.

Ha& ainda a possibilidade de todas as casas serem pintadas da mesma cor. Adicionando todas as possibilidades
temos 432 + 360 + 72 4+ 4 = 868 maneiras diferentes de pintar as casas da rua.

. Sen = p‘l’1 "'p;‘, coma; > lpaai = 1,...,¢ & a decomposicdo de n em fatores primos, entdo a
decomposicao de n" em fatores primos & dada por n™ = pi* - - - p;/*. Portanto, n" possui (na;+1) - - - (na,+
1) divisores positivos. Como a; > 1 parai = 1,...,£, segue-se que n™ possui pelo menos (1 4 1)¢ divisores

positivos. Assim, se n > 99 e £ > 3, conclui-se que n™ possui pelo menos 1003 divisores positivos.

Vejamos se existe algum inteiro positivo . < 99 com pelo menos 1003 divisores positivos. Tal nimero
n = p‘l’1 - 'p?‘ tem de satisfazer a; < 6 parai = 1,...,¢, uma vez que p2-7 > 27 > 100 para qualquer ndmero
primo p;. Além disso, devemos ter £ < 3 pois 0 produto de quaisquer quatro primos distintos & superior a 100.

Sel =1, ousejasen = p‘fl ent@o o nimero de divisores positivos de n” & inferior a 6n + 1 < 601 < 1003,

Se [ = 2, ouseja, se n = p{'p3? entdo o nimero de divisores positivos de n™ & inferior a (61 + 1)? < 6012 <

1003.

Consideremos ent@o o caso £ = 3, i.e. n = p‘lllp‘fpg? Ndo podemos tera; = ag = az = 1, pois neste caso o
namero de divisores positivos de n™ & (n + 1)3 < 993 < 1003. Vejomos o caso emque a; = 2e as = ag = 1.
Os menores inteiros positivos nestas condicdes sdo 60 = 22 -3 -5e 84 = 22-3 - 7. O nimero de divisores
positivos de 6060 = 2120 . 360 . 560 & iguala 121 - 61 - 61 < 1003, mas o nimero namero de divisores positivos
de 8484 = 2168 . 384 . 781 & igual a 169 - 85 - 85 > 1003. Portanto, 84 & o menor inteiro positivo n tal que n™
possui pelo menos um milhdo de divisores positivos.
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Cada questéo vale 10 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.

Na&o é permitido o uso de calculadoras.

1. Qual é oresto dadivisdode 111---11 por1001?
——

2019 algarismos

2. Dado um guadrado de lado 1, traca-se uma reta que passa no centro do quadrado e dois segmentos perpen-
diculares a essa reta, que unem a reta a dois vértices consecutivos, como se vé na figura. Sabendo que um
desses segmentos mede %, quanto mede o outro?

/

3. Na figura estdo representados 16 pontos distribuidos por quatro linhas e quatro colunas. Quaisquer duas linhas
ou duas colunas consecutivas estdo & mesma distancia.

Quantos tringulos isdsceles € possivel desenhar com vértices nos pontos da figura? (Na figura estd desenhado
um desses tridngulos.)

4. Se n & um ndmero natural, define-se n! como o produto de todos os inteiros de 1 até n. Por exemplo 1! = 1
ebl =1x2x3x4x5=120. Determina todos os triplos (a, b, c) de ndmeros naturais que satisfazem a
igualdade alb! = a! + b! + ¢l.
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Cada questéo vale 10 pontos

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. Comecemos por notar que o nimero 111111 = 1001 x 111 é divisivel por 1001.
Além disso, como 2019 = 336 x 6 + 3,

11111 =111111 x 10*°" 4+ 111111 x 10*°7 + - + 111111 x 10° 4+ 111111 x 10° + 111
2019 vezes
=1001 x (111 x 10%" + 111 x 10°%7 + -+ + 111 x 10? + 111 x 10%) + 111

=1001 x | 111000111 ---111000 | 4+ 111,
2016 algarismos

concluimos que o resto da diviséio de 111 --- 11 por 1001 & 111.
—_——
2019 vezes

2. Nafigura O é o centro do quadrado. O triangulo [AO B éisosceles (pois OA = OB) e retangulo em O. Assim,
AOE = 90 — BOF = FBO e os triangulos [AEO] e [BFO], sendo retos em E e F, respetivamente, sGo

semelhantes. Como OA = OB, eles sao congruentese OF = FB.

Pelo Teorema de Pitdgoras aplicado ao friangulo [AO B], temos que

m2+0—32zﬁ2@2m2:1@m2:%.

Por outro lado, aplicando o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo [O AE| temos que OA’ =AE" +OF & % =
-2 | =2
AE" + FB".

L
16

IS

Como um dos comprimentos AE ou F'B é i, o outro é % —

A

/

3. Vamos contar, para cada ponto da figura, o conjunto de triéngulos isdsceles que tém esse ponto como vértice
comum a dois lados iguais. Tendo em conta as simetrias da figura, esta contagem pode ser dividida em 1rés
casos, de acordo com a posicdo do vértice. Esse vértice poderd estar:

Caso 1: num “canto" do quadrado. Por exemplo, o ponto assinalado a vermelho ou os pontos assinalados a
azul na figura.



A tabela seguinte indica as dist@ncias dos restantes pontos da figura ao vértice do canto assinalado. Cada
tfridngulo isbsceles fica definido pela escolha de dois pontos & mesma disténcia do vértice e ndo colineares
com este.

AR
gl

EEEE

10 | v13

Organizando as escolhas pelo comprimento dos lados iguais, hd um tridngulo com lados de comprimento igual
a cada um dos seguintes valores : 1 (primeira figura); 2 e V5 (segunda figura); 3, /10 e v/ 13 (terceira figura).

ke g

Como hda quatro cantos para este vértice, hd 6 x 4 = 24 tringulos isdsceles.

Caso 2: entre dois cantos do quadrado. Por exemplo, o ponto assinalado a vermelho ou os pontos assinalados
a azul na figura.

A tabela seguinte indica as dist@ncias dos restantes pontos da figura ao vértice assinalado a vermelho.

SRE

SIRE
AR

V10 [ 3] V10 | V13

Organizando as escolhas pelo comprimento dos lados iguais, hd dois fridngulos com lados de comprimento
igual a 1 (primeira figura), um friGngulo com dois lados iguais a V2 e outro com dois lados iguais a 2 (segunda

figura).
AZAS Z§7.

Depois hd trés tridngulos com dois lados de comprimento igual a \/5 (primeira figura) e um fringulo com dois
lados iguais a v/ 10 (segunda figura).

Portanto, como hd oito vértices vermelhos possiveis e para cada um hd oito tringulos isdsceles, hd, neste caso,
8 X 8 = 64 tringulos.

Caso 3: no “meio" do quadrado. Por exemplo, o ponto assinalado a vermelho ou os pontos assinalados a azul
na figura.



A tabela seguinte indica as distdncias dos restantes pontos da figura ao vértice assinalaodo a vermelho.

V2
1
V2
V5

VARG
1] 2
VARG
VARG

o~ o]

Organizando as escolhas pelo comprimento dos lados iguais, hd quatro friingulos com lados de comprimento
igual a 1 (primeira figura), quatro tringulos com dois lados iguais a \/5 (segunda figura) e um tridngulo com
dois lados iguais a 2 (terceira figura).

Para cada um dos vértices do centro do quadrado hd 15 tridngulos isdsceles, logo hd 4 x 15 = 60 triangulos
isbsceles neste caso.

Pelas figuras e pela andlise dos comprimentos dos lados dos tridngulos, observa-se que ndo hd tridngulos
equilateros nesta lista e, por isso, ndo ha repeticdes na contagem.

Portanto, h& no total 24 + 64 + 60 = 148 tridngulos isbsceles.

. Sem perda de generalidade, vamos supor que a > b. Dividindo ambos os membros da expressdo alb! =

a! 4+ b! + ¢! por b! obtemos

| a! c!
pelo que necessariamente ¢ > b. E claro que se a = b = ¢, obtemos a! = 3, mas este nimero néo conduz a
uma solu¢do. Portanto, pelo menos um dos nimeros a, ¢ deve ser estritamente superior a b.

al ¢
Se ambos os nimeros a e ¢ forem estritamente superiores a b, entdo b + 1 divide a!, E e E Como b + 1 ndo
divide 1, n@o podemos ter simultaneamente a > be ¢ > b. ' '
a!
Sea > beb = c, obtemos, por um lado, que a! = - + 2, e portanto ¢ > 2, e, por outro, que ¢ + 1 divide a! e
c!

al
e Como ¢ + 1 ndo divide 2, ndo podemos ter simultaneamente a > b e b = ¢. Concluimos assim que temos

de tera = be ¢ > b, donde se segue que
c!

al =24 —,
a!
c!
e portanto a > 3. Notemos que se ¢ > a + 3, entdo 3 divide — Como 3 também divide a! mas ndo divide 2,
al
conclur:sequea =b<c<a+3. Sec=a+1entdoal =2+ (a+1) =a+ 3eotermoa + 3 é divisivel
por a apenas se a = 3. Neste caso obtemos a solucdo a = b = 3 e ¢ = 4 daigualdade a!b! = a! + b! + ¢!.

Por outro lado, se ¢ = a + 2, entdo a! = 2+ (a + 1)(a + 2) = a® + 3a + 4. Como a! & divisivel por a, o
segundo membro desta igualdade também é divisivel por a, o que implica que a divide 4. Como a > 3, temos
que a = 4 e este nUmero ndo conduz a uma solugdo.

Concluimos que a Unica solu¢cdo do problema é o triplo (3, 3, 4).
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Cada questdo vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos.
Nao é permitido o uso de calculadoras.

1. Num quadrado de lado 10 cm, unem-se os vértices aos pontos médios dos lados opostos, como representado
na figura. Quanto mede a drea da regido colorida?

2. Um numero inteiro de cinco algarismos diz-se equilibrado se a soma de quaisquer trés dos seus algarismos &
divisivel por qualguer um dos outros dois. Quantos ndmeros equiliorados existem?

3. O fatorial de um nimero natural n, representado por n!, &€ o produto de todos os inteiros positivos menores ou
iguais a n, ou seja,
I1x2x---x(n—1)xn.

Determina todos os nimeros naturais n tais que & possivel substituir, na expressdo anterior, um ou mais fatores k
por k!, de modo que o resultado seja um quadrado perfeito.
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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

1. Como os triéngulos [ABE] e [C'DA] da figura sdo congruentes, entéio ABE = CDA. Logo os friéngulos

AB
[ABF] e [ADC] tém dois angulos iguais, pelo que sdo semelhantes, com razdo de semelhanga 5"

E

A B C
Pelo Teorema de Pitdgoras, temos @2 = A—02 i C’D2 = 10% + 5% = 125, logo a razdo de semelhanca

5 1
anterior &6 —— = —. Assim,
V125 V5

area|ADC] _ 25 _ 5 em?,

drea[ABF| =
5 5
Portanto, a @rea colorida mede 102 — 8 x 5 = 60 cm?.

2. Nenhum dos algarismos de um ndmero equilibrado pode ser 0. Suponhamos que os algarismos a, b, ¢, d e e de
um ndmero equilibrado estdo ordenados por ordem ndo-decrescente 1 < a < b < ¢ < d < e. Como

d—a=(b+c+d)— (a+ b+ c)édivisivel por e

d—a<d<e
entdo, necessariaomente, d —a = 0. Logoa < b < ¢ < d = a, pelo que
a=b=c=d.

Ou seja, num ndmero equilibrado hd, no méaximo, 2 algarismos distintos sendo que o menor deles aparece pelo
menos 4 vezes. Se os H algarismos forem todos iguais, o nimero € claramente equilibrado e temos 9 nimeros
equilibrados desta forma: 11111, ...,99999. Se os algarismos do nimero forem a, a, a, a € e, coma < e, entdo
o nUmero é equilibrado se e s6 se
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adivideda=a+a+a

advide2a+e=a+a+e a divide e a divide e
- B & { advide2e < o
advidea+2e=a+e+e o e divide 3a
e divide 3a

edivide3da=a+a+a

Assim, o algarismo e tem de ser um mulfiplo de a que divide 3a. De a < e vem que e = 3a e os valores
possiveis para o algarismo a sdo 1, 2 e 3 a que correspondem os valores 3, 6 e 9, respetivamente, para o
algarismo e. Deste modo, concluimos que os nimeros 11113, 22226 e 33339 e todos os que se obtém destes
por permutacdo dos seus algarismos séo 0s nimeros equiliorados com dois algarismos distintos.

Existem, no total, 9 + 15 = 24 nUmeros equilibrados.
. Seja N um numero obtido de n! pela substituicdo de um ou mais fatores k por k!. O nimero N é um quadrado
perfeito se e s6 se na fatorizagcdo de IN em ndmeros primos, o expoente de cada nimero primo é par.

Se n é um nimero primo, entdo, para qualguer nimero IV obtido pela substituicdo de um ou mais fatores & por
k!, o expoente de n na fatorizacéo de N em numeros primos € 1, logo N ndo é um quadrado perfeito.

Se n & um nimero composto, seja N = n! e p o maior nimero primo com expoente impar na decomposicdo
de N em nUmeros primos.

Como n é composto, tem-se p + 1 < n e substituindo o fator p + 1 por (p + 1)!, adiciona-se 1 ao expoente
de p. Logo o expoente de p na nova expressdo € par. Como o expoente de cada primo maior que p ndo é
alterado, se a nova expressdo N ndo for um quadrado perfeito, o maior nimero primo com expoente impar
na decomposicdo de IN em nUmeros primos & inferior a p.

Repetindo sucessivamente este procedimento, eventualmente todos os expoentes ficam pares, obtendo-se
um quadrado perfeito.

Portanto os naturais 1 nas condicées do enunciado sdo 0s nimeros compostos.
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Cada questdo vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos.
Nao é permitido o uso de calculadoras.

4, Num tabuleiro com 3 colunas e 4 linhas, cada um dos 12 quadrados vai ser pintado de verde ou de branco. Na
primeira e na Ultima linha, o nimero de quadrados pintados de verde tem de serigual. Além disso, na primeira
e na Ultima coluna, o nUmero de quadrados pintados de verde fambém tem de ser igual. De quantas maneiras
diferentes é possivel pintar o tabuleiro?

5. Seja [ABC] um triangulo acutangulo e I' a sua circunferéncia circunscrita. Seja D o ponto da reta AB tal que
A é o ponto médio do segmento [DB] e P o ponto de interse¢do de C'D com I'. Os pontos W e L estdo nos

I~/ /N

arcos menores BC e AB, respetivamente, e sdo tais que BW=LA=AP. Asretas LC e AW intersetam-se
em (). Mostra que LQ = BQ.

6. Uma rede de metro com n > 2 estacdes, onde cada estacdo estd ligada a cada uma das restantes por uma
linha de sentido Unico, diz-se dispersa se existirem duas estacdes A e B tais que ndo é possivel irde A a B
através da rede.

Se uma rede é dispersa, mas for possivel escolher uma estacdo A e inverter o sentido de todas as linhas de e
para A de modo a que a nova rede ja ndo seja dispersa, diz-se que a rede & corrigivel.

Indica todos os inteiros . para os quais existe uma rede com n estacoes, dispersa e ndo corrigivel.

spm



OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
www.olimpiadas.spm.pt ———

XXXVII OPM - Final - 2° Dia - 06.04.2019 - Categoria B - 10°/12° anos Durag&o: 3 horas
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Sugestdes para a resolucdo dos problemas

4. Vamos dividir as maneiras de pintar a primeira linha em dois casos: ou hd mais casas pintfadas de branco ou
h& mais casas pintadas de verde. O nUmero de maneiras de pintar o tabuleiro € igual em cada caso. Por isso,
vamos contar as maneiras de pintar o tabuleiro em que na primeira linha hd zero ou um quadrados verdes.

(a) Se depois de pintarmos a primeira e a Glitima linha, o nimero de quadrados verdes da primeira e da dltima
coluna também for igual, entdo hd 4 maneiras de pintar a primeira e a Ultima linha.

| | || | |

| | || | |

Para cada um destes casos, ha seis maneiras diferentes de pintar os dois quadrados restantes da primeira
coluna e os dois quadrados restantes da Ultima coluna: todos de verde, todos de branco e quatro
maneiras de pintar um quadrado na primeira € um quadrado na dltima coluna de cada cor. H& assim
4 x 6 = 24 maneiras de colorir o bordo do tabuleiro nestas condigoes.

(b) Se depois de pintarmos a primeira e a Gltima linha, o nGmero de quadrados verdes na primeira e na Ulfima
coluna diferem em uma unidade, entdo hd 4 maneiras de pintar a primeira e a Ultima linha. Estas quatro
maneiras correspondem a pintar um dos cantos do tabuleiro e o quadrado central da linha oposta de
verde, e os restantes quadrados da primeira e da Ultima linha de branco. Para cada um destes casos, ha
quatro maneiras diferentes de pintar os dois quadrados restantes da primeira coluna e os dois quadrados
restantes da Ulfima coluna. A figura mostra essas quatro manieras quando o canto superior esquerdo esta
pintado de verde. Temos assim 4 X 4 = 16 maneiras de colorir o bordo do tabuleiro nestas condicées.

(c) Se depois de pintarmos a primeira e a Ultima linha, o nimero de quadrados verdes na primeira e na Ultima
coluna diferem em duas unidades, entéo hd apenas duas maneiras de pintar a primeira e a dltima linha:
pintar dois cantos do mesmo lado de verde. Em cada um destes dois casos, sé existe uma maneira de
pintar os quadrados centrais da primeira e da dltima coluna.

Os dois quadrados centrais do tabuleiro podem ser pintados de verde ou de branco livremente. Portanto, cada
coloracdo dos restantes quadrados corresponde a quatro maneiras diferentes de pintar o tabuleiro.

Finalmente, podemos concluir que hd 4 x 2 x (24 + 16 + 2) = 336 maneiras diferentes de pintar o tabuleiro.
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5. De WCQ =WCB+BCQ =LCA+ BCL =BCAe CWQ = CWA = CBA. obtemos a semelhanca
de tfriGngulos

(WCQ] ~ [BCA].

A\Z/B

L

Em particular, . X
WQC = BAC.

De DCA = PCA=ACL = ACQe AQC =180 — WQC = 180 — BAC = DAC obtemos a semelhanca
de tri@ngulos

[DAC] ~ [AQC] .

Destas duas semelhangas de tringulos podemos concluir que

oW BR -

QW _Gc _ae _BA_

QA QA DA DA
QC AC

Assim, QA = QW e Q & o ponto médio de [AW]. De BW=LA vem que [ALBW| & um trapézio isdsceles.
Uma vez que as mediatrizes dos lados paralelos de um trapézio isdsceles coincidem, temos que

LQ = BQ.

6. Usaremos a notacédo A > B para indicar que existe uma linha de A para B e a notacédo A > B se existir
um caminho de A para B atfravés darede. Se A1 > Ag > --- > A > Ay, dizemos que (Aq, ..., Ax) éum
ciclo. Dada uma estaca@o A, definimos o bairro de A como o conjunto das estacdes B taisque A > B > A
(incluindo A). Note-se que se B estd no bairro de A, entdo A estd no bairro de B.

Consideremos uma rede dispersa e ndo corrigivel, com n estagcdes. Como a rede é dispersa, tem mais do que
um bairro. Sejom A > B estacdes em bairros diferentes. Se C' estd no bairro de A e D estd no bairro de B,
entdo C > D, pois em caso contrdrio teriamos A > B > D > C > A, pelo que A e B estariam no mesmo
bairro.
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Suponhamos que a rede tem 3 estacdes A, B e C em bairros diferentes, com A > B. Entao C > A > B,
A>C > BouA > B > C. Suponhamos, sem perda de generalidade, que & o Ultimo caso. Entdo A > C,
pois em caso contrdrio, seria A > B > C > A, logo A, B e C estariam no mesmo bairro. Assim, existem
estacoes A e C' tais que, para qualguer estacdo B de outro bairro, se tem A > B > (C'. Entd@o, invertendo as
ligacdes de e para B, obtém-se uma rede talque A > C > B > A e, para qualquer outra estacdo D se tem
A> D> C > B > A Deste modo, arede seria corrigivel.

Concluimos assim que uma rede dispersa e ndo corrigivel tem exatamente dois bairros. Suponhamos que um
desses bairros tem 4 ou mais estacdes. Como, dadas duas estacdes A e B nesse bairro se tem A > B > A,
entdo existe, nesse bairro, um ciclo (Al, cee ,Ak). Suponhamos que o ciclo passa por todas as estacdes do
bairro. Entdo, se Ax_1 > A1, (A1,..., Agx_1) éumciclo; se A1 > Ap_1, (A1, Ax_1, Ax) € um ciclo. Portanto,
em qualquer caso, existe nesse bairro um ciclo que Ndo passa por todas as estacdes do bairro.

Dado um ciclo (Al, e ,Ak) num bairro que ndo passe por todas as estacdes, se existe uma estacdo B
nesse bairro tal que A; > B > Aj, entdo existe um i tal que A; > B > A;1q (ou Ay, > B > Ajp.
Assim, (A1,...,A;, B, Aiy1,...,Ax) & um ciclo com mais uma estacdo. Se ndo existir tal estagdo, entdo
existem estacoes B e C nesse bairro tal que A; > B > C > Aj para quaisquer 1 < 7,7 < k. Assim,
(A1,...,Ax_1, B,C) & um ciclo com mais uma estacdo.

Concluimos assim que podemos juntar uma estacdo a cada ciclo, pelo que existe um ciclo (Al7 RN Ak) que
passa por todas as estacdes de um bairro, exceto uma, digamos B. Suponhamos, sem perda de generalidade,
que para cada estagdo C' do outro bairro, se tem B > C' e seja i talque A;41 > B > A; (cu A1 > B > Ap).
Invertendo as ligagdes de e para B, obtém-se uma rede talque B > A;41 > --- > A; > C' > B, logo na
nova rede s6 hd um bairro, ou seja, a rede é corrigivel.

Deste modo, se uma rede é dispersa e ndo corrigivel, tem exatamente dois bairros, cada um com menos de 4
estacodes, isto &, cada um com 1 ou 3 estagdes. Logon = 2, n = 4 oun = 6. Para cada um destes valores,
existe uma rede dispersa e ndo corrigivel: para n = 2, consideremos a rede {A, B} comA > B;paran = 4
consideremos a rede { A1, Ay, A3, B} com o ciclo (A1, As, A3) e cada A; > B; paran = 6 consideremos a
rede {A1, Az, A3, Bi, By, B3} com os ciclos (A1, Aa, A3), (B1, B, B3) e cada A; > Bj.
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45%

303:3=101
15-10=5

2,4x3=1,2

Tem atencao: Duracao: 1 hora

e Lé todas as perguntas com muito cuidado.

e Nao apagues as contas, os esquemas e os desenhos que utilizares nas tuas respostas.

e Se acabares antes do tempo previsto, deveras aproveitar para rever a tua prova.

Bom trabalho e diverte-te!

Nome do aluno:

Pontuacao:




1. A Mati construiu este puzzle com as pecas

A, B, C, D, E e F abaixo indicadas.

Vv

)

b 4

A B C D E F

Coloca as pecas pela ordem correta de modo a formar um puzzle igual ao da Mati.

A primeira peca ja esta colocada.

2. Os Quadraddides N tomam formas muito estranhas mas seguem sempre a regra:

A soma dos vértices de cada um dos seus
quadrados da sempre o mesmo nimero N.

Eo que acontece com o Quadradodide 17 e com o Quadraddide 21.

Quadraddéide 17

Completa o Quadradoide 20.

Quadradoéide 20



3. Na festa da turma do Jonas ha chocolates e chupa-chupas.

e A turma tem 20 alunos.
e Dez gostam de chocolates.
e Doze gostam de chupa-chupas.

e Todos gostam de uma destas guloseimas.

Quantos alunos é que gostam das duas guloseimas?

Resposta:

O recreio da escola da Zé esta dividido
em quatro campos de jogos retangulares
iguais, como se indica na figura. O lado
maior de cada campo mede 60 metros.

Qual é o comprimento do muro que esta a
volta do recreio?

Resposta:



5. O Jonas e o irmao mais novo construiram um robo
com pecgas de Lego. Todos os dias o Jonas colo-
cava trés pecas e o irmao colocava duas. Quando

terminaram, o rob6 tinha no total 100 pecas.

Quantas pecas colocou cada um?

Resposta:

6. Quatro amigos vao ao cinema duas vezes por meés e
comem sempre um pacote de pipocas cada um. Se
nao comessem pipocas, os quatro amigos podiam ir ao

cinema trés vezes por mes.

Sabendo que cada pacote de pipocas custa 3 €,

descobre o preco de cada bilhete de cinema. i'-------—-""

.
-
N -

Resposta:




Mini-Olimpiadas

Ano Letivo 2019/2020
12 Ciclo do Ensino Basico
32 ano

Critérios de Classificacao

Cotagoes

1- 10 pontos
2- 10 pontos
3- 10 pontos
4- 10 pontos
5- 10 pontos
6- 10 pontos

Total: 60 pontos



Critérios de Classificacao

e Se surgirem resolucgoes diferentes das apresentadas, a classificagao ficara ao
critério do professor corretor.

e Devem ser valorizados os raciocinios corretos (atribuindo classificagoes par-
ciais) em detrimento dos célculos efetuados.

Exercicio 1

Solucao: F C€C B A E D 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as cotagoes parciais (ndo acu-

muldveis) seguintes.

Coloca quatro pecgas na posicao correta 7 pontos
Coloca trés pegas na posicao correta 5 pontos
Coloca duas pecas na posicao correta 3 pontos
Coloca uma peca na posicao correta 1 ponto

Exercicio 2

Solucgao:

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta, devem ser atribuidas as cotagoes parciais (nao acu-

muldveis) seguintes.



Preenche um ou mais circulos obtendo apenas um quadrado que some 20. Por exemplo

4 pontos

Preenche dois ou mais circulos obtendo dois ou trés quadrados que somem 20. Por

exemplo

ou
7 pontos

Exercicio 3

Solugao: H& dois alunos que gostam das duas guloseimas. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotacao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotacoes de trés propostas de resolucao.



Proposta de resolugao 1:

Efetua o célculo

10 412 = 22

Efetua o célculo

22-20 =2

Proposta de resolugao 2:

Efetua o calculo

20—-10=10

Efetua o calculo

12 -10=2

Proposta de resolucao 3:

5 pontos

5 pontos

5 pontos

5 pontos

Apresenta a tabela ou o diagrama de Venn seguintes e conclui que ha dois alunos que

gostam das duas guloseimas

aluno 1 chocolate

aluno 2 chocolate

aluno 3 chocolate

aluno 4 chocolate

aluno 5 chocolate

aluno 6 chocolate

aluno 7 chocolate

aluno 8 chocolate

aluno 9 chocolate | chupa-chupa
aluno 10 | chocolate | chupa-chupa
aluno 11 chupa-chupa
aluno 12 chupa-chupa
aluno 13 chupa-chupa
aluno 14 chupa-chupa
aluno 15 chupa-chupa
aluno 16 chupa-chupa
aluno 17 chupa-chupa
aluno 18 chupa-chupa
aluno 19 chupa-chupa
aluno 20 chupa-chupa

ou

10

12

10 pontos



Pode atribuir-se ainda a cotagao parcial (ndo acumuldvel com as anteriores) seguinte.

Representa as criangas, colocando pelo menos uma guloseima no numero correto de

criancas.
3 pontos
Exercicio 4
Solugao: O muro do recreio mede 480 m. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotacao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotacoes parciais de duas propostas de resolucao.

Proposta de resolugao 1:

Efetua o calculo

8 x 60 =480 m 10 pontos

Proposta de resolugao 2:

Atribui valores aos comprimentos x e y satisfazendo a condicao x + y = 60

5 pontos

Calcula o comprimento do muro usando os valores x e y atribuidos

4x6044xz+4xy =480 m, por exemplo, 4 x 60 +4 x 20 +4 x 40 = 480 m
5 pontos

Devem ser cotados os célculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.



Exercicio 5

Solucgao: O Jonas colocou 60 pecas e o irmao colocou 40. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,

indicam-se, em seguida, as cotacoes parciais de duas propostas de resolucao.

Proposta de resolucgao 1:

Efetua o calculo

100 : 5 =20 6 pontos

Efetua o calculo

20 x 3 =60 2 pontos

Efetua o calculo

20x 2 =40 ou 100 — 60 =40 2 pontos

Proposta de resolugao 2:

Apresenta uma tabela, por exemplo,

Dias 12345 ]6 78 ]9 ]10[11[12][13[14[15]16] 17| 1819 20
Jonas 3] 3] 3] 3 3133 3] 3 33| 3] 3 33 ]3] 3
Irmao 2l 2222222222222 ]2[22]2]2] 2

Total de pegas | 5 | 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50 | 55 | 60 | 65 | 70 | 75 | 80 | 85 | 90 | 95 | 100

e conclui que demoraram 20 dias 6 pontos

Indica o numero de pecas colocadas pelo Jonas 2 pontos

Indica o numero de pecas colocadas pelo irmao 2 pontos



Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se a cotagao parcial (ndo acumulével

com as anteriores) seguinte.

Apresenta parte da tabela anterior ou efetua calculos que indiquem que interpretou

corretamente uma parte do enunciado, por exemplo,

3x5=152x5=10 e 154+10=25 3 pontos

Exercicio 6

Solucao: Cada bilhete de cinema custa 6€. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotacao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotacoes de duas propostas de resolucao.

Proposta de resolugao 1:

Calcula o dinheiro gasto em pipocas
4x3=12€ e 2x12=24€

ou 8x3=24€ 5 pontos

Calcula o preco de cada bilhete

24 :4=06€ 5 pontos

Proposta de resolugao 2:

Calcula o dinheiro que cada um gasta em pipocas

2 x3=06€ 3 pontos

Conclui que cada bilhete custa 6€ 7 pontos



Pode atribuir-se ainda a cotagao parcial (ndo acumuldvel com as anteriores) seguinte.

Calcula o dinheiro gasto em pipocas numa ida ao cinema

4 x 3 = 12€ em pipocas. 3 pontos

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-
mente.
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Tem atencao: Duracao: 1 hora

e Lé todas as perguntas com muito cuidado.

e Nao apagues as contas, os esquemas e os desenhos que utilizares nas tuas respostas.

e Se acabares antes do tempo previsto, deveras aproveitar para rever a tua prova.

Bom trabalho e diverte-te!

Nome do aluno:

Pontuacao:




1. A Mati construiu este puzzle com as pecas

A, B, C, D, E e F abaixo indicadas.

vV

\

h 4

A B C D E F

Coloca as pegas pela ordem correta de modo a formar um puzzle igual ao da Mati.

2. Os Quadraddides N tomam formas muito estranhas mas seguem sempre a regra:

A soma dos vértices de cada um dos seus

quadrados da sempre o mesmo nimero N.

Eo que acontece com o Quadraddide 17 e com o Quadraddide 21.

Quadraddéide 17 Quadradoéide 21

Completa este quadradoéide

e descobre o seu numero.

Quadraddide



3. Na festa da turma do Jonas ha chocolates, gomas e chupa-chupas.

e A turma tem 20 alunos e todos gostam de chocolates.
e Dez alunos gostam de gomas.
e Sete gostam de chupa-chupas.

e Dos alunos que gostam de chupa-chupas,

sO0 dois gostam de gomas.

Quantos alunos é que sé gostam de chocolates?

Resposta:

O recreio da escola da Zé esta dividido
em quatro campos de jogos retangulares
iguais, como se indica na figura. O muro
que esta a volta do recreio tem 480 metros

de comprimento.

Quanto mede o lado maior de cada

campo?

=l

Resposta:



5. Quatro amigos vao ao cinema duas vezes por mes e
comem sempre um pacote de pipocas cada um. Se
nao comessem pipocas, os quatro amigos podiam ir ao

cinema trés vezes por mes.

Sabendo que cada pacote de pipocas custa 3,50 €,

descobre o preco de cada bilhete de cinema.

Resposta:

6. No clube de ténis, a segunda-feira, treinam trés turmas como indica a tabela.

Hora Turma | N° de alunos
16:00-17:00 | Iniciados 9
17:00-18:00 | Juvenis 6
18:00-19:00 | Juniores 5

e As bolas de ténis do clube estao guardadas num saco.

e Em cada aula, as bolas do saco sao distribuidas igualmente

por todos os alunos da turma e nunca sobram bolas.

e O numero de bolas é inferior a 150.

Quantas bolas ha no saco?

Resposta:
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Cotagoes

1- 10 pontos
2- 10 pontos
3- 10 pontos
4- 10 pontos
5- 10 pontos
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Total: 60 pontos



Critérios de Classificacao

e Se surgirem resolugoes diferentes das apresentadas, a classificagao ficara ao

critério do professor corretor.

e Devem ser valorizados os raciocinios corretos (atribuindo classificagoes par-

ciais) em detrimento dos célculos efetuados.

Exercicio 1

Solucgao: F C B A E D 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as cotagoes parciais (nao acu-

mulaveis) seguintes.

Coloca cinco pecas na posi¢ao correta 7 pontos
Coloca quatro pecgas na posicao correta 5 pontos
Coloca trés pecas na posi¢ao correta 3 pontos
Coloca duas pegas na posicao correta 2 pontos
Coloca uma pega na posicao correta 1 ponto

Exercicio 2

Solucao:

S 10 pontos
Quadradéide 20

Caso a resposta nao seja a correta, devem ser atribuidas as cotagoes parciais (nao acu-

muldveis) seguintes.



Preenche apenas o circulo indicado a bold corretamente nao indicando o nimero do

quadraddide

3 pontos
Quadradéide

Preenche os dois circulos corretamente nao indicando o nimero do quadraddide

8 pontos

4 pontos
Quadradéide 20

Atribui um valor errado ao numero do quadraddide e preenche um ou mais circulos de
acordo com o valor atribuido. Por exemplo

ou
Quadraddéide 19 Quadradoéide 18



Exercicio 3

Solugao: Ha cinco alunos que s6 gostam de chocolates. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotacao parcial. Para esse efeito,

indicam-se, em seguida, as cotacoes de trés propostas de resolucao.

Proposta de resolucgao 1:

Efetua o calculo

20 —10=10 ou 20—-7=13 3 pontos

Efetua o calculo

7T—2=05 ou 10—-2=8 3 pontos

Efetua o calculo

10-5=5 ou 13—-8=5 4 pontos

Proposta de resolucao 2:

Apresenta a tabela ou o diagrama de Venn seguintes e conclui que ha cinco alunos que

s6 gostam de chocolates 10 pontos
aluno 1 chocolate gomas
aluno 2 chocolate gomas 20
aluno 3 chocolate gomas ou
aluno 4 chocolate gomas 10 7
aluno 5 chocolate gomas
aluno 6 chocolate gomas
aluno 7 chocolate gomas
aluno 8 chocolate gomas
aluno 9 chocolate gomas | chupa-chupa
aluno 10 chocolate gomas | chupa-chupa
aluno 11 chocolate chupa-chupa
aluno 12 chocolate chupa-chupa
aluno 13 chocolate chupa-chupa
aluno 14 chocolate chupa-chupa
aluno 15 chocolate chupa-chupa
aluno 16 | chocolate
aluno 17 | chocolate
aluno 18 | chocolate 5
aluno 19 | chocolate
aluno 20 | chocolate




Proposta de resolugao 3:

Efetua o célculo

10+7-2=15

Efetua o célculo

20-15=5

6 pontos

4 pontos

Podem atribuir-se ainda as cotagoes parciais (ndo acumuldveis) seguintes.

Representa as criancas, colocando pelo menos uma das guloseimas no niimero correto de

criangas

2 pontos

Representa as criancas, colocando pelo menos duas das guloseimas no niimero correto de

criangas

Exercicio 4

Solucgao: O lado maior do campo mede 60 m.

3 pontos

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,

indicam-se, em seguida, as cotacoes parciais de duas propostas de resolucao.

Proposta de resolugao 1:

Efetua o célculo

480 : 8 =60 m

Proposta de resolugao 2:

10 pontos

Atribui valores aos comprimentos z, y e z satisfazendo a condicao r +y = 2

por exemplo

20

&l

40

5 pontos



Verifica que os valores atribuidos satisfazem as condi¢oes do enunciado efetuando o célculo

4 X (z+y+ z) =480 m, por exemplo, 4 x 60 + 4 x 20 + 4 x 40 = 480 m
5 pontos

Pode atribuir-se ainda a cotagao parcial (ndo acumuldvel com as anteriores) seguinte.

Atribui valores aos comprimentos x, y e z que nao satisfazem a condicao x + y = z, mas
verifica que satisfazem 4 X (z + y + z) = 480 m, por exemplo,

30

4x304+4x40+4 x50 =480 m 5 pontos

40

a0

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.

Exercicio 5

Solugao: Cada bilhete de cinema custa T€. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotacao parcial. Para esse efeito,

indicam-se, em seguida, as cotacoes de duas propostas de resolucao.

Proposta de resolucao 1:

Calcula o dinheiro gasto em pipocas
4x35=14€ e 2x14=28€

ou 8x3,5=28€ 5 pontos

Calcula o prego de cada bilhete

28 .4 =T€ 5 pontos



Proposta de resolugao 2:

Calcula o dinheiro que cada um gasta em pipocas

2x3,b="T€ 3 pontos

Conclui que cada bilhete custa 7€ 7 pontos

Pode atribuir-se ainda a cotagao parcial (ndo acumuldvel com as anteriores) seguinte.

Calcula o dinheiro gasto em pipocas numa ida ao cinema

4 x 3,5 = 14€ em pipocas. 3 pontos

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-
mente.

Exercicio 6

Solucgao: O saco tem 90 bolas.

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotacoes de trés propostas de resolucao.

Proposta de resolucao 1:

Apresenta os multiplos de 9 inferiores a 150

9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90, 99, 108, 117, 126, 135, 144 4 pontos

Indica, dos multiplos de 9 inferiores a 150, os que sao multiplos de 5

45,90, 135 3 pontos

Verifica que 90 é muiltiplo de 6 3 pontos



Proposta de resolugao 2:

Apresenta os numeros inferiores a 150 que sao multiplos de 9 e de 5

45=9x%x5,90=2x9x5el35=3x9x%x5

Verifica que 90 é multiplo de 6

Proposta de resolugao 3:

Observa que o nimero de bolas do saco é multiplo de 9, de 5 e de 6

Calcula o menor niimero nessas condicoes

IXx3x2x5=90

Podem atribuir-se ainda as cotagdes parciais (ndo acumulédveis) seguintes.

Apresenta uma tabela com os multiplos de 5 ou de 6 inferiores a 150

Apresenta apenas alguns multiplos de 5, 6 ou 9 inferiores a 150

Efetua o célculo

9x6x5=270

7 pontos

3 pontos

2 pontos

8 pontos

4 pontos

2 pontos

3 pontos

Devem ser cotados os célculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.



OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
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XXXVIII OPM - 6.11.2019 - Pré-Olimpiadas - 5° ano Duraggo: 2 horas
Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2 e 3. cada opgdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questées 2, 3: 10 pontos cada

1. (@) A Laura recortou um quadrado de lado 10, como o representado na figura,
0o longo da linha assinalada. Qual € a diferenga entre os perimetros das duas
figuras que ela obteve?

A0 B)4 o8 D) 34 E) 52

(b) De seguida, a Laura pegou num reté@ngulo de lados 5 dm e 12 dm e recortou
um tridngulo, tendo obtido a bandeirola da figura. Sabendo que a diagonal
do retédngulo mede 13 dm, qual & o perimetro da bandeirola, em decimetros?

A) 29 B) 34 C)42 D) 55 B) 60

(c) A Laura escreveu as cinco fracoes seguintes. Qual dessas fracdes representa o maior nUmero?

2016 2017 2018 2019 2020
— B) ——— O =—— D) = — ) ———
2015 2016 2017 2018 2019

(d) Qual € o maior nUmero que é possivel escrever utilizando cada um dos nimeros 1, 2 e 3 uma Unica vez e
duas operacdes elementares (4, —, X, : )? Por exemplo, o nimero 4 pode ser escrito como (3 — 1) X 2.

A)6 B 7 o8 D9 B) 10

(e) A Laura desenhou trés linhas num cubo, como na figura. Qual das seguintes
op¢des corresponde A planificacdo do cubo?

- _ -
w11 oA 1] ol AN of of | [/ ]

~ - - - -

. . 3 .
2. Na turma do Jodo hd 28 alunos, que tém todos 9, 10 ou 11 anos. Na turma, 1 dos alunos tém menos de 11

5
anos e ? dos alunos tfém mais de 9 anos. Quantos alunos tém 10 anos?

3. Um grupo de alunos reuniu-se com o professor de artes numa sala para fazer os chapéus para a festa do dia
das bruxas da escola. Na sala ja estavam 23 chapéus feitos e cada aluno fez mais 2 chapéus. De seguida, o
professor dividiu igualmente todos os chapéus pelos alunos e por si proprio. Quantos alunos poderiam estar na

sala? Indica fodas as possibilidades.

spm




OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
www.olimpiadas.spm.pt ———

XXXVIII OPM - 6.11.2019 - Pré-Olimpiadas - 5° ano Questao 1:

Sugestdes para a resolucdo dos problemas By oPcdo correta: 4 pontos
cada op¢do errada: -1 ponto
Questdes 2, 3: 10 pontos cada

1. (o) OpcdoB. (A diferenca entre os perimetros das figuras é (4 +8) — (6 +2) = 4)
(o) OpcdoC. (As diagonais intersetam-se nos pontos médios. O perimetro é 124+-5+12+13/2+413/2)

1 1
30 A. i o1+ ——,...,1
(©) Opcdo (Os miimeros sio 1 + SOTE" + 5015

(d) OpgaoD. (9= (2+1) x 3 e os maiores n°® possiveis obtém-se multiplicando n° maiores que 1)

sendo o primeiro o maior)
(&) OpcdoD. (A, C e E dao origem a linhas separadas; B dd origem a linha @ )

3
2. Aturma tem 28 x 1= 21 alunos com menos de 11 anos, logo fem 28 — 21 = 7 alunos com 11 anos.

5
Por outro lado, a turma tem 28 x - = 20 alunos com mais de 9 anos (ou seja, com 10 e 11 anos).

Portanto, a turma tem 20 — 7 = 13 alunos com 10 anos.

3. Apds distribuirmos 2 chapéus por cada aluno e pelo professor, sobram 21 chapéus. Como estes 21 chapéus
podem ser divididos pelas pessoas presentes, ent@io o nimero de pessoas presentes & um divisor de 21, maior
do que 1.

Os divisores positivos de 21 sdo 1, 3, 7 e 21, logo na sala podiam estar 3, 7 ou 21 pessoas. Assim, podiam estar
na sala 2, 6 ou 20 alunos.

spm



OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA

XXXVIII OPM - 1¢ Eliminatéria - 6.11.2019 - Categoria Janior - 6°/7° anos

Na questdo 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta.
Justifica convenientemente as tuas respostas as questoes 2, 3 e 4.
Nao é permitido o uso de calculadoras.

1.

2. Um quadrado com 27 cm de lado foi dividido em quadrados mais
pequenos, como se representa na figura. Quanto mede a drea
do quadrado colorido?

(a)

)

©

@

O Jod&o pegou num retdngulo de lados 5 dm e 12 dm e recortou um friéngulo,
tendo obtido a bandeirola da figura. Sabendo que a diagonal do retdngulo
mede 13 dm, qual é o perimetro da bandeirola, em decimetros?

A) 29 B) 34 O 42 D) 55

www.olimpiadas.spm.pt ————

Duragdo: 2 horas
Questdo 1:
cada opgdo correta: 4 pontos
cada opg¢do errada: -1 ponto
Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

E) 60

O Jo&o gosta muito de mudltiplos de 5 e, num certo dia, contou todos os multiplos de 5 que existem entre

1 e 2019. Qual foi o nimero que o Jodo obteve?
A) 125 B) 375 C) 376 D) 403

Usando um tabuleiro quadriculado de dimensdo 4 x 6, o Jodo inventou
um jogo que consiste em tragar um caminho desde um canto colorido até
ao canto oposto, s6 usando as casas coloridas e sem repetir casas, como
indicado na figura. Quantos caminhos diferentes pode o Jodo tracar?

A6 B9 ) 12 D) 15

O Jodo tem 23 cubos brancos e 4 coloridos, todos do mesmo tamanho, e
decidiu usd-los para montar um cubo maior de dimensdo 3 X 3 X 3. Na
figura estd uma das montagem que o Jodo fez, em que nenhuma face é
totalmente branca. Qual € o nimero mdéximo de faces totalmente brancas
qgue o Jodo pode obter num destes cubos?

Al B) 2 O3 D)4

E) 404

B) 18

B)5

| Sav

Um grupo de alunos reuniu-se com o professor de artes numa sala para fazer os chapéus para a festa do dia
das bruxas da escola. Na sala ja estavam 23 chapéus feitos e cada aluno fez mais 2 chapéus. De seguida, o
professor dividiu igualmente todos os chapéus pelos alunos e por si proprio. Quantos alunos poderiam estar na
sala? Indica fodas as possibilidades.

4. Num jogo de andebol entre o Avanca e o Boa-Hora havia um ndmero igual de adeptos de cada equipa. No

intervalo, 40% dos adeptos foram lanchar. De entre aqueles que lancharam, 75% eram adeptos do Avanca.
Qual a percentagem de pessoas que assistiram ao jogo que sdo adeptos do Boa-Hora e ndo lancharam?

spm
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XXXVIII OPM - 1¢ Eliminatéria - 6.11.2019 - Categoria Janior - 6°/7° anos

Questdo 1:

Sugestdes para a resolucdo dos problemas EER OP¢ao correta: 4 pontos
cada op¢do errada: -1 ponto

Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) OpgdoC. (As diagonais intersetam-se nos pontos médios. O perimetro é 12+5+12+13/2+13/2)
(b) OpcdoD. (2019 =5 x 403+ 4
(©) OpcdoB. (Ao chegar a 2% casa colorida hd 3 op¢des e cada uma origina 3 caminhos diferentes)

(d) OpcdoD. (A montagem @, com o cubo interior colorido, tem 4 faces brancas)

2. Na figura indicam-se as medidas dos comprimentos dos lados de 9 64 8
cada um dos quadrados mais pequenos. A area do quadrado 9 |
colorido mede 8 x 8 = 64 cm?. |

’ |
9

3. Apos distribuirmos 2 chapéus por cada aluno e pelo professor, sobram 21 chapéus. Como estes 21 chapéus
podem ser divididos pelas pessoas presentes, enté@o o nimero de pessoas presentes & um divisor de 21, maior
do que 1.

Os divisores positivos de 21 séo 1, 3, 7 e 21, logo na sala podiam estar 3, 7 ou 21 pessoas. Assim, podiam estar
na sala 2, 6 ou 20 alunos.

4. Como 75% dos 40% de adeptos que foram lanchar séo do Avanca, podemos concluir que 30% dos adeptos
foram lanchar e sdo do Avanca:

Avanca | Boa-Hora
lanchou 30% ?
ndo lanchou ? ?

Como sabemos existir um ndmero igual de adeptos de cada equipa, a soma das percentagens de cada
coluna tem que ser 50%, e por outro lado, como sabemos que 40% dos adeptos foram lanchar, sabemos que
a soma das percentagens da primeira linha tem que ser 40%. e a soma das percentagens da segunda linha
tem que ser 60%. Esta informacdo é suficiente para completar a tabela acima:

Avanca | Boa-Hora
lanchou 30% 10%
ndo lanchou 20% 40%

Conclui-se assim que 40% dos adeptos sdo do Boa-Hora e ndo lancharam.

spm
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XXXVIII OPM - 2° Eliminatéria - 8.1.2020 - Categoria Junior - 6°/7° anos Duragdo: 2 horas

Questdo 1:
Na questdo 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opgé&o correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questoes 2, 3 e 4. cada opgdo errada: -1 ponto
Nao é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada
1. (@) Nafigura ao lado estd representado um retangulo [ABEF| de lados AB = 6cme F E

AF = 8 cm. Sabendo que 3/4 da érea do ret@ngulo estd pintada, quanto mede

adreade [ACDEF]? D

A) 12 cm? B) 24 cm? C) 48 cm? D) 60 cm? E) 72 cm? A B

(b) O Jodo registou numa folha, por ordem crescente, fodos 0os nUmeros que se escrevem alternando dois
algarismos diferentes, comeg¢ando por 101, 121, . . . e terminando em 2020. Quantos ndmeros registou o
Jodo?

A) 18 B) 81 )90 D) 91 E) 100

(c) Numa loja de doces hd bombons de quatro tipos de chocolate: branco, leite, negro e rubi. O Jodo quer
comprar trés desses bombons. De quantas maneiras diferentes pode fazé-1o?

A) 20 B) 24 C) 32 D) 40 E) 64

(d) Na figura estda representado um dado, em que o nimero fotal de pintas em -
cada par de faces opostas € 7. Qual das opcdes representa o dado da figura? P

() D) B

AL_® B

2. Na semana da Matemdatica, o Professor Pedro afixou na sala de aula uma
tabela igual & da figura, e propds o seguinte desafio: os alunos deveriam
preencher cada um dos cinco quadrados vazios com um ndmero. No final,
a soma dos trés nimeros de cada coluna tferia que ser igual & soma dos trés 3
nUmeros de cada linha e também igual & soma dos trés nimeros de cada
diagonal. Sabendo que os alunos foram bem sucedidos no desafio, de que
forma foi preenchida a tabela?

3. O Euclides foi visitar o Museu de Arte Matemdatica e reparou na obra
representada na figura, a qual é constituida por sete segmentos A
de reta. Ficou infrigado com o facto de estarem assinalados sete AT 48°
angulos, mas apenas quatro das suas amplitudes. Sabendo que as 500 /A\

restantes trés sGo iguais, descobre a sua medida.

4, O Ricardo e a Sara estdo a ouvir as suas muasicas preferidas. Cada uma dura exatamente um minuto e, quando
a Ultima musica de cada um termina, volta ao inicio. Ao fim de 2 horas, o Ricardo e a Sara comegam a ouvir
a0 mesmo fempo as musicas com que tinham iniciado. Qual & o nimero minimo de musicas que, no total, o
Ricardo e a Sara estdo a ouvir?

IO FIYINS

D7

spm
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XXXVIII OPM - 1¢ Eliminatéria - 8.1.2020 - Categoria JUnior - 6°/7° anos

Questdo 1:

Sugestdes para a resolucdo dos problemas EER OP¢ao correta: 4 pontos
cada op¢do errada: -1 ponto

Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) OpcaoD. (Area [ABEF] =48 ¢cm? e drea [BCD] =12 ¢m?)
(o) OpcaoD. (O Jodo registou 9x9 = 81 numeros com 3 algarismos e 10 numeros com 4 algarismos.)

(c) Opgdo A. (Hd 4 escolhas com 1 tipo, 4 x 3 = 12 escolhas com 2 tipos e 4 escolhas com 3 tipos.)

(d) OpcaoD. (O dado da figura pode ser representado das sequintes formas: )

2. A soma dos trés nimeros da primeira linha fem que ser igual & soma dos frés

nUmeros da coluna da direita, ou seja, 6 + % tem que serigual & soma de 13—6 com 6 % &
o nimero gue fica no canto inferior direito. Logo, esse nUmero fem que ser 2. 3 3
Somando os frés nimeros da diagonal j& completa (6, 4 e 2), ficamos a saber 8 16
que a soma dos nimeros de cada linha, de cada coluna, e de cada diagonal 3 4 3
é 12, o que permite preencher o resto da tabela da seguinte forma: os ndmeros 10 20
em falta na primeira e segunda linhas sdo, respetivamente, % e % € 0s numeros ? ? 2
em falta nas primeira e segunda colunas sdo, respetivamente, séo % e %. Ao
lado estd indicada a tabela completa.

3. Sejam «, B, v e § as amplitudes dos quatro dngulos indicados nos
trés fridngulos de cima na figura. Como a amplitude de dngulos ver-
ficalmente opostos € igual, os dngulos indicados nos dois tringulos 48°
de baixo tém as mesmas amplitudes a, 3, v € 4.
Como a soma das amplitudes dos dngulos internos de um tringulo 5 579
é 180°, pode-se concluir que av = 180° — 60° — 47° = 73° e § = .

180° — 57° — 48° = 75°,

Uma vez que os trés tringulos do meio tfém um adngulo com a mesma
amplitude, pode-se concluir que o« + 8 = B+~ = v + 6, donde
a=v=73°e =7§ = T75° Logo a amplitude do dngulo que se
pretende calcular & 180° — 73° — 75° = 32°,

4. Sejam a o nUmero de musicas do Ricardo e b o nimero de musicas da Sara. Ao fim de 120 minutos, as duas
playlists repetem-se pela primeira vez em simulténeo, logo 120 = mmc(a, b). Se a soma a + b for minima entdo
a e b ndo tém fatores em comum, isto &, sGo nimeros primos entre si. Como 120 = 23 x 3 x 5, ha quatro casos
possiveis:
Caso 1: a=23x3x5eb=1(ouvice versa). Neste caso a + b = 121.
Caso2: a =23 x 3eb=>5(ou vice versa). Neste caso a + b = 29.
Caso 3: a =23 x 5eb =3 (ouvice versa). Neste caso a + b = 43.

Caso4: a =23eb =3 x5 (ou vice versa). Neste caso a + b = 23.

Portanto, o nimero minimo de musicas que o Ricardo e a Sara podem estar a ouvir é a + b = 23.

spm
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XXXVIII OPM - Final - 12.09.2020 - Categoria JUnior - 6°/7° anos Duragdo: 3 horas

Questdo 1: 16 pontos

i , T N . Questoes 2, 3 e 4: 8 pontos cada
Justifica convenientemente as fuas respostas e indica os principais calculos. Y P

Na&o é permitido o uso de calculadoras.

1. O Diogo gosta de jogos e desafios matemdticos. Estes sGo os desafios que ele pretende resolver hoje. Podes
gjudd-lo a encontrar as solugdes?

(a) O Diogo tem cinco cartas diferentes, cada uma com uma das letras A, B, C, D ou E. Inicialmente as
cartas estavam por ordem alfabética. No primeiro movimento, o Diogo passou a carta do meio para o
inicio, ficando com a sequéncia CABDE e, no segundo movimento, passou a carta do final para o meio,
ficando com CAEBD. De seguida repetiu sucessivamente os dois primeiros movimentos. No final de 2020
movimentos, qual foi a carta que ficou no inicio?

A) Letra A B) Letra B C) LetraC D) Letra D E) Letra E

(b) Quantos nimeros entre 1 e 2020 tém o produto dos seus algarismos igual a 12?
A) 30 B) 34 o) 37 D) 40 E) 42

(©) O hexagono regular da figura tem 36 cm? de érea. O Diogo pintou de azul um
poligono com todos os lados paralelos alados do hexédgono e usando como vértices
frés vértices do hexdgono, seis pontos médios de lados do hexdgono e trés pontos
interiores do hexdgono, como indicado na figura. Quanto mede a area desse
poligono azul, em cm??

A) 27 B) 28 29 D) 30 E) 32

(d) No elevador do prédio do Diogo cabem 68 caixas grandes ou 102 caixas pequenas. O Diogo colocou
no elevador 42 caixas pequenas. Quantas caixas grandes ainda pode colocar?

A) 34 B) 36 ) 40 D) 42 B) 60
C
2. Na figura ao lado, O & o centro da semicircunferéncia e os angulos OBC' e
AOD medem 50° e 30°, respetivamente. Determina BC A.
D
B 50 30° A

@)

3. O Alvaro tem o hdbito de dizer mentiras durante dois dias consecutivos e, de seguida, dizer a verdade durante
cinco dias consecutivos, repetindo isto todas as semanas. O Bruno e o César tém o mesmo hdbito, mas mentem
em dias diferentes, de modo que em nenhum dia da semana hd dois amigos a mentir.

Numa terca-feira, o Alvaro afirmou: "Onfem menti' e na quarta-feira o Bruno também disse: "Ontem menti".
Qual é o dia da semana em que tfodos os amigos dizem a verdade?

4. A Joana tem um telemdvel que, quando ndo é utilizado, demora 2 horas a carregar totalmente a sua bateria.
Quando estd a carregar e a ser usado em simult@neo, o telemdvel da Joana gasta 40% da energia que recebe.

A Joana chegou a casa &s 18h00 com a bateria do telemdvel completamente gasta e as 20h30 tem de sair
novamente. Durante quanto fempo, no maximo, pode a Joana usar o telemdvel, garantindo que a bateria
fica totalmente carregada quando sair de casa?
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Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2, 3 e 4: 8 pontos cada

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. (@) Analisem-se as sequéncias obtidas nos primeiros movimentos realizados

ABCDE — CABDE — CAEBD — ECABD — ECDAB — DECAB — DEBCA — BDECA — BDAEC
— ABDEC — ABCDE

Ao fim de 10 movimentos, repete-se a sequéncia inicial. Como 2020 = 10 x 202, a carta que ficou no
inicio apds 2020 movimentos foi a carta com a letra A,

Opcdo correta: E)

(b) O numero ndo pode ter apenas um algarismo. Com dois algarismos, eles tém de ser 2, 6 ou 3, 4. H& quatro
ndmeros com dois algarismos que verificam o pretendido (26, 62, 34, 43). Com trés algarismos, estes tém
deserl,2,60ul, 3, 40u2, 2, 3. Nos dois primeiros casos hd 3 x 2 = 6 nimeros (trés possibilidades para
a escolha do primeiro algarismo e duas possibilidades para a escolha do segundo) e no terceiro caso
apenas trés nimeros (escolher a posicdo do nimero 3). Portanto, com trés algarismos hd 15 ndmeros que
verificam o pretendido.

Com quatro algarismos, estes tétm deser 1, 1,2, 6 ou 1,1, 3,4 0u 1, 2, 2, 3. Em todos estes casos o
primeiro algarismo tem de ser 1, caso contrdrio o nimero seria maior que 2020. Nos dois primeiros casos,
temos trés possibilidades para o segundo algarismo e duas para o terceiro, logo hd 6 nimeros possiveis
em cada. Com os algarismos 1, 2, 2, 3, o primeiro serd 1, e depois hd trés possibilidades para colocar o 3
(os restantes algarismos sdo 2). Portanto, com quatro algarismos hd 6 4+ 6 + 3 = 15 possibilidades.

No total hé 15 4+ 15 4+ 4 = 34 ndmeros que verificam o pretendido.
Opcdo correta: B)

(c) Dividindo o hexadgono em losangos, do modo indicado na figura, a édrea de
cada losango mede % =3cm? O poligono azul ocupa 9 losangos, Iogo a

sua Grea mede 9 x 3 = 27 cm?.
Opcdo correta: A)

(d) O elevador ainda poderia levar 60 caixas pequenas, ou seja a parte do elevador vazia é representada
pela fracdo % . Sendo assim, queremos que esta parte seja ocupada por caixas grandes. Se x for o
ndmero de caixas grandes, a parte do elevador ocupada por x caixas grandes é 5—8. Igualando estas

duas expressdes, fem-se
T 60 _ 60 x 68

= = T =
68 102~ C T T 102
O Diogo ainda pode colocar 40 caixas grandes.

<— x =140

Opcdo correta: C)
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2. Sendo O o centro da semicircunferéncia, observa-se que [0 D] e [O A] s&o raios da mesma semicircunferéncia

R R 180° — o
e por isso o friangulo [AO D] é isésceles. Assim, OAD = ADO = M = 75° e, portanto,

BCA =180° — (50° + 75°) = 55°.

3. Se &s quartas-feiras o Bruno dissesse a verdade, entdo as tercas-feiras mentiria. Como o Bruno mente em dois
dias consecutivos, entdo as segundas-feiras também mentiria.

Como em nenhum dia hé dois amigos a mentir, ent@o, &s tercas-feiras, o Alvaro diria a verdade. Logo, s
segundas-feiras, o Alvaro mentiria. Portanto, as segundas-feiras haveria dois amigos a mentir, 0 que sabemos
que ndo acontece.

Assim, concluimos que o Bruno mente as quartas e quintas-feiras. Se ds tercas-feiras o Alvaro mentisse, entdo
&s segundas-feiras diria a verdade. Como o Alvaro mente em dois dias consecutivos, entdo as quartas-feiras
também mentiria. Portanto, &s quartas-feiras haveria dois amigos a mentir, o que sabemos que ndo acontece.

Assim, concluimos que o Alvaro mente aos domingos e &s segundas-feiras. Finalmente, como o César mente
em dois dias seguidos, que sdo diferentes dos dias em que o Alvaro e o Bruno mentem, concluimos que o César
mente as sextas-feiras e aos sabados.

Portanto, todos os amigos dizem a verdade ds tercas-feiras.

4. A Joanatem 2h30m = 2, 5 horas para carregar totalmente a bateria do telemdbvel.

Se ndo utilizasse o telembdvel, a bateria ficaria completamente carregada em 2 horas e, ao fim de uma hora,
teria apenas metade (50%) da bateria carregada. Por isso, ao fim de x horas (z < 2) de caregamento sem
utilizacao, a Joana teria £.50% de bateria carregada.

Por outro lado, se carregasse e utilizasse em simulténeo o telemédvel durante 2 horas, entdo ficaria apenas com
60% da bateria carregada. Se carregasse e utilizasse em simulténeo o telemével durante uma hora, apenas
ficaria com 30% da bateria carregada. Por isso, ao fim de x horas de carregamento e utilizacdo simulténeos,
o telemovel ficaria com 2.30% de bateria carregada.

Assim, se a Joana quer a bateria completamente carregada ao fim de 2h30m utilizando o telemébvel durante
2 horas (e, portanto, ndo utilizando durante 2,5 — x horas), entdo

0,3.240,5(2,5 —2) =1 (ou 30%z + 50%(2,5 — ) = 100%)

ouseja, 0,2 x x = 0,25, logo x = 1,25 horas = 75 mins.

Assim, a Joana pode utilizar o telemdvel durante 75 mins.
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XXXVIII OPM - 1° Eliminatéria - 6.11.2019 - Categoria A - 8°/9° anos Duragdo: 2 horas
Questdo 1:
Na questdo 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcao correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questoes 2, 3 e 4. cada opgdo errada: -1 ponto
Nao é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (a) O Jodo tem 23 cubos brancos e 4 coloridos, todos do mesmo tamanho, e
decidiu usd-los para montar um cubo maior de dimensdo 3 X 3 X 3. Na
figura estd uma das montagem que o Jodo fez, em que nenhuma face é
tfotalmente branca. Qual € o nimero méximo de faces totalmente brancas
que o Jodo pode obter num destes cubos?

A1l B) 2 O3 D) 4 B)5

(b) O Jodo quer escrever nUmeros nos seis circulos da figura, cumprindo a
seguinte regra: o nUmero de cada circulo € a soma dos nimeros que estdo
nos dois circulos que lhe focam. O Jodo comecgou por escrever o nUmero
2019. Que numero deve o Jodo escrever no circulo oposto?

A —2019 B)O C) 2019 D) ndo é possivel cumprir a  E) € possivel cumprir aregra
regra com nenhumndmero  com qualquer numero

(c) O Jodo convidou alguns amigos para a sua festa de aniversdrio. Ele queria comprar um chocolate, que
custava 2 €, para cada amigo. Apercebeu-se que ndo tinha dinheiro suficiente: faltavam-lhe 5, 50 €.
Por isso, comprou um gelado para cada um, gue apenas custava 1, 50 € cada, tendo sobrado 5, 50 €.
Quantos amigos convidou o Jodo para a sua festa?

A) 20 B) 22 O 24 D) 26 E) 28

(d) A figura ao lado é composta por seis tridngulos equildteros € um hexdgono
regular, que estd pintfado. Sabendo que o comprimento dos lados de cada
um dos tridngulos & 2 cm e o comprimento dos lados do hexdgono € 1 cm,
qual é a fragdo da figura que estd pintada?

A 1/2 B)1/3 o 1/4 D)1/5 £)1/6

2. A professora da Luisa pediu-lhe para escrever todos os nUmeros de trés algarismos. Depois disse-lhe para pintar
de amarelo todos os que sdo iguais a 25 vezes a soma dos seus algarismos. Quantos ndmeros pintou a Luisa de
amarelo? Por exemplo, o nimero 328, que ¢ diferente de 25 x (3 + 2 + 8), ndo ficou pintado de amarelo.

3. A Elsa escreveu frés nUmeros inteiros positivos diferentes num papel. De seguida, o José escreveu noutro papel
as somas dos trés pares de ndmeros da Elsa. Por exemplo, se a Elsa fivesse escrito os nimeros 8, 10 e 15, o José
teria escrito os nUmeros 8 + 10 = 18,8 + 15 = 23 e 10 4+ 15 = 25. Sabe-se que:

(a) um dos nimeros da Elsa é o 3;
(b) um dos nimeros do José é o 5;

(c) exatamente um dos nimeros da Elsa é igual a um dos nimeros do José.
Quais sao os trés nimeros que a Elsa pode ter escrito? Indica todas as possibilidades.

4. Um ponto no interior de um quadrilédtero estd unido aos pontos médios dos
quatro lados, como se indica na figura, determinando quatro quadrilateros. As
medidas das dreas de frés desses quadrilateros sdo 23, 13 e 25. Quanto mede

a drea do quarto quadrilatero? h
25
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Questdo 1:
cada op¢do correta: 4 pontos
Sugestoes para a resolucdo dos problemas cada opgéo errada: -1 ponto

Questodes 2, 3, 4: 8 ponfos cada

1. (@) Opc¢doD. (A montagem , com o cubo interior colorido, tem 4 faces brancas)
() Opcao A. (Colocando n na 3% casa, a sequéncia é 2019, 2019 + n, n, —2019, —2019 — n, —n)
(©) OpcdoB. (O Jodo poupou 0,50€ por amigo, num total de 11€.)

(d) OpgaoD. (A drea do hexdgono € igual a 1,5 vezes a drea de cada triangulo)

2. Um maltiplo de 25 termina em 00, 25, 50 ou 75. Se um

ntimero | 25 X soma dos algarismos | amarelo
ndmero de trés algarismos termina em 00, ent&o é igual a ‘ ‘ ‘ ‘

100 vezes a soma dos seus algarismos, e portanto ndo ficou 125 25 x 8 =200 N.ao
pintado de amarelo. A soma dos algarismos de um nimero 150 Eok 6 SEE0 S|~m
de trés algarismos, que seja multiplo de 25, & no mdaximo 175 25 x 13 = 325 N.ao
igual a9+7+5 = 21. Como 25x 21 = 525, e 5+2-+5ndo 225 |25x9=225 Sim
& igual a 21, os nimeros que ficaram pintados de amarelo 250 25 x 7 =175 Nao
s6 podem ser nimeros entre 125 e 475 terminados em 25, 275 25 x 14 = 350 Nao
50 e 75. Ao lado apresenta-se uma tabela para testar os 325 25 10 = 250 Nao
12 ndmeros nessas condigdes. A Luisa pintou de amarelo 350 25 x 8 = 200 N&o
frés nimeros: 150, 225 e 375. 375 25 x 15 =375 Sim

425 25 x 11 = 275 N3o

450 25 X 9 = 225 N3o

475 25 x 16 = 400 N3o

3. Suponhamos que os trés nimeros escritos pela Elsa sdo 3, a e b, com a < b. Entdo os trés nimeros escritos pelo
José sGo 3 + a.3 + bea-+ b Um destes nimeros € 5, pelo que temos trés casos:

e Se 3+ a = 5, entdo a = 2, logo a Elsa escreveu os nimeros 2, 3 e b e o José escreveu os nimeros 5,
2+bed3+b Comob > 2eactElsae oJosétém um ndmero igual, tem que ser b = 5. Neste caso a Elsa
escreveu os nimeros 2, 3 e 5 (e o José escreveu os nUmeros 5, 7 e 8).

e Se3+b=05,entdob = 2,logo a = 1. Neste caso a Elsa escreveu os nmeros 1, 2 e 3 (e 0 José escreveu
os nimeros 3, 4 e ).

e Sea+b=2>5,entdoa = 1eb = 4. Neste caso a Elsa escreveu os niUmeros 1, 3 e 4 (e o José escreveu os
nimeros 4,5 e 7).

Portanto a Elsa escreveu os nimeros {1, 2,3}, {1, 3,4} ou {2, 3,5}.

4. A drea do quarto quadrilatero € igual & soma das areas dos fringulos [PGC] e
[PFC]. Umavezque E, F, G e H sdo ponfos médios dos lados, os tridngulos

e [AEP] e [PEB] e [GCP] e [PGD]
e [BFP] e [PFC] o [DHP]e [PHA]

tém a mesma drea (tém a mesma altura e bases com o mesmo comprimento).
Logo
AredpgAH] + Ared[pgor) = Aredpgpr) + Ar€Q|pG D H|

ouseja, 13+Areapger) = 25+23. Logoadreade [PGCF]é25+23—13 = 35.
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Questdo 1:
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opgdo correta. cada opgdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questoes 2, 3 e 4. cada opgdo errada: -1 ponto
Nao é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada
1. (a) Ao passear no jardim com o seu irmdo Rui, a Luisa descobre, inscrito numa 6 4
arvore, o quadrado indicado na figura. Imediatamente a Luisa preenche os 3
espagos vazios, de modo que a soma dos nimeros em cada linha, em cada 4 16
coluna e em cada diagonal seja sempre a mesma. Qual é essa soma? 3
A 0 B)22/3 C)26/3 D) 12 E)43/3
(b) Mais a frente encontram um senhor que dispunha os algarismos 3, —8, e 5 em 3
fridngulo, como indicado na figura. O senhor precisava saber qual € a soma 3 -8
de todos os nimeros quando terminasse de escrever 2020 linhas continuando 3 _8 5
a seguir o mesmo padrdo. A Luisa explica-lhe que n&o & necessdrio escrever 3 _8 5 3
todos os nUmeros para descobrir a resposta. Qual € a resposta & davida do
senhor?
A) —2692 B) —2689 C) —1343 D)0 B3

(c) Desenhado no chdo, os dois irmaos encontram um retangulo [ABC D] de
lados AD = 6 cm e AB = 8 cm, dividido por segmentos de reta em varias
regides. Ao reparar que a drea da regido [AEF D] media 3/4 da érea do
reténgulo [AEG D], o Rui conseguiu descobrir quanto media a drea da regido
pinfada. Quanto media a drea da regido pintada?

A E B
A) 12 cm? B) 16 cm? C) 18 cm? D) 32 cm? E) 36 cm?

(d) Antes de regressarem a casa, a Luisa propde o seguinte desafio ao Rui:
“Com dois algarismos distintos a e b, ambos diferentes de 0, podes formar dois nimeros ab e ba e calcular

ab 12 36

O quociente b_ Repara que, por exemplo, os quocientes ﬁ e @ sdo iguais. Quantos quocientes
a

diferentes podes obter desta maneira?”

A) 52 B) 54 C) 55 D) 72 B) 381

2. Um nUmero de trés algarismos diz-se lenddrio se o produto do seu algarismo das centenas pelo nimero formado
pelos outros dois algarismos fem uma unidade a menos do que o produto do seu algarismo das dezenas
pelo nimero formado pelos outfros dois algarismos. Por exemplo, o nimero 341 é lenddrio, uma vez que
3 x 41 =4 x 31 — 1. Quais sdo os nUmeros lenddrios de trés algarismos?

3. A Luisa desenhou um retangulo cujos lados mediam 24 cm e 36 cm. Ela pintou o lado maior de vermelho e o
lado menor de amarelo. De seguida pintou de amarelo todos os pontos dentro do retdngulo mais proximos do
lado menor. Quanto mede a area da regido pintada de amarelo?

4, O Jodo colocou 16 copos numa mesa. Uma jogada consiste em virar 3 copos diferentes ao contrdrio (os que
estdo virados para cima ficam virados para baixo e vice-versa). Iniciaimente todos os copos estdo virados para
baixo. Qual & o nUmero minimo de jogadas que o Jodo precisa de efetuar para que os copos fiquem todos
virados para cima?
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Questdo 1:
cada op¢do correta: 4 pontos
Sugestoes para a resolucdo dos problemas cada opgéo errada: -1 ponto
Questodes 2, 3, 4: 8 ponfos cada
X i .14 8 10 20
1. (@) OpcdoD. (Os numeros que faltam sao —, -, —, —,2.)
3373737

() OpcaoC. (Somando por linhas, observa-se que a soma total € 3—5+04+3—5-+0+---+3 = —1343.)
() OpcaoB. (As dreas dos trés triangulos sdo 6 cm?, 2 cm?, 8 cm?.)
(d) OpgdaoB. (Hd 54 pares (a,b) em que a e b sao diferentes e primos entre si.)
2. Sejan = a x 100 + b x 10 4+ ¢ um nUmero lenddrio com algarismo das centenas a, algarismo das dezenas
b e algarismo das unidades ¢. Entdo a x (10b + ¢) +1 = b x (10a + ¢), ou seja, ac + 1 = be, ou ainda,

(b —a) x ¢ = 1. Assim conclui-se que b — a = 1 e ¢ = 1, logo os numeros lenddrios sdo 121, 231, 341, 451,
561,671, 781 e 891.

3. Ao dividirse o retGngulo em quadrados de lado 6 cm, observa-se que a regido pintada de amarelo € composta
por dois tringulos de base 24 e altura 12 cm.

24 cm

36 cm
24 x 12

Assim, a érea da regido pintada de amarelo mede 2 X = 288 cm?.

4, Em 5 ou menos movimentos & possivel virar no méximo 3 x 5 = 15 copos.

No entanto, & possivel virar todos os copos para cima em 6 movimentos. Na figura seguinte sdo indicados esses
movimentos, onde estdo assinalados 0s copos que se invertem:

RYRIRYRAYAYAVATAVAYATATAYATATATA
(W WS RVAVRVAVATAVATATATATATATA
(AN (W W /RVRTRVATAVATAVATATA
ARSI W NIV /RVRTRVAVATATA
(AN WA W NIV W RVAVAVA
LUy yyyyyyyuynuunn
vyyvyyyyvyyyuyyuy
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Questdo 1: 16 pontos

. . .y Questdes 2, 3 e 4: 8 pontos cad
Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos. UESIOes £, 5 @ 4: ¢ ponios cada

Naéo é permitido o uso de calculadoras.

1. (a) Distribuem-se oito fichas numeradas de 1 a 8 por dois montes de modo que nenhuma ficha seja a média
de duas outras fichas do mesmo monte. Qual dos seguintes conjuntos ndo pode estar no mesmo monte?

A {1,2} B){1,7} O {2,4} D) {3,8} B {5,8}

(b) Numa fila de pinheiros, o Goncalo estava ao lado de um dos pinheiros e disse: "Tenho & minha frente o
dobro dos pinheiros que tenho atrds." Depois, 0 Gongalo avangou 15 pinheiros e disse: "Agora tenho &
minha frente um ferco dos pinheiros que tenho atrds." Quantos pinheiros hda nesta fila?

A) 36 B) 37 © 90 D) 180 E) 181

(c) O Gongalo pediu & sua irmd Maria que escolhesse pelo menos dois algarismos entre 1 e 9, distintos,
cujo produto fosse multiplo de 4 mas ndo de 8. De quantas maneiras diferentes a Maria pode fazer essa
escolha?

A) 31 B) 32 C) 48 D) 63 E) 64

(d) Na figura go lado, a drea do triingulo azul & 16 cm? e a drea do retdngulo
azul &€ 8 cm?. Qual é a drea do ret@ngulo maior, em cm??

A) 50 B) 52 O 54 D) 56 E) 58

2. A Joana tem um telemodvel que, quando ndo é utilizado, demora 2 horas a carregar totalmente a sua bateria.
Quando estd@ a carregar e a ser usado em simulténeo, o telemével da Joana gasta 40% da energia que recebe.

A Joana chegou a casa as 18h00 com a bateria do telemdvel completamente gasta e as 20h30 tem de sair
novamente. Durante quanto fempo, no mdaximo, pode a Joana usar o telemdvel, garantindo que a bateria
fica fotalmente carregada quando sair de casa?

3. O Jodo tem um terreno triangular, representado na figura ao lado, cujos lados
medem 5, 5 e 6 metros. O terreno estd dividido em dois friingulos retGngulos:
uma piscina azul e uma drea relvada verde. Qual é a drea da piscina?

4, O Jodo comecou a escrever num quadro os primeiros nimeros inteiros: 1,2, 3. ...

Quando ficou sem espaco, parou, apagou um dos ndmeros e calculou a média dos nimeros que ficaram no
quadro. Sabendo que o Jodo obteve o resultado 40, 75, determina o nimero que o Jodo apagou. Indica
todas as possibilidades.
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Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2, 3 e 4: 8 pontos cada

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. (@) Se asfichas numeradas com 1 e 7 estiverem no primeiro monte, entdo a ficha 4 estd no segundo monte.
Notemos que as fichas 4 e 6 ndo estdo juntas, pois isso implica que as fichas 2, 5 e 8 estejom no outro
monte, e 5 € a média de 2 e 8. Logo a ficha 6 estd no mesmo monte que as fichas 1 e 7.

Como as fichas 6 e 7 estdo no primeiro monte, as fichas 5 e 8 estdo no segundo monte, o que por sua vez
implica que a ficha 2 esteja no primeiro monte com as fichas 1,6 e 7.

S6 falta colocar a ficha 3, que néo pode ir para o primeiro monte por estarem 1& as fichas 1 e 2, nem para
o segundo monte por estarem & as fichas 4 e 5. Logo as fichas 1 e 7 ndo podem estar juntas.

As distribuicoes de fichas 1256/3478, 1458 /2367 e 1368/2457 mostram que os restantes pares podem
estar juntos.

Opcdo correta: B).

(b) Seja x o numero de pinheiros atrds do Gong¢alo no momento inicial e y o nimero de pinheiros & frente
do Gongalo, apds este andar 15 pinheiros para a frente. Entdo tfemos que x + 15 = 3y e 2x — 15 = .
Duplicando a primeira equagdo e subtraindo & segunda, temos 2x — 15 — 2(z + 15) =y — 2 X 3y, 0
que dé y = 9. O numero total de pinheiros € a soma do nimero de pinheiros atrds do Gongalo com o
nUmero de pinheiros & frente do Gongalo com o pinheiro ao lado dele, ou seja, 3y +y + 1 = 37.
Opcdo correta: B).

(c) Notemos que a existéncia ou ndo de ndmeros impares no subconjunto ndo afeta a divisibilidade por 4 ou

8. Olhando para os nimeros pares, 8 ndo pode existir no subconjunto, se 4 existir num conjunto entdo é o
Unico par, e 2 e 6 ou estdo simultaneamente no subconjunto ou ndo estdo de todo.

Se 2 e 6 existirern no subconjunto, qualguer subconjunto de impares pode fambém existir no subconjunto.
Como existem 5 impares no conjunto {1, ... 9}, existem 2% = 32 subconjuntos nestas condicdes.

Se 4 existir no subconjunto, tem que também existir no subconjunto um subconjunto ndo vazio de impares,
para este ter no minimo dois elementos. Como existem 5 impares no conjunto {1, ... 9}, existem 2° — 1 =
31 subconjuntos nestas condicdes.

O numero de subconjuntos nas condicdes do enunciado é 32 + 31 = 63.

Opcdo correta: D).

(d) Seja Rq o retGngulo que completa o tridngulo azul. R tem drea 32
e como R; tem a mesma altura que o reténgulo azul (R»), tem que
ter o quédruplo da largura. Logo, os frilingulos pequenos em cima de
R9 sdo semelhantes do tridngulo azul com razdo 1/4. Logo a drea
destes & de 1 cada. Os tringulos pequenos tém 1/4 da altura de
R4, logo o recténgulo R3 da figura tem um quarto da drea de R;.
8, pois tem a mesmo largura. Logo a drea do recténgulo grande é
16 +16 + 8+ 8 +1 4+ 1 = 50. Opgdo correta: A).
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2. A Joanatem 2h30m = 2,5 horas para carregar totalmente a bateria do telemovel.

Se ndo utilizasse o telemdvel, a bateria ficaria completamente carregada em 2 horas e, ao fim de uma hora,
teria apenas metade (50%) da bateria carregada. Por isso, ao fim de x horas (x < 2) de carregamento sem
utiizacao, a Joana teria 2.50% de bateria carregada.

Por outro lado, se carregasse e utilizasse em simultdneo o telemédvel durante 2 horas, entdo ficaria apenas com
60% da bateria carregada. Se carregasse e utilizasse em simult@neo o telemdvel durante uma hora, apenas
ficaria com 30% da bateria carregada. Por isso, ao fim de x horas de carregamento e utilizacao simulténeos,
o telemovel ficaria com z.30% de bateria carregada.

Assim, se a Joana quer a bateria completamente carregada ao fim de 2hA30m utilizando o telemével durante
x horas (e, portanto, ndo utilizando durante 2,5 — x horas), entéo

0,3.240,52,5—2)=1 (ou 30%z + 50%(2,5 — x) = 100%)

ouseja, 0,2 x x = 0,25, logo x = 1,25 horas = 75 mins.

Assim, a Joana pode utilizar o telemdvel durante 75 mins.

3. Seja I o pé da perpendicular relativa ao lado [AB].

B

A

o

Como o friangulo [ABC] & isésceles, pois CB = CA = 5, tem-se AI = BI = 3. O triangulo [CTA] é
ret@ngulo e o Teorema de Pitdgoras garante que

CI'=CA> - TA* = 42,

ouseja, CT = 4. Pelo critério A A observa-se que os triangulos [C'I B] e [AH B] sdo semelhantes e

ou seja, -
AT _TB _6
4 3 5
h. 2 J— 1
Assim conclui-se que AHzgeHle—;. Portanto C'H:5—€8:ge
. ol == 17 24 84 ,
dreade [CHA| = 2C'H>< A= 5E X =5 m.
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4. Seja n o maior nimero que o Jodo escreveu e k o nUmero que o Jodo apagou.

Como 1 < k£ < n, entdo a média calculada pelo Jodo estd entre a média dos nimeros 1,2, ...,n —lea
média dos nimeros 2, 3, ..., n, ou seja, estd entre n/2 e n/2 + 1. Assim,

n n

— <40.75 < = +1,

2 - -2

ou seja,

79.5 < n < 81.5.

Portanto temos n = 80 oun = 81.

Para n = 80, temos que a soma dos nUmeros do quadro é 40,75 x 79 = 3219, 25, que ndo & um nimero
infeiro.

Paran = 81, temos que a soma dos nimeros do quadro € 40, 75 x 80 = 3260. Como 1+ 2+--- 481 = 3321,
ent@o o nimero apagado é 3321 — 3260 = 61 e esta é a Unica possibilidade.
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XXXVIIIOPM - 1 Eliminatéria - 6.11.2019 - Categoria B- 10°/12° anos Durag&o: 2 horas
Questdo 1:

Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opgéo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questoes 2, 3 e 4. cada opgdo errada: -1 ponto
Nao é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada
1. (@) A figura ao lado & composta por seis fridngulos equildteros e um hexdgono

regular, que estd pintfado. Sabendo que o comprimento dos lados de cada

um dos tridngulos é 2 e o comprimento dos lados do hexdgono € 1, qual é a

fracdo da figura que estd pintada?

A 1/2 B)1/3 C)1/4 D)1/5 B)1/6

(b) O Manuel foi & mercearia comprar magds e peras. Com o dinheiro que tinha, poderia ter comprado 2Kg
de macds ou 3Kg de peras. Ele decidiu comprar a mesma quantidade de cada uma das frutas e gastou
todo o dinheiro. Quantos gramas de cada uma delas comprou?

A) 1000 B) 1100 C) 1200 D) 1400 E) 1800

(©) Uma familia de quatro pessoas vai fazer uma viagem de avido. O avido tem 30 filas com quatro lugares
em cada fila (A, B, C' e D). A familia pediu para gue se sentassem todos na mesma fila, ou em duas
filas consecutivas. Por exemplo, a familia poderia ter ficado com os lugares 18C', 18D, 194 e 19C. De
quantas maneiras diferentes podem ser escolhidos os quatro lugares para a familia?

A) 59 B) 117 C) 515 D) 1074 E) 2002

(d) No quadro da sala de aula do Manuel estédo marcados 10 pontos de uma
circunferéncia. O Manuel quer desenhar uma linha formada por 9 segmentos
de reta com extremidades nesses pontos, sem cruzamentos, como na figura.
De guantas maneiras diferentes é possivel desenhar essa linha?

A) 55 B) 1024 C) 1280 D) 362880 E) 3628800
2. Quais séo os nUmeros de trés algarismos que sdo iguais a 34 vezes a soma dos seus algarismos?
Por exemplo, o numero 436, que € diferente de 34 x (4 + 3 4 6), nGo & um dos desses NUMeros.

3. Num friangulo [ABCY, ret@ngulo em B, o lado [AB] mede 6. Sejam M o ponto médio de [AB] e P o pé da
perpendicular a AC' que passa por M. Sabendo que [PM] mede % determina a distancia de M a C.

C

A M B

4. Num saco estéo berlindes azuis, brancos e castanhos. Sabe-se que:

e existem pelo menos tantos berlindes azuis como metade do nimero de berlindes brancos;
® O nUmero de berlindes azuis € no mdximo um ferco do nimero de berlindes castanhos;

e no fotal, o nimero de berlindes azuis e brancos é maior do que 54.

Qual € o menor nimero possivel de berlindes castanhos no saco?
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XXXVIII OPM - 1¢ Eliminatéria - 6.11.2019 - Categoria B - 10°/12° anos

Questdo 1:
cada op¢do correta: 4 pontos
Sugestoes para a resolucdo dos problemas cada opgéo errada: -1 ponto

Questodes 2, 3, 4: 8 ponfos cada

1. (@) Opc¢doD. (A drea do hexdgono € igual a 1,5 vezes a drea de cada triangulo)
() Opgdo C. (O Manuel gastou 2/5 do dinheiro em peras e 3/5 do dinheiro em magas)
(c) OpgaoE. (Hd 30 formas de ficarem numa fila e 29 x (4% + 62 + 42) = 1972 de ficarem em duas)
(d) Opgao C. (Ha 10 escolhas para o 1° vértice e 2 para cada um dos sequintes: % = 1280)

2. Qualquer nimero de trés algarismos, abc, se escreve como 100a + 10b + ¢, onde a, b, ¢ sdo algarismos e a # 0.
O numero de trés algarismos, abc, é igual a 34 vezes a soma dos seus algarismos se

100a + 100 + ¢ =34(a + b+ ¢) < 66a —33¢c =24b < 3 X 11(2a — ¢) = 24b.

Como 11 & um numero primo, e ndo € divisor de 24, teria que ser divisor de b, o que é impossivel pois b < 9. Isto
implica que b = 0 = 2a — ¢, e portanto as solugcdes do problema acontecem quando b = 0 e ¢ = 2a. Temos
entdo quatro solugdes: 102, 204, 306 e 408.

3. Solucdo 1: Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo reténgulo [A P M] obtém-se AP = /32 — (%)2 =

V27

OSQTridngqus [ABC] e [AP M] sdo semelhantes porque tém o éngulo em A em comum e um angulo reto, logo
L VN
AB  BC 6 BC
Portanto, CB = 2\/5. Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao triangulo retangulo [BM C] tem-se CM =
32+ (2v3)" = V2L,
Logo, a distancia de M a C & v/21.

Solugdo 2: Como [APC| é um triangulo reténgulo, tem-se

- PM 1
Sind = — = =

AM 2

pelo que A = 30°. Como [ABC] & um triangulo retangulo, tem-se

Y2 —tan A = — =

V3 _BC _BC
3 - AB 6

pelo que BC' = 2v/3. Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo retangulo [BMC] temse CM =
2
32+ (2v3)" = V21
4, Sejam a, b e ¢ os nUmeros de berlindes azuis, brancos e castanhos, respetivamente. Pela primeira condicdo,

sabemos que a > 5 ou seja, b < 2a. Pela terceira condicdo, sabemos que a + b > 54, ou seja, b > 54 — a.

Logo, 54 — a < b < 2a, pelo que 3a > 54. Como a & inteiro, temos a > 19.
c
Pela segunda condigdo, a < 5 ouseja, ¢ > 3a > 57.

Finalmente, se tomarmos a = 19, b = 36 e ¢ = 57, as trés condicdes do enunciado sdo satisfeitas, logo, o
menor ndmero possivel de berlindes castanhos no saco & 57.
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Cada questéo vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.
Né&o é permitido o uso de calculadoras.

1. Quantas sequéncias de inteiros consecutivos existem cuja soma dos seus termos & igual a 100?

2. O ndmero 8437 tem a propriedade de se escrever como soma de um nimero de quatro algarismos ndo nulos
com o nUmero escrito pela ordem inversa, uma vez que 8437 = 3674 + 4763. Quantos nimeros de quatro
algarismos existem com esta propriedade?

3. Considera um paralelogramo [ABC D]. Uma circunferéncia que passa por A inferseta os lados [AB], [AD] e
a diagonal [AC] pela segunda vez nos pontos E, F' e G, respetivamente. A reta F'G inferseta o lado [BC] no
ponto H e areta EG interseta o lado [C'D] em I. Prova que HI é paralelo a E'F.

4. Um professor deu a alguns dos seus alunos um feste com seis questdes cujas respostas eram Verdadeiro ou Falso.
Quando os alunos entregaram os testes, ele reparou que cada par de alunos finha, pelo menos, trés respostas
diferentes (e todos responderam ds seis questdes). Quantos alunos podem, no mdaximo, ter feito o teste?
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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. Se a é o primeiro termo e n > 1 & o nUmero de termos da sequéncia, ent@o a soma dos seus termos &

-1
100:a+(a—|—1)+(a—|—2)—|—---+(a+n—1):an+(1+2+---+(n—1)):an+%,

ouseja, 200/n =2a +n — 1.
Portanto, n & um divisor de 200 = 23 - 52, logo n € {1,2,4, 5,8, 10, 20, 25, 40, 50, 100, 200}.

Note-se que, se n € {2,4,10, 20,50, 100}, entdo 200/n é par e 2a + n — 1 & impar, pelo que ndo & possivel
ter 200/n = 2a + n — 1. Analisem-se as restantes hipdteses para n. Sen = 1,oun = 5, 0oun = 8, ou
n = 25, oun = 40, ou n = 200, entdo da equacdo 200/n = 2a + n — 1 segue-se que a = 100, ou
a =18, oua =9, 0oua = —8, oua = —17, oua = —99, respetivamente. Obtem-se assim as sequéncias
(100), (18,19, 20, 21,22), (9,10,...,16), (-8,—7,...,16), (=17, —60,...,22) e (=99, —98,...,99,100),
pelo que existem 6 sequéncias de inteiros consecutivos cuja soma dos seus termos & igual a 100.

Sejam a, b, ¢, d inteiros positivos. A soma do nimero 1000 - a + 100 - b+ 10 - ¢ + d com o ndmero 1000 - d +
100-c+10-b+ a éigual a

N =1000-(a+d)+110- (b + ¢) + (a + d),

com2<a+d<18e2 < b+ c < 18 Paraque N tenha 4 algarismos & necessdrioque 2 < a+d < 9. Além
disso, note-se que, se b+c¢ < 9entdo 110- (b+c¢) < 990ese 10 < b+c < 18entdo 1100 < 110-(b+¢) < 1980.

Portanto, se 2 < a + d < 8, o nimero N tem 4 algarismos, qualquer que seja a soma b + ¢. Neste caso, hd
7 possibilidades para a soma a + d e 17 possibilidades para a soma b + ¢, perfazendo 7 x 17 = 119 possiveis
nameros IN. Por outro lado, se a + d = 9, entdo para que o nimero N tenha 4 digitos & necessdrio que
2 < b+ ¢ <9. H& entdo neste caso 8 possiveis nimeros V. Assim hd um total de 119 + 8 = 127 ndmeros nas
condi¢coes pretendidas.

No quadrilatero [AEGF] inscrito na circunferéncia referida no enunciado, tem-se EGF = 180" — BAD. O
quadrilatero [C'IG H] também estd inscrito na circunferéncia que passa por G, I, H e C, uma vez que

HGI = EGF =180° — BAD =180 — BCD = 180" — HC'I.

Por serem @ngulos inscritos no mesmo arco, tem-se GHI = GCI e GAE = GE'E. Por serem angulos alternos
internos relativamente &s retas paralelas C'D e AB, tem-se GCI = GAE. Portanto, GHI = GFE logo EF
é paralelaa HI,




4, Sem perda de generalidade, suponhamos que um dos alunos respondeu Falso(F) a todas as questdes. Portanto,
qualguer um dos outros alunos respondeu Verdadeiro(V) a no minimo trés questdes.

Vamos comecgar por provar gue houve, no méaximo, 4 alunos que responderam ao teste com 3V e 3F. Mais
uma vez, sem perda de generalidade, podemos supor que um desses alunos respondeu V' s trés primeiras
questdes, ou seja respondeu VVV FF'F, por esta ordem. Se outro aluno respondeu a trés perguntas com V'
e trés com F’, entdo respondeu V' a uma ou nenhuma das 1rés primeiras questdes. Se algum deles respondeu
FFFVVV e outro respondeu V' a apenas uma das trés primeiras questoes, por exemplo VFFVV F', entdo
estes dois alunos s6 teriam duas respostas diferentes. Pelo que j& foi dito, se dois alunos responderam com 3V
e 3F, as suas respostas sé podem coincidir num V' e logo também sé num F'. Neste caso, um deles respondeu
V' & primeira questdo, outro V' & segunda e outro V' & terceira; e o mesmo com F' nas quarta, quinta e
sexta questdes, ndo necessariamente pela mesma ordem. Temos assim gue no Maximo houve 4 alunos que
responderam com 3V e 3F, porexemplo: VVVFFE, VFFVVF, FVFVFV e FFVFVV,

De seguida vamos provar que houve, no méximo, 3 alunos que responderam com 4V e 2F'. Se dois alunos
responderam deste modo, entdo as duas perguntas a que responderam F' tém que ser diferentes; e portanto
h& no méximo 6 : 2 = 3 alunos que responderam 4V e 2F,

Vamos concluir que houve no mdximo 8 alunos que fizeram o teste. Continuamos com a suposicdo que um
deles respondeu F' a todas as questdes. Se algum respondeu V' a todas as questdes, entdo todos os outros
responderam com 3V e 3F, ou seja haveria no méximo 6 alunos a responder ao teste. Se algum aluno
respondeu I’ a apenas uma questdo, entdo houve no maximo dois alunos que responderam com 4V e 2F,
por um raciocinio idéntico ao que foi usado para mostrar que s pode haver 3 alunos que responderam com
4V e 2F, e os outros terdo que ter respondido com 3V e 3F' . Ou seja, além do aluno que respondeu Falso a
todas as questdes, hd no méximo 4 alunos que responderam com 3V e 3F', e 3 alunos que responderam com
4V e 2F (ouum delescom 5V e 1F).

Finalmente, vamos exibir oito conjuntos de respostas, em que cada par de conjuntos difere em pelo menos trés
respostas, provando assim que o teste poderia ter sido feito por 8 alunos.

6F | F|F|F|F|F|F
VIV|V]|F|F]|F

3V4+3F |V|F | F |V |V ]|F
FIV|IF|V]|F]|V
FIF|VI|IF|V]|V
VIV|F|F|V]|V

AV 4+2F |V|F |V |V ]| F |V
FIV|IV|IV]|V]F

spm




OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
www.olimpiadas.spm.pt ——

XXXVIII OPM - Final - 12.09.2020 - Categoria B - 10°/12° anos Duragdo: 4 horas

Cada questdo vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.
Naéo é permitido o uso de calculadoras.

1. Diz-se que um nUmero inteiro positivo . € BOM, se existe uma permutagdo dos inteiros de 1 an, (a1, ag, ..., an)
tal que, para todo o k, k + a; € um quadrado perfeito. Por exemplo 5 & um nimero BOM, uma vez que a
permutacdo (3,2, 1,5, 4) verifica acondicdo: 1 +3=22,242=223+1=2%44+5=3%e5+4 =32

Descobre todos os nimeros BONS até 12,

2. Num trigngulo [ABC], o éngulo em C' & o dobro do angulo em A. Marca-se um ponto D no lado [AC] de tal
modo que ABD = DBC. Sabendo que AB = 10 e C'D = 3, qual € o comprimento do lado [BC|?

3. Dado um subconjunto de {1, 2,..., n} definimos a sua soma alternada da seguinte forma: ordenamos os ele-
mentos do subconjunto por ordem decrescente e, comeg¢cando com © maior, Somamaos e subtraimos alternado-
mente os nimeros sucessivos. Por exemplo, a soma alternada do conjunto {1, 3,4,6,8} €8—6+4—3+1 = 4.
Determina a soma das somas alternadas de todos os subconjuntos de {1,2,...,10} com um nimero impar
de elementos.

1
4, Determina a soma de todas as fracdes da forma e onde 0 < a < b < 200 s@o nimeros naturais primos entre
a
si tais que a + b > 200.
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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

1. Comecemos por observar que todos os nimeros da forma a’® — 1 séo BONS, uma vez que a permutagdo.
(a2 -1, a? — 2,---,2,1) estd nas condigdes do enunciado do problema. Portanto os nimeros 3 e 8 sdo
nUmeros BONS.

De modo semelhante conseguimos concluir gue se um ndmero ¢ < % & BOM, entdo o nimero a? — (t + 1)
também & um ndmero BOM. Seja (aq, - - - , a¢) uma permutagdo dos nimeros de 1 a t que faz com que t seja
um nmero BOM, ou seja k + aj € um quadrado perfeito. Isto significa que a permutagdo (al, cee Ay, a’ —
(t+1),a% — (t+2),--- ,t+1) também verifica a condicdo do enunciado, e por isso a? — (¢ + 1) & um nimero
BOM. Usando este resultado, concluimosque 5 =9—-3—-1,12=16 -3 —1e 10 = 16 — 5 — 1 sGo ndmeros
BONS.

Nado é dificil verificar que 1 e 2 ndo sdo ndmeros BONS. N&o existe nenhum ndmero a4 menor ou igual do que 4
tal que 4 + a4 seja um quadrado perfeito, portanto 4 também ndo é um nimero BOM,

Se 6 fosse um ndimero BOM, existiria um permutacéo (al, as, -+, a6) tal que 1 4+ a1 e 6 4 ag seriam quadrados
perfeitos. Neste caso a Unica escolha possivel, tanto para a; como para ag, seria o nimero 3, e portanto 6 néo
€ um numero BOM. De igual modo se conclui que 7 ndo € um nimero BOM. Um raciocinio idéntico permite
verificar que o Unico nimero entre 1 e 11 que somado com o nimero 11 dd um quadrado perfeito & o 5, que
também & o Unico nimero entre 1 e 11 que somado com 4 d&d um quadrado perfeito.

Falta apenas verificar se 9 & um nimero BOM. A permutagdo (8,2,6,5,4,3,9,1,7) foz com que 9 seja um
numero BOM.

2. Seja E uma ponto do lado [AB] tal que EDB = BDC. Os tiangulos [BDC]| e[_BDE]LGOEngrue_nTes,
através da relacdo ala, uma vez que ABD = DBC'. Podemos ent@o concluirque EB = BC, ED = DC =
3. e que

BED = BCD =2FEAD. (1)
Por um lado sabemos que DEA+ ADE + EAD = 180°, uma vez que é a soma dos angulos internos do
tfridngulo, e por outro lado também sabemos que DEA = BED = 180°, donde se conclui que
BED = ADE + EAD. (2)
De 1ede 2, vem que 2EAD = ADE + EAD < EAD = ADE, e portanto o triangulo [AE D] & isésceles
com DE = AE.

Finalmente
10=AB=AE+ EB=DE +BC =DC+ BC =3+ BC,

implica que BC = 7.
C




3. A soma alternada do conjunto vazio € igual a 0. Seja n um inteiro maior do que 1. Existem 27=1 subconjuntos
de {17 2,..., n} com um nUdmero impar de elementos. Denotemos o conjunto de todos estes subconjuntos por
1. O conjunto I pode ser dividido em quatro subconjuntos I = I; U I,, U I1,, U I’, onde I é constituido pelos
subconjuntos de I que contém o nimero 1 e ndo contém o nimero n, I,, & constituido pelos subconjuntos de
I que contém o nimero n e ndo contém o numero 1, I1,, & constituido pelos subconjuntos de I que contém
os nimeros 1 e n, e I’ & constituido pelos subconjuntos de I que n&o contém os nimeros 1 e n. Podemos
estabelecer uma correspondéncia bijetiva entre I’ e I1,,, pondo

{a1,a9,...,ar} < {1,a1,az,...,a;,n}.
Além disso, assumindo que a1 < ag < -+ - < ag, @ soma das somas alternadas para cada um destes pares é
(n—ak—l—ak_l—~'+a2—a1+1)+(ak—ak_1+---—a2+a1) =n+1.

Como I’ tem 2"~2 /2 subconjuntos, a soma das somas alternadas de todos estes pares & igual a (n + 1)2773,
De forma andloga, podemos estabelecer uma correspondéncia bijetiva entre I e I,,, pondo

{1,&1,(12, . ,ak} <> {al,ag, . ,ak,n}.
Assumindo que a; < ag < -+ < ag, a soma das somas alternadas para cada um destes pares é
(n—agp+agx—1—--—ag+a1)+(ag —ag—1+---+ax—a+1)=n+1.

Como I3 tem 2"~2 /2 subconjuntos, a soma das somas alternadas de todos estes pares & igual a (n + 1)2773,
Concluimos que a soma das somas alternadas de fodos os subconjuntos de {17 2,..., n} com um ndmero impar
de elementos éigual a (n + 1)2" 73 4+ (n 4+ 1)2"3 = (n +1)2" 2, Fazendon = 10 obtemos 11 - 28 = 2816.

4, Vamos resolver o problema para um inteiro n > 2. Denotemos por P,, o conjunto de todos os pares de inteiros
(a,b) taisque 0 < a < b < n,mdc(a,b) =1ea+b>n,esejaS, asoma

Si= 3 =

(a,b)EPy ab

Se (a,b) € P, entdo (a,b) € P,41 exceto quando a +b = n + 1, e se (a,b) € P,41.entdo (a,b) € P,
exceto quando b = n + 1. Assim, temos S, 11 — S, =T — Q. onde T é a soma de todas as fragdes % com

(a,b) € Int1eb=n+1,e(Q éasomade todas as fragoes % com (a,b) € I, e a+b =n+ 1. Calculemos

T:
1 1 1 1 1
T= Z (n—l—l)a: Z n+1<5+n+1—a>: Z aln+1—a)

1<a<n+1 n+1 n+1
mdc(a,n+1)=1 lSa<™5 lsa<™
mdc(a,n+1)=1 mdc(a,n+1)=1

Calculemos agora ), notando que se (a,b) € P,ea+b=n+1l,entdob=n+1—-aea < "TH uma vez

quen+1=a-+b>2a:

1 1
Q= X Tt~ X amricay

1<a<nfl 1<a<ndl
mdc(a,n+1—a)=1 mdc(a,n+1)=1

onde a Ultima igualdade resulta de se ter que se mdc(z,y) = 1 ent@o mde(y — z,y) = 1.

Concluimos assim que T' = @, ou seja P, = P, 41 pratodo on > 2. Segue-se que Sogg = S = %

Nota: Se a, b sdo inteiros positivos tais que mde(a, b) = 1, entdo mde(a — b,b) = 1.

Prova: Suponhamos que d|b e que d|(a — b). Entdo, existem inteiros j, k tais que b = jd e a — b = kd, pelo
quea=b+kd=(j+k)d ouseja  d|a.Segue-se que mdc(a — b,b) & um divisor de mdc(a,b) = 1,

donde se obtém que mdc(a — b, b) = 1. spm



OLIMPIADAS

PORTUGLUESAS DE MATEMATICA

Mini-Olimpiadas
Ano Letivo 2020,/2021

1° Ciclo do Ensino Basico
32 ano

45%

303:3=101
15-10=5

2,4x3=1,2

Tem atencao: Duracao: 1 hora

e Lé todas as perguntas com muito cuidado.

e Nao apagues as contas, os esquemas e os desenhos que utilizares nas tuas respostas.

e Se acabares antes do tempo previsto, deveras aproveitar para rever a tua prova.

Bom trabalho e diverte-te!

Nome do aluno:

Pontuacao:




1. Para desenhares o labirinto usa as seguintes instrucoes:

At=2lleetTT—=>—=>—=>111B

Cada seta representa um passo do labirinto. Os dois primeiros passos ja foram

desenhados. Completa o desenho do labirinto.

A Mati e o Jonas vao percorrer o labirinto que tu desenhaste. O Jonas parte do

ponto A e a Mati do ponto B. Enquanto a Mati d4 um passo, o Jonas da dois.

Marca com um X o ponto onde se vao encontrar.

2. Num reino imaginado pela Mati, cada princesa tem 7 gatos e cada principe tem

4 caes. O rei contou 29 animais.

No reino ha 2 principes.

Quantas princesas ha?

Resposta:




3. Este ano, na sala de aula da Mati ha apenas quatro alunos na fila da frente: a

Mati, o Jonas, o Zeca e o Chico.

e O Chico nao estda em nenhuma das pontas.
e O rapaz que esta a frente da professora nao é o Jonas.

e O Zeca tem uma rapariga ao seu lado.

Descobre onde estd cada aluno e escreve o seu nome na respetiva mesa.

. .0 .0 .0

| -—
‘ et Nt ‘ gt

| | | ]
Professora

4. O jardim da casa do Zeca esta dividido
em trés quadrados iguais como se indica

na figura. O muro a volta do jardim tem

56 metros de comprimento.

Quanto mede o lado de cada quadrado?

Resposta:




5. A Alice fez bombons de chocolate com recheio de
laranja, morango e cereja. Colocou os bombons
numa caixa pela seguinte ordem: dois de laranja,
um de cereja e dois de morango, repetindo sempre

esta sequéncia.

A Alice conseguiu colocar 48 bombons na caixa.

Quantos bombons de cereja colocou?

Resposta:

6. No dia 26 de dezembro, a Zé comecou a ler o livro que
o avo lhe ofereceu no Natal. Leu todos os dias cinco
paginas como tinha prometido ao avo.

O livro tem 78 paginas. No dia do seu aniversario, antes

de comegar a ler, contou as paginas. Ainda tinha 23

paginas para ler.

Em que dia é que a Zé faz anos?

Resposta:




Mini-Olimpiadas

Ano Letivo 2020/2021
12 Ciclo do Ensino Basico
32 ano

Critérios de Classificacao

Cotagoes

1- 10 pontos
2- 10 pontos
3- 10 pontos
4- 10 pontos
5- 10 pontos
6- 10 pontos

Total: 60 pontos



Critérios de Classificacao

e Se surgirem resolugoes diferentes das apresentadas, a classificagao ficara ao
critério do professor corretor.

e Devem ser valorizados os raciocinios corretos (atribuindo classificagoes par-
ciais) em detrimento dos célculos efetuados.

Exercicio 1

Solucao:

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve ser atribuida cotagao parcial conforme indicado

em seguida.
Para o desenho do labirinto indicam-se as cotagoes parciais seguintes.

Desenha o labirinto corretamente 5 pontos

Se o desenho do labirinto nao for o correto ou nao estiver completo, por cada instrucao

(seta) que tenha sido bem interpretada, deve ser atribuida a cotagao parcial de 0,4 pontos.

As cotagbes parciais para a marcacao do ponto de encontro sao as seguintes (e nao sao

acumulaveis).



Com base no labirinto desenhado, marca corretamente o ponto de encontro 5 pontos

Nao marca corretamente o ponto, mas depreeende-se da resposta apresentada que sabe
o numero de passos que um dos dois tera de dar, efetuando, por exemplo, o seguinte caculo.

15:3=5 4 pontos

Nao marca corretamente o ponto onde se encontram, mas indica o nimero de passos

necessarios para percorrer todo o labirinto 1 ponto

Exercicio 2

Solugao: H4 3 princesas. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotacoes de uma proposta de resolucao.

Proposta de resolugao:

H&a 2 x 4 = 8 caes. 3 pontos
Logo, ha 29 — 8 = 21 gatos. 4 pontos
Portanto hé 21 : 7 = 3 princesas. 3 pontos

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.

Exercicio 3

Solugao: Zeca - Mati - Chico - Jonas 10 pontos

Caso a resposta nao esteja correta, mas evidencie uma interpretagao correta de parte do



enunciado devera ser atribuida a cotagao parcial de 4 pontos.
Exercicio 4
Solucgao: O lado de cada quadrado mede 7 m. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,

indicam-se, em seguida, as cotagoes de uma proposta de resolucao.

Proposta de resolucgao:

Efetua o calculo

56:8 =17 10 pontos
Exercicio 5
Solucgao: Colocou 10 bombons de cereja na caixa. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotacao parcial. Para esse efeito,

indicam-se, em seguida, as cotacoes de duas propostas de resolucao.

Proposta de resolucgao:

s |5

3 9

H& 9 blocos completos de cinco bombons e um bloco imcompleto de trés bombons.

4 pontos
H&4 1 bombom de cereja em cada bloco completo de bombons. 2 pontos
Também ha 1 bombom de cereja no bloco imcompleto de bombons. 1 ponto



H4 9 x 1+ 1 = 10 bombons de cereja na caixa. 3 pontos

Devem ser cotados os célculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.

Exercicio 6

Solugao: A Zé faz anos a 6 de janeiro. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotacoes de uma proposta de resolucao.

Proposta de resolugao:
Calcula o nimero de paginas que ja leu
78 —23 =155 3 pontos

Calcula o numero de dias de leitura

55 :5 =11 3 pontos

Identifica o dia do aniversario apresentando um calendario ou efetuando calculos

264+ 11=37e37—31=6 4 pontos

Caso indique 5 de janeiro como dia do aniversario, da cotacao parcial relativa a identificar

o dia do aniversario devem ser atribuidos apenas 2 pontos.

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.



OLIMPIADAS

PORTUGLUESAS DE MATEMATICA

Mini-Olimpiadas
Ano Letivo 2020,/2021

1° Ciclo do Ensino Basico
4% ano

45%

303:3=101
15-10=5

2,4x3=1,2

Tem atencao: Duracao: 1 hora

e Lé todas as perguntas com muito cuidado.

e Nao apagues as contas, os esquemas e os desenhos que utilizares nas tuas respostas.

e Se acabares antes do tempo previsto, deveras aproveitar para rever a tua prova.

Bom trabalho e diverte-te!

Nome do aluno:

Pontuacao:




1. Para desenhares o labirinto usa as seguintes instrucoes:
At=ll+—«T1TTt=2>—=>=1lll++ ¢« B

Cada seta representa um passo do labirinto. Os dois primeiros passos ja foram

desenhados. Completa o desenho do labirinto.

A Mati e o Jonas vao percorrer o labirinto que tu desenhaste. O Jonas parte do

ponto A e a Mati do ponto B. Enquanto a Mati d4 um passo, o Jonas da dois.

Marca com um X o ponto onde se vao encontrar.

2. Num reino imaginado pela Mati, cada princesa tem 7 gatos e cada principe tem

4 caes. O rei contou 29 animais.

Quantas princesas ha no reino?

Resposta:




3. Este ano, na sala de aula da Mati ha apenas quatro alunos na fila da frente: a

Mati, o Jonas, o Zeca e o Chico.

e O primo do Jonas nao esta em nenhuma das pontas.
e O Jonas ¢é primo do Chico.
e O rapaz que esta a frente da professora nao é o Jonas.

e O Zeca tem uma rapariga ao seu lado.

Descobre onde esta cada aluno e escreve o seu nome na respetiva mesa.
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4. O jardim da casa do Zeca esta dividido

em seis quadrados iguais como se indica

na figura. O muro a volta do jardim tem

60 metros de comprimento.

Quanto mede o lado de cada quadrado?

Resposta:




5. A Alice fez bombons de chocolate com recheio de
laranja, morango e cereja. Colocou os bombons
numa caixa pela seguinte ordem: dois de laranja,
um de cereja e dois de morango, repetindo sempre

esta sequéncia.

A Alice conseguiu colocar 94 bombons na caixa.

Quantos bombons de morango colocou?

Resposta:

6. No dia 26 de dezembro, a Zé comecou a ler o livro que
o avo lhe ofereceu no Natal. Leu todos os dias cinco
paginas como tinha prometido ao avo.

O livro tem 136 paginas. No dia do seu aniversario,

antes de comegar a ler, ainda lhe faltavam 13 péaginas

para ler metade do livro.

Em que dia é que a Zé faz anos?

Resposta:




Mini-Olimpiadas

Ano Letivo 2020/2021
12 Ciclo do Ensino Basico
4° ano

Critérios de Classificacao

Cotagoes

1- 10 pontos
2- 10 pontos
3- 10 pontos
4- 10 pontos
5- 10 pontos
6- 10 pontos

Total: 60 pontos



Critérios de Classificacao

e Se surgirem resolugoes diferentes das apresentadas, a classificagao ficara ao
critério do professor corretor.

e Devem ser valorizados os raciocinios corretos (atribuindo classificagoes par-
ciais) em detrimento dos célculos efetuados.

Exercicio 1

Solugéoz . . . . . . . . .

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve ser atribuida cotagao parcial conforme indicado

em seguida.

Para o desenho do labirinto indicam-se as cotagoes parciais seguintes.

Desenha o labirinto corretamente 5 pontos

Se o desenho do labirinto nao for o correto ou nao estiver completo, por cada instrucao

(seta) que tenha sido bem interpretada, deve ser atribuida a cotagao parcial de 0,25 pontos.

As cotagbes parciais para a marcacao do ponto de encontro sao as seguintes (e nao sao

acumulaveis).



Com base no labirinto desenhado, marca corretamente o ponto de encontro 5 pontos

Nao marca corretamente o sitio, mas depreeende-se da resposta apresentada que sabe o
nimero de passos que um dos dois tera de fazer, efetuando, por exemplo, o seguinte caculo.

21:3=7 4 pontos

Nao marca corretamente o ponto onde se encontram, mas indica o nimero de passos
necessarios para percorrer todo o labirinto 1 ponto

Exercicio 2

Solugao: H4 3 princesas. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotacoes de duas propostas de resolucao.

Proposta de resolugao 1:

Apresenta a tabela

N.2 de princesas 1 2 3 4
N.© de gatos 7 14 21 28
N.2 de caes 22 15 8 1
O n.2 de caes é um n.2 multiplo de 47 nao nao sim nao
8 pontos

Conclui que ha 3 princesas (e 2 principes). 2 pontos

Proposta de resolugao 2:

Efetua o célculo

Tx3+4x2=29 8 pontos

Conclui que ha 3 princesas (e 2 principes). 2 pontos

Caso a resposta nao seja a correta, mas evidencie uma interpretagao correta do enunciado



através de um calculo ou esquema, deve ser atribuida cotagao parcial. Por exemplo,

Tx2+4=18 3 pontos

Exercicio 3

Solucgao: Zeca - Mati - Chico - Jonas 10 pontos

Caso a resposta nao esteja correta, mas evidencie uma interpretagao correta de parte do
enunciado devera ser atribuida a cotacao parcial de 4 pontos.

Exercicio 4

Solugao: O lado de cada quadrado mede 5 m. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,

indicam-se, em seguida, as cotagoes parciais de uma proposta de resolugao.

Proposta de resolucgao:

Efetua o calculo

60:12=5 10 pontos

Exercicio 5

Solugao: Colocou 37 bombons de morango na caixa. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotacao parcial. Para esse efeito,

indicam-se, em seguida, as cotacoes de uma proposta de resolucao.



Proposta de resolucgao:

o4 |5

4 18

H4 18 blocos completos de cinco bombons e um bloco imcompleto de quatro bombons.

4 pontos
H& 2 bombons de morango em cada bloco completo de bombons. 1 ponto
Também ha 1 bombom de morango no bloco imcompleto de bombons. 2 pontos
Ha 18 x 2+ 1 = 37 bombons de morango na caixa. 3 pontos

Devem ser cotados os célculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.

Exercicio 6

Solucao: A Zé faz anos a 6 de janeiro. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotacao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotacoes de uma proposta de resolucao.

Proposta de resolucgao:

Calcula o niimero de paginas que ja leu

136:2=68 e 68—13=055 4 pontos

Calcula o numero de dias de leitura

55 :5 =11 2 pontos

Identifica o dia do aniversario apresentando um calendario ou efetuando calculos

264+11=37e37—31=6 4 pontos

Caso indique 5 de janeiro como dia do aniversario, da cotagao parcial relativa a identificar



o dia do aniversario devem ser atribuidos apenas 2 pontos.

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.



OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
www.olimpiadas.spmpt ———

XXXIX OPM - 11.11.2020 - Pré-Olimpiadas - 5° ano Durag&o: 2 horas
Questdo 1:
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a op¢do correta. cada opcéo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2 e 3. cada opcdo errada: -1 ponto
Nao é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3: 10 pontos cada

1. (@) O Jodo encontrou no supermercado a seguinte promocdo: "Compre trés pacotes de bolachas e leve
o quarto pacote por apenas 6 céntimos." O Jodo aproveitou a promogdo e pelos quatro pacotes de
bolachas pagou 3 euros. Qual é o preco de um pacote de bolachas?

A) 94 céntimos  B) 96 céntimos  C) 97 céntimos D) 98 céntimos  E) 1 euro

(b) O Jodo uniu dois retGngulos e trés frilingulos equiléteros, como se mostra na
figura. Unindo os centros dos cinco poligonos, criou o pentdgono colorido da
figura. Se a drea de cada retangulo € 9 cm? e a drea de cada fringulo é 5
cm?, qual é a area, em cm?, do pentadgono?

INE B) 2L oz D) 12 E) 14

(c) O Jodo disse a um amigo: "A metade do triplo da minha idade é o dobro da fer¢ca parte da tua idade.”
Qual é o quociente entre a idade do mais velho dos dois e a idade do outro?

2 9 3 9
A1 B) 2 oF D) 3 B

(d) O Jodo partilhou as suas bolachas com os amigos. O Afonso comeu metade das bolachas que o Bruno
comeu, o Carlos comeu mais trés bolachas do que o Afonso, o David s6 comeu uma bolacha e o Jodo
comeu tantas bolachas como as que os seus amigos comeram juntos. Ao todo comeram 80 bolachas.
Quantas bolachas comeu o Carlos?

A9 B 12 O 15 D) 16 B) 18

(e) O Jodo comprou 120 selos nos correios, alguns com o valor de 3 céntimos e os restantes de 6 céntimos.
O Jodo pagou com uma nota de 5€. Qual é que poderia ter sido o tfroco?

A) 0€ B) 0, 74€ C) 1,05€ D) 1,52€ E) 1,70€

2. O Luis vai restaurar um vitral retangular com 16 cm de comprimento e 14 cm de largura. O vitral é formado
por quatro friingulos reténgulos iguais de cor branca, e quatro quadrildteros de cor azul, como mostra a figura.
Sabendo que ele deverd substituir toda a parte azul, qual € a area de vidro que serd substituida?

14 cm

16 cm
3. Numa darvore estéo trés pdssaros em cada ramo e hd um pdssaro a voar por cima. De repente, os pdssaros
levantam voo e, de seguida, pousam todos, quatro por ramo, ficando um ramo sem nenhum pdssaro. Quantos

ramos tem a arvore?

spm




OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
www.olimpiadas.spmpt ———

XXXIX OPM - 11.11.2020 - Pré-Olimpiadas - 5° ano Questdo 1:

cada op¢do correta: 4 pontos
cada op¢do errada: -1 ponto
Questdes 2, 3: 10 pontos cada

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

1. (@) Op¢doD. (Os trés pacotes custaram 3 — 0,06 = 2,94€, logo cada pacote custa % =0,98€)

(o) Opgao A (A drea ocupa um triangulo equildtero e meio retangulo, ou seja, 5+ % = % cm?.)

(© OpcdoC. (Multiplicando a idade do Jodo por % e novamente por %, obtemos a idade do amigo.)
(d) OpcaoB. (O Afonso, Bruno, Carlos e Joao comeram respetivamente 9, 18, 12 e 40 bolachas.)

() OpcdoB. (O troco pode variar entre 0€ e 1,40€ e, em céntimos, tem resto 2 na divisao por 3.)

2. Comecamos por calcular as medidas dos catetos dos tridngulos retdngulos. Como no lado menor do reténgulo,
gue mede 14 cm, cabem dois catetos iguais, estes medem 7 cm cada um. Por sua vez, no lado maior do
ret@ngulo, que mede 16 cm, cabem dois catetos dos j& calculados, e um cateto menor. Logo, o cateto menor
mede 2 cm. Assim sendo, a drea total dos tringulos retGngulos é a drea de um reténgulo de lados 2 e 14.
Subtraindo esta drea ao retdngulo maior, podemos concluir que a édrea da parte azul é a drea de um quadrado
com 14 cm de lado, ou seja, mede 196 cm?.

2 14

3. Para passar da primeira distribuicdo para a segunda, frés pdssaros que estavam num dos ramos e o pdssaro que
estava a voar véo pousar na darvore. Como cada ramo j& contém trés pdssaros, s& necessitamos de colocar
um novo passaro em cada um dos ramos j& ocupados, logo haverd quatro ramos com quatro pdssaros. Uma
vez que um ramo ficou vazio, a arvore tem cinco ramos.

spm



OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
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XXXIX OPM - 1° Eliminatdria - 11.11.2020 - Categoria JUnior - 6°/7° anos Durag&o: 2 horas
Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) A Ana aguarda ansiosamente pelas férias de Natal e passa os seus dias a observar o movimento dos
ponteiros do seu reldgio. Quantas vezes se cruzam os ponteiros das horas e dos minutos do reldégio da Ana
ao longo de um dia completo, desde as Oh01 até as 23h59?

A) 12 B 21 C) 22 D) 23 E) 24

(b) Numa dérvore estéo trés pdssaros em cada ramo e hd um pdssaro a voar por cima. De repente, os pdssaros
levantam voo e, de seguida, pousam todos, quatro por ramo, ficando um ramo sem nenhum pdssaro.
Quantos ramos tem a arvore?

A3 B4 o5 D) 6 BE)7
(¢) Na figura estdo desenhados seis quadrados iguais € um triéngulo cujos vértices
s@o os centros de trés dos quadrados. O tridngulo fem 30 cm? de drea. Qual /\
€ a drea de cada quadrado? /
L
A) 5 cm? B) 15 cm? C) 30 cm? D) 45 cm? E) 60 cm?

(d) Para escrever as medidas das amplitudes dos trés dngulos de um tridngulo, em graus, utilizaram-se seis
algarismos: 7, 7. 7,6, 5 e 4. Além disso, um dos adngulos mede menos 20° que outro. Quanto mede o
angulo menor?

A) 45° B) 46° C) 56° D) 64° E) 74°

2. Na figura seguinte, [ABC] & um triangulo e D é o ponto de interse¢cdo da bissetriz do angulo BAC com [C'B].
Sabendo que CA = CB = AD, determina a amplitude do angulo AC B.

¢

A B

3. Um numero chama-se repetitivo se for formado por um conjunto de algarismos que se repete da esquerda
para a direita. Por exemplo, 222222, 232323 e 747747 sao repetitivos, mas 245642 ndo é. Quantos ndmeros
de seis algarismos sdo repetitivos?

4. Numa rua hd dez casas. As casas estdo em fila, lado a lado. De quantas maneiras € possivel pintar todas as
casas de azul, branco e castanho de modo que cada casa tenha um dnico vizinho com a casa pintada da
mesma cor?
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XXXIX OPM - 1° Eliminatdria - 11.11.2020 - Categoria Janior - 6°/7° anos

Questdo 1:

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

cada opg¢do correta: 4 pontos
cada opg¢do errada: -1 ponto
Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

(@) OpcaoB. (Cruzam-se uma vez a cada I horas.)

(b) Opcdo C. (Hd 16 pdssaros e 5 ramos.)

(¢) OpcdoB. (O triangulo tem o dobro da drea de um quadrado.)

(d) Opcd@oB. (As amplitudes sdo 46°, 57° e 77°.)

2. Sendo AD a bissetriz de £ZBAC, tem-se que BAD = DAC = B. Como CA = CB, tem-se que CBA =
BAC = 24, portanto, ACB = 180° — 4.

Por outro lado, também o triangulo AC' = AD, logo ADC = ACD = ACBee, porisso, 8 = 180° — 2ACB.

Portanto, ACB = 180° — 43 = 180° — 4(180° — 2AC'B), ou seja, ACB = % x 180°.

3. Solucdo 1: Um numero repetitivo que usa apenas um algarismo € da forma AAAAAA, onde hd 9 escolhas

possiveis para A. Portanto, neste caso, hd 9 nimeros repetitivos.

Um nmero repetitivo que usa dois algarismos & da forma ABABAB, AABAAB, ABBABBou ABAABA,
onde hd 9 escolhas possiveis para A e 9 escolhas possiveis para B. Portanto, neste caso, hd 4 x 9 x 9 = 324
nameros repetitivos.

Um ndmero repetitivo que usa trés algarismos € da forma ABC ABC', onde hd 9 escolhas possiveis para A, 9
escolhas possiveis para B e 8 escolhas possiveis para C'. Portanto, neste caso, hd 9 x 9 x 8 = 648 nimeros
repetitivos.

Portanto, ao todo hd 9 + 324 + 648 = 981 nUmeros repetitivos.

Solugcdo 2: Um numero repetitivo que repete um conjunto de trés algarismos € da forma ABC ABC onde A, B
e C podem ser iguais e o nimero ABC esta entre 100 e 999. Portanto, neste caso hd 900 nimeros repetitivos.

Um numero repetitivo que repete um conjunto de dois algarismos, que ndo esteja ja contabilizado, &€ da forma
ABABAB onde A e B s&o diferentes. Logo hd 9 possibilidades para A e 9 possibilidades para B. Portanto,
neste caso hd 9 x 9 = 81 nUmeros repetitivos.

Os numeros repetitivos que repetem um conjunto de apenas um algarismo j& foram contabilizados no primeiro
Caso.

Portanto, ao todo hd 900 + 81 = 981 ndmeros repetitivos.

. A primeira casa tem um Unico vizinho, por isso a segunda casa tem que ser pintada da mesma cor que a
primeira. H& trés escolhas para a cor dessas duas casas. Como as duas primeiras séio da mesma cor, a ferceira
tem que ser pintada de uma cor diferente (portanto hd duas escolhas) para que a segunda casa ndo tenha
dois vizinhos com a casa da mesma cor. Agora a quarta casa tem que ser pinfada da mesma cor que a
terceira. Da mesma maneira se vé que as quinta e sexta casas, sétima e oitava, nona e décima tém que ser
da mesma cor, respetivamente. Para cada um destes pares temos duas escolhas para a sua cor. Assim, hda
3 x 2% = 48 maneiras de pintar as casas.
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XXXIX OPM - 2¢ Eliminatdria - 28.04.2021 - Categoria JUnior - 6°/7° anos Durag&o: 2 horas
Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (a) Com um retdngulo de cartolina, o Belchior fez uma coroa de rei, recortando friingulos isdsceles iguais até
metade da altura da cartolina, como na figura. Que fragcdo do retdngulo inicial ocupa a coroa?

N\/\/\/\/\/\/\/\/\/w

A)1 B)2 C)3 D)4 E)5
2 3 4 ) 6

(b) Um nimero de dois algarismos chama-se mago se tiver um algarismo par e outro impar. Por exemplo, 50
€ um nUmero mago. Quantos nimeros magos existem?

A) 25 B) 35 C) 36 D) 40 E) 45

(c) O Baltazar somou o comprimento de trés lados de um retdngulo e obteve como resultado 44 cm. O
Gaspar também somou os comprimentos de trés lados do mesmo reténgulo e obteve 40 cm. Quantos
centimetros mede o perimetro desse ret@ngulo?

A) 42 B) 48 C) 56 D) 64 E) 84

(d) No clube dos Magos do Oriente, todos os sdcios podem votar para escolher o presidente. Nas dltimas
eleicoes havia dois candidatos. O vencedor obteve o dobro dos votos do adversdrio. Os sdcios Belchior,
Baltazar e Gaspar ndo estavam presentes e foram os Unicos sécios que ndo votaram. Sabendo que 64%
dos soécios votaram no vencedor, quantos sdécios tfem o clube?

A) 64 B) 75 C) 96 D) 100 E) 133

2. Uma formiga desloca-se ao longo de uma régua graduada, com marcacdes de 0 a 10 cm, como na figura. A
formiga comeca o seu trajeto sobre o nimero 0. Em cada segundo, a formiga desloca-se 1 cm. Sempre que
a formiga chega ao nimero 0 ou ao ndmero 10, volta-se e comeca a deslocar-se no sentido contrdrio. Este
processo demora 1 segundo. Sobre que nimero da régua estard a formiga passados 2021 segundos?

|\Hll|llll|llll'llll|llll'llll|llll'llll|llll|llll|llll'llll|llll'llll’llll'llll'llll'llll'llll'llll'
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A B
3. Nafigura seguinte, o reténgulo [ABC D] tem area 60 cm?. Adreado fridngulo

[ABE] é um quinto da drea de [ABC D] e a drea do triangulo [EFC| é um
oitavo da drea do ret@ngulo. Qual é a area do tringulo sombreado?

D F C

4. O dlfabeto do idioma Cinqués tem cinco letfras: A, B, C, D, E. O idioma & composto por todas as palavras de
quatro letras que tém exatamente um par de letras consecutivas iguais. Por exemplo, CCAC € uma palavra do
idioma Cinqués. Quantas palavras tem o idioma Cinqués?
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XXXIX OPM - 2° Eliminatdria - 28.04.2021 - Categoria Janior - 6°/7° anos

Questdo 1:

Sugestdes para a resolucdo dos problemas Ccada opgageorsta: 4 pontos
cada opgdo errada: -1 ponto

Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (a) Como se pode observar na figura, os friingulos que o Belchior recortou ocupam % da drea do retdngulo
inicial. Portanto a coroa ocupa % do retangulo inicial. Opcdo C)

(b) Se o primeiro algarismo do nimero mago é par, poderd ser 2,4, 6 ou 8, logo temos 4 possibilidades. O
segundo algarismo, neste caso, terd de ser impar (1,3,5,7 ou 9), logo temos 5 possibilidades. Assim,
haverd 4 x 5 = 20 nimeros magos deste tipo. Se o primeiro algarismo do nimero mago & impar, poderd
serl,3,5,70ou9,logo temos 5 possibilidades. O segundo algarismo, neste caso, terd de ser par (0, 2,4, 6
ou 8), logo temos 5 possibilidades. Assim, haverd 5 X 5 = 25 nUmeros magos deste tipo. Portanto, no
total, haverd 20 + 25 = 45 ndmeros magos. Opcdo E)

(c) Ao somarmos o resultado obtido pelo Baltazar com o resultado obtido pelo Gaspar obtém-se o triplo da
soma do comprimento com a largura do ret@ngulo. Assim, a soma do comprimento com a largura &
%(44 + 40) = 28. O perimetro do ret@ngulo mede 2 x 28 = 56 cm. Op¢do C)

(d) Como o vencedor obteve o dobro dos votos do adversario e 64% votaram no vencedor, 32% votaram
no outfro candidato. Assim 100 — (64 + 32) = 4% dos socios ndo votaram. Sabemos que foram 3 sdcios
gue ndo votaram, se x € o nimero de sdcios do clube, tem-se

4 —100
3—x

logo x = %. O clube tem 75 sbcios. Opcdo B)

2. A formiga demora 10 + 1 4+ 10 + 1 = 22 segundos a dar uma volta completa e virar-se até ficar na posicéo
original. Como 2021 = 91 x 22 4 19, entdo, ao fim de 2021 segundos, a formiga deu 91 voltas completas
e gastou 19 segundos na dltima volta. Nesta dltima volta, gastou 11 segundos na primeira metade e mais 8
segundos, pelo que a formiga terminou no nimero 10 — 8 = 2.

3. Do enunciado vem diretamente que:

(@) Area[ABCD] = AB x BC = 60;
(o) Area[ABE] = ABXBE _ 13,

(© Areal ECF] = @ =17,5.

—— 60 24 - 2
Das duas primeiras igualdades deduzimos que AB = — = — = BFEF = - BC(C, donde se deduz que
b BC BE 5 5

EC = %BC, e portanto EC' = —. Usando agora a terceira igualdade, sabemos que EC = ol donde

36 15 - —— 15— 21—
podemos concluirque =— = —=eque D' = AB—- —AB = —AB,

AB CF 36 36

. ADxDF 1. 21 1 21

Finalmente podemos calcular que Area[AF D] = 7;( = §BC’ X %AB = 576056 =17,5.

Area[AEF] =Area| ABC'D]-(Area| ABE]+Area| EC F]+Area|[ EF D))= 60 — (12 4+ 7,5 + 17,5) = 23cm?,

4, H& 5 escolhas possiveis para a letra do par de letras consecutivas iguais e 3 escolhas possiveis para a posicdo
desse par (no inicio, no meio ou no fim da palavra). Para cada uma das restantes letras hd 4 escolhas possiveis.

Assim, dotodo hd b x 3 X 4 x 4 = 240 palavra no idioma Cinqués.
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XXXIX OPM - Final - 11.09.2021 - Categoria Junior - 6°/7° anos Duragdo: 3 horas

Questdo 1: 16 pontos

i , . ) P Questodes 2, 3 e 4: 8 pontos cada
Justifica convenientemente as fuas respostas e indica os principais calculos. Y P

Na&o é permitido o uso de calculadoras.

1. (a) O convite da festa de anos do Filipe contém um ret@ngulo central
com 17 cm? de drea. Prolongando cada lado deste retdngulo
para o dobro, obtém-se um vértice do convite, como na figura.
Qual é a drea total do convite, em cm??

A) 34 B) 51 C) 68 D) 85 E) 102

(b) Para asua festa, o Filipe preparou cinco jarros cheios de sumo de laranja,
respetivamente com 15 dI, 16 dl, 19 dl, 20 dl, 31 di de bebida. Cada
copo que serviu aos amigos levava 30 cl de sumo. No final da festa, / | | /;
ficou com quatro jarros vazios e um cheio. Qual é capacidade do jarro ’
que ficou cheio?

A)15d B) 16 di C)19d D) 20 dl B)31d

(c) O Filipe organizou uma competicdo com os amigos. Um dos desafios era descobrir o algarismo das
unidades do ndmero 22021 2021 4. 92021 | 12021 quq| ¢ a solucdo deste desafio?

Al B3 o5 D)7 B9

(d) No final da competicdo, o Filipe entregou um prémio a cada um dos seus 21 amigos. O prémio por uma
medalha de ouro era de 20 rebucados, por uma de prata 10 rebucados, por uma de bronze 5 rebucados
e por uma mencgdo honrosa 2 rebucados. A gquem ndo recebeu nenhum deste prémios, o Filipe deu
um rebucado. O nimero de amigos medalhados foi um sexto do nimero de amigos que ndo recebeu
nenhuma medalha. Ao todo, o Filipe entregou 54 rebucados. Sabendo que ndo houve medalhas de
prata, quantas mengdes honrosas houve?

A6 B) 7 )8 D)9 E) 10

2. A Ana, o Bruno e o Carlos jogaram um jogo de cartas. Em cada ronda, hd sempre dois vencedores € um
perdedor e cada um dos vencedores recebe do perdedor tantas fichas como as que ja tem, ficando assim
com o dobro das fichas. Apds trés rondas, cada um dos jogadores perdeu uma Unica vez e, no final, cada um
ficou com 24 fichas. Quantas fichas tinha cada um dos jogadores no inicio do jogo?

3. Nafigura ao lado, [AB] é uma corda da circunferéncia de centro
O. O ponto C' estdnaintersecdo do prolongamento do raio [O B]
com a circunferéncia de centro em B que passa por A. Sabendo
que AOB = 80°, qual é o valor de OC A?

4. No final de umas Olimpiadas de Matemdatica, a Mariana e a Sofia estavam a conversar. Ao olhar em volta, a
Mariana reparou que os outros 8 participantes também estavam a conversar em pares. A Mariana perguntou
entdo a cada participante com quantos participantes € que tinha conversado e obteve 9 respostas diferentes.
Qual foi a resposta da Sofia?
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XXXIX OPM - Final - 11.09.2021 - Categoria Janior - 6°/7° anos Durac&o: 3 horas

Questdo 1: 16 pontos
Questodes 2, 3 e 4: 8 pontos cada

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1.

(a) Um cateto de cada tringulo mede o dobro do comprimento do retdngulo e o outro cateto mede o
mesmo que a largura. Logo cada tridingulo tfem a mesma drea do reténgulo, ou seja, 17 cm2. Portanto,
a drea fotal do convite € 5 x 17 = 85 cm?.

Opcdo correta: D)
(b) A quantidade total de sumo & 15 4+ 16 + 19 + 20 4+ 31 = 101 dl. Como cada copo servido leva 3 dl de

sumo, a quantidade total de sumo dd para 33 copos, sobrando 2 dl de sumo. Portanto, a quantidade de
sumo final foi um maltiplo de 3 mais 2 dl. Portanto, o Unico jarro possivel € o de 20 = 6 x 3 + 2 dl.

Opcdo correta: D)

(c) O algarismo das unidades das poténcias de 2 repete-se de quatro em quatro: 2,4, 8,6, 2, ...
Como 2021 = 505 x 4 + 1, ent&o o algarismo das unidades de 22921 & 2,
Logo a algarismo das unidades de 22021 4 (02021 4 12021 4 92021 g9 4 )4 1 +2 =5,
Opcdo correta: C)

(d) Onumero de medalhados & um sexto do nimero de ndo medalhados, logo € um sétimo do total. Portanto,
houve 21/7 = 3 amigos medalhados e 3 X 6 = 18 amigos ndo medalhados.
Os amigos ndo medalhados receberam entre 18 e 18 x 2 = 36 rebugados, logo os amigos medalhados
receberam entre 54 — 36 = 18 e 54 — 18 = 36 rebucados.
Como ndo houve medalhas de prata, houve 1 medalha de ouro e 2 de bronze. Assim, os amigos
medalhados receberam 20 + 2 X 5 = 30 rebucados e os ndo medalhados receberam 54 — 30 = 24
rebucados, dos quais 24 — 18 = 6 mencdes honrosas.
Opcdo correta: A)

2. Na dltima ronda, os vencedores duplicaram as suas fichas, logo no inicio dessa ronda tinham 24 /2 = 12 fichas.

Portanto, o perdedor tinha 24 + 12 + 12 = 48 fichas.

No inicio da segunda ronda, os vencedores tinham 48 /2 = 24 e 12/2 = 6 fichas e o perdedor tinha 12 + 24 +
6 = 42 fichas.

No inicio da primeira ronda, os vencedores tinham 24/2 = 12 e 42/2 = 21 fichas e o perdedor tinha 6 + 12 +
21 = 39 fichas.

S — ~ ~ 180 — 80
Como OB = OA,entao OAB = OBA = — = 50°, uma vez que a soma das amplitudes dos angulos

internos de um fridngulo &€ 180°.

Como BA = BC, entdo BCA = BAC = 50/2 = 25°, uma vez que a amplitude de um angulo externo de
um tfridngulo é igual & soma das amplitudes dos &dngulos intfernos ndo adjacentes.

spm




4, Como todos os participantes estavam a conversar, as respostas obtidas foram 1,2, 3,4,5,6,7,8 € 9.

A pessoa que estava a conversar com a pessod que respondeu 1 é a Unica que conversou com ela, logo é a
Unica que pode ter respondido 9.

A pessoa que estava a conversar com a pessod gue respondeu 2 &, para além da pessoa que respondeu 9, a
Unica gue conversou com ela, logo é a Unica que pode ter respondido 8.

Repetindo o raciocinio, concluimos que a pessoa que respondeu 3 estava a falar com a pessoa que respondeu
7 e a pessoa que respondeu 4 estava a falar com a pessoa que respondeu 6.

Portanto, a Sofia respondeu 5.
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XXXIX OPM - 1¢ Eliminatdria - 11.11.2020 - Categoria A - 8°/9° anos Durag&o: 2 horas
Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (a) A Maria faz colegdo de moedas. Ele tinha as moedas guardadas em caixas, com 17 moedas em cada
caixa. O avd deu-lhe uma moeda nova, e a Maria decidiu agora guardar 20 moedas em cada caixa e
ficou com uma caixa vazia. Quantas caixas tem a Maria?

Al B3 o5 D)7 B9

(b) Para passar o tempo, a Maria e 0s seus vizinhos inventaram uma opera¢cdo

triangular. Quando escrevem os nimeros a, b e ¢ num tridngulo esse &

. i a+bxc N
tridngulo toma o valor do numero ————. Por exemplo, o valor do fridngulo

11 3 12 2
€ 5. Qual é o valor do tringulo maior da figura ao lado?
A2 B4 o9 D) 12 B) 15
(©) A Maria desenhou um quadrilgtero [ABC D] de tal modo que BAC = 35°, p ¢
ACB =45°, ADB = 690 e areta BD divide o angulo ABC em dois dngulos ‘w
iguais. Quanto mede DAC? .
LA
A B
A) 15° B) 20° C) 25° D) 30° E) 35°

(d) Narua da Maria hd dez casas. As casas estdo em fila lado a lado. De quantas maneiras € possivel pintar
todas as casas de azul, branco e castanho de modo que cada casa fenha um Unico vizihho com a casa
pintada da mesma cor.

A3 B) 6 C) 24 D) 40 E) 48

2. O Jodo tem vdrios I&pis e canetas. Ele comegou a formar grupos com duas canetas e um Iapis, mas as canetas
acabaram quando restavam cinco Idpis. Depois juntou tudo de novo e comecou a formar grupos de 1rés Iapis
e uma caneta, mas os Idpis acabaram quando restavam 25 canetas. Quanto I1dpis e quantas canetas tem o
Jodo?

- E D
3. O Guilherme desenhou um trapézio [AC DE], com érea 18 cm?, tal que ED = 4

cm. Sabe-se que, em cm, a altura do trapézio € um ndmero inteiro e o compri-
mento de [AC| & um nimero inteiro impar. Quanto mede a drea de [EDB]?

A B C
4. Determina todas as possibilidades para a, b, ¢ e d, onde estes sd@o inteiros positivos com a < b < ¢ < d e tais

() (o) (D) i) e
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XXXIX OPM - 1¢ Eliminatéria - 11.11.2020 - Categoria A - 8°/9° anos Questao 1:
cada opg¢do correta: 4 pontos
Sugestoes para a resolucdo dos problemas cada opcéo errada: -1 ponto

Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (o) Opg¢doD. (Hd 120 moedas e 7 caizas, uma vez que 7 X 174+ 1 =6 x 20.)
(b) OpcdoB. (Os trés triangulos pequenos tém o valor de 10, 3 e 2.)
(©) OpcaoE. (DBA =50° ¢ BAD = 70°.)
(d) OpcaoE. (Cada par de casas consecutivas estd pintado da mesma cor, logo hd 3 x 2* escolhas.)
2. Sejax o numero de Iapis do Jodo. Como, ao formar grupos com duas canetas e um ldpis, as canetas acabaram
guando restavam cinco Idpis, entdo o Jodo tem 2 X (x —5) = 2x— 10 canetas. Por outro lado, ao formar grupos

de frés Idpis e uma caneta, os IGpis acabaram quando restavam 25 canetas, logo, x = 3 X ((2z —10) — 25)),
ouseja, x = 6x — 105. Logo o Jodo tem x = 21 lapis e 2z — 10 = 32 canetas.

3. Seja h a altura do trapézio. Usando a férmula da drea de um trapézio e os dados do enunciado, sabemos que

44 AC
= — X

18
2

h,

ou equivalentemente,
36 = (4+ AC) x h.

Como AC é um inteiro impar e h & um inteiro, para determinar estes valores, precisamos de analisar as
fatorizacdes inteiras de 36 como produto de dois inteiros, tais que um deles (4 + AC) é impar e maior do que

4. Ora, a tnica possibilidade & 36 = 9 x 4. Dai concluimos que AC = 9 —4 = 5 e h = 4. Como as alturas do

trapézio e do triangulo azul coincidem, temos que a drea de [ED B] mede 4%4 =8cm?.

1
4, Comecemos por notar que 1 + — diminui quando a aumenta. Se a > 2, ent@o cada um dos fatores € menor
a

13 1 1 1 1 3\* 81
ouigualal+ 5~ 3 Assim teriamos <1 + a) <1 + E) <1 + E) <1 + E) < <§> =16 < 10. Logo

a = 1 e, portanto,
1 1 1
14 - 1+ - 1+ -] =5.
(03) (2) (13) =2

) ) , 3 1 1 1 3\*
Se b > 2, entdo cada um dos fatores & menor ou igual a X peloque | 1 + — 14— 1+=-)1<(=) =
c

b d 2
1 1\ 5
1+-)(1+=) =2,
CHICHE

- ) 1 1 3\2 9 5
De modo idéntico, se ¢ > 2, terfiamos | 1 + — 14 p < B = 1 < 3 Logo ¢ = 1 e, portanto,
c

27
3 < 5. Logo b = 1 e, portanto,

d 4

Logo (a, b, ¢, d) = (1,1,1.4) é a tnica solugdo.

1 5
<1 + —) = —,oqueimplicad = 4.
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XXXIX OPM - 2° Eliminatdria - 28.04.2021 - Categoria A - 8°/9° anos Durag&o: 2 horas
Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) OJodo comecou a escrever os nimeros 1,4, 7, 10, e assim sucessivamente, somando sempre 3 unidades
ao nUmero anterior. $6 parou quando reparou gue iria escrever um nimero de 5 algarismos. Quantos
ndmeros escreveu o Jodo?

A) 999 B) 1234 C) 3000 D) 3333 E) 9999

(b) Um namero de quatro algarismos chama-se superimpar se tiver um nimero impar de algarismos impares.
Por exemplo, 2021 € um ndmero superimpar. Quantos ndmeros superimpares existem?

A) 2500 B) 3000 C) 3500 D) 4000 E) 4500

(c) Nafiguraseguinte, o retdngulo [ABCD] tem area 60 cm?. A drea do fridngulo
[ABE] é um quinto da drea de [ABC D] e a drea do triangulo [EFC| é um
oitavo da drea do ret@ngulo. Qual é a area do tringulo sombreado?

D
A) 22 cm? B) 23 cm? C) 24 cm? D) 25 cm? E) 26 cm?

(d) Um canguru sobe uma escada da seguinte forma: comeca por saltar para o degrau 3, e depois salta 1
degrau para baixo, depois 5 para cima, depois 3 para baixo, depois 7 para cima, depois 5 para baixo, 9
para cima e assim sucessivamente (cada salto é dois degraus mais longo que o salto anterior no mesmo
sentido). Um dos degraus estd partido e o canguru cai se saltar para ele. O canguru vai conseguir subir a
escada sem cair, se o degrau partido for o:

A) 200 B) 201 © 202 D) 203 E) 204

2. O alfabeto do idioma Cingqués tem cinco letras: A, B, C, D, E. O idioma é composto por todas as palavras de
quatro letras que tém exatamente um par de letras consecutivas iguais. Por exemplo, CCAC é uma palavra do
idioma Cinqués. Quantas palavras tem o idioma Cinqués?

3. Na figura esta representado um porolelogromoLABC’D ]talque AB =8, AD = 6 e BD = 12. Os pontos E
e F de [BD] sao tais que AED = DAB = BFC. Qual é o comprimento da linha poligonal AEFC?
A B
1

E
D C

4. Na escola do Jodo e da Ana hd quatro desportos a escolha. Cada aluno tem de se inscrever pelo menos num
desporto. O Jodo s6 quer praticar desportos em que a Ana também esteja. No entanto, a Ana quer inscrever-se
em pelo menos um desporto sem o Jodo. De quantas formas podem eles escolher os seus desportos de modo
que isto aconteca?
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Questdo T:

cada op¢do correta: 4 pontos

Sugestdes para a resolucdo dos problemas cada opg&o errada: -1 ponto

Questodes 2, 3, 4: 8 pontos cada

(@) OpcdoD. (14 3 x 3333 = 10000)

(b) OpcdoE. (5% +3 x (4 x 53) +4 x 53 + 3 x 5% = 4500)

(c) OpgaoB. (BE = ZBC, CF = 2AB, Area|ADF] = 17,5)

(d) Opcd@oB. (Atinge todos os degraus pares, e todos os degraus da forma 4n + 3.)

2. Ha 5 escolhas possiveis para a letfra do par de letras consecutivas iguais e 3 escolhas possiveis para a posicdo

desse par (no inicio, no meio ou no fim da palavra). Para cada uma das restantes letras hd 4 escolhas possiveis.

Assim, ao todo hd 5 x 3 X 4 x 4 = 240 palavra no idioma Cinqués.

. Observe-se que AD = BC, ADE = FBC e AED = BFC, por isso, os friangulos [AED] e [CFB] sao
congruentes e DE = FB.

Por outro lado, DAB = AED e ADE = ADB, logo o critério AA garante que os triangulos [AED] e [BAD]
sdo semelhantes. Assim,

donde se concluique AE =4e ED = 3.
Portanto, a linha poligonal AE F'C' mede:

AE+FEF+FC=AE+ (DB—-2DE)+ AE=4+12-2x3+4=14.

. Como a Ana tem de se inscrever em pelo menos um desporto onde o Jodo ndo esteja inscrito, o Jodo pode
escolher 1, 2 ou 3 desportos diferentes. Se optar por 1 desporto apenas, pode fazé-lo de 4 formas. Neste caso,
a Ana tem de praticar o desporto escolhido pelo Jodo e escolher pelo menos mais um desporto. Como ainda
ha 3 desportos disponiveis, a Ana tem 3 possibilidades se optar por apenas mais um desporto; 3 possibilidades
se optar por 2 desportos; e 1 possibilidade apenas se optar pelos 3 desportos. HA portanto

4% (34341)=28

possibilidades.

Se o Jodo optar por praticar 2 desportos, pode escolhé-los de 6 formas diferentes. A Ana pode entéo escolher
praticar mais 1 ou 2 desportos. Tem 2 possibilidades de escolher mais 1 desporto e tem 1 possibilidade de
escolher praticar todos os desportos. Neste caso, ha

6x(2+1)=18

possibilidades.

Finalmente, se o Jodo optar por praticar 3 desportos, pode escolhé-los de 4 formas diferentes, enquanto que a
Ana tem forcosamente de escolher todos os desportos. H& 4 possibilidades neste caso.

Assim, hd um total de 28 4+ 18 + 4 = 50 possiveis escolhas.
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Questdo 1: 16 pontos

. . .y Questdes 2, 3 e 4: 8 pontos cad
Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos. UESIOes £, 5 @ 4: ¢ ponios cada

Naéo é permitido o uso de calculadoras.

1. (o) O Filipe escreveu uma lista de nimeros, comecando por 1 e 2 e, a partir dai, cada novo nimero obtém-se
somando o dobro do Ultimo ndmero escrito com o pendltimo. Por exemplo, os nUmeros seguintes da lista
foam5=2x2+1e12=2 x5+ 2. Qual é o algarismo das unidades do 2021° ntmero da lista?

Al B)3 )5 D)7 B9

(b) Numa competicdo desportiva em que participaram 21 alunos da turma do Filipe, o prémio por uma
medalha de ouro era de 20 rebucados, por uma de prata 10 rebugados, por uma de bronze 5 rebucados
e por uma menc¢do honrosa 2 rebucados. Quem ndo recebeu nenhum deste prémios, recebeu apenas
um rebucado. O ndmero de participantes medalhados foi um sexto dos restantes. Ao todo, foram
entregues 54 rebucados. Sabendo que ndo houve medalhas de prata, quantas mencdes honrosas
houve?

A6 B) 7 )8 D)9 E) 10

(c) Num teste na turma do Filipe, a média dos alunos que tiveram positiva € 65, a média dos alunos que
fiveram negativa é 35 e a média de todos os alunos € 53. Qual é a proporcdo de alunos que teve
positiva?

A)2/3 B)2/5 ©)3/5 D)4/5 B2/7

(d) De quantas maneiras diferentes pode o Filipe colocar 99 moedas num tabuleiro 2 x 100, uma em cada
quadricula, de modo que ndo haja duas quadriculas com moeda com um lado em comum?

A) 198 B) 200 C) 396 D) 398 E) 400

2. Seja [ABC| um triangulo inscrito numa circunferéncia de centro
O. Sejom D o pé da altura que passa em C' e M o ponto médio
de [BC]. Sabendo que OM = OD = 7, qual é o raio da
circunferéncia? A D O B

3. Na sua loja de botdes, o Luis tem & venda apenas caixas com a botdes azuis, caixas com b botdes brancos e
caixas com c botdes castanhos. O Luis s6 vende caixas completas. Sabe-se que:

e se um cliente quiser comprar tantos botdes azuis como brancos, tem que comprar pelo menos dois
milhares de botdes;

e se um cliente quiser comprar tantos botdes brancos como castanhos, tem que comprar pelo menos
cinguenta centenas de botdes;

e se um cliente quiser comprar tantos botdes castanhos como azuis, tem que comprar pelo menos mil
dezenas de botdes.

Quantos botées tem cada caixa? Indica todas as possibilidades.

4. Consideram-se todas as sequéncias de trés elementos (a, b, c), onde cada a, b, c perfence ao conjunto
{1,2,...,2021}. Qual & asoma dos menores elementos de todas estas sequéncias?
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Questdo 1: 16 pontos
Questodes 2, 3 e 4: 8 pontos cada

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. (a) Os algarismos das unidades dos primeiros nUmeros da lista sdo 1,2,5,2,9,0,9,8,5,8,1,0,1,2. Como a
sequéncia apenas depende dos dois Ultimos nimeros, a sequéncia repete-se em ciclos de comprimento
12. Uma vez que 2021 = 12 x 168 + 5, ent@o o Ultimo algarismo do 20212 nimero da lista & 9.

Opcdo correta: E).

() Onumero de medalhados & um sexto do niumero de ndo medalhados, logo € um sétimo do total. Portanto,
houve 21/7 = 3 amigos medalhados e 3 X 6 = 18 amigos ndo medalhados.
Os amigos ndo medalhados receberam entre 18 e 18 X 2 = 36 rebugados, logo os amigos medalhados
receberam entre 54 — 36 = 18 e 54 — 18 = 36 rebugados.
Como ndo houve medalhas de prata, houve 1 medalha de ouro e 2 de bronze. Assim, os amigos
medalhados receberam 20 + 2 x 5 = 30 rebucados e os ndo medalhados receberam 54 — 30 = 24
rebucados, dos quais 24 — 18 = 6 mencdes honrosas.
Opcdo correta: A).

(c) Num teste na turma do Filipe, a m”edia dos alunos que tiveram positiva “e 65, a m edia dos alunos que
fiveram negativa “e 35 e a m’edia de todos os alunos “e 53. Qual “e a proporc, ?ao de alunos que feve

positiva?
Sejom P o ndmero de alunos que tiveram positiva e N o nimero de alunos que tiveram negativa.
65 x P+35x N 2
Entdo Iz i N = 53, ouseja, 65P +35N = 53P +53N. Logo 12P = 18 N,donde N = §P'
. P 3
Assim

P+N P+ip 5
Opcdo correta: C).

(d) Como ndo pode haver duas quadriculas com moeda com um lado em comum, entdo em cada coluna,
exceto uma, hd exatamente uma moeda.
Se a coluna sem moeda for a primeira ou a Ultima, as moedas em colunas consecutivas estdo alternada-
mente em cima e em baixo. H& 2 escolhas para a coluna sem moeda e 2 escolhas para a posicdo da
moeda mais & esquerda, logo, neste caso, temos 2 x 2 = 4 possibilidades.
Se a coluna sem moeda estiver no interior do tabuleiro, & esquerda e & direita desta coluna as moedas
est@o alternadamente em cima e em baixo. H& 98 escolhas para a coluna sem moeda e 2 X 2 escolhas
para a posicdo da moeda mais & esquerda e mais & direita, logo, neste caso, temos 98 x 2 x 2 = 392
possibilidades.
Ao todo hé 392 + 4 = 396 possibilidades.
Opcdo correta: C).
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2. Como OC = OB e M é o ponto médio de [BC], entdo os triangulos [OM B] e [O M C] sao congruentes.
Os triangulos [O DC e [O M C t&ém um angulo reto, um cateto igual e a hipotenusaigual, logo sGo congruentes.
Logo BOM = COM = COD = 60°.

C

ouseja, AC =2 x OM = 14.
Como OA = 0C e COA = 60°, entdo [OAC)] é equilétero, logo o raio da circunferéncia & igual a AC = 14.

3. Para o Luis comprar tantos botdes azuis como brancos, tem que comprar pelo menos mmc(a, b) botdes. Logo
mmc(a,b) = 2000 = 2¢ x 53,

Da mesma forma, concluimos que mmc(b, ¢) = 5000 = 23 x 5% e mmc(a, ¢) = 10000 = 2* x 5%,

Entdo b é um divisor de 2000 e de 5000, logo & um divisor de mdc(2000, 5000) = 1000.

Se b= 23 x 5% = 1000, ent&o obtemos as possibilidades a = 16, 80, 400, 2000 e ¢ = 625, 1250, 2500, 5000.
Seb=2% x 53, comx < 3,ouseja, se b = 125, 250, 500, entdo a = 16, 80,400, 2000 e ¢ = 5000.

Seb =23 x5Y, comy < 3.ouseja,se b = 8,40, 200, entdo a = 2000 e ¢ = 625, 1250, 2500, 5000.
Seb=2% xbY, comz,y < 3,ouseja,se b=1,2,4,5,10, 20,25, 50,100, entdo a = 2000 e ¢ = 5000.

4. Seja S a soma pretendida e consideremos o conjunto 1" das sequéncias (a, b, ¢,d), onde cada a,b,c,d
pertence ao conjunto {1,2,...,2021} ed < a, b, c.

A sequéncia (a, b, ¢) contribui com uma parcela min(a, b, ¢) para S e dd origem a min(a, b, ¢) sequéncias de
T: (a,b,c,d),comd=1,2,...,min(a, b, c).

Portanto S coincide com o ndmero de elementos de 7.

Para cada valor de d, os elementos a, b, c podem variar entre d e 2021, ou seja, hd (2022 — d)3 sequéncias de
T com esse valor de d.

Assim, o nimero total de elementos de T'é S = 20213 + 20203 + - - - + 33 + 23 4+ 1.
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Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (a) O Francisco comegou a escrever, por ordem crescente, os nimeros naturais. Ao fim de algum tempo,
escreveu o algarismo 1 pela 2020 vez. Qual foi o algarismo que o Francisco escreveu logo a seguir?

A0 B) 2 O4 D)6 B)8

(b) Nafigura estd representado um trapézio [AC' D E], com area 18, talque ED = 4. E D
Sabe-se que a altura do trapézio € um ndmero inteiro e que o comprimento de
[AC] &€ um nimero infeiro impar. Quanto mede a drea de [ED B]?

A B C
A8 B) 9 )10 D) 12 E) 14

(c) Um numero diz-se superduplex se a soma dos seus algarismos for maior do que a soma dos algarismos do
seu dobro. Por exemplo, 286 & superduplex, porque 286 x 2 = 572e 2+ 8+ 6 > 5+ 7 + 2. Quantos
ndmeros naturais menores do que 500 sdo superduplex?

A) 110 B) 130 C) 150 D) 180 E) 200

(d) Na rua do Francisco hd dez casas. As casas estdo em fila lado a lado. De quantas maneiras é possivel
pintar todas as casas de azul, branco e castanho de modo que cada casa tenha pelo menos um vizinho
com a casa pinfada da mesma cor?

A) 32 B) 96 C) 465 D) 513 E) 1024

2. O Miguel escreveu o nimero 13845 no quadro e reparou gue este ndmero e o seu dobro, 27690, usaom cada um
dos algarismos 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 exatamente uma vez. De seguida, o Tiago escreveu um nimero maior
com a mesma propriedade. Qual € o maior nimero que o Tiago pode ter escrito?

3. Na figura seguinte, a semicircunferéncia estd inscrita no friingulo [ABC] etem
o diémetro sobre o lado [AB]. Sabendo que AC' = 13, CB = 15 e a altura
relativamente ao lado [A B] mede 12, determina o raio da semicircunferéncia.

A B

4, Uma rua de sentido Unico tem 4 lugares de estacionamento, numerados de 1 a 4. Nesta rua conduzem 4
condutores & procura de estacionamento. Cada um dos condutores tfem o seu lugar de estacionamento
favorito, respetivamente x1, x2, x3 € T4, € estaciona nele, se estiver livre. Caso contrdrio estaciona no primeiro
lugar livre apbs o seu lugar favorito. Se ndo hd lugares livres apds o seu lugar favorito o condutor desiste de
estacionar e vai-se embora.

Por exemplo, se o primeiro condutor prefere o lugar 1 = 2, o segundo condutor prefere o lugar zo = 4,
o terceiro condutor prefere o lugar x3 = 2 e o quarto condutor prefere o lugar x4 = 1, conseguem todos
estacionar: o primeiro no lugar 2, o segundo no lugar 4, o terceiro no lugar 3 e o quarto no lugar 1. Dizemos
entdo que (2,4, 2, 1) é uma lista de preferéncias adequada.

Quantas listas (:131, T2, T3, :134) de preferéncias adequadas existem?
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Questdo 1:
cada opg¢do correta: 4 pontos
Sugestoes para a resolucdo dos problemas cada opcéo errada: -1 ponto

Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) OpgdoE. (0 2020° algarismo 1 aparece no nimero 3181.)
(b) Opcdo A. (A altura do trapézio mede 4 e AC =5.)
(c) OpcdoB. (Hd 4 numeros superdupler com um algarismo, 40 com dois e 86 com trés.)
() OpcaoD. (Tem-se 3 x (24 +10x 23 +15x 22 + 7x 2+ 1) =513.)
2. Seja n o ndmero escrito pelo Tiago. Se n > 50000 entdo 2n terd 6 ou mais algarismos, logo haverd alguma
repeticdo nos algarismo de n e 2n, pois existirdo no minimo 11 algarismos.

De forma a maximizar o nimero escrito pelo Tiago, vamos supor que este comeca por 49, isto & 49000 < n <
49999. Neste caso, 98000 < 2n < 99998, o que implica haver repeticdo do algarismo 9. Supomos entdo que
48000 < n < 48999, logo 96000 < 2n < 97998. Neste caso os algarismos 4, 8 e 9 j& estdo utilizados.

Para maximizar n, supomos 48700 < n < 48799, o que implica 97400 < n < 97598, obrigando a repetir-se o
algarismo 7. Suponhamos entdo que 48600 < n < 48699, o que implica 97200 < n < 97398, fixando assim
aposicdo de 4,8,6,9e 7.

Para maximizar n, supomos 48650 < n < 48659. Neste caso temos que o algarismo das unidades € 0, 1,2 ou 3,
mas ndo pode ser 2 ou 3, porque isso obrigaria 2n a ter como algarismos das unidades 4 ou 6, respetivamente,
forcando uma repeticdo de algarismos.

Finalmente, basta notar que o nimero 48651 tem a propriedade enunciada, pois ele e o seu dobro, 97302,
contém todos os algarismos sem repeticdes.

3. Seja P o pé da altura do triangulo [ABC] relativamente ao lado [AB].
Pelo Teorema de Pitagoras, temos PA = /132 — 122 = 5e PB = /152 — 122 = 9.

C
D
E
A PO B
AB x PC 12
Logo a drea de [ABC] é x TG (5+9) x = 84.

2
Sejam O o centro da semicircunferéncia, r o seu raio e D e E os pontos de tangéncia dos segmentos [C'B] e
[AC] com a semicircunferéncia, respetivamente.

Entdo temos drea de [ABC'| =drea de [AOC|+ drea de [BOC] = AC2X Ty BC2X D14

Logo 14r = 84, ou seja, r = 6.
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4. Solugdo 1: Notemos que para uma lista (:nl, X9, T3, :n4) n&o ser adequada tem que ocorrer exatamente um
dos seguintes rés casos:

(a) todos as preferéncias x1, To, T3, T4 €stG0 em {2, 3, 4} - neste caso hd 3 escolhas para cada preferéncia,
logo ao todo ha 3% = 81 listas possiveis.

(b) existe uma preferéncia igual a 1 e trés preferéncias estdo em {3, 4} - neste caso, temos 4 possibilidades
para a preferénciaigual a 1 e para as restantes hd 2 escolhas, logo ao todo h& 4 x 23 = 32 listas possiveis.

(c) existe uma preferéncia igual a 1, outra em {1,2} e duas preferéncias iguais a 4 — neste caso, temos 6
possibilidades para as preferéncias iguais a 4 e 3 possibilidades para as restantes, nomeadamente, 1 — 1,
1—20u2—1. Logo, aotodo, hd 6 x 3 = 18 listas possiveis.

Assim, ha 81 + 32 + 18 = 131 listas ndo adequadas. Como o nimero total de listas sem restricoes é 4* = 256,
entédo hd 256 — 131 = 125 listas adequadas.

Solucdo 2: Adicionemos um lugar extra apds o 4.° lugar, designado por lugar 5, e rearranjemos os lugares de
estacionamento num circulo. E claro que agora todos os condutores podem estacionar e haverd exatamente
um lugar de estacionamento livre apds todos os condutores estacionarem. Nesta situacdo, uma lista de
preferéncias & adequada se e sb se o lugar 5 & o lugar livre apds todos os condutores estacionarem. Por
simetria, apenas 1/5 das 5% listas de preferéncias (a1, as, as, as). com a; € {1,2,3,4,5} parai = 1,2,3,4,
leva a que o lugar 5 fique livre, pelo que hd exatamente 53 = 125 listas de preferéncias adequadas.
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Cada questéo vale 10 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.
Né&o é permitido o uso de calculadoras.

1. Na escola do Jodo e da Ana hd quatro desportos & escolha. Cada aluno tem de se inscrever pelo menos num
desporto. O Jodo sb quer praticar desportos em que a Ana fambém esteja. No entanto, a Ana quer inscrever-se
em pelo menos um desporto sem o Jodo. De quantas formas podem eles escolher os seus desportos de modo
que isto aconteca?

2. Quantos nUmeros naturais menores do que 200 sdo tais que o produto dos seus divisores € igual o seu
quadrado?

3. No triangulo [ABC], tem-se AD = 2, DC =1, ACB = 45° e ADB = 60°. Prova que o pé E da altura de
A sobre BD é o circuncentro de [ABC.
A

B C

4, Na turma do Francisco, os 30 alunos organizaram uma festa de troca de presentes. Para isso, colocaram papéis
num saco com os nimeros de 1 a 30 e cada aluno tirou um papel. O aluno que retirou o nimero 1 ficou com
um dos presentes.

De seguida, colocaram-se no saco os nimeros de 1 a 29 e cada aluno que ainda ndo tinha recebido presentes
retirou um ndmero. O aluno gue retirou o nimero 1 ficou com outro dos presentes.

O processo foi realizado 30 vezes, de cada vez com os alunos ainda sem presentes, até todos os alunos terem
recebido um presente. No final, repararam que nenhum aluno recebeu 0 mesmo ndmero mais do que uma
vez.

No primeiro sorteio, o Francisco tinha recebido o nimero 21. Indica todas as possibilidades para o nimero que
o Francisco pode ter recebido na oitavo sorteio.
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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

1. Como a Ana fem de se inscrever em pelo menos um desporto onde o Jodo ndo esteja inscrito, o Jodo pode
escolher 1, 2 ou 3 desportos diferentes. Se optar por 1 desporto apenas, pode fazé-lo de 4 formas. Neste caso,
a Ana tem de praticar o desporto escolhido pelo Jodo e escolher pelo menos mais um desporto. Como ainda
hd 3 desportos disponiveis, a Ana tem 3 possibilidades se optar por apenas mais um desporto; 3 possibilidades
se optar por 2 desportos; e 1 possibilidade apenas se optar pelos 3 desportos. Ha portanto 4 X (3+3+1) = 28
possibilidades. Se o Jodo optar por praticar 2 desportos, pode escolhé-los de 6 formas diferentes. A Ana
pode entdo escolher praticar mais 1 ou 2 desportos. Tem 2 possibilidades de escolher mais 1 desporto e tem
1 possibilidade de escolher praticar todos os desportos. Neste caso, hd 6 x (2 + 1) = 18 possibilidades.
Finalmente, se o Jodo optar por praticar 3 desportos, pode escolhé-los de 4 formas diferentes, enquanto que a
Ana tem forcosamente de escolher todos os desportos. H& 4 possibilidades neste caso.

Assim, hd um total de 28 4+ 18 + 4 = 50 possiveis escolhas.

2. Se n ndo tem fatores primos, entdo n = 1, que é solucdo do problema.

Se n s6 tem um fator primo, entdo n é da forma p”. Os seus divisores sdo 1,p,...,p" e o seu produto &
plttr = pr+1/2 Entgo pr(r /2 = p2r pelo que r = 3.

Se n tem mais do que um fator primo, entdo n é da forma p"a, com p e a primos entre si. Se r > 2, entdo o
produto dos divisores de n & maior do que p” X a X n = n?, pelo que 1 ndo é solucdo. Portanto, se n € uma
solugc&o com mais do que um fator primo, entdo n & da forma py . . . pr. com p; primos distintos.

Se n = p1p2. entdo o produto dos fatoresdené 1 X p; X po X n = n2, logo n € solucdo.

Se n tem mais de dois fatores primos distintos, entdo n é o produto de trés nimeros a, b, ¢, maiores que 1 e
primos entre si. Assim, ab, ac, bc e abe so trés fatores de n e (ab)(ac)(be)(abe) > n?, logo n ndo & solugao.

Portanto os nimeros procurados sdo o 1 e os nimeros da forma p3 OuU pq. com p, q primos distintos.

Observando a lista dos nimeros primos menores do que 100 (2, 3,5, 7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37. 41, 43, 47,
53,59,61,67,71,73,79, 83,89, 97), concluimos que no caso n = p> ha trés solucoes (p € {2,3,5}) e no caso
n = pq ha 56 solugdes (p = 2,3 < ¢ < 97),(p=3,5<q<61),(p=57<¢<37),(p=7,11<¢g<
23), (p = 11,13 < ¢ < 17)). Portanto ao todo hd 60 solugdes.

3. Uma vez que ADE = 60° e o triangulo [AE D] é ret@ngulo, podemos concluir que EAD =30°, EA = /3
eED =1 0 ) comprimento do segmento [DC] fambém mede 1, por isso o tridngulo [EDC] & isosceles e
tem-se que DCE = DEC = 30°. Por outro lado, sendo [EDC] isésceles e DC =1, pode concluirse que
EC =2 x cos30° = /3, ouseja, EA = EC. Agora observe-se que BDC = 120° e DOB = 45°, portanto
DBC = 15° e o fridngulo [EBC] éisosceles, com EB = EC. Portanto EB = EC = EA, o que significa
que E é o circuncentro de [ABC.

4, Designemos o0 aluno que recebeu um presente no n-ésimo sorfeio por aluno n. Assim, no n-ésimo sorteio
participam os alunos n, . . ., 30. No 30 sorteio, o aluno 30 recebeu o nimero 1. No 29° sorteio, como néo
recebeu 0 mesmo numero, recebeu o nimero 2. Da mesma forma, no 28° sorteio recebeu o nimero 3 e
assim por diante, tendo recebido no n-ésimo sorteio o nimero 31 — n. No 29° sorteio, o aluno 29 recebeu o
ndmero 1 e, de forma andloga ao caso anterior, conclui-se que recebeu no n-ésimo sorteio o ndmero 30 — n.
Procedendo de forma semelhante para os restante alunos, conclui-se que o aluno k recebeu no n-ésimo sorteio
ondmero k + 1 — n. Se o Francisco é o aluno k, ent@o, como recebeu no primeiro sorteio o nUmero 21, temos
k+1—1= 21, ouseja, k= 21. Logo no oitavo sorteio, o Francisco recebeu o nimero 21 + 1 — 8 = 14,
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Cada questdo vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.
Naéo é permitido o uso de calculadoras.

1. A Joana dividiu 365 por todos os inteiros desde 1 a 365 e somou todos os restos. Depois dividiu 366 por todos
os inteiros desde 1 a 366 e também somou todos os restos. Qual das duas somas & maior e qual é a diferenca
entre elas?

2. Seja [ABC] um triéngulo tal que AB = AC. Seja D um ponto em [BC] e E um ponto em [AD] tais que
BED = BAC =2 x DEC. Mostra que DB = 2CD.

A
FE
B D C
3. Consideram-se todas as sequéncias de k elementos (al,ag, S ,ak), onde cada a; pertence ao conjunto
{1,2,...,2021}. Qual & asoma dos menores elementos de todas estas sequéncias?

4, O Pedro e o Tiago vé&o jogar um jogo com um baralho com n cartas, numeradas de 1 a n.

Comecando pelo Pedro, eles véo escolhendo cartas alfernadamente, e recebbem o nUmero de pontos indicado
pelas carta. No entanto, sempre que o jogador escolhe a carta com maior nimero entre as que restam no
baralho, ele é obrigado a passar a sua vez seguinte, ndo escolhendo nenhuma carta. Quando o baralho
terminar, ganha o jogador com mais pontos.

Sabendo que o Tiago consegue pelo menos empatar, independentemente das jogadas do Pedro, quantas
cartas fem o baralho? Indica todas as possibilidades,
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Questdo 1: 16 pontos
Questodes 2, 3 e 4: 8 pontos cada

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. Sejam S a soma dos restos das divisdes de 365 pelos inteiros de 1 a 365 e S’ a soma dos restos das divisdes de
366 pelos inteiros de 1 a 366. Como a divisdo de 366 por 366 tem resto 0, podemos considerar que, em ambas
as somas, tfemos restos de divisdo por inteiros de 1 a 365.

Seja n um inteiro de 1 a 365 e consideremos as divisdes de 365 e 366 por n:

gn +r = 365 q¢n +r' = 366.

Logo. (¢ — ¢ )n+ (r —r') = —1.
Seq =q.entdor —r'=—-1;se ¢ =q+ 1, entdor —1r’' =n—1.

Portanto, cada n contribui com —1 para a diferenca S — S’ e os divisores n de 366 contribuem adicionalmente
n para essa diferenca.

Os divisores n de 366 entre 1 e 365 sdo: 1,2, 3,6, 61, 122 e 183, cuja soma é 378.
Portanto, S — 8’ = 378 — 365 = 13. Logo S > S’, ou seja, a soma dos restos das divisdes de 365 pelos inteiros

de 1 a 365 é maior do que a soma dos restos das divisdes de 366 pelos inteiros de 1 a 366.

2. Sejom F' # A aintersec¢do de AD com a circunferéncia circunscrita a [ABC| e G o ponto médio de [BF).
A

F

Como LCBF e ZC AF estdo inscritos no mesmo arco, entdo

CBF = CAF = CAB — EAB = DEB — EAB = EBA.

Logo EBF = EBD + DBF = EBD + EBA = DBA = BCA = BFE = AFC, peloque EB = EF.
Assim, a bissetriz de ZBEF' é a mediatriz de [BF].

Portanto, os triangulos [EBG], [EF G| e [EFC] sao congruentes, pelo que BF = 2 x FC. Pelo feorema da

B BF
bissetriz aplicado ao angulo em F de [BF (., tem-se =0~ TC 2.

FC

spm




3. Seja S a soma pretendida e consideremos o conjunto 1" das sequéncias (ao,al, R ,ak), onde cada a;

pertence ao conjunto {1,2,...,2021} e ap < a;, paracadai=1,... k.
A sequéncia (ay, . . ., a) contribui com uma parcela min(ay, . . . , ax) para S e dé origem a min(ay, . . . , ax)
sequénciasde 1" (ag, a1, ...,a;).comag = 1,2,... min(ay,...,ax).

Portanto S coincide com o ndmero de elementos de 7.

Para cada valor de ag, os elementos aq, ..., a; podem variar entre ag e 2021, ou seja, hd (2022 — ao)k
sequéncias de T' com esse valor de ayg.

Assim, o namero total de elementos de T é S = 2021F + 2020% + ... + 3k 4 9F 1 1,

4. Vamos assumir que ambos os jogadores sdo perfeitos, e como tal vao sempre tentar maximizar a sua soma.
Com isto em mente, a qualquer momento, qualquer jogada que ndo seja retirar uma das duas maiores cartas
disponiveis & ndo optimal, logo ndo acontece.

Logo, o conjunto de cartas restantes na i-ésima jogada é totalmente caracterizado por k; e m;, k; > m;,
onde k; é o valor da maior carta disponivel, m; € o valor da segunda maior carta disponivel na i-ésima jogada
e para todo o inteiro positivo menor que m;, a carta com esse valor ainda estd disponivel. Se s6 houver uma
carta no baralho, dizemos que m; = 0. Também vamos considerar que o par de jogadas consecutivas de um
mesmo jogador, que se sucedem apds o outro jogador ter tirado a maior carta, como se fosse uma sé jogada.
Temos entdo que kg = n, mg = n — 1, e que o Pedro s6 joga quando i & par e o Tiago quando 7 € impar.

Comecemos por notar que, para n = 3, o Tiago consegue sempre empatar. Vamos provarque n = 3 é o
maior nimero para o qual o Tiago consegue empatar. Para isso vamos definir uma estratégia para o Pedro e
ver que é vencedora para os restantes casos. Seja D; a diferenca entre a soma das cartas do Pedro e a soma
das cartas do Tiago apds a i-ésima jogada. No inicio do jogo, Dy = 0.

A estratégia que definimos para o Pedro é a seguinte: Se k; < 2m; — 1, o Pedro escolhe a carta m;, caso
conftrério, o Pedro escolhe a carta k;. Quando o Pedro tem duas jogadas seguidas, devido ao Tiago ter tirado
a maior carta no turno anterior, ent&o ele comeca por retirar m; e depois, se k; < 2m; — 3, o Pedro escolhe a
carta m; — 1, caso contrdrio, o Pedro escolne a carta k; (a condicdo € a mesma, mas atualiza o m; entre as
suas jogadas).

Se, num par de jogadas Pedro-Tiago, nenhum dos dois jogadores retirou a carta maior, entdo D10 = D; + 1,
isto &, a diferenca entre as somas aumenta.

Notemos que, se nenhum jogador tirou a maior carta, quando um jogador volta a jogar, a maior carta manteve-
-se igual, mas a segunda maior carta diminuiu 2 unidades.

Se, na sua estratégia, o Pedro tira a maior carta, entdo k; = 2m; — 1 ou k; = 2m; — 2. Logo ki1 = m; e
m;+1 = m; — 1. Se na sua vez, o Tiago ndo retira a maior carta disponivel, entdo ele tira no méximo 2m; — 3.
que é menor que k;, logo D; o > D;+ 1. Se o Tiago retira somente a maior carta disponivel, entdo a diferenca
aumenta e ele perde a vantagem da jogada extra. Se o Tiago retirou as duas maiores cartas disponiveis, o
gue é possivel se ele comecar pela segunda maior, entdo ele somou 2m; — 1, podendo ter recuperado um
valor na diferenga das somas, mas a custa do Pedro ter uma jogada extra. Aqui, se o Pedro retira m;42
(assumindo m;42 > 0) j& recuperou qualquer diferenca perdida e a partir daqui o jogo confinua normalmente,
comegando Pedro. Para as nossas contas, vamos considerar uma parcela —my; 42 ha Ultima jogada do Tiago,
e assim femos que a diferenca continuou a aumentar. Se m;4+2 = 0, o Pedro tira a Ultima carta disponivel,
0 que anula a perda do Ultimo par de jogadas. Isto s6 ndo pode acontecer se o Tiago tirou as Gltimas duas
cartas, mas neste caso o Tiago teve de ter tirado as cartas 1 e 2, o que implica a que na jogada anterior o
Pedro tenha tirado pelo menos 3, logo ndo houve diminuicdo da diferenca.

spm




Resta entdo ver o caso em que é o Tiago a tirar a maior carta, sem o Pedro o ter feito na jogada anterior.

Contando a jogada do Pedro anterior & do Tiago, e a primeira das duas seguidas a que ele tem direito, tfemos
entdo que o Pedro refira m; e m; 2 = m; — 2 e o Tiago retira k;, que & menor ou igual a 2m; — 2 (caso contrdrio
o Pedro teria escolhido k; quando escolneu m;). Logo, antes da segunda jogada do Pedro, se contarmos a
primeira jogada como uma parcela —m;42 na jogada do Tiago, temos que D; < D;19, e o0 Pedro comecga a
jogarcom k;1o0 = m; — 1 em;ro = m; — 3 (0 myyo ja estd atualizado tendo em conta a primeira jogada do
Pedro.).

Logo. em todos os pares de jogadas Pedro-Tiago. a diferenca das somas nunca diminui (em alguns casos, a
proxima jogada do Pedro € uma jogada dupla, e é precisar considerar a primeira dessas jogadas neste par),
sendo que s6 em casos especiais € que ndo aumenta (k tem de estar perto de 2m; ou m; perto de 1). Em
particular, para n > 3, apds o primeiro par de jogadas temos uma diferenca das somas j& positiva. Logo, para
n > 3, o Pedro consegue ganhar sempre.

spm
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303:3=101
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Tem atencao: Duracao: 1 hora

e Lé todas as perguntas com muito cuidado.

e Nao apagues as contas, os esquemas e os desenhos que utilizares nas tuas respostas.

e Se acabares antes do tempo previsto, deveras aproveitar para rever a tua prova.

Bom trabalho e diverte-te!

Nome do aluno:

Pontuacao:




1. A Mati, a Zé e o Jonas estao a fazer puzzles iguais. Ja colocaram algumas pecas.

R

/N

M\
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N

N
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Puzzle da Zé

Puzzle da Mati Puzzle do Jonas

As pecas do puzzle da Zé estao todas na posicao correta.
A Mati tem uma peca fora do sitio e o Jonas tem duas.

No puzzle da Zé faltam as seguintes pecas.

D 0 D oD >r ) D
ﬁ H ™\ M\
Peca A Peca B Peca C Peca D

Completa o puzzle da Zé, colocando no lugar de cada peca a letra que

lhe corresponde.

2. Nesta adicao, cada simbolo representa um algarismo.

Preenche cada simbolo com um algarismo

de modo que a adicao fique correta. 3

Nao te esquecas!

Simbolos iguais representam o mesmo algarismo.



3. O Jonas e os colegas estao neste autocarro de dois andares, com seis lugares.

e A Mati estd no lugar por cima da Zé.
e A Zé esta ao pé do Luis.

e A Ana nao esta no lugar por cima do Rui.

Descobre onde esta cada menino e escreve o seu nome na respetiva

janela.

4. Com oito mesas retangulares iguais, a professora [F——— (
fez uma mesa quadrada para trabalhar em grupo, f\%

como se indica na figura. ——— (

Cada mesa retangular tem 1 metro de largura. [F————
Quanto mede o lado da mesa quadrada? af_/@\(%

Resposta:




5. Na biblioteca da escola ha 30 lugares sentados.
Antes do toque de saida para intervalo, estavam
10 lugares livres e nao estava ninguém de pé. No
intervalo, sairam 7 alunos, entraram 21 e os lugares

ficaram todos ocupados.

Quantos alunos ficaram de pé?

Resposta:

6. Na feira do livro, as canetas estavam todas ao mesmo
preco e os livros também. O Luis comprou dois livros
e duas canetas e gastou 56 euros. A Ana comprou um

livro e cinco canetas e também pagou 56 euros.

Quanto custou cada livro?

Resposta:




Mini-Olimpiadas

Ano Letivo 2021/2022
12 Ciclo do Ensino Basico
32 ano

Critérios de Classificacao

Cotagoes

1- 10 pontos
2- 10 pontos
3- 10 pontos
4- 10 pontos
5- 10 pontos
6- 10 pontos

Total: 60 pontos



Critérios de Classificacao

e Se surgirem resolugoes diferentes das apresentadas, a classificagao ficara ao

critério do professor corretor.

e Devem ser valorizados os raciocinios corretos (atribuindo classificagoes par-

ciais) em detrimento dos célculos efetuados.

Exercicio 1

Solucgao:

g oW

o> 00 D

&

i

, ou seja,

!

D)

B

-l
pky

S

i

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as seguintes cotacoes parciais

(ndo acumulaveis).

Coloca uma pega na posicao correta

Coloca duas pecas nas posigoes corretas

Coloca trés pecas nas posicoes corretas

Exercicio 2

Solucgao:

2 pontos
4 pontos

8 pontos

10 pontos



Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as seguintes cotacoes parciais

(ndo acumulaveis).

Calcula corretamente o algarismo correspondente ao quadrado 6 pontos

Calcula corretamente o algarismo correspondente ao quadrado, mas calcula o algarismo
correspondente ao triangulo sem efetuar o transporte 8 pontos

Calcula corretamente o algarismo correspondente ao triangulo, utilizando para o quadrado
um dos algarismos 6, 7 ou 9 4 pontos

Exercicio 3

Solucgao:

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as seguintes cotacoes parciais
(ndo acumuldveis).

Coloca um menino na posicao correta 3 pontos
Coloca dois meninos nas posicoes corretas 6 pontos
Coloca trés meninos nas posigoes corretas 9 pontos



Exercicio 4

Solugao: O lado da mesa quadrada mede 4 m. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotacao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotagoes de uma proposta de resolucao.

Proposta de resolucgao:

Calcula o comprimento de uma mesa retangular

1+1=2m 4 pontos

Calcula o comprimento do lado da mesa quadrada

242=4m 6 pontos

Exercicio 5

Solugao: Ficaram 4 alunos de pé. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotacoes de tres propostas de resolucao.

Proposta de resolugao 1:

Efetua o calculo seguinte para concluir que, apds a saida dos 7 alunos, ficaram 17 lugares
livres

104+7=17 4 pontos

Tendo em conta que entraram 21 alunos para ocupar os 17 lugares livres, efetua o calculo

seguinte para concluir que 4 alunos ficaram de pé

21-17=14 6 pontos



Proposta de resolugao 2:

Efetua o célculo seguinte para concluir que, depois do toque, ficaram mais 14 alunos na
biblioteca

21-7=14 4 pontos

Efetua o calculo seguinte para concluir que, havendo 14 alunos para ocupar 10 lugares
livres, 4 ficaram de pé

14—-10=14 6 pontos

Proposta de resolucao 3:

Efetua o calculo seguinte para contar os alunos que estavam na biblioteca antes do toque

30 — 10 =20 2 pontos

Efetua o calculo seguinte para concluir que, apés a saida de 7 alunos, ficaram 13 alunos
na biblioteca

20—-7=13 3 pontos

Efetua o calculo seguinte para contar os alunos que ficaram na biblioteca depois do

intervalo

13+21=34 3 pontos

Para concluir que 4 alunos ficaram de pé, efetua o seguinte calculo

34-30=14 2 pontos

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.

Exercicio 6

Solugao: Cada livro custou 21 euros. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,



indicam-se, em seguida, as cotacoes de uma proposta de resolucao.

Proposta de resolucgao:

Percebe que 1 livro custa o mesmo que 3 canetas. Por exemplo, faz a representacao

L L C C
custam tanto como L C¢C C C C C.
Logo, L e C C C custam o mesmo. 3 pontos

Percebe que 8 canetas custam 56 euros e uma caneta custa 7 euros, efetuando o calculo
56:8 =17 5 pontos
ou fazendo uma representacao. Por exemplo,
L C C C C C custam 56 euros;
(CCC) C C C C C custam 56 euros;
C custa 7 euros.

Calcula o preco do livro. Por exemplo, efetua o calculo

3xT7=21 2 pontos

Podem ainda ser atribuidas as cotagbes parciais seguintes (nao acumulaveis).

Atribui valores aos precos dos livros e das canetas e verifica que esses valores satisfazem

uma das condigoes. Por exemplo,

2x25+2x3=56 2 pontos

Para além de verificar que os valores atribuidos aos precos dos livros e das canetas

satisfazem uma das condigoes, constata que nao satisfazem a outra. Por exemplo,

2 X 2542 x 3 =56, mas 25+ 5 x 3 =40, em vez de 56 4 pontos

Devem ser cotados os célculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.
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303:3=101
15-10=5

2,4x3=1,2

Tem atencao: Duracao: 1 hora

e Lé todas as perguntas com muito cuidado.

e Nao apagues as contas, os esquemas e os desenhos que utilizares nas tuas respostas.

e Se acabares antes do tempo previsto, deveras aproveitar para rever a tua prova.

Bom trabalho e diverte-te!

Nome do aluno:

Pontuacao:




1. A Mati, a Zé e o Jonas estao a fazer puzzles iguais. Ja colocaram algumas pecas.

7 3 3 X
=L LW
) R =D F. . 2y
-
) =
- N -
) ) ) )
M\ M\ P
Puzzle da Zé Puzzle da Mati Puzzle do Jonas

As pecas do puzzle da Zé estao todas na posicao correta.
A Mati tem uma peca fora do sitio e o Jonas tem duas.

No puzzle da Zé faltam as seguintes pecas.

/M M\ M\
T @ M3 e
N L
Peca A Peca B Peca C Peca D

Completa o puzzle da Zé, colocando no lugar de cada peca a letra que
lhe corresponde.

2. Nesta adicao, cada simbolo representa um algarismo.

Preenche cada simbolo com um algarismo

de modo que a adicao fique correta. 8 i E

Nao te esquecas!
Simbolos iguais representam o mesmo algarismo. QQ 3



3. A Zé e os colegas estao neste autocarro de dois andares, com seis lugares.

e A Mati estd no lugar por cima da Zé.
o A 7¢ esta ao pé do Luis.
e A Ana nao esta no lugar por cima do Rui.

e O Jonas esta a frente da Mati.

Descobre onde esta cada menino e escreve o seu nome na respetiva

janela.

4. Com oito mesas retangulares iguais, a professora [F————

fez uma mesa quadrada para trabalhar em grupo, ——

como se indica na figura. ———— (

A mesa quadrada tem 8 metros de perimetro. ———

— Z
Qual é o perimetro de cada mesa retangular? af_/@\(% &

Resposta:




5. Na biblioteca da escola ha 30 lugares sentados.
Antes do toque de saida para intervalo, estavam
12 lugares livres e 5 alunos estavam de pé. No in-
tervalo sairam 6 alunos, entraram 14 e os lugares

ficaram todos ocupados.

Quantos alunos ficaram de pé?

Resposta:

6. Na feira do livro, as canetas estavam todas ao mesmo
preco e os livros também. O Luis comprou trés livros
e sete canetas e pagou 86 euros. A Ana comprou dois

livros e cinco canetas e pagou 59 euros.

Quanto custou cada livro?

Resposta:




Mini-Olimpiadas

Ano Letivo 2021/2022
12 Ciclo do Ensino Basico
4° ano

Critérios de Classificacao

Cotagoes

1- 10 pontos
2- 10 pontos
3- 10 pontos
4- 10 pontos
5- 10 pontos
6- 10 pontos

Total: 60 pontos



Critérios de Classificacao

e Se surgirem resolugoes diferentes das apresentadas, a classificagao ficara ao

critério do professor corretor.

e Devem ser valorizados os raciocinios corretos (atribuindo classificagoes par-

ciais) em detrimento dos célculos efetuados.

Exercicio 1

Solucao: , Ou seja,

/M

/N

s =)

B

%

i

@>

NN
/M

F

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as seguintes cotacoes parciais

(ndo acumuldveis).

Coloca uma peca na posi¢ao correta
Coloca duas pecas nas posicoes corretas

Coloca trés pecas nas posicoes corretas

Exercicio 2

27
8 6\
DD 3

2 pontos
4 pontos

8 pontos

10 pontos



Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as cotacoes parciais seguintes

(acumulaveis).
Coloca o algarismo 6 no triangulo 4 pontos
Atribui o algarismo 1 ao circulo 3 pontos

Tendo atribuido o algarismo 1 ao circulo, se coloca o algarismo 2 no quadrado, acumula
mais 3 pontos.

Exercicio 3

Solucgao:

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as seguintes cotagoes parciais

(ndo acumulaveis).

Coloca um menino na posicao correta 2 pontos
Coloca dois meninos nas posicoes corretas 4 pontos
Coloca trés meninos nas posigoes corretas 6 pontos
Coloca quatro meninos nas posicoes corretas 9 pontos



Exercicio 4

Solugao: O perimetro de cada mesa retangular é 3 m. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotacao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotagoes parciais de uma proposta de resolugao.

Proposta de resolucgao:

Calcula a medida do lado da mesa quadrada

8:4=2m 3 pontos
Calcula a medida do comprimento de cada mesa retangular (1 m) 2 pontos
Calcula a medida da largura de cada mesa retangular (0,5 m) 2 pontos

Calcula o perimetro de cada mesa retangular

1+4140,5+0,5=3m 3 pontos

Exercicio 5

Solucao: Ficou 1 aluno de pé. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotacao parcial. Para esse efeito,

indicam-se, em seguida, as cotacoes de trés propostas de resolucao.

Proposta de resolugao 1:

Efetua o cdlculo seguinte para saber o niimero total de alunos que podiam ocupar os 12

lugares livres.

14—-64+5=84+5=13 5 pontos

Conclui que 1 aluno ficou de pé, efetuando o calculo seguinte

13—-12=1 5 pontos



Proposta de resolugao 2:

Efetua o cédlculo seguinte para concluir que haveria 7 lugares livres se todos os alunos se

sentassem

12-5=7 4 pontos

Efetua o calculo seguinte e conclui que, depois do toque, ficaram mais 8 alunos na
biblioteca

14—-6=28 4 pontos

Conclui que 1 aluno ficou de pé efetuando o célculo

8§—7=1 2 pontos

Proposta de resolugao 3:

Efetua o calculo seguinte para contar os alunos que antes do toque estavam na biblioteca

30—-124+5=23 3 pontos

Efetua o calculo seguinte e conclui que, apds a saida dos 6 alunos, ficaram 17 alunos na
biblioteca

23 —-6=17 3 pontos

Efetua o cédlculo seguinte para contar os alunos que ficaram na biblioteca depois do toque

17+ 14 =31 2 pontos

Conclui que 1 aluno ficou de pé efetuando o calculo seguinte

31-30=1 2 pontos

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.

Exercicio 6

Solucgao: Cada livro custou 17 euros. 10 pontos



Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,

indicam-se, em seguida, as cotacoes de uma proposta de resolucao.

Proposta de resolugao:

Percebe que 1 livro e 2 canetas custam 27 euros, efetuando o calculo
86 — 59 = 27 3 pontos

ou fazendo uma representacao que lhe permita concluir. Por exemplo,
L L L CCCC C C C custam 86 euros;
L L C CC C C custam 59 euros;
L C C custam 27 euros.
Percebe que 1 caneta custa 5 euros, efetuando os calculos
2x27=54 e H9—-5H4=5 4 pontos

ou fazendo uma representacao que lhe permita concluir. Por exemplo,

(LCC)(LCC)C custam 59 = 27 + 27 + 5 euros, logo 1 caneta custa 5 euros.

Efetua um célculo para concluir que cada livro custa 17 euros 3 pontos
Por exemplo, 2x5=10 e 27—-10=17 ou
7Tx5=35 8 —35=51 e 5H1:3=17 ou

dXd=25 99—-20=34 e 34:2=17.

Podem ainda ser atribuidas as cotagdes parciais seguintes (nao acumuléveis).

D4 valores aos precos dos livros e das canetas e verifica que esses valores satisfazem uma
das condicoes. Por exemplo,

2x2245x3=590u3x24+7x2=286 2 pontos

Para além de verificar que os valores escolhidos satisfazem uma das condigoes, constata

que nao satisfazem a outra. Por exemplo,

2x2245x3=>59, mas 3 x 2247 x 3 =87, em vez de 86 4 pontos

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-
mente.
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XLOPM -10.11.2021 - Pré-Olimpiadas - 5° ano Duragéo: 2 horas
Questdo 1:
Na questdo 1 escolhe, em cada alinea, a op¢do correta. cada opcéo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2 e 3. cada opcdo errada: -1 ponto
Nao é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3: 10 pontos cada

1. (a) O Bruno tem muitos berlindes azuis, brancos, verdes e vermelhos. O Bruno quer oferecer ao irmdo trés
berlindes, usando duas cores diferentes (por exemplo, o Bruno poderia oferecer ao irmdo dois berlindes
azuis e um berlinde branco). De quantas maneiras pode o Bruno escolher os berlindes?

A3 B) 6 )8 D) 12 E) 16

(b) No quarto do Bruno estd um quadro com uma fotografia dos dois irmdos.
Tanto o quadro como a fotografia sdio quadrados e a fotografia tem 9 cm de
lado. Sabendo que o perimetro da fotografia mede metade do perimetro
do quadro, qual é a area total do quadro?

A) 64 cm? B) 72 cm? C) 96 cm? D) 216 cm? F) 324 cm?

(c) O Bruno vai de casa até & escola de bicicleta, por ruas de sentido > > Escola
Unico. Na figura estd representado o sentido de cada rua. De
quantas formas pode o Bruno escolher o tfrajeto?

Casa > >

Al B)3 )5 D)7 B9

(d) Na escola do Bruno estdo dois painéis formados por azulejos de
tamanho igual. O Bruno reparou que as partes pintadas dos dois
painéis finham a mesma drea e o mesmo perimetro. Um dos
painéis estd representado na figura o lado. Qual das seguintes
figuras poderd representar o outro painel?

A) B) () D) B

(e) Por baixo dos painéis estd a inscricdo 123456789101112 - - - 9899100, formada pelos nimeros inteiros de
1 @ 100, colocados lado a lado. Quantos algarismos tem esta inscricdo?

A) 192 B) 195 C) 198 D) 200 E) 201

2. A turma do Tiago estd distribuida na sala por filas de 5 mesas individuais. As filas da frente estdio completas e
a Ultima tem apenas 2 alunos. Na sala de Educacgdo Visual, as filas séo de 7 mesas; todas estdo completas
exceto a Ultima, onde ficaram 3 mesas livres. Qual € o nimero minimo de alunos que a turma pode ter?

3. A Alice, a Beatriz e a Carolina sdo irmds. Sabe-se o seguinte:

a) a soma das idades das trés irmas é 42;

b) a Alice tem o dobro da idade da Beatriz;

¢) a Carolina é dois anos mais nova do que a Beatriz.
Qual é aidade de cada uma das irmas?

spm
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XL OPM - 10.11.2021 - Pré-Olimpiadas - 5° ano

Questdo T:

Sugestdes para a resolucdo dos problemas By oPeao correta: 4 pontos
cada op¢do errada: -1 ponto

Questodes 2, 3: 10 pontos cada

1. (o) OpgdoD. (Hd 4 escolhas para a cor que aparece duas vezes e 3 escolhas para a outra cor.)
) OpcaoE. (O lado do quadro mede 9 x 2 = 18 ¢m.)
(©) Opcdo C. (O Bruno tem de escolher um dos cinco caminhos ascendentes.)
(@ OpcdoD. (O painel tem drea 29 quadriculas e perimetro 44 lados de quadricula.)
() OpcdoA. (9Ix1+90x2+1x3=192.)

2. O ndmero de alunos da turma é simultaneamente um multiplo de 5 mais duas unidades (7, 12, 17, 22, 27, 32,
37,42, etc.) e um multiplo de 7 mais quatro unidades (11, 18, 25, 32, 39, etc.).

O primeiro nUmero que verifica ambas as condigdes € o 32, logo o nimero minimo de alunos que a furma pode
ter é 32.

3. Tomemos a idade da Beatriz como referéncia.
Temos entdo que a Alice tem o dobro da idade da Beatriz e a Carolina tem menos dois anos que a Beatriz.

Isto significa que a soma das trés idades equivale a somar 2 vezes a idade da Beatriz (idade da Alice), com a
idade da Beatriz (idade da propria Beatriz), com a idade da Beatriz e subtrair 2 (idade da Carolina).

Temos entdo que a soma das idades mais 2 (42 + 2 = 44) é o quddruplo da idade da Beatriz.
Logo a Beatriz tem 44/4 = 11 anos.

Finalmente, vemos que a Carolinatem 11 — 2 = 9 anos e que a Alice tem 11 x 2 = 22 anos.
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XL OPM - 1 Eliminatdria - 10.11.2021 - Categoria JUunior - 6°/7° anos Durag&o: 2 horas
Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (a) A Alice, a Beatriz e a Carolina sdo irmds. A soma das idades das trés irmds & 42. A Alice tem o dobro da
idade da Beatriz. A Carolina é dois anos mais nova do que a Beatriz. Qual é a idade da Beatriz?

A 10 B 11 O 12 D) 13 B) 14

(b) No quarto da Alice estd um quadro com uma fotografia das trés irmas.
A fotografia &€ um ret@ngulo de largura 3 dm e altura 5 dm e a moldura
tem largura constante, como na figura. Sabendo que o perimetro da
fotografia mede metade do perimetro do quadro, qual é a drea total

do quadro?
A) 20 dm? B) 30 dm? C) 42 dm? D) 56 dm? E) 63 dm?
(c) A Carolina vai de casa até a escola de bicicleta, por ruas de > > Escola
sentido unico. Na figura estd representado o sentido de cada /\/\/\/\/
rua. De quantas formas pode a Carolina escolher o frajeto? Casa >
A1l B)7 9 D) 16 B) 20

(d) Na parede da escola da Carolina estd a inscricdo 123456789101112 - - - 201920202021, formada pelos
ndmeros inteiros de 1 a 2021, colocados lado a lado. Quantos algarismos tem esta inscricéo?

A) 4042 B) 5555 C) 6063 D) 6977 E) 8084

2. Na figura seguinte, B e C s@o pontos do segmento [AD]. O retangulo [BCEF] tem 100 cm? de érea e
[BDEF] tem 70 cm de perimetro. Os triangulos [ABF| e [DCE] tém cada um 60 cm de perimetro. Qual é
o perimetro de [ADEF|?

A B C D

3. O Jodo pintou um nimero em cada face de duas moedas. Atfirou as moedas ao chéo e as faces visiveis tinham
os nimeros b e 8, cuja soma € 13. Depois, atirou as moedas ao chdo mais frés vezes e obteve as somas 10, 11
e 14. Determina todas as possibilidades para os nUmeros que o Jodo pintou nas outras faces das moedas.

4. O professor de artes quer que os seus alunos decorem a escola com lanternas de abdboras alusivas ao
Halloween. Quando distribuiu as abdboras pelos seus alunos, cada um recebeu 15 abdboras e sobrou uma. Se
2 alunos se juntarem & turma de artes, e as abdboras forem redistribuidas, cada aluno recebe 11 abdboras e
sobram 3. Determina o nUmero total de abdboras.
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XL OPM - 1° Eliminatdria - 10.11.2021 - Categoria Junior - 6°/7° anos

Questdo 1:

Sugestdes para a resolucdo dos problemas €add opgdo cometa: 4 pontos
cada opg¢do errada: -1 ponto

Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) OpcaoB. (A Alice tem 22 anos, a Beatriz tem 11 anos e a Carolina tem 9 anos.)
() OpcdoE. (O quadro tem largura 3+4 =7 dm e altura 5+4 =9 dm.)
(¢) Opcao C. (A Carolina tem de escolher um dos nove caminhos ascendentes.)
(d OpcdoD. (9 x1+90x2+4900 x 3+ 1022 x 4 =6977.)

2. Observe-se que
Perimetro[ BDEF| — Perimetro[CDE] = 70 — 60 = 10.

Por outro lado,
Perimetro[ BDEF] — Petimetro|[ CDE] = BC + FE =2 x BC

e, porisso, BC = 5.

—— 100
Uma vez que a drea de [BC' EF] € 100, conclui-se que BF = b 20.

Portanto, o perimetro de [ADEF] é

Perimetro[ BD EF] + Perimetro[ABF] — 2 x BF = 70 + 60 — 40 = 90 cm.

3. Notemos que o nUmero de cada face aparece exatamente 2 vezes como somando, nas somas de resultado
10, 11, 13 e 14. Logo a soma destes 4 valores (10 + 11 + 13 + 14 = 48) é o dobro da soma dos 4 nUmeros
pintados nas moedas. Logo a soma dos 4 nimeros pintados & 48/2 = 24. Podemos concluir que a soma das
duos faces que desconhecemos é 24 — 13 = 11.

Se 10 for a soma de 5 com a face que desconhecemos da segunda moeda, isto obriga esta a ser 5, logo a
restante face tem o nimero 11 — 5 = 6.

Se 10 & a soma de 8 com a face desconhecida da primeira moeda, isto obriga esta a ser 2, logo a restante
face temonimero 11 — 2 =9,

Portanto as moedas tém os nameros (5, 6) e (8,5) ou as moedas tém os nimeros (5, 2) e (8,9).

4, Quando se juntam dois alunos a turma, cada aluno inicial tem que lhes dar 4 das suas abdboras, sobrando
mais 2 abdboras.
Como os novos alunos receberam 11 x 2 = 22 abdboras, entdo os alunos iniciais deram 22+ 2 = 24 abdboras.

Logo havia inicialmente 24 /4 = 6 alunos. Assim, hd 15 x 6 + 1 = 91 abdboras.
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XL OPM - 22 Eliminatdria - 12.01.2022 - Categoria Junior - 6°/7° anos Durag&o: 2 horas
Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (a) No dia de Reis, o Pedro recebeu um saco de berlindes dos avds. O saco continha 15 berlindes azuis,
12 verdes, 9 brancos, 30 dourados e 2 vermelhos. Quantos berlindes ele deve retirar do saco, de olhos
fechados, para ter a certeza que retira berlindes de 3 cores diferentes?

A4 B 12 C) 28 D) 32 E) 46

(b) O Pedro sobrepds dois quadrados, como se mostra na figura. Qual é o valor de x + y?

A) 100 B) 120 C) 150 D) 180 E) 300

(c) O Pedro escreveu todos os algarismos do ndmero 5% x 8. Quantos algarismos foram escritos pelo Pedro?

A 10 B)11 C) 12 D) 13 B) 14
(d) O Pedro dividiu o retangulo [ABC D] da figura em duas regides. A drea da D rC
regido colorida mede 3/2 da drea da outra regido.
Sabendo que AD = 10cm, AE = 6 cme DF = 18 cm, quanto mede [E B]?
A E B
A) 12 cm B) 14 cm C) 16 cm D) 17 cm E) 18cm

2. Num quadrado com 6 cm de lado, foram tracados alguns segmentos de
reta unindo vértices e pontos médios de lados, tal como se mostra na figura.
Qual é a drea do paralelogramo sombreado?

3. Nodiade Reis, o Jodo fezum livro para oferecer ao irmdo. Ele pegou num monte de /—'
folnas A4, dobrou-o ao meio e agrafou-o de modo a formar um livio A5. As paginas
foram numeradas por ordem crescente, comecando na capa com o nimero 1.
Sabendo que existe um lado de uma das folhas A4, representada na figura, que
tem o numero 50 no canto inferior esquerdo e o nimero 7 no canto inferior direito, 50
quantas folhas A4 usou o Jodo para fazer o livro? \

~N

4. Noreino da Matemdatica existe umarua em que as casas do lado esquerdo estdo numeradas
com os numeros impares de 1 a 7, e as do lado direito com os nUmeros pares de 2 a 10.
O rei pretende remodelar o aspeto da rua, pintando cada uma das casas de azul ou de
branco. Além disso, ele ndo quer que haja 3 casas seguidas, no mesmo lado, pintadas da
mesma cor (por exemplo, as casas 2, 4 e 6 ndo podem ter a mesma cor), e quer que a
soma dos nimeros das casas azuis seja igual & soma dos ndmeros das casas brancas.
De quantas maneiras pode o rei mandar pintar as casas daguela rua?

=D [ [«D D
D =D 0D =D [ED
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XL OPM - 2¢ Eliminatdria - 12.01.2022 - Categoria JUnior - 6°/7° anos

Questdo 1:

Sugestdes para a resolucdo dos problemas Ccada opgageorsta: 4 pontos
cada opgdo errada: -1 ponto

Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (o) OpcdoE. (B0+15+1=46.)
() OpcdoD. (Os angulos na intersecao tém amplitudes x°, y°, 90° e 90°, cuja soma ¢ 360°.)
(c) OpcaoB. (5% x 8 =58 x 215 =108 x 27 =128 x 10%.)
(d) OpcdoB. (Area de [ADFE] =120 c¢m?; Area de [ABCD] = 200 em?; AB = 20 cm.)

2. Considerando a seguinte divisdo da figura, como [BDC] é congruente a [EDC] e tem a v
mesma base e a mesma altura que [A B D] ent@o estes triéngulos tém todos a mesma drea. > ‘
Como adreade [ACE] &6 x 3/2 = 9 cm?, entdo cada triangulo branco tem drea 3 cm?., E

A B

Portanto a drea do paralelogramo é 62— 8x3=12cm?.

C

3. O livro tem 6 pdginas antes da pdagina 7, logo tem também 6 pdginas depois da pdgina 50. Assim, o livro tem
56 paginas, ou seja, foi feito com 56,/4 = 14 folnas A4.

4. Como a soma de todos os nUmeros das casas € 1 + 2+ --- + 7 + 8 + 10 = 46, sabemos que a soma dos
ndmeros das casas azuis e dos nimeros das casas brancas tem que ser 4—26 = 23. Como 23 & impar, temos que
pintar um ndmero impar de casas do lado esquerdo de cada cor. Logo, no lado esquerdo da rua, hd uma
casa de uma cor e frés de outfra cor. Vamos supor que uma casa & azul e trés séo brancas, sendo o outro caso

simétrico. Como ndo hd trés casas seguidas da mesma cor, temos apenas dois casos a considerar:

Caso 1: A casa com o ndmero 5 é azul e as restantes séo brancas;

Caso 2: A casacom o nimero 3 é azul e as restantes s&o brancas.

No primeiro caso, a soma dos nimeros das casas do lado direito a pintar de azul deve ser 23 —5 = 18 e a pintar
de branco deve ser 23 — (1 4+ 3+ 7) = 12. Como ndo ha trés casas seguidas damesma core 8 + 6 + 2 < 18,
a casa nimero 10 tem que ser pintada de azul. Analogamente, como n&o hdé trés casas seguidas da mesma
core6+4 < 12, a casa nimero 8 tem gue ser pintada de branco. E entdo facil concluir que as casas nimeros
2 e 6 ser@o azuis e que a casa numero 4 serd branca. Logo, no primeiro caso existe apenas uma maneira de
pintar as casas.

No segundo caso, a soma dos nimeros das casas do lado direito a pintar de azul deve ser 23 — 5 = 20 e a
pintar de branco deve ser 23 — (1 + 3 + 7) = 10. Seguindo um raciocinio andlogo ao do caso precedente,
podemos concluir que a casa ndmero 10 fem que ser pintada de azul. Ficam a faltar pintar as casas com os
ndmeros 2, 4, 6, e 8, sendo que a soma dos nimeros das casas pintadas de cada uma das cores deve ser 10.
Claramente existem duas formas de fazer isso: ou se pintam as casas com os ndmeros 2 e 8 de azul e as restantes
de branco, ou se pintam as casas com os nimeros 2 e 8 de branco e as restantes de azul. Como ambas as
escolhas respeitam a restricdo de ndo haver trés casas seguidas pintadas com a mesma cor, podemos concluir
que hd duas maneiras possiveis de pintar as casas no segundo caso.

Logo, o rei pode mandar pintar as casas de 2 x (1 + 2) = 6 formas distintas.
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XL OPM - Final - 1° Dia - 08.04.2022 - Categoria Junior - 6°/7° anos Duragdo: 3 horas

Questdo 1: 16 pontos

. . .y Questdes 2 e 3: 7 pontos cad
Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos. UesIoes £ @ vt 7 ponios cada

Naéo é permitido o uso de calculadoras.

1. (@ Numa viagem pelo mundo, enquanto explorava a Terra dos Enigmas, o Zacarias perdeu-se num belo e
enigmatico castelo. A porta da sala onde se encontrava, finha nela escrita a seguinte lista de nUmeros:
7,28, 35,37,65. Para que esta se abra, o Zacarias deve riscar um conjunto de nimeros cuja soma perfaga
100. De quantas formas o pode fazer?

A0 B)1 o2 D)3 E)4

(b) Do outro lado da porta, encontrou o guardido Xavier que lhe disse: D C

“Ja reparaste bem no teto desta sala? Tem desenhado um quadrado
[ABC D] cuja drea mede 16 m?. O segmento [EF] que vés tracado,
tem 1 metro de comprimento e & paralelo ao lado [AB]. Sé sairés daqui

se adivinhares qual é a drea da regido pintada.” E F
O que deverd responder o Zacarias?
A B
A) 4 m? B) 6 m? C) 10 m? D) 12 m? E) 16 m?

(c) Mais um enigma resolvido, e o Zacarias encontra o seu velho amigo Vitor que |he diz: “Estds a ver este
livro? Se me disseres quantas pdginas fem, eu ajudo-te a sair daqui. Dou-fe uma dica: o algarismo 3
aparece 22 vezes.”

Qual & o numero maximo de pdginas que pode ter o livro do Vitor?
A) 22 B) 111 C) 113 D) 114 E) 122

(d) Quase a saida do magnifico castelo, os dois amigos deparam-se com o Grande Mestre Ulisses que tinha
acabado de calcularasoma 4 + 44 + 444 + - - - + 4...4

2022 algarismos
Qual é o nUmero formado pelos dltimos trés algarismos do nimero que ele obteve?

A) 088 B) 768 C) 816 D) 928 E) 968

2. O Luis e a Mafalda comegaram agora a estudar na Escola Secunddria Raul Proenca e enviaram o seguinte
convite aos seus novos colegas de turmai:

Gostariamos muito que nos fossem visitar.

Os mimeros das portas das nossas casas tém dois algarismos, sendo os das dezenas
1gUAIS.

Se somarem o0s algarismos do nimero da porta da Mafalda obtém o algarismo das
unidades da porta do Luis.

O produto dos nimeros das nossas portas € mailtiplo de 9 e a sua soma € maltipla
de 10.

Quais sGo 0s numeros das portas das casas dos dois amigos?

3. O Raul escreveu o nimero 235689741 e reparou que o nimero & uma montanha, pois utiliza todos os algarismos
de 1 a9 exatamente uma vez, comeca por ter os algarismos ordenados de forma crescente, depois de forma
decrescente e ndo comeca nem termina em 9. Quantos nimeros montanha existem?
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Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

1. (a) Se o Zacariasriscar o nimero 65, entdo, para gue a soma dos nimeros riscados seja 100, ele deverariscar,
além do 65, um conjunto de nimeros cuja soma seja 35. Ora, ele tem duas possibilidades para isso: ou
risca o 35 ouo 7 e o 28. Se, pelo contrdrio, o Zacarias ndo riscar o ndmero 65, entdo, como a soma dos
restantes nimeros & 7 + 28 + 35 + 37 = 107, ele terd necessariamente que riscar os ndmeros 28, 35 e
37. Logo, o Zacarias terd que riscar os nimeros de um dos seguintes conjuntos: {35,65}, {7,28,65}, ou
{28,35,37}.

Opcdo correta: D).

(b) Como a drea do quadrado mede 16 m2, o seu lado mede 4 m. Logo, a drea a branco é a drea de dois
4x3

triangulos cujos alturas somam 4 — 1 = 3 m, ou seja, mede =5= = 6 m?2. Podemos entdo concluir que a
area da regido sombreada é de 16 — 6 = 10 m?.
Opcdo correta: C).

(©) Repare-se que o algarismo 3 ocorre 22 vezes entre os ndmeros 1 e 122. Como o ndmero 123 usa o
algarismo 3, o livro do Vitor fem, no mdaximo, 122 paginas.
Opcdo correta: E).

(d) Comecamos por observar que para os Ultimos trés algarismos da soma indicada apenas contribuem os
altimos trés algarismos de cada uma das parcelas. Logo, o nimero procurado € o nidmero formado pelos
altimos trés algarismos de 4 + 44 + 444 x 2020 = 896928, ou seja, 0 928,

Opcdo correta: D).

2. Sejam m = ab o nUmero da porta da casa da Mafalda e | = ac o nUmero da porta da casa do Luis.
Sabendo que m + [ € mltiplo de 10, pode afirmar-se que b+ c=0oub+ c = 10. Comoa >0ea+b=c,
conclui-se que ¢ > b e temos 0s casos:

eb=1c=9ea =28
e b=2,c=8ea=0;
eb=3.c=Tea=4
e b=4,c=6ea=2

Por fim, tendo em conta que m x [ & mdltiplo de 9, conclui-se que b = 1,¢c = 9ea = 8, ouseja,m = 8l e
{ =89,

3. Comecemos por notar que o algarismo 9 & maior que os restantes, logo serd o cume da montanha. Cada um
dos restantes 8 algarismos pode estar a esquerda ou & direita do 9, logo ha 28 possibilidades. Para cada uma
delas, os algarismos ficam automaticamente ordenados, logo ndo hd mais escolhas a fazer. Temos apenas que
retirar os casos 123456789 e 987654321, que n&o sdo montanhas. Logo hd 28 — 2 = 254 montanhas.
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Questdo 4: 16 pontos

. . .y Questdes 5 e 6: 7 pontos cad
Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos. UesIoes © @ oi 7 pontos caca

Naéo é permitido o uso de calculadoras.

4, (a) O visor duma calculadora estd avariado e s6 é possivel, em qualquer operacéo, ver o algarismo das
unidades. A sucessdo 8,6,4,0,4,4,8,2,... foi construida da seguinte forma: a partir do terceiro, cada
termo é a soma dos dois anteriores, tal como aparece na calculadora avariada. Qual é o 2022° termo
desta sucessdo?

A0 B) 2 O4 D)6 B)8

(b) O Tom e o Jerry trocaram de posi¢cdes relativamente a uma mesa. Nas posicdes da figura & esquerda, a
cabeca do Jerry estd 20 cm acima da cabeca do Tom e, na figura & direita, a cabeca do Jerry estd 100
cm abaixo da cabec¢a do Tom. Qual &€, em cm, a altura da mesa?

A) 40 B) 60 C 65 D) 70

(©) Seja [ABC] um triangulo tal que AB = 5cm, AC = Tcme BC = 4
cm. Pelo ponto D, no interior do triéingulo, tragcam-se retas paralelas aos
trés lados que os intersetam nos pontos P, @, R e S, tal como se mostra
na figura. Qual & a medida, em cm, de P—Q + RS?

A) 4 B)5 C)5,5 D)6

(d) Com doze azulejos retangulares formou-se uma parede quadrangular,
tal como se mostra na figura. Se a soma dos perimetros dos azulejos é
4200 cm, quantos centimetros mede o lado da parede?

A) 105 B) 210 © 300 D) 350 E) 380

5. Na Terra das Figuras Geométricas, o Tiago viu a subtracdo AQO — OO A = 126 escrita numa parede.
Sabendo que cada simbolo representa um algarismo de 0 a 9, quais sdo os valores possiveis para () [ A?

6. O Jodo escreveu um ndmero inteiro positivo em cada uma das faces de um cubo. De seguida, para cada
vértice do cubo, o Jodo calculou o produto dos numeros das rés faces adjacentes a esse vértice. A soma
destes 8 produtos &€ 165. Determina a soma dos seis nUmeros escritos nas faces do cubo.
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Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

4. (a) Escrevendo mais alguns termos da sucessdo, tem-se
8,6,4,0,4,4,8,2,0,2,2,4,6,0,6,6,2,8,0,8,8,6, ...

ou seja, a sucessdo repete-se de 20 em 20 termos. Como 2022 = 101 x 20 + 2, o termo 2022 vai ser 6.
Opcdo correta: D)

(b) Se ndo houvesse a mesa, a soma da diferenca de alturas entre o Tom e o Jerry com a diferenca de alturas
entre o Jerry e o Tom era zero. Como a cada uma das diferencas adicionamos a altura da mesa, vem

gue o dobro da altura da mesa é a soma das diferencas das alturas, logo 20 4+ 100 = 120. Assim, a altura
da mesa é 60 cm.

Opcdo correta: B)

(©) Por construcdo, os quadrildteros [APDS] e [DQCR] sao paralelogramos, logo AP = SD e DR = QC.
Entdo PQ + RS = PQ+ SD + DR = PQ + AP + QC = AC =T7cm.
Opcdo correta E).

(d) A soma dos perimetros de todos os retdngulos contém a medida de 4 lados
da parede no perimetro do quadrado; no interior hd mais 3 conjuntos de
segmentos horizontais que formam um lado (que se tém de contar duas vezes
por terem sobreposicdes de dois lados de perimetros de azulejos) e 2 conjuntos
de segmentos verticais que formam um lado (que se tém de contar duas vezes
por terem sobreposicoes de dois lados de perimetros de azulejos). Portanto, a
soma dos perimetros de todos os retdngulos éiguala4d +2 x 6+ 2 x 2 =14
vezes o lado da parede, logo o lado mede 4200/14 = 300 cm.

Opcdo correta C)

5. Comecemos por notar que terse OO — (OO = 126 equivale aterse OO 4+ 126 = $(OO. Fica entdo
claro que:
e [ é o algarismo das unidades de 6 + ;

e (O éoalgarismo das unidades da soma de 24 com o algarismo das dezenas de 6+  (que se considera
0 se esta soma for inferior a 10);

e O éasomadel+ () com o algarismo das centenas de 26 + [1). Em particular, devemos ter $ > 1 e

O<s8.

Ou seja, para cada valor possivel de §, existe no maximo uma solucdo.
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Solugao 1: Analisamos entdo cada uma das possibilidades, comecando por escolher A:

E soluc@o?

Nao, porque devemos ter () < 8

sim: QOA = 082

sim: OOA = 103

sim: QOA = 304

sim: QOA = 415

sim: QOA = 526

sim: QOA = 637

Sim: QOA = 748

(£]B[O]
1 719
21810
3|91
4 10| 3
5 |1 4
6 2] 5
71316
8 4| 7
9 15| 8

sim: QOA = 859

Solugao 2: Observando que, se OUA é uma solugdo, entdo QLA + 111 também &, e que OUA = 082
€ uma solu¢cdo, encontramos imediatamente as solugdes 193, 304, 415, 526, 637, 748 e 859. Fica-nos a faltar
considerar o caso em que A = 1. Se A = 1, entdo necessariamente [ = 7e () = 9. Mas esta atribuicdo
ndo conduz a uma solugdo uma vez que, como ja observado, devemos ter () < 8.

Resposta: O nimero OOA pode tomar os seguintes valores: 082, 193, 304, 415, 526, 637, 748 e 859.

. Sejama, b, ¢, d, e, f os nUmeros escritos nas faces do cubo tais que a e f estejam em faces opostas, € © mesmo
aconteca com o par b e e e com o par ¢ e d. Entdo, temos

165 = abc + ace + aed + adb + fbc+ fce + fed + fdb
= a(bc + ce + ed + db) + f(bc + ce + ed + db)
= (a+ f)(bc + ce + ed + db)
=(a+ f)b+e)(c+d)

Como cada fator a + f, b+ e e ¢ + d & um infeiro positivo maior do que 1, segue-se da unicidade da
decomposi¢do em primos de 165 = 3 x 5 x 11 que os conjuntos {a + f,b+ e, c+ d} e {3,5, 11} sao iguais.
Assim, a soma pretendida é (a + f) + (b+e) + (c+d) =3+ 5+ 11 =19.
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Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@ A Ana, o Bernardo, a Carla e o Diogo tém a mesma idade. Qual dos seguintes algarismos n&o pode ser
o algarismo das unidades do produto das idades dos quatro amigos?

A0 B)1 (O3} D)6 B9

(b) Para ir da sua casa até & casa do Diogo, a Ana tem de
percorrer ruas com senfido Unico, como indicado na figura.
Quantos caminhos diferentes a Ana tem & escolha para ir
da sua casa até & casa do Diogo? Ana Diogo

Al B)7 O11 D) 16 E) 20

(c) A Carla pediu ao Bernardo que escrevesse todos os nimeros entre 100 e 1000, constituidos apenas pelos
algarismos 0, 1, 2, 3 ou 5, sem repeticdo. Quantos destes nimeros sdo divisiveis por 67?

AT B) 8 O 10 D) 12 B)13

(d) A Ana escolheu o nimero A = 50°, o Bernardo o nimero B = 10'? e a Carla o nimero C' = 65, Por
que ordem deve o Diogo colocar os nimeros escolhidos de modo que fiquem por ordem crescente?

AA<B<(C BB<A<(C OOC<B<A DA<C<B BEB<C<A

2. A Adriana gosta de montar tapetes com os seguintes tipos de pecas:

Cantos: E Laterais: i@ Interiores: ﬁ

Ao lado estd um tapete que a Adriana montou com 4 cantos, 6
laterais e 2 interiores.

De seguida, a Adriana decidiu montar um tapete com 30 pecas, das
quais 4 eram cantos, 14 laterais e as restantes interiores.

Quantas pecas tem cada um dos lados do tapete?

3. Na figura seguinte estd representado um triangulo [ABC. Sejom D um ponto de [AC| e E um ponto de [BC]
tais que [DE] é paralela a [AB]. Sabendo que [DEC] tem drea 2 e que [ADE] tem area 6, qual € a drea
de [ABE]? o

A B

4, A soma de 11 inteiros positivos distintos € igual a 100. Quantas parcelas impares deverd ter, no minimo, esta
soma?
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Questdo 1:
cada opg¢do correta: 4 pontos
Sugestoes para a resolucdo dos problemas cada opcéo errada: -1 ponto

Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) OpcaoE. (O algarismo das unidades de 10* €0, o de 11* €1, o de 12* ¢ 6 e 0 de 15* ¢ 5.)

(b) Opcdo C. (Hd 3 x 3 trajetos que passam pelo vértice central e 2 trajetos que ndo passam.)

(©) Opcdo A. (O Bernardo escreveu os numeros 102, 120, 132, 150, 210, 312 e 510.)

(d) OpgaoB. (1010 =24 x 5% x 108 < 52 x 54 x 106 = 500 = (22 x54)3 < (22x32x6%)% = (6°)3 = 65)
2. Solugdo 1: Como hd 30 pecas, entdo as dimensdes do tapete podem ser 1 x 30, 2 X 15,3 X 10 ou 5 X 6.

No primeiros dois casos, ndo haveria pegas interiores; no terceiro caso, haveria apenas 8 pecas interiores; No
daltimo caso, de facto, existem 12 pecas interiores. Logo as dimensdes do tapete séo 5 X 6.

Solugdo 2: Como hd 30 — 14 — 4 = 12 pecas interiores, entdo as dimensdes do interior podemser 1 x 12, 2 X 6
ou 3 x 4. No primeiro caso, o tapete teria dimensdes 3 x 14, ou seja, 42 pecas; no segundo caso, o tapete
teria dimensdes 4 X 8, ou seja, 32 pecas; no terceiro caso, de facto, o tapete tfem dimensdes 5 x 6, ou seja, 30
pecas. Logo as dimensdes do tapete sdo 5 X 6.

3. Como drea [CAE] = 4x drea [DEC] e estes tridngulos tém o mesma altura em relagdo a E, entdo
CA=4xCD.

(Em alternativa, como drea [ADE] = 3x area [DEC], e estes tridngulos tém a mesma base [DE], entdo
a altura de [ADE] é o triplo da altura de [DEC]. Portanto, a altura de [ABC| é o quddruplo da altura de
[IDEC])

Como [DE] é paralelo a [AB], entdo [ABC] é semelhante a [DEC]. com razdo de semelhanca 4.
Portanto, area[ABC| = 4?x drea [DEC] = 4% x 2 = 32.
Logo drea [ABE] = drea [ABC|— drea [DEC|— drea [ADE] =32 —2 — 6 = 24.

4, Como asoma dos onze inteiros € par, entédo hd um ndmero par de parcelas impares.

A soma dos primeiros 11 inteiros pares positivos & maior do que 100, uma vez que
2444+64+---+20+22=(2422)4+(4420)+(6+18)+ (8+16)+ (10+14)+12 =24 x5+ 12 = 132.

Entdo hd& pelo menos duas parcelas impares.

Retirando os dois maiores nimeros da soma anterior, obtém-se 2 +4+-- - +18 = 132 — 20 — 22 = 90, faltando

10 para a soma ser 100. Esta soma pode ser obtida, por exemplo, acrescentando os dois nimeros impares 1 e
9.
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Questdo 1:
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opgé&o correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada
1. (a) Nodiade Reis, o Pedro fezum livro para oferecer ao irmdo. Ele pegou num monte de /"

folnas A4, dobrou-o ao meio e agrafou-o de modo a formar um livio A5. As paginas
foram numeradas por ordem crescente, comecando na capa com o nimero 1.
Sabendo que existe um lado de uma das folhas A4, representada na figura, que
tem o numero 50 no canto inferior esquerdo e o nimero 7 no canto inferior direito,
quantas folhas A4 usou o Pedro para fazer o livio?

50

AT B) 8 O 12 D) 14 E) 16

(b) Num guadrado com 6 cm de lado, o Pedro tracou alguns segmentos de
reta unindo vértices e pontos médios de lados, tal como se mostra na figura.
Qual &, em cm?2, a drea do paralelogramo sombreado?

A) 2 B) 4 6 D)8 E) 12

(c) O Pedro escreveu todos os nimeros de seis algarismos comegados por 20210 e reparou que apenas um
deles € um numero primo. Qual é o Ultimo algarismo desse numero?

Al B3 o4 D)7 B9

(d) Para cada namero real x, define-se o valor de f(z) como sendo o minimo dos ndmeros {4z + 1,x +
2, —2x + 4}. Porexemplo, f(3) = minimo{4 x 3+ 1,3 +2,—2 x 3+ 4} = minimo{13,5, -2} = —2.
Qual é o maior valor possivel para f(x)?
A 1 B 2 c 9 b 8 . 11
'3 '3 ’3 '3 '3
2. Noreino da Matemdtica existe uma rua em que as casas do lado esquerdo estéo numeradas
com os numeros impares de 1 a 7, e as do lado direito com os nUmeros pares de 2 a 10.
O rei pretende remodelar o aspeto da rua, pintando cada uma das casas de azul ou de
branco. Além disso, ele ndo quer que haja 3 casas seguidas no mesmo lado, pintadas da
mesma cor (por exemplo, as casas 2, 4 e 6 ndo podem ter a mesma cor), e quer que a
soma dos nimeros das casas azuis seja igual & soma dos ndmeros das casas brancas.
De quantas maneiras pode o rei mandar pintar as casas daquela rua?

=D [ [«D D
D =D 0D =D [ED

C
D
3. Na figura ao lado, os triangulos [ABC e [DAE] sdo congruentes e
reténgulos, com A, B e E colineares, e F' € aintersecdo de [AD] com &
[C'B]. sabendo que AE = 20 cm, quanto mede [C'F]?
A B FE
4. A Mafalda contou o nimero de solugdes inteiras positivas (a, b) da equacdo a + b = 30. J& a Laura decidiu
1 1
contar o nUmero de solucdes inteiras positivas (a, b) daequagcdo — -+ E = % Qual das duas amigas encontrou
a

mais solucdes?
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Questdo T:
cada op¢do correta: 4 pontos
Sugestdes para a resolucdo dos problemas cada opg&o errada: -1 ponto

Questodes 2, 3, 4: 8 pontos cada
1. (0 OpcadoD. (O livro tem 50 4+ 6 = 56 pdginas, logo foi feito com 56/4 = 14 folhas A4.)

(b) OpcaoE. (O paralelogramo tem um terco da drea do quadrado, ou seja, 12 ¢m?.)

() OpgcdoE. (202101 e 202107 sao multiplos de 3; 202103 € maltiplo de 11; 2020104 ¢ par.)

(d) Opcao D. (f() sea:<3,3:+2<3,se:n>3,—23:+4<3)

2. Como a soma de todos os nUmeros das casas & 1 + 2 + --- + 7+ 8 —|— 10 = 46, sabemos que a soma dos
nUmeros das casas azuis e dos ndmeros das casas brancas tem que ser 46 — 93, Como 23 & impar, temos que
pintar um ndmero impar de casas do lado esquerdo de cada cor. Logo, no lado esquerdo da rua, hd uma
casa de uma cor e trés de outra cor. Vamos supor que uma casa é azul e trés sdo brancas, sendo o outro caso
simétrico. Como ndo ha trés casas seguidas da mesma cor, temos apenas dois casos a considerar:

Caso 1: A casacom o nimero 5 é azul e as restantes sGo brancas;
Caso 2: A casacom o nimero 3 é azul e as restantes sGo brancas.

No primeiro caso, a soma dos nimeros das casas do lado direito a pintar de azul deve ser 23 — 5 = 18 e a pintar
de branco deve ser 23 — (1 4+ 3+ 7) = 12. Como ndo ha trés casas seguidas da mesma core 8 + 6 + 2 < 18,
a casa nimero 10 tem que ser pintada de azul. Analogamente, como ndo hd trés casas seguidas da mesma
core 6+4 < 12, a casa nimero 8 tem que ser pintada de branco. E entdo facil concluir que as casas ndmeros
2 e 6 ser@o azuis e que a casa ndmero 4 serd branca. Logo, no primeiro caso existe apenas uma maneira de
pintar as casas.

No segundo caso, a soma dos nimeros das casas do lado direito a pintar de azul deve ser 23 — 5 = 20 e @
pintar de branco deve ser 23 — (1 + 3 4+ 7) = 10. Seguindo um raciocinio andlogo ao do caso precedente,
podemos concluir qgue a casa nimero 10 fem que ser pintada de azul. Ficam a faltar pintar as casas com os
ndmeros 2, 4, 6, e 8, sendo que a soma dos nimeros das casas pintadas de cada uma das cores deve ser 10,
Claramente existem duas formas de fazer isso: ou se pintam as casas com os nimeros 2 e 8 de azul e as restantes
de branco, ou se pintam as casas com os nimeros 2 e 8 de branco e as restantes de azul. Como ambas as
escolhas respeitam a restricdo de ndo haver trés casas seguidas pintadas com a mesma cor, podemos concluir
que hd duas maneiras possiveis de pintar as casas no segundo caso.

Logo, o rei pode mandar pintar as casas de 2 x (1 4+ 2) = 6 formas distintas.

3. Sejaa = DAE. Como [ABC] e [DAE] sao congruentes, femos que CB = AE = 20 e ABC = a. Logo
[ABF] & isésceles, o que implica AF = FB Temos | FAC = CAB — DAE = 90 — a e, como [ABC] &
retangulo em A, também ACB = 180 — CAB — ABC = 90 — a. Logo [ACF] também & isésceles, o que
implica CF = FA. Logo CF = FB. Finalmente, temos 20 = CB = CF + FB = 2CF ., logo CF = 10.

4. A equacdo da Mafalda é a + b = 30 < a = 30 — b, logo hd 29 solucdes inteiras positivas desta equacdo:
(30 —b,b),comb=1,. 29.
A equacdo da Laura é = + b = 310 & a = 30 + %, logo as solucdes inteiras positivas da equacdo sdo
dadas por (30 + b90§)07 b) onde b & um divisor de 900. Como 900 = 22 x 32 x 52 possui 27 divisores positivos
(0os nimeros da forma 2% x 3Y x 5%, com xz,y, z € {0,1,2}), entdo a equagdo da Laura possui 27 solugdes
inteiras positivas e, portanto, a Mafalda contou um maior nimero de solugoes.
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Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos.
Naéo é permitido o uso de calculadoras.

1. (@) O Raultem um grande caderno em que as pdaginas ndo estdo numeradas. Ele fem autocolantes com os
algarismos de 0 a 9, e decidiu numerar as pdginas do caderno. O Raul tem autocolantes suficientes de
cada algarismo, mas tfem apenas 22 autocolantes do algarismo 2. Comecgando na pdgina 1, quantas
pdginas consecutivas € que o Raul consegue numerar?

A) 22 B) 99 ) 112 D) 119 E) 199
E
(b) Na capa do caderno do Raul estd representado um tridngulo reténgulo
[ABC, um quadrado [AC DE] e um retangulo [BCFG]. A D
Sabendo que AB = BG = 2 cm e que a drea do quadrado é igual &
area do reténgulo, quanto mede, em cm, o lado [BC|? B C
G F

A VE -2 B V5 —1 V5 D)5+ 1 B) V5 + 2

(c) ORaul escreveuno seu caderno todos os 120 ndimeros com 4 algarismos que contém apenas os algarismos
1,2,3,4,5 e em que cada um deles aparece no mdximo uma vez. Depois calculou a soma de todos
esses 120 nUmeros. Qual foi o resulfado dessa soma?

A)16665 B)33330 C) 166650 D) 199980 E) 399960

(d) Na contra-capa do caderno estd um reténgulo [ABC D], cujas medidas dos lados sGo AB =6cme
AD = 30 cm. O ponto G é o ponto médio de [AD] e o ponto E pertence ao prolongamento de [AB] e
étalque BE = 2 cm. Se F' é o ponto de interse¢cdo de [E D] com [BC], qual € a drea do quadrilatero

[BFDG] em cm??
A G D

B c

E
A) 60 B) 67,5 O 75 D) 82,5 E) 90

2. O Raul escreveu o nUmero 235689741 e reparou que o nimero é uma montanha, pois utiliza todos os algarismos
de 1 a9 exatamente uma vez, comeca por ter os algarismos ordenados de forma crescente, depois de forma
decrescente e ndo comeca nem termina em 9. Quantos nimeros montanha existem?

3. O Alberto, o Bernardo e o César pintaram uma casa com quatro quartos iguais. Cada um deles pintfou sempre
ao mesmo ritmo. O Alberto e o Bernardo pintaram um dos quartos em 5 horas. O Bernardo e o César pintaram
outro quarto em 4 horas. O Alberto e o César pintaram o terceiro quarto em 10 horas. Os trés pintores
comecaram a pintar o Ultimo quarto, mas, ao fim de 3 horas, o Bernardo e o César fiveram que sair. Quanto
tempo demorou o Alberto a pintar o resto do quarto?
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Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. (@) Entre 1 e 99 hd dez nimeros em que o algarismo das unidades é o 2 e dez nUmeros em que o algarismo
das dezenas € o 2. Para numerar as pdginas até 100, o Raul precisa de usar 20 autocolantes com o
algarismo 2, ficando a sobrar apenas dois autocolantes. Os proximos nimeros com o algarismo 2 sdo 102,
112 e 120, e portanto a Ultima pdgina que o Raul consegue numerar & o 119.

Opcdo correta: D).

(b) Seja x a medida do lado [BC, e consequentemente a drea do reténgulo [BC'F G|, e do quadrado
[ACDE],é BG x BC' = 2z. Usando o Teorema de Pitdgoras, obtemos que

AB°+CA =BC' e 2+ =22’ =4+ 2.

O lado [BC] é a hipotenusa do triangulo reténgulo [ABC], e portanto a sua medida & maior do que AB.
A resposta certa é assim uma das op¢oes: C, D ou E. Fazendo x = V5 + 1, verificamos que a igualdade
x? = 2z + 4 & satisfeita.

o 22 =(Vi+1) = (VB) +12+2/5=6+2V5

e 4+20=4+2(V5+1)=6+2V5
Opcdo correta: D).

(c) Cada um dos cinco digitos aparece um ndmero igual de vezes como algarismo das unidades, das
dezenas, das centenas e dos milhares, ou seja cada um dos digitos é usado 13_0 = 24 vezes em cada
uma das posicoes. A soma dos algarismos das unidades € portanto 24 x (1+42+3+4+5) = 24x 15 = 360.
De igual modo a soma dos algarismos das dezenas, das centenas e dos milhares € 360, donde se conclui

que a soma dos 120 nUmeros é igual a:

360 + 10 x 360 + 100 x 360 + 1000 x 360 = 1111 x 360 = 399960 .

Opcdo correta: E).

(d) Os triangulos retangulos [BEF] e [CDF) sdo semelhantes, uma vez que os angulos EF B e DFC sao

iguais, por serem verticalmente opostos. Como g:_lE) = % pela semelhanga dos tridngulos % = % e
consequentemente BF = %B—C =17,5.

BF+DG — 17,5415
A &rea do paralelogramo [BFDG| é — X B = — X 6 = 67,5.

Opcdo correta: B).
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2. Comecemos por notar que o algarismo 9 & maior que os restantes, logo serd o cume da montanha. Cada um
dos restantes 8 algarismos pode estar d esquerda ou & direita do 9, logo ha 28 possibilidades. Para cada uma
delas, os algarismos ficam automaticamente ordenados, logo ndo hd mais escolhas a fazer. Temos apenas que
retirar os casos 123456789 e 987654321, que ndo sdo montanhas. Logo hd 28 — 2 = 254 montanhas.

3. Solugdo 1: Como os trés pintores pintaram o Gltimo quarto durante 3 horas, cada um pintou 0 mesmo que teria
pintado se cada um dos pares Alberto/Bernardo, Bernardo/César e Alberto/César tivessem pintado o quarto

durante 1,5 horas. Assim, no total pintaram 1’? + 1215 + 1175) = 10 do quarto. Portanto, o Alberto pintou
1-— % = % do quarto depois o Bernardo e o César sairem.

Como o Bernardo e o César pintam um quarto em 4 horas, em 3 horas pintaram % de um quarto. Logo, o
Alberto pintou 1 — % = % do quarto. Assim, o Alberto pintou i = 4—0 = 4—30 do quarto antes o Bernardo € o

César sairem.
, 3 , _ 7
Como demorou 3 horas para pintar E do quarto, conclui-se que demorou 7 horas para pintar 4—0 do quarto.

Solucdo 2: Sejam a, b e ¢ o nUmero de quartos que o Alberto, o Bernardo e o César pintam numa hora,
respetivamente. Entdo tem-se

5a + 5b =1
4b 4+ 4e¢ = 1
10a + 10c = 1

1 1
Portanto, pela primeira igualdade, b = 5 — a e, pela terceira igualdade, ¢ = E — a.

4 4 2 1
Substituindo na segunda igualdade, temos | — —4a | + | — —4a | = 1, ouseja, 8a = —,donde a = —.
) 10 10 40

1 1 7 1 1 3

Deduz- b=-——=—6¢=—— — = —,
equz-se agora que 5 20 20 ec 10 20 20

7 3 33
Assim, ao fim de 3 horas, os trés pintores pintaram 3 x <— +— + —> = — do guarto, faltando ainda

40 40 40/ 40
7
) 33 7 40 .
pintar 1 — 4—0 = 4—0 Portanto, o Alberto demorou - = 7 horas a pintar o resto do quarto.
40
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Cada questdo vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.
Naéo é permitido o uso de calculadoras.

4. Considere-se a sucesséo 1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,...,1,2,...,n,..., onde apds os inteiros consecutivos de 1
até n, aparecem como termos os inteiros consecutivos de 1 até n + 1, e assim sucessivamente. Qual é o 2022°
tfermo desta sucessdo?

5. No tfriéngulo obtusangulo [A BC'| representado na figura, M é o ponto médio do lado [AC] e M D e EB s&o
perpendiculares a BC'. Se a érea do friangulo [ABC' é 24, qual é a érea do friangulo [EDC]?

C

6. O Raul encontrou um saco com moedas antigas e quer partihar 99 destas moedas com alguns colegas da sua
turma, da seguinte forma: o colega nimero 1 recebe uma, duas ou trés moedas; o colega ndmero 2 recebe
mais uMa ou menos uma moeda do gque o colega nimero 1; o colega nimero 3 recebe mais uma ou Mmenos
uma moeda do que o colega nUmero 2 e assim sucessivamente,

Determina o menor nimero de colegas da turma do Raul para o qual é possivel repartir as moedas desta forma.

Para esse numero, determina de quantas formas diferentes se pode fazer a reparticdo.
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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

4, Umavezque 1+ 2+ - +n = M0E ¢ 83X64 _ 9016 < 2022 < 2080 = #4X65, 5 2022° termo & o numero

2
2022 — 2016 = 6.

5. Comece-se por observar que, sendo M o ponto médio do lado [AC]. tem-se que [M D] mede metade da
altura de A relativamente ao lado [BC], logo

dreade [ABC] = MD x BC.

Por outro lado, os friangulos [M DC] e [EBC sdo semelhantes e, por isso,

EB B A ____ __ W
——— :C,ou sejo,CD x EB =MD x BC.
MD CD
Assim, . W
DxEB MDxB 1
dreade [CDE] = ¢ ; = ; ¢_ 3 drea de [ABC]

e, portanto, érea de [CDE] = 12.

6. Seja n o nUmero de alunos com quem o Jodo vai partiihar as moedas e seja a; 0 nUmero de moedas que o
aluno ndmero i recebe. Entdo a; = a;,—1 £ 1 paras = 2,...,n. O Jodo ndo consegue repartir as moedas por
n < 11 colegas, uma vez que

ait+ar+---4+a, <3+44+---4+13 =88 < 99.
O mesmo ocorre quandon = 12ea; = 1 oua; = 2, uma vez que
ar+as+--+ap<24+34+---+13=90 <99.

Consideremos agora o cason = 12 e a; = 3. Se o aluno ndmero 1 recebe uma moeda a mais do que o aluno
ndmero ¢ — 1, para todo o %, temos

ar+as+---+ap=3+4+---4+14 =102 > 99.

Por outro lado, se um e apenas um aluno, digamos o nimero k, recebe uma moeda a menos do que o colega
que o precede, entdo o nimero de moedas a distribuir € igual a 102 — 25, onde j = 12 — (k + 1). Se mais
um aluno, digamos o numero 5 = k. recebe uma moeda a menos do que o colega que o precede, entdo o
numero de moedas a distribuir & igual a 102 — 25 — 25’, onde 5/ = 12 — (k' + 1). Ou seja, por cada aluno
que recebe menos uma moeda do que o colega que o precede, o numero total de moedas a distribuir diminui
por um mdltiplo de 2. Como 102 — 2¢ é um nimero par, ndo & possivel distribuir as 99 moedas por 12 colegas

quando o primeiro recebe 3 moedas.
spm




Consideremos agoraocason = 13. Sea; = 1temos1+ 2+ ---+13 = 91 < 99 e se a; = 2 o nUmero
24+3+4+---4 14 = 104 é par. Usando o raciocinio anterior, concluimos que ndo é possivel distribuir as 99
moedas nestes dois casos. Suponhamos agora que a3 = 3. Neste caso, tfemos

34+4+---+15=117>99.

Como vimos atrds, por cada aluno que recebe menos uma moeda do que o colega que o precede, 0 nUMero
total de moedas a distribuir diminui 2¢ unidades, para certo inteiro £. Queremos 99 = 117 — 2/, o que implica
{ = 9. Portanto, cada particdo do inteiro 9 em parcelas positivas e distintas dé origem a uma distribuicdo das
99 moedas por 13 pessoas. Temos as seguintes particdées: 9,8 + 1,7+ 2,64+ 3,5+4,64+2+1,5+3+2e
4 4+ 3 4 2, que correspondem ds seguintes distribuicdes das moedas:

(3,4,5,6,5,6,7,8,9,10,11,12,13), (3,4,5,6,7,6,7,8,9,10,11,12,11),
(3,4,5,6,7,8,7,8,9,10,11, 10, 11), (3,4,5,6,7,8,9,8,9,10,9, 10, 11),
(3,4,5,6,7,8,9,10,9,8,9,10,11), (3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 10,9),
(3,4,5,6,7,8,9,10,9,10,9,10,9), (3,4,5,6,7,8,9,10,11,10,9,8,9).

Portanto, 13 € o menor nimero de colegas do Jodo para os quais € possivel fazer a distribuicdo das 99 moedas
e ha 8 formas diferentes de fazer esta distribuigdo.
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Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (o) Qualé aordenacdo dos nimeros z = 500, Yy = 10'9 e z = 615 por ordem crescente?
Ar<y<z By<x <z Ouyu<z<z Dz<y<zx Bz<r<y

(b) Tanto o nimero 122 como o nimero 2021 tém exatamente dois algarismos iguais a 2. Quantos nimeros
inteiros positivos menores do que 10000 t&m esta propriedade?

A 171 B) 180 C) 486 D) 513 E) 627

(c) O reténgulo da figura tem lados de comprimento 6 e 10. O paralelogramo
[AECF] tem drea 12 e o segmento de reta [GE] é perpendicular ao
segmento de reta [AF]. Quando mede o segmento de reta [GE]?

A 3 B 2 O1 D) 0 B
4 5 )

(d) Quantos pares (ac, y) de ndmeros inteiros positivos sdo solucdes da equacdo
3:2y5 — 6l29

A0 B)1 o2 D)3 E)4
D o,

2. O quadrado [ABC D] tem 48 cm de perimetro. Com centro nos vértices A
e C', tracam-se dois arcos de circunferéncia, de raio 9 cm, que se intersetam
nos pontos E e F', como se mostra na figura. Qual é a drea do quadril&tero
[AFCE]?

B
3. A soma de 16 inteiros positivos distintos & igual a 200. Quantas parcelas impares deverd ter, no minimo, esta
soma?

4. O Artur estd a montar um tapete, como representado na figura, usando
as seguintes pecas:

Cantos: E Laterais: ﬁ Interiores: g::g

H& um canto amarelo, dois azuis e um cinzento; hd duas pecas laterais
amarelas, duas azuis e quatro cinzentas; hd uma peca interior amarela,
duas azuis e uma cinzenta. O Artur pretende que no seu tapete ndo haja
duas pecas da mesma cor com um lado em comum (embora possam
ter um vértice em comum).

De quantas formas distintas pode o Artur montar o seu tapete?

Nota: Duas configuragcdes que se podem obter uma da outra por rotacdo sdo consideradas iguais.
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Questdo 1:
cada opgdo correta: 4 pontos
Sugestoes para a resolucdo dos problemas cada opcéo errada: -1 ponto

Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) OpgaoB. (100 =24x51x10% < 52x 5 x10° = 500 = (22 x 5%)3 < (22x32x63)3 = (6°)® = 6%5.)
(b) OpcaoC. (Hd 6 escolhas para a posicdo dos algarismos 2 e 9% escolhas para os outros algarismos.)
(©) OpgaoD. (Tem-se EC =+/62+82=10 e a drea de [AECF] é 12 = EC x GE))
(d) OpgaoE. (As solugdes (z,y) sdo (2 x 3,22 x 3%), (20 x 3,32), (2 x 39,22), (26 x 35,1).)

2. Uma vez que o perimetro é 48 cm, o lado do quadrado mede 12 cm. Seja G o ponto de intersegdo de [AC|

com [EF]. Usando o Teorema de Pitagoras no triangulo [ABC, vem AC” =122 +122, logo AC = 12v/2
cm.

D C

A B

Como [AFCE] é umlosango, entdo [AC] e [EF] sGo perpendiculares e intersetam-se nos seus pontos médios.
Logo, tem-se AG = 6/2 cm.

De novo pelo Teorema de PitGdgoras, agora aplicado ao fringulo retédngulo [AGE], vem (6\/5)2 4—E—G2 =92,
logo EG = 3 cm. Entdo a dreade [AFCE] é

2
4 x area[AGE] = 4 x % = 36v/2cm?.

3. Como a soma dos 16 inteiros & par, entdo hd um ndmero par de parcelas impares.
A soma dos primeiros 16 nimeros pares positivos & maior do que 200, uma vez que

2444430432 = (2432)+ (4430) + (6+28) + (8+26) + (10+24) + (12+22) + (14+20) 4 (16+18) =
34 x 8 =272,

Entédo hd pelo menos duas parcelas impares. No entanto a soma dos primeiros 14 nimeros pares positivos &
igual a 272 — 32 — 30 = 210 que ainda & maior do que 200, e portanto tém que existir pelo menos quatro
parcelas impares.

Finalmente basta mostrar que & possivel escolher doze ndmeros pares positivos e quatro ndmeros impares
positivos cuja soma & 200, por exemplo, da seguinte forma:

(24 4+6+---+24) + (1+3+5+35) = 156 + 44 = 200.

spm




4. Como duas configuracdes que se podem obter uma da outra por rota¢cdo sdo consideradas iguais, podemos
contar apenas as configuracdes em que o canto superior esquerdo é cinzento.

Uma vez que hd quatro pecas laterais cinzentas e ndo pode haver duas com um lado em comum, entdo hda
uma em cada lado do tapete. Portanto qualquer configuracdo é da forma:

A peca interior cinzenta ndo pode ter um lado comum com as laterais, logo sé tfem duas posicdes possiveis,
que definem a posicdo das restantes pecas interiores:

e No primeiro caso, se o canto inferior direito fosse azul, as laterais com um lado em comum com esse canto
seriam cinzentas e as seguintes seriaom amarelas, o que impossibilitaria a coloca¢cdo do canto amarelo.
Portanto, o canto inferior direito € amarelo e os restantes cantos sGo azuis:

Ha& 6 formas de escolher os lados em que vao ficar as 2 pecas laterais azuis, € cada forma determina as
posicodes das pecas restantes, logo, neste caso, hd 6 configuragdes.

e No segundo caso, ficam definidas as posicdes das pecas laterais e do canto inferior direito:

O canto amarelo pode ser colocado numa das duas posicdes restantes, logo, neste caso, hd 2 configuracdes.

Assim, ao todo hd 8 configuragdes:
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Cada questéo vale 10 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.

Na&o é permitido o uso de calculadoras.

1. Para cada nimero real ., define-se o valor de f(x) como sendo o minimo dos nimeros {4x+1, 42, —2z+4}.
Por exemplo:

f(8) = minimo{4 x 3+1,3+2,—2 x 3+ 4} = minimo{13,5, -2} = —2.
Qual é o maior valor possivel para f(x)?

2. A Mafalda contou o nimero de solucdes inteiras positivas (a, b) da equacdo a + b = 30. J& a Laura decidiu

contar o nUmero de solugdes inteiras positivas (a, b) daequacdo —+ E = %. Qual das duas amigas encontrou
a
mais solucdes?

3. No triangulo [ABC], o lado [AB] e a mediatriz de [BC] intersetam-se no ponto D. Sabendo que C'D é a

bissetriz de ZACB, AD = 9e DB = 7, determina a drea do friéngulo [ADC].

4, Na televisdo estdo a decorrer debates entre n > 4 partidos politicos. Cada partido debate com cada um
dos outros exatamente uma vez, e em cada dia sdo fransmitidos simulfaneamente dois debates. Pretende-se
calendarizar os debates de modo que cada partido tenha pelo menos um dia de descanso entre cada dois
debates. Qual € o menor nUmero de partidos para o qual isto é possivel?
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Sugestoes para a resolucdo dos problemas

Cada questdo vale 10 pontos

1. Tem-se
2 2 2 2 11 8 8 8
f <§> = ml'nimo{4>< §+1,§+2,—2 X §+4} = mfnimO{?,g,g} == g
Sex < 2. temsex +2 < §.logo f(z) < 3.
Sex > 2, temse —2z +4 < §,logo f(z) < 8.

Portanto o valor méximo de f(z) é 3
. A equacdo da Mafalda é a + b = 30 < a = 30 — b, logo ha 29 solucdes inteiras positivas desta equacdo:
(30 — b,b),comb=1,...,29.

A equacdo da Laura é % + % = % & a = 30 + %, logo as solucdes inteiras positivas da equacdo sdo
dadas por (30 + %, b) , onde b & um divisor de 900. Como 900 = 22 x 32 x 52 possui 27 divisores positivos

(os nimeros da forma 2% x 3¥ x 5%, com z,y, z € {0,1,2}), ent@o a equagdo da Laura possui 27 solucdes
inteiras positivas e, portanto, a Mafalda contou um maior nUmero de solugdes.

. Seja E o ponto médio de [BC| e F' o pé da altura em [AC'] do triangulo [ADC.

A B
Sendo D E amediatrizde [BC], otriangulo [DBC éisdsceles e os tridngulos [D BE] e [DC E] sGo congruentes.

Como C'D & a bissetriz de ZAC B, observa-se que os friangulos retangulos [DEC] e [DFC] tém dois angulos
iguais. Pelo critério AL A conclui-se que estes friingulos sdio congruentes.

logo FC =CE = EB = ?eDE:DF.
Por outro lado, considerando k' a altura do friangulo [A BC] relativamente ao lado [AB], tem-se
W AC

e —

DF 9

Como DE = DF conclui-se que
AC = 23—0.

Observacao: a relacio AC = %B—C’ € consequéncia imediata do Teorema da bissetriz.



Como FC = %, tem-se AF = %B—C’ . Assim, pelo Teorema de Pitdgoras, tem-se
== 2
11—_\* — BC
9°—(—=BC) =DF =7~ —
(57) (%)

donde se conclui que BC' = % e DF = %\/3 Portanto,

dreade [ADC] = = BC x % = 14/5.

| ©

. Seja n o nimero de partidos. Cada partido debate com os restantes n — 1 partidos e descansa pelo menos
n — 2 dios. Logo ao todo tem que haver pelo menosn — 1 +n — 2 = 2n — 3 dias de debates.

n(n—1) nin—1) n(n —1)
Por outro lado, os — debates ocupam —1 dias. Logo — 1

>2n — 3,ouseja, n > 8.
7

= 14 dias de
debates, e os partidos que tivessem o primeiro debate no dia 2 teriam necessariamente todos os debates nos
dias pares; da mesma forma, os partidos que tfivessem o primeiro debate no dia 1 teriam necessariamente
todos os debates nos dias impares. Logo ndo poderia haver debates entre esses partidos.

No entanto, para n = 8, ndo & possivel calendarizar os debates. Neste caso, haveria

Paran = 9, é possivel calendarizar os debates com as condicdes pretendidas, por exemplo, da seguinte forma:

Debates

Dia 1 12 3«4
Dia 2 56 78
Dia 3 13 214
Diad4d |57 69
Dia 5 14 248
Dia6 |[3+<5 7+ 9
Dia7 |16 4+ 8
Dia8 |2+ 3 5«9
Dia 9 17 446
Dial1l0 | 2+ 9 58
Diall |3+ 6 4«7
Dial2 |1+5 8«9
Dial3 |2+ 6 3«7
Dial4 |1+ 8 4+ 9
Dial5 |2+ 5 6«7
Dial1l6 | 1+ 9 3«8
Dia 17 | 2+ 7 4+5
Dia 18 |3+ 9 6+ 8

Portanto, o nimero minimo de partidos para o qual é possivel calendarizar os debates é 9.

Observacao: Para 9 partidos, hd 7906 x 9! formas de calendarizar os debates.
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Cada questdo vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.
Naéo é permitido o uso de calculadoras.

1. A turma do Raul tem 15 alunos, todos com alturas diferentes. A professora de Matematica quer colocd-los em
fila de modo que, no inicio da fila, estejam ordenados por ordem crescente de alturas, a partir dai, estejom
ordenados por ordem decrescente e o Raul, que é o mais alto da turma, ndo pode ficar nos extremos. De
quantas maneiras diferentes & possivel formar esta fila?

2. Seja P um ponto sobre uma circunferéncia C; e seja Co uma circunferéncia de centro P que interseta C1 em
dois pontos () e R. A circunferéncia C3, de centro () e que passa por R, interseta Cy noutro ponto S, como na

figura. Mostra que QS é tangente a Cj.
S
4

Cs
Cy

3. O Proenca tem um novo tabuleiro de xadrez 8 X 8 e quer decompd-lo em n ret@ngulos que ndo se sobrepdem,
de modo que:

(1) cada ret@ngulo tenha tantos quadrados brancos como pretos;
(i) nGo haja dois retdngulos com o mesmo niimero de quadrados.
Determina o valor méximo de n para o qual uma tal decomposicdo é possivel.

Para este valor de n, determina todos os possiveis conjuntos {Al, RN An}, onde A; é o nimero de quadrados
do reté@ngulo 7, para os quais uma decomposigdo do tabuleiro nas condigcdes pretendidas & possivel.
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XL OPM - Final - 1° Dia - 08.04.2022 - Categoria B - 10°/12° anos Duragdo: 3 horas

Cada questdo vale 10 pontos

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. Cada um dos 14 colegas do Raul pode estar & sua esquerda ou & sua direita, logo hé 2gF possibilidades. Para
cada uma destas possibilidades, os alunos ficam automaticamente ordenados, logo ndo hd mais escolhas a
fazer. Temos apenas que retirar os casos em que o Raul estd nos extremos. Logo hd 214 _ 2 maneiras de formar
afila.

2. Solucdo 1: Sejam O o centro de C; e a = OQP. Como OP = 0Q, entao também OPQ = a.
Como PR = PQ, entao [OPQ] e [OPR] sao congruentes, logo ORP = OPR = a.
Rﬁ@ 2«

Como ZRS(Q estainscrito em Cg, entdo, pelo teorema do arco capaz, R§Q == - = Q.

Como QS = QR, entao QRS = RSQ = «a.

Portanto, todos os dngulos assinalados na figura sdo congruentes.

. - 2 - - ~
Logo, ROS = 180° — 2ac e POR = 180° — 7‘“ — 90° — a, pelo que POS = ROS — PQR = (180° —

2a) — (90° — ) = 90° — .
Portanto, OQS = OQP + PQS = o+ (90° — a) = 90°.

spm




Solucdo 2: Sejom O o centro de C1 e M o ponto de intersegcdo de OP com QR.

Como QR = QS e PR = PQ = PS, entdo [PQR)] e [PQS] sdo congruentes. Logo, PQR = PQS.
Como OP = 0Q, entdo OPQ = OQP.

Portanto, 0QS = OQP + PQS = OPQ + PQR = 180° — PMQ.

Uma vez que [OP] é a mediatriz de [QR], tem-se PMQ = 90°, pelo que OQS = 90°.

. Como todos os reténgulos tém um nimero diferente de quadrados, podemos assumir que A1 < Ay < -+ <
A,

Vamos comecar por mostrar que n < 7. Por absurdo, suponhamos que n > 8. Como a condicdo (z) implica
que cada A; € um ndmero par, o nimero de quadrados cobertos pelos retdngulos na decomposicao é:

Al +Ay+ -+ A, >2444+6+8+10+12+ 14+ 16 = 72,

o que é impossivel uma vez que o tabuleiro s6 tem 64 quadrados. Portantotemosdetern < 7. Além disso, tfemos
necessariamente A7 < 24, pois caso contrario terfiamos A1+ Ag+- - -+ A7 > 24+4464+8+10+12+24 = 66 >
64. Portanto, para n = 7 obtemos as seguintes 5 possibilidades para { A1, Ao, ..., A7} {2,4,6,8,10,12, 22},
{2,4,6,8,10, 14,20}, {2,4,6,8, 10,16, 18}, {2,4,6,8,12,14, 18} e {2,4,6, 10,12, 14, 16}.

A primeira sequéncia ndo é possivel de ser obtida uma vez que ndo & possivel ter um retdngulo no tabuleiro
comdimensdo 1 x 22 ou 2 x 11. Cada uma das outras 4 sequéncias correspondem a decomposicoes possiveis
do tabuleiro, como se ilustra em baixo.
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{2,4,6,8,10, 14,20} {2,4,6,8,10, 16,18}

{2,4,6,8,12,14, 18} {2,4,6,10,12,14,16}

Portanto, o méximo valor de n é 7 e hd 4 diferentes decomposicdes do tabuleiro em 7 ret@ngulos que satisfazem
as condicoes pedidas.
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XL OPM - Final - 2° Dia - 09.04.2022 - Categoria B - 10°/12° anos Duragdo: 3 horas

Cada questdo vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.
Naéo é permitido o uso de calculadoras.

4. Seja [AD] uma mediana do frigngulo [ABC]. Sabendo que ADB = 45° e ACB = 30°, mostra que
BAD = 30°.

5. Numa competicdo de badminton participam 16 jogadores, dos quais 10 s@o profissionais e 6 sdo amadores.
Numa primeira fase, séo sorteados oito jogos. Entre os oito vencedores destes jogos, sado sorteados quatro jogos.
Os quatro vencedores ficam qualificados para as meias-finais da competicdo.

Supondo que, sempre que um jogador profissional e um amador jogam entre si, o profissional ganha o jogo,
qual é a probabilidade de um jogador amador conseguir chegar as meias-finais da competicdo?

6. Dados dois nimeros naturais a < b, o Xavier e o Z& jogam o seguinte jogo.

Primeiro, o Xavier escreve a nimeros consecutivos & sua escolha; depois, repete alguns deles, também & sua
escolha, até ter b nUmeros, com a condicdo de que a soma dos b nimeros escritos seja um ndmero par.

O Z&é ganha 0 jogo se conseguir separar os ndmeros em dois grupos com a mesma soma. Caso contrdario, ganha
o Xavier.

Por exemplo, para a = 4 e b = 7, se o Xavier escrevesse os nimeros 3,4, 5, 6,3, 3,4, o Z& poderia ganhar,
separando estes nimeros nos grupos 3, 3,4,4 e 3, 5, 6.

Para que valores de a e b & que o Xavier consegue garantir a vitéria?
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XL OPM - Final - 2° Dia - 09.04.2022 - Categoria B - 10°/12° anos Duragdo: 3 horas

Cada questdo vale 10 pontos

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

4. Solugdo 1: Seja [AFE] a altura do triangulo [ABC] relativa ao lado [BC] e seja F' um ponto de [AB] tal que
[DF] é paralelo a [AC].
A

C D B E

Como ADE = ADB = 45°, o friGngulo retdngulo [AED] é isosceles e, pelo Teorema de Pitdgoras,
AD = /2 AE. Além disso, sendo AC B = 30°,tem-se AC = 2AFE.

Por outro lado, [DF] é paralelo a [AC] logo CAD = ADF e, sendo D o ponto médio de [C'B], tem-se
DF = VAC = A,

Assim, % = \/5 e % = \/5 e, tendo em conta que CA\D = AﬁF, podemos concluir pelo critério LAL (de
semelhanca de friangulos) que os triangulos [AF D] e [C'D A] séo semelhantes, ou seja, DAF = ACD = 30°.

Solugdo 2: Seja o = DAB. Aplicando a Lei dos senos ao triangulo [AC D] tem-se

AD  sin30° 1
CD sinl5°  2sin15°°

A Lei dos senos aplicada ao triangulo [AD B] garante que

AD sin(180° — (45° + «))  sin(45° + «)

DB sin o sin o
sin 45° cos o + cos 45° sin «

sin o

. coSs
= sin45°—— + cos 45°.
sin o
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Tendo em conta que CD = DB, tem-se

cos & 1
sin 45° — + cos45° = ————
sin av 2sin 15°°
ou seja,
COS « 1

sina  2sin45°sin 15°

N
2

Ora 2 sin 45° sin 15° = cos 30° — cos 60° = ,logo

COSs (¢ 2
- —1=+/3,
sina /3-1 V3

ousejatana = % e, por isso conclui-se que o« = 30°.
. Solucdo 1: A probabilidade é a propor¢cdo entre o nidmero de sorteios em que um dos jogadores amadores &
apurado para as meias-finais (casos favordveis) e o nimero total de sorteios (casos possiveis).

Num sorteio, comeca-se por escolher um dos 16 jogadores, depois sorteia-se um dos restantes 15 jogadores
para seu adversdrio. De seguida sorteia-se o segundo jogo, escolhendo um dos 14 jogadores ainda disponiveis
e o seu adversdrio entfre os restantes 13 jogadores. Sem perda de generalidade, podemos supor que os
vencedores destes dois jogos se defrontam na eliminatdria seguinte. Ha assim 16 x 15 x 14 x --- x 2 x 1 = 16!
sorteios possiveis.

Para que um jogador amador se qualifique para as meias-finais, € necessdrio que haja, pelo menos, dois
jogos da primeira eliminatdria entre jogadores amadores e que 0s vencedores desses jogos joguem entre si
nos quartos-de-final. Para isso acontecer, tem que haver quatro jogadores amadores a serem sorteados nas
posicoées 1 — 4, ou, equivalentemente, nas posicdes 5 — 8, nas posicdes 9 — 12, ou ainda, nas posicoes
13 — 16. Para cada um destes casos, hd 6 X 5 x 4 x 3 hipdteses. Para sortear as restantes 12 equipas hd
12 x 11--- x 2 x 1 = 12! hipoteses. O nimeros de sorteios favoraveis & portanto: 4 x (6 x 5 x 4 x 3) x 12!

A probabilidade que pretendemos calcular é:

4x6x5Hx4x3x12! B 3
16 x 15 x 14 x 13 x 12! 7x 13

~ 3,3%

Solugcdo 2: Os 16 jogadores sdo divididos em quatro grupos de 4 jogadores, e s6 é possivel que um jogador
amador esteja nas meias-finais se um destes grupos tiver apenas jogadores amadores.

H& um total de (146) conjuntos de quatro equipas, e (2) conjuntos de quatro equipas amadoras. Como ndo é
possivel sortear dois grupos sé6 com equipas amadoras, a probabilidade é:

(6) 4 x 6! x 12! x 4! 3
% (%) 6l xdlx 2l 7xi3 S 3%
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6. Se o Xavier escolner nimeros cuja soma & o nimero par 25, entdo o Zé pretende formar dois grupos com soma

S.

Vamos mostrar que o Xavier consegue garantir a vitria se e sb se b for impar (independentemente de a).

e Se b for impar, o Xavier consegue garantir a vitéria.

. . . (a—1)(b—1) )
Para isso, sendo N um inteiro qualguer maior do que B S— basta escolher nUmeros entre N e
N+a—1.
Se o Z& formar um grupo com —— nameros (ou Mmenos), terd uma soma no MAxXIMo de — X (N+a—1).
. +1 ) ) o 1
Se 0 Z& formar um grupo com numeros (ou mais), ferd uma soma No MiniMmo de X N.

b+1 b—1 —1b-1
Como (% X (N +a— 1)> — (T X N> =N-—- (a)% > (), entéo o Z& ndo consegue
formar um grupo cuja soma seja S.

Se b for par, o Xavier ndo consegue garantir a vitoria:

Solucdo 1: Suponhamos que o Xavier conseguia escolher nimeros com os quais Ndo seria possivel formar
dois grupos com soma S

Consideremos um grupo A com % elementos cuja soma seja o maior possivel, mas menor que S. Seja B
o grupo formado pelos nimeros restantes.

Se em A houvesse algum nimero n tal que em B estivesse o nimero n+ 1, entdo, trocando estes nimeros,
obter-se-ia um grupo com soma maior do que a de A e menor do que S, contradizendo a definicdo do
grupo A.

Assim, concluimos que em A ndo estd nenhum nimero cujo nimero seguinte esteja em B, ou seja, A
contém os % maiores nimeros escolhidos pelo Xavier. Isto contradiz o facto de que a soma dos ndmeros

de A & menordo que S.

Solucdo 2: O Zé consegue ganhar usando a seguinte estratégia. Ele comega por ordenar os b nimeros
de forma crescente 1 < x9 < --- < xp. A diferenca entre dois nimeros consecutivos ou € 0 ou é 1.
O Zé& vai dividir os nimeros por dois conjuntos A e B, com o mesmo nimero de elementos, da seguinte
maneira:

(a) x1 fica no conjunto A e x5 fica no conjunto B;

(b) quando cada conjunto jé tiver k elementos, se as somas dos elementos de A e de B forem iguais,
coloca ag41 No conjunto A e x99 NO conjunto B;

(c) se a soma dos elementos de A e de B forem diferentes, coloca o1 No conjunto B e o192 NO
conjunto A.

Em cada passo a soma de cada um dos conjuntos ou é igual ou difere em uma unidade. No final de
distribuidos os b nUmeros a soma total & par, e por isso a soma de cada um dos conjuntos A e B tem que
ser igual.
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OLIMPIADAS

PORTUGLUESAS DE MATEMATICA

Mini-Olimpiadas
Ano Letivo 2022/2023

1° Ciclo do Ensino Basico
32 ano

45%

303:3=101
15-10=5

2,4x3=1,2

Tem atencao: Duracao: 1 hora

e Lé todas as perguntas com muito cuidado.

e Nao apagues as contas, os esquemas e os desenhos que utilizares nas tuas respostas.

e Se acabares antes do tempo previsto, deveras aproveitar para rever a tua prova.

Bom trabalho e diverte-te!

Nome do aluno:

Pontuacao:




1. No desenho, pinta todas as partes que tém nimeros que sao multiplos de 3 e
descobre a imagem escondida.

2. A Zé preencheu a figura A com pecas do tipo [ ] segundo as seguintes regras.

e As pecas podem ser colocadas em duas posicoes diferentes: [ Je D
e Todas as quadriculas tém de estar preenchidas.

e Nao pode haver pecas sobrepostas.

Seleciona as figuras que consegues prencher seguindo as mesmas regras. A Zé ja

selecionou a figura A.




3. O Artur, o Bernardo, o Carlos e o Daniel estao na fila para comprar gelados.

e O Carlos nao é o primeiro da fila.

e O Artur estd depois do Carlos e antes do Daniel.

Descobre onde esta cada menino e escreve o seu nome na respetiva

posicao.

4. No Dia da Crianga a D. Amélia organizou um teatro de marionetas. Assistiram
ao espetaculo trinta pessoas. O nimero de criancas que assistiu foi o dobro do
nimero de adultos. Os bilhetes de crianca custaram 3 euros e os de adulto 6

euros.

Quanto dinheiro conseguiu a D. Amélia

com a venda de todos os bilhetes?

Resposta:




5. Para abrir o cacifo a Vera tem de digitar um cédigo no quadro indicado na figura.
O cbédigo é um numero par maior que 195.
Tem tres algarismos, todos diferentes.

O algarismo das dezenas nao esta na linha 1 do quadro.

A soma dos trés algarismos é 10.

Descobre o codigo.

Cadigo:

6. No dia de Natal, o Joao e a Matilde receberam uma caixa de bombons cada um.

As duas caixas tinham o mesmo numero de bombons.

O Joao comeu logo metade nesse dia e, no
ultimo dia do ano, comeu mais 5 bombons.
A Matilde foi comendo 2 bombons todos
os dias, durante 7 dias. No inicio do novo

ano tinham o mesmo numero de bombons.

Quantos bombons recebeu cada um?

Resposta:




Mini-Olimpiadas

Ano Letivo 2022/2023
12 Ciclo do Ensino Basico
32 ano

Critérios de Classificacao

Cotagoes

1- 10 pontos
2- 10 pontos
3- 10 pontos
4- 10 pontos
5- 10 pontos
6- 10 pontos

Total: 60 pontos



Critérios de Classificacao

e Se surgirem resolugoes diferentes das apresentadas, a classificagao ficara ao
critério do professor corretor.

e Devem ser valorizados os raciocinios corretos (atribuindo classificagoes par-
ciais) em detrimento dos célculos efetuados.

Exercicio 1

Solucgao:

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve ser atribuida a cotacdo parcial seguinte (acu-

mulavel).

A cotagao de 1 ponto por identicar cada um dos nimeros 6 e 9.
A cotacao de 2 pontos por identicar cada um dos restantes multiplos de 3.
A cotacao de -1 ponto por cada nimero selecionado que nao seja multiplo de 3.

Cada nuimero selecionado deve ser cotado apenas uma vez, independentemente do niimero

de regides que lhe correspondam.

Exercicio 2

Solugao: C e D. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as seguintes cotagoes parciais

(nao acumulaveis).



Seleciona apenas uma figura, sendo essa uma das corretas 5 pontos
Seleciona duas figuras, sendo uma delas correta 2 pontos

Seleciona treés figuras, sendo duas delas corretas 2 pontos

Exercicio 3

Solucao: Bernardo Carlos Artur Daniel 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as seguintes cotacoes parciais

(ndo acumuldveis).

Apresenta uma resposta que satisfaz a primeira condigao 2 pontos

Apresenta uma resposta que satisfaz a segunda condicao 2 pontos

Exercicio 4

Solugao: 120 euros 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,

indicam-se, em seguida, as cotacoes de duas propostas de resolucao.

Proposta de resolucao 1:

Indica o nimero de criancas e o numero de adultos, apresentando, por exemplo, os

seguintes calculos

30:3=10 e 2x10=20 (ou 10+2x 10=30) 5 pontos

Calcula o dinheiro obtido com a venda dos bilhetes

3x20=60, 6x10=60 e 60-+60=120 5 pontos



Proposta de resolugao 2:

Conclui que 2 criangas correspondem a 1 adulto e calcula o dinheiro correspondente a
venda de bilhetes de 20 adultos

20 x 6 =120 10 pontos

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.

Exercicio 5

Solugao: 352 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as seguintes cotacoes parciais

(ndo acumuldveis).

Considere as quatro condi¢oes do enunciado:

1. O c6digo é um numero par maior que 195.
2. Tem 3 algarismos (dos 9 algarismos do quadro), todos diferentes.
3. O algarismo das dezenas nao esta na linha 1 do quadro.

4. A soma dos algarismos é 10.

Apresenta uma resposta que satisfaz trés das quatro condigoes, sendo uma delas a quarta
5 pontos

Apresenta uma resposta que satisfaz duas das quatro condigoes, sendo uma delas a quarta
3 pontos

Coloca um ntimero par na posi¢ao das unidades 1 ponto



Exercicio 6

Solucgao: 18 bombons 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,

indicam-se, em seguida, as cotacoes de duas propostas de resolucao.

Proposta de resolucgao 1:

Calcula o nimero de bombons que a Mati comeu nos 7 dias

2x7=14 2 pontos

Calcula o valor que corresponde a metade dos bombons de cada caixa

14—5=90uld=5+9 4 pontos

Calcula o ntimero de bombons de cada caixa

2x9=18 4 pontos

Proposta de resolugao 2:

Apresenta a decomposicao

14

94+5+4=18 10 pontos
——

9

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.



OLIMPIADAS

PORTUGLUESAS DE MATEMATICA

Mini-Olimpiadas
Ano Letivo 2022/2023

1° Ciclo do Ensino Basico
4% ano

45%

303:3=101
15-10=5

2,4x3=1,2

Tem atencao: Duracao: 1 hora

e Lé todas as perguntas com muito cuidado.

e Nao apagues as contas, os esquemas e os desenhos que utilizares nas tuas respostas.

e Se acabares antes do tempo previsto, deveras aproveitar para rever a tua prova.

Bom trabalho e diverte-te!

Nome do aluno:

Pontuacao:




1. No desenho, pinta todas as partes que tém nimeros que sao multiplos de 3 e
descobre a imagem escondida.

2. A 7Zé preencheu a figura A com pecas do tipo [ ] segundo as seguintes regras.

e As pecas podem ser colocadas em duas posicoes diferentes: [ ] e D
e Todas as quadriculas tém de estar preenchidas.

e Nao pode haver pecas sobrepostas.

Seleciona as figuras que consegues prencher seguindo as mesmas regras. A Zé ja
selecionou a figura A.

i'ﬁ!'iii'

» B C




3. O Artur, o Bernardo, o Carlos e o Daniel estao na fila para comprar gelados.

e O Carlos nao é o primeiro da fila.
e O Artur esta depois do Carlos.

e O Daniel nao estd antes do Artur.

Descobre onde esta cada menino e escreve o seu nome na respetiva

posicao.

4. Para abrir o cacifo a Vera tem de digitar um c6digo no quadro indicado na figura.
O cbédigo é um numero par maior que 195.
Tem tres algarismos, todos diferentes.

O algarismo das dezenas nao esta na linha 1 do quadro.

A soma dos trés algarismos ¢é 10.

Descobre o cédigo. ,

Cadigo:




5. No dia de Natal, o Joao e a Matilde receberam uma caixa de bombons cada um.

As duas caixas tinham o mesmo numero de bombons.

O Joao comeu logo metade nesse dia e, no

ultimo dia do ano, comeu mais 5 bombons. gjw
A Matilde foi comendo 2 bombons todos S
os dias, durante 7 dias. No inicio do novo 'C

ano tinham o mesmo numero de bombons.

@o@ “Og
Quantos bombons recebeu cada um? % .ml

Resposta:

6. Para o concerto do Dia dos Reis venderam-se 55 bilhetes. Havia bilhetes verdes,
amarelos e cinzentos. Os bilhetes verdes custaram 3 euros, os amarelos 6 e os
cinzentos 9. A quantia apurada com a venda dos bilhetes de cada cor foi exata-

mente a mesma.

Quanto dinheiro se conseguiu obter com

a venda de todos os bilhetes?

Resposta:




Mini-Olimpiadas

Ano Letivo 2022/2023
12 Ciclo do Ensino Basico
4° ano

Critérios de Classificacao

Cotagoes

1- 10 pontos
2- 10 pontos
3- 10 pontos
4- 10 pontos
5- 10 pontos
6- 10 pontos

Total: 60 pontos



Critérios de Classificacao

e Se surgirem resolugoes diferentes das apresentadas, a classificagao ficara ao
critério do professor corretor.

e Devem ser valorizados os raciocinios corretos (atribuindo classificagoes par-
ciais) em detrimento dos célculos efetuados.

Exercicio 1

Solucao:

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve ser atribuida a cotacao parcial seguinte (acu-

mulavel).

A cotacao de 1 ponto por identicar cada um dos muiltiplos de 3.
A cotagao de -1 ponto por cada nimero selecionado que nao seja multiplo de 3.

Cada numero selecionado deve ser cotado apenas uma vez, independentemente do niimero
de regioes que lhe correspondam.

Exercicio 2

Solucao: C e D. 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as seguintes cotacoes parciais

(ndo acumulaveis).



Seleciona apenas uma figura, sendo essa uma das corretas 5 pontos
Seleciona duas figuras, sendo uma delas correta 2 pontos

Seleciona treés figuras, sendo duas delas corretas 2 pontos

Exercicio 3

Solucao: Bernardo Carlos Artur Daniel 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as seguintes cotacoes parciais

(ndo acumuldveis).

Apresenta uma resposta que satisfaz a primeira condigao 2 pontos

Apresenta uma resposta que satisfaz a segunda e a terceira condicoes 2 pontos

Exercicio 4

Solugao: 352 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as seguintes cotacoes parciais

(ndo acumulaveis).

Considere as quatro condigoes do enunciado:

1. O cédigo é um nimero par maior que 195.
2. Tem 3 algarismos (dos 9 algarismos do quadro), todos diferentes.
3. O algarismo das dezenas nao estd na linha 1 do quadro.

4. A soma dos algarismos é 10.

Apresenta uma resposta que satisfaz trés das quatro condigoes, sendo uma delas a quarta
5 pontos



Apresenta uma resposta que satisfaz duas das quatro condigoes, sendo uma delas a quarta

3 pontos
Coloca um nimero par na posicao das unidades 1 ponto
Exercicio 5
Solucgao: 18 bombons 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotacoes de duas propostas de resolucao.

Proposta de resolugao 1:

Calcula o nimero de bombons que a Mati comeu nos 7 dias

2x7=14 2 pontos

Calcula o valor que corresponde a metade dos bombons de cada caixa

14—-5=90uld=5+9 4 pontos

Calcula o numero de bombons de cada caixa

2x9=18 4 pontos

Proposta de resolugao 2:

Apresenta a decomposicao

14

945+4=18 10 pontos
~—~—

9

Devem ser cotados os célculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.



Exercicio 6

Solucgao: 270 euros 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotacoes de duas propostas de resolucao.

Proposta de resolucgao 1:

Calcula o menor multiplo comum de 3, 6 e 9, efetuando os célculos

6x3=3x6=2x9=18 3 pontos

Calcula o nimero de bilhetes correspondente ao valor obtido anteriormente

6+3+2=11 3 pontos

Efetua cédlculos para identificar o multiplo de 3, 6 e 9 que corresponde aos 55 bilhetes

55 :11=5 e 18x5=90 3 pontos

Calcula o valor total obtido pela venda dos bilhetes

3 x 90 =270 1 ponto

Proposta de resolugao 2:

Apresenta a decomposicao

amarelos
~ N

30 + 15 + 10 =55 4 pontos

verdes cinzentos

Verifica que o valor da venda dos bilhetes de cada cor é o mesmo

30x3=15x6=10x9=90 4 pontos

Calcula o valor total obtido pela venda dos 55 bilhetes

3 x90 =270 2 pontos



Podem ainda ser atribuidas as cotagdes parciais seguintes (ndo acumuléveis).

Da valores ao nimero de bilhetes verdes, amarelos e cinzentos e verifica que a soma desses

valores é 55. Por exemplo,

254+ 18412 =155 2 pontos

Para além de verificar que os valores escolhidos satisfazem a condigao anterior, constata

que nao satisfazem a outra condi¢ao do enunciado. Por exemplo,

25+ 18 +12 = 55, 12 x 9 = 108, 18 x 6 = 108, mas 25 x 3 = 75 4 pontos

Devem ser cotados os célculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.
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XLI OPM - 9.11.2022 - Pré-Olimpiadas - 5° ano Duragéo: 2 horas
Questdo 1:
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a op¢do correta. cada opcéo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2 e 3. cada opcdo errada: -1 ponto
Nao é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3: 10 pontos cada

1. (a) De cada vez que o Pindguio mente, o seu nariz aumenta para o dobro do comprimento. Num belo dia
de sol, o Pindquio acordou e reparou que o seu nariz media 5 cm. Pela hora do lanche, ele finha mentido
quatro vezes. Qual era o comprimento do seu nariz & hora do lanche?

A) 2 dm B) 4 dm C) 8 dm D) 20 dm E) 80 dm
(b) Vendo o Pindquio aborrecido por estar com o nariz tdo grande, o Geppetto mostrou-lhe *+4=7
a figura ao lado e prometeu-lhe esculpir o seu nariz se ele descobrisse o valor correto
de . O que teve que responder o Pinbquio para ter o seu nariz de volta? O+% =09
A3 B4 (O] D) 6 B 11

(c) Todo contente por ter o seu nariz de volta, o Pinbquio encontrou o Grilo Falante,
que tentava contar quantos retdngulos tinha o tabuleiro da figura.
Entusiassnado com o desafio, resolveu ajudd-lo. A que valor chegaram?

A6 B9 O 12 D) 27 E) 36

(d) Resolvido o desafio, o Pindquio encontrou-se com o Jodo Honesto. Matreiro como sempre, ele disse-lhe:
*Vi um tabuleiro igual a esse a ser vendido por 25 moedas de ouro. Como bem sabes, cada moeda de
ouro vale 3 de prata, e cada moeda de prata vale 36 de bronze. Dds-me esse tabuleiro em froca de 25
moedas de bronze?”. Prontamente, o Pindquio respondeu-lhe que isso estaria fora de questdo! Quantas
moedas de bronze deve o Pindquio aceitar para nédo ficar a perder?

A) 36 B) 64 C) 900 D) 2570 E) 2700

(e) Jaderegresso acasa, o Pindquio encontrou a Fada Azul, que adora fazer contas. Sempre que lhe ddo trés
ndmeros, ela multiplica cada ndmero por si proprio e, com os resultados obtidos, subtrai os dois menores
ndmeros ao maior. Por exemplo, com os nimeros 8, 10 e 4, obtém os nimeros 64 = 8 x 8,100 = 10x 10 e
16 = 4 x 4, e depois faz 100 — 64 — 16, ou seja, obtém 20. Ela fica muito feliz quando o resultado dé zero.
Pediu entdo ao Pindquio que Ihe sugerisse quatro conjuntos de frés nimeros. O Pindquio apresentou-lhe
os conjuntos {9,4, 8}, {3,4,5}, {13,12,5}, e {9, 12, 15}. Para quantos o resultado & zero?

A0 B)1 o2 D)3 E)4

2. A Ultima surpresa do dia deu-se na chegada a casa, onde o Pindquio encontrou o Geppetto reunido com
0 seu peixe-fémea Cleo e o seu gato Figaro: cada um com um chapéu na cabeca! Dizia o Geppetto: “Ja
repararam gue os nossos chapéus tém os nimeros 4, 6, e 8, mas nenhum de nds tem um chapéu com o nimero
de letras do seu nome?”. Quem tinha o chapéu com o nimero 4, respondeu: “E verdade!”.

Qual € o nUmero do chapéu da Cleo?

3. Oftriangulo [ABC| tem oslados todos iguais e o seu perimetro mede 132 metros.
O ponto E € o ponto médio de [AC], F' é o ponto médio de [EC], D é o ponto
médio de [BC| e G é o ponto médio de [D E]. Sabendo que o friangulo [EF G|
também tem os lados tfodos iguais, quanto mede o perimetro de [ABDGF|?
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XLI OPM - 9.11.2022 - Pré-Olimpiadas - 5° ano Questdo 1:

cada op¢do correta: 4 pontos
cada op¢do errada: -1 ponto
Questodes 2, 3: 10 pontos cada

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

1. (@) OpgcdoC. (Pela hora do lanche, o nariz do Pindquio mede 5 X 2 x 2 X 2 x 2 =80 ¢cm= 8 dm.)
(o) OpcaoD. (Da primeira igualdade sabemos que % = 3 e, da sequnda, concluimos que 1 =6.)
(c) OpcdoE. (Hd 14 quadrados e 22 retangulos que ndao sdo quadrados.)
(d) Opc@oE. (25 moedas de ouro valem 25 x 3 x 36 = 2700 moedas de bronze.)

(&) OpgdoD. (A Fada Azul apenas ndao obtém zero com o conjunto {9,4,8}.)

2. Como o nome do Geppetto tem 8 letras e sabemos que este ndo tem o chapéu com o nimero 4, podemos
concluir que o seu chapéu tem o nimero 6. Logo, a Cleo, cujo nome tem 4 letras, terd que ter o chapéu com
o nimero 8.

3. Como o perimetro de [ABC| mede 132 metros e os lados do triéngulo sdo todos iguais, conclui-se que

E:B—cz—cz%:zmm.

Sendo E o ponto médio de [AC].tem-se AE = EC = 22 m. Da mesma forma se observa que BD = DC =
22 m. Assim, sendo F' o ponto médio de [EC], tem-se EF = F'C = 11 m. Por outro lado, os lados de [EF'G]
sdo todos iguais, logo GE = GF = EF = 11 m e assim se pode concluir que também GD = 11 m.

Portanto, o perimetro de [AF G D B] mede

AE+EF+FG+GD+DB+AB=22+11+11+11+22+ 44 = 121 m.
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XLI OPM - 1¢ Eliminatéria - 9.11.2022 - Categoria Janior - 6°/7° anos Durag&o: 2 horas
Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) O André quer visitar a Bruna, mas apenas se lembra que o nimero do prédio dela tem quatro algarismos,
tfodos pares e menores que 3 (como, por exemplo, o nimero 2022). Quantas possibilidades hd para o
ndmero do prédio da Bruna?

A4 B)6 )8 D) 10 B)12

(b) No prédio da Bruna hd uma padaria, onde vendem pdo de dgua a 4 euros por quilo e pdezinhos a 20
céntimos cada um. A Bruna comprou pdes de dgua e quatro pdezinhos e pagou 2 euros. Qual o peso
dos pdes de dgua que comprou?

A) 100g B) 200g C) 250g D) 300g E)500 g

(c) O prédio da Bruna tem seis casas. Num certo dia, o carteiro trouxe cartas para todas as casas, mas
colocou um ndmero diferente de cartas em cada caixa de correio. Qual € o nUmero minimo de cartas
que o carteiro pode ter trazido?

A) 15 B) 18 21 D) 23 E) 25

(d) Cada um dos trés andares do prédio da Bruna tem duas casas, uma no lado direito e outra no lado
esquerdo. A padaria fica no R/C esquerdo, onde ndo mora ninguém. Todas as outras casas estéo
habitadas, num fotal de seis pessoas: Anténio, Bruna, Carlos, Dora, Eurico e Fernanda.

A Bruna mora com o pai, 0 Anténio, e no mesmo andar mora também a sua avd Fernanda. A Dora mora
do mesmo lado do Carlos e por cima da Fernanda.
Em que casa mora o Eurico?

A) R/C Direito B) 1° Esquerdo  C) 1° Direito D) 22 Esquerdo  E) 22 Direito

2. Um azulejo quadrado com 4 dm de lado, estd dividido em 16 quadrados iguais.
Nesse azulejo foi pintado um tringulo azul, como se vé na figura.
Qual é a medida da drea do tridngulo pintado de azul?

3. A Sofia comprou um frigorifico em promocdo, que estava com um desconto de 100 euros, tendo gasto apenas
660 euros. Passados uns dias, a Beatriz decidiu comprar o mesmo modelo de frigorifico. Como a promocdo
jé tinha chegado ao fim, a Beatriz acordou com a loja o seguinte plano de pagamento: pagaria 90 euros no
momento da compra, 210 euros no momento de entrega ao domicilio, e o restante valor seria pago em quatro
mensalidades iguais. Quanto & que a Beatriz terd de pagar por cada mensalidade?

4. A Genoveva quer escolher um conjunto de trés inteiros diferentes, de 1 a 9, cujo produto seja divisivel por 4 mas
ndo seja divisivel por 8. Por exemplo, a Genoveva poderd escolher o conjunto {2, 6, 7}, mas ndo o conjunto
{2,4,5).

Quantos conjuntos diferentes poderd escolher a Genoveva?
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Questdo 1:

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

cada opg¢do correta: 4 pontos
cada opg¢do errada: -1 ponto
Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

(a) Opc@o C. (As possibilidades sao 2000, 2002, 2020, 2022, 2200, 2202, 2220 e 2222.)

() OpcdoD. (Os paes de dgua custaram 0,3 x 4 = 1,2€ e os paezinhos custaram 4 X 0,2 = 0,8€.)
() Opcdo C. (O carteiro troure no minimo 1 +2+3+4+ 5+ 6 = 21 cartas.)

(d) Op¢doD. (RC: Padaria/Carlos; 12 andar: Anténio,Bruna/Fernanda; 2° andar: Furico/Dora.)

2. A drea do azulejo, em dm?, é igual a 42 = 16. Por outro lado, @ regi@o gue ndo estd pintada estd dividida em

frés friingulos, cujas areas sdo: % =4,3%2 —3¢ 4%1 = 2, respetivamente.

2
A drea do tridngulo azul € a diferenca entre a drea do quadrado e a soma das dreas dos triingulos que Ndo
estdo pintados, ou seja, a sua drea é 16 — (4 4+ 3 + 2) = 7.dm?.

. Como a Sofia pagou 660 euros, e teve um desconto de 100 euros, o prego do frigorifico sem descontos &
760 euros. A Beatriz vai pagar, no total das quatro mensalidades, 760 — 90 — 210 = 460 euros. Como as
mensalidades sdo todas iguais, a Beatriz pagard em cada uma 460/4 = 115 euros.

. Para que o produto dos nimeros seja maltiplo de 4, & necessdrio escolher nimeros pares.

Como gqueremos que o produto dos nimeros ndo seja divisivel por 8, nenhum dos subconjuntos pretendidos
pode ter o nimero 8.

Se escolhermos o nimero 4, ndo podemos escolher o 2 nem o 6. Os restantes dois nimeros tém que pertencer
ao conjunto {1,3,5,7,9}. Ha dez possiveis escolhas para esses nameros: {1, 3}, {1,5}, {1, 7}, {1,9}. {3, 5}.
{3,7}. 43,9}, {5,7}. {5,9} e {7, 9}.

Se ndo escolhermos o nimero 4, temos de escolher os nimeros 2 e 6. O terceiro nUmero tem de pertencer ao
conjunto {1, 3,5,7,9} e, portanto, ha 5 subconjuntos nas condicdes pretendidas.

Obtemos assim um total de 10 + 5 = 15 subconjuntos.
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XLI OPM - 2¢ Eliminatéria - 11.01.2023 - Categoria Junior - 6°/7° anos Durag&o: 2 horas
Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (a) Na noite de fim de ano, enquanto aguardava pela meia-noite, a familia do Luis divertia-se a calcular
expressdes numéricas com aspeto engracado. A certa altura, o Luis propds que se calculasse o valor de
(2—0+42—3) x (22 — 0?2 + 22 — 32)2. Quanto vale esta expressao?

A —1 B1 O4 D) 81 E) 2023

(b) Antes de desmontarem a darvore de Natal, a mde do Luis pediu-lhe que
fizesse um desenho do seu pinheiro. O Luis fez o desenho da figura
0o lado. Sabendo que a drea do pinheiro da figura mede 2023 cm?, ] ™~
quanto mede, em cm?, a drea branca?

A)8 B) 16 C) 2023 D) 3032 E) 4046

(c) Quando foi guardar a arvore e os enfeites na arrecadag¢do, o Luis enconfrou um cofre que abria com
um cbédigo de 4 algarismos. Perguntou & mde se sabia o cddigo, mas ela lembrava-se apenas que tinha
exatamente um algarismo 1, exatamente um algarismo 2 e era impar. Quantas tentativas deve o Luis
fazer para garantir que consegue abrir o cofre?

A) 192 B) 294 O 384 D) 432 E) 768

(d) No dia de Reis, a mde do Luis organizou uma festa em casa. Enquanto preparava a salada de fruta,
reparou que ndo tinha fruta suficiente e pediu ao Luis que fosse comprar bananas, macds e laranjas.
Sabendo que as bananas e as magds pesavam, em conjunto, 5 quilos, que as bananas e as laranjas
pesavam 7 quilos, e que as magds e as laranjas pesavam 8 quilos, quantos quilos de fruta comprou o Luis?

A) S B) 7 O10 D) 20 E) 35
2. No tfriéngulo equilatero [ABC], os pontos D e E pertencem aos C
lados [BC] e [AC] respetivamente, e ao dobrar o triangulo se-
gundo o segmento [DE], o ponto C fica coincidente com o D D
ponto C’ do lado [AB] e o éangulo DC'B é reto, tal como se L
indica na figura. Determina as amplitudes dos angulos internos
N P d A B A " B

do trigngulo [CED].

3. Na cidade Verde s6 circulom bicicletas e trotinetas, todas elétricas. Um quinto dos habitantes tem uma bicicleta
e destes, a quarta parte também tem uma trotineta. Um oitavo dos habitantes que tém trotineta também tém
bicicleta. H& 2023 habitantes que tém os dois tipos de transporte, bicicleta e trotineta. Quantos habitantes da
cidade n&o tém nem bicicleta, nem trofineta?

4. A Margarida tem 5 amigos na sua turma e outros 6 amigos no seu clube desportivo.

Ela quer fazer uma festa com 5 ou 6 destes amigos. Destes, a Margarida quer que 2 sejam da escola. Além
disso, dois dos amigos do clube sdo irmd&os, portanto a Margarida quer convidar os dois, ou ndo convidar
nenhum.

De quantas formas diferentes a Margarida pode escolher os amigos que vai convidar?
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Questdo 1:

Sugestdes para a resolucdo dos problemas Ccada opgageorsta: 4 pontos
cada opgdo errada: -1 ponto

Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) OpgdoB. ((2—0+2-3)x(22-02+22-32=1x(-1)2=1)
(b) OpcaoE. (A drea branca mede o dobro da drea do pinheiro, ou seja, 4046 e¢m?.)

(c) Opcdo C. (FExistem 4 x 3 X 8 x 8 =768 codigos de quatro algarismos que tém exatamente um 1
e exatamente um 2. Como metade desses cddigos € impar, 384 deles sdo impares.)

(d) OpgaoC. (Somando os trés pesos dados (5+74+8 = 20) obtém-se o dobro do peso total da fruta
comprada. Logo, o Luis comprou 10 quilos de fruta.)

2. Uma vez que o friangulo [ABCT & equildtero, tem-se ECD = ACB = 60°. Os trigngulos [CED] e [C"ED]
s&o igudis, logo, CDE = EDC'. No tfriéngulo retangulo [C”BD] tem-se que C'BD = 60° e como a soma
dos angulos internos de um tridngulo € um angulo raso, BDC' = 30°.

Mas como CDE + EDC’ + C'BD = 2CDE + 30 = 180°, vem C’IA)AE = 75°. Finalmente, de novo usando
que a soma dos angulos internos de um tridngulo € um angulo raso, CED = 180 — 60 — 75 = 45°,

3. Um quinto dos habitantes tem bicicleta e 4 X é 20 dos habitantes tem bicicleta e trofineta. Assim, apenas

% - 210 = 20 dos hobl’ron’res tem s6 bicicleta. Se um oitavo dos habitantes que tém trotineta fambém tém
bicicleta, 8 x 20 20 dos habitantes tém trotineta, e 20 dos habitantes tém apenas trotineta. Conclui-se assim
que % =1- 2% — % — 210 dos habitantes ndo tem nem bicicleta nem trotineta. Como 2023 é o nimero
de habitantes que tém os dois tipos de tfransporte (que sabemos ser % dos habitantes e queremos 2%), resta

multiplicar este ndmero por 9, ou seja 9 x 2023 = 18207 habitantes ndo tém nem bicicleta nem trotineta.

4, Designemos os amigos da escola por A, B, C, D, E. Para escolher dois destes amigos, a Margarida tem 10
possibilidades: AB, AC, AD,AE, BC,BD,BE.CD,CEe DE.

Designemos os amigos do clube por F, G, H, I, J. L, dos quais F' e G sdo irmd&os. A Margarida quer escolher
3 ou 4 destes amigos.

Para escolher trés destes amigos, a Margarida tem as seguintes possibilidades: se escolher F' e (7, ainda tem que
escolher um dos restantes 4 amigos, ou seja, tem as possibiidades FGH, FGI, FGJ, FGL; se ndo escolher
F nem (G, tem as possibilidades HIJ, HIL, HJL, 1JL. Logo, neste caso, a Margarida tem 8 possibilidades.

Para escolher quatro destes amigos, a Margarida tem as seguintes possibilidades: se escolher F' e GG, ainda
tem que escolher dois dos restantes 4 amigos, ou seja, tem as possibiidades FGHI, FGHJ, FGHL, FG1J,
FGIL, FGJL; se ndo escolher F' nem G, s6 tem a possibilidade H1.J L. Logo, neste caso, a Margarida tem
7 possibilidades.

Portanto, a Margarida tem 8 4+ 7 = 15 possibilidades para escolher os amigos do clube.

Assim, ao todo, a Margarida tem 10 x 15 = 150 formas de escolher os amigos para a festa.
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Questdo 1: 16 pontos

. . .y Questdes 2 e 3: 7 pontos cad
Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos. UesIoes £ @ vt 7 ponios cada

Naéo é permitido o uso de calculadoras.

1. (a) Ologédtipo do supermercado Ossdnoba é formado por um paralelogramo pintado :
sobre um quadrado dividido em 9 quadriculas, como na figura ao lado. I
Qual é a raz&o entre a drea do paralelogramo pintado e a drea do quadrado B —JI — ]
grande?

A 15 B) 2 oF D) & E) 2

(b) O supermercado Ossonoba vende diariamente 600 caixas de ovos, a 3,00€ cada. O supermercado
quer mudar o preco das caixas de ovos. Por cada 3 céntimos que o preco aumente, o supermercado
vende menos 4 caixas e por cada 3 céntimos que o preco diminua, o supermercado vende mais 4 caixas.

Com qual dos seguintes precos a receita do supermercado serd maior?
A) 2,70€ B) 3,00€ O) 3,30€ D) 3,75€ B) 3,90€

(¢) Numa prateleira deste supermercado hd 30 embalagens, algumas azuis e outras verdes.
Qual dos nimeros seguintes ndo pode ser o quociente entre o nimero de embalagens verdes e o nUmero
de embalagens azuis?

A) 2 B) L (©)) ! D) 5 E)
3 4 ) 4
(d) Neste supermercado as embalagens sdo arrumadas, sempre que possivel, num I

paralelepipedo com lados maiores que 1. Por exemplo, quando hd 12 embala-
gens para arrumar, pode-se formar um paralelepipedo 2 x 2 x 3, isto &, com 2
filas, 2 colunas e 3 camadas.

O supermercado quer arrumar quatro paletes, respetivamente com 2022, 2023,
2024 e 2025 embalagens.

Quantas destas paletes é possivel arrumar num paralelepipedo com lados maiores
que 17

A0 B)1 o2 D)3 E)4

2. De quantas formas é possivel separar os nimeros 1,2,4,5,6,7,8,9, 10,21 em dois conjuntos, de maneira a
que o produto dos nUmeros de cada conjunto seja igual?

3. A Anq, o Bruno e a Carolina jogaram ténis de mesa entre si. Em cada partida, somente dois dos amigos
jogaram, ficando o ferceiro a descansar. De cada vez que um dos amigos ganhou uma partida, ficou a
descansar durante a partida seguinte. A Ana jogou 12 partidas, o Bruno jogou 21 partidas e a Carolina
descansou durante 8 partidas.

Quem descansou na Ultima partida?
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Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

1. (o) Na figura co lado, se cada quadricula tiver drea 1, o quadrado tem drea T

I
3 x 3 =9, os tringulos verdes tém darea = 2 e os triGngulos rosa tém A\— + E
3 I3x1 3 L L\
area = —. I

2 5 I
Logo a drea do paralelogramo é9 — 2 X 2 — 2 X 3 = 2.

2

Portanto, a razdo entre a drea do paralelogramo e a drea do quadrado é §

Opcdo correta: B).
(b) Se o preco de cada caixa for 3€, entdo o supermercado vende 600 caixas. Logo areceita é 3 x 600 =
1800<€.

Se o preco de cada caixa for 2,70 = 3 — 10 x 0, 3, entdo o supermercado vende 600 + 10 x 4 = 640
caixas. Logo areceita é 2,70 x 640 = 1728€.

Se o preco de cada caixa for 3,30 = 3 + 10 x 0, 3, entdo o supermercado vende 600 — 10 x 4 = 560
caixas. Logo areceita é 3,30 x 560 = 1848€.

Se o preco de cada caixa for 3,75 = 3 + 25 x 0, 3, entdo o supermercado vende 600 — 25 x 4 = 500
caixas. Logo areceita é 3,75 x 500 = 1875€.

Se o preco de cada caixa for 3,90 = 3 + 30 x 0, 3, entdo o supermercado vende 600 — 30 x 4 = 480
caixas. Logo areceita é 3,90 x 480 = 1872€.

Opcdo correta: D).

3 3
(c) Se o quociente fosse 1 entdo o nUmero de embalagens verdes seria - do total, que ndo € um ndmero
infeiro.

| w

e — sdo possiveis, respetivamente se houver 12, 6, 5 e 9 embalagens verdes.

>~ =
] =

’

[N )

Os quocientes

g

Opcdo correta: D

(d) Como 2022 =2 x 3 x337,.2023 =3 x 17 x 17,2024 = 2 x 2 x 506 e 2025 = 5 x 5 x 81, entdo é
possivel arrumar todas as paletes em paralelepipedo com lados maiores que 1.

Opcdo correta: E).
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2. O produto dos nameros 1,2,22,5,2 x 3,7,23,32,2x 5e3 x 7é

28 « 3% x 52 x 72

Assim, o produto dos nUmeros de cada conjunto é 2% % 32 x 5 x 7. Consideremos o conjunto S que n&o tem
o 1. Para ter o fator 5, este conjunto tem o0 5 ou o 10, e para ter o fator 7, tem o 7 ou o 21.

e Se Stemo 5 e o7, entdo para ter o fator 32 tem que ter 0 9 e para ter o fator 3% tem que tero 2 e 0 8,
logo S ={2,5,7,8,9};

e Se Stem o 5 e o 21, entdo para ter o fator 32 tem que ter o 6 e para ter o fator 3* tem que ter 0 8, ou
ent@oo2eo04,logo S =1{5,6,8,21}ouS =1{2,4,5,6,21};

e Se Stemo 10 e o 7, entdo para ter o fator 32 tem que ter 0 9 e para ter o fator 34 tem que ter o 8, ou
entdioo2eo04,logo S ={7,8,9,10} ou S ={2,4,7,9,10}:

e Se Stemo 10 e 0 21, entdo para ter o fator 3% tem que ter 0 6 e para ter o fator 3% tem que ter o 4, logo
S ={4,6,10,21};
Portanto, é possivel separar os nimeros de 6 formas diferentes.
3. A Ana ou o Bruno jogaram em todas partidas, porque sé hd 3 amigos no total, e jogaram juntos o nimero de
vezes que a Carolina descansou. Logo houve 12 4+ 21 — 8 = 25 partidas no total.

Para a Ana so ter jogado 12 partidas, teve de ter comecado a descansar e ganhar sempre que jogou, logo
ganhou todas as partidas de ordem par, incluindo a 242 partida, ficando a descansar na Gltima.
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XLI OPM - Final - 2° Dia - 01.04.2023 - Categoria Junior - 6°/7° anos Duragdo: 3 horas

Questdo 4: 16 pontos

. . .y Questdes 5 e 6: 7 pontos cad
Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos. UesIoes © @ oi 7 pontos caca

Naéo é permitido o uso de calculadoras.

4, (o) Na Cidade dos Nimeros hd casas numeradas de 1 a 2023. Numa das casas hd um cofre. O detetive
Cabreira apenas sabe que a soma dos algarismos do nimero da casa é par. Em quantas casas vai ter
que procurar o cofre para ter a certeza que o encontra?

A) 120 B) 1010 C) 1011 D) 1012 E) 2023

(b) O relogio da torre daigreja da Cidade dos Numeros estd estragado, e ficou parado as 3h15m. Qual é
o angulo formado pelos dois ponteiros do reldgio?

A) 0° B) 2° C) 3° 15 D) 5° 45/ E) 7° 30/

(c) Num dos bairros da cidade as casas estdo numeradas de 100 a 999. Neste bairro hd dez ruas, e em cada
rua, o nimero de todas as casas termina no mesmo algarismo. Se somarmos todos os nUmeros de cada
uma das dez ruas, qual é diferenca entre a maior e a menor soma?

A 90 B) 180 C) 540 D) 810 E) 900

(d) O detetive Cabreira finalmente encontrou o cofre. O cddigo do cofre € uma capicua com quatro
algarismos, maior do que 1000, cujo dobro fambém & uma capicua. Quantas possibilidades existem para
o cbdigo do cofre?

A 10 B 20 ) 30 D) 45 E) 90

5. Considera um pentagono regular [ABC DE] e seja P o ponto de intersegdo das diagonais [AC| e [BD],
como na figura.

Determina a amplitude do angulo AP B.

<\

C

6. O Jodo e a Ana tém de mover 10 caixas pequenas e 10 caixas grandes. A Ana demora 1 minuto a mover
uma caixa pequena e 6 minutos a mover uma caixa grande. O Jodo demora 3 minutos a mover uma caixa
peguena e 5 minutos a mover uma caixa grande. O Jodo e a Ana comegam a mover as caixas &s 9h da
manha.

Qual € a menor hora a que o trabalho pode estar concluido?
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XLI OPM - Final - 2° Dia - 01.04.2023 - Categoria Junior - 6°/7° anos Duragdo: 3 horas

Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

4, (a) Em cada conjunto de nimeros consecutivos em que o primeiro termina em 0 e o Ultimo termina em 9
hd exatamente metade dos nimeros cuja soma dos algarismos € par. Assim, entre 10 e 2019 h& 1005
ndmeros nestas condicdes. A estes hd que juntar os nUmeros: 2, 4, 6, 8, 2020 e 2022. A resposta correta
€ 1005+ 6 = 1011.

Opcdo correta: C)

(b) O ponteiro dos minutos estd exatamente em cima do nimero 3, ou seja, no mesmo sitio onde o ponteiro
das horas estava % de hora antes de parar. Portanto basta calcular qual o dngulo que o ponteiro das
horas se deslocou nesse tempo. Em doze horas ele desloca-se 360°. Usando uma regra de trés simples

360 . 1

deduzimos que ele se deslocou, em graus, T3 X 7 =7 + % que éigual a 7°30'.

Opcdo correta: E)

(c) Os numeros apenas diferem no algarismo das unidades. Por isso, basta calcular a diferenca da soma
dos algarismos unidades de cada uma das ruas. Cada rua tem 90 casas e na rua com maior soma o
algarismo das unidades de todas as casas € o 9, enquanto na rua com menor soma o algarismo das
unidades de todas as casas & o 0. Podemos entdo concluir que a diferenca pretendida é 9 x 90 = 810.

Opcdo correta D).

(d) Sejan = abba o cddigo do cofre onde a e b sdo dois algarismos. Se a > 5, entdo o dobro & um ndmero de
cinco algarismos que comeca por 1 e portanto tem de acabar em 1, o que é impossivel porque 21 € um
nUmero par. Portanto, a & um algarismo entre 1 e 4. Se b for um algarismo menor do que 5, é facil verificar
que 2n também é uma capicua com os algarismos 2a e 2b. Se b for maior do que 4, entdo o algarismo
das unidades de 2n € 2a, mas o algarismo dos milhares & 2a + 1, uma vez que 2b > 10. Podemos entdo
concluir que hd quatro escolhas possiveis para a e cinco escolhas possiveis para b, ou seja, hd 4 x 5 = 20
codigos possiveis.

Opcdo correta B).

5. Como [ABC DE] é um pentagono regular, cada angulo externo mede 360/5 = 72°, pelo que cada angulo
inferno mede 180 — 72 = 108°.
Como AB = BC, o friangulo [ABC] & isésceles e, portanto, PAB = BCP = (180 — 108) = 36°. De
forma andloga, concluimos que DBC = 36°, pelo que ABP = 108 — 36 = 72°.

Uma vez que a soma das amplitudes dos angulos internos de [AB P] € 180°, segue-se que APB = 180—36—
72 =T72°,

6. Comecemos por notar que € possivel eles moverem as 20 caixas em 33 minutos, acabando as 9h33. Para isso,
o Jodo move 6 caixas grandes e 1 pequena, demorando exatamente 6 X 5 + 1 x 3 = 33 minutos, e a Ana
move 4 caixas grandes e 9 caixas pequenas, demorando 4 X 6 + 9 x 1 = 33 minutos.

Resta ver que ndo é possivel acabarem o tfrabalho antes das 9h33. Comecemos por notar que, apesar do
Jodio ser mais rapido a mover as caixas grandes, Nnéo € o mais eficiente ele mover as caixas grandes fodas pois
demoraria 50 minutos, que € mais do que 33 minutos. Logo a Ana tem de levar caixas grandes.
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Se o Jodio se encarregar de mover 2 (ou mais) caixas pegquenas, cComo a Ana move pelo menos uma caixa
grande, é eficiente o Jodo trocar duas caixas pequenas por uma grande da Ana, pois em vez de demorarem
6 minutos cada um a mover as trés caixas, a Ana demoraria somente 2 minutos e o Jodo somente 5. Logo, o
Jodo move no maximo uma caixa pequena.

Se o Jodo mover 0 caixas pequenas, antes das 9h33 consegue mover no méximo 6 caixas grandes, ficando o
resto a cargo da Ana. Mas para a Ana mover 4 caixas grandes e 10 pequenas, demoraria 34 minutos, fazendo
com gue acabassem o trabalho das 9h34.

Se o Jodo mover 1 caixa pequena, antes das 933 consegue mover no mdaximo 5 caixas grandes e 1 caixa
peqguena, ficando o resto a cargo da Ana. Mas para a Ana mover 5 caixas grandes e 9 pequenas, demoraria
41 minutos, fazendo com que acabassem o frabalho as 9h41.,

Logo a menor hora a que conseguem terminar o frabalho é &s 9h33.
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XLI OPM - 1° Eliminatéria - 9.11.2022 - Categoria A - 8°/9° anos Durag&o: 2 horas
Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (a) O Pedro tem varios cubos, que colocou em dez sacos. Nenhum dos sacos ficou vazio e todos 0s sacos
ficaram com um ndmero diferente de cubos. Qual € o nimero minimo de cubos que o Pedro pode ter?

A) 15 B) 25 )35 D) 45 E) 55
(b) O Pedro desenhou uma planificacdo de um dos seus G F
Ccubos, e o irmdo dele completou o desenho com dois H
tridngulos isbsceles, como na figura. O perimetro de 4 5
todo o desenho € 96 cm e o perimetro de [C DEFG]| 5
é 62 cm. Sabendo ainda que [DEF] tem o triplo do
perimetro de [AB H|, quanto mede [C' D]? ¢ D
A)3cm B)4cm C)bcm D) 6 cm E)7cm

(c) Cinco dos cubos do Pedro séo coloridos e tém escritos os seguintes nimeros:
72 69 80 95 70

O cubo castanho tem um ndmero maior do que o verde, mas menor do que o encarnado. A diferenca
entre os nimeros do cubo azul e do preto € 8. Qual &€ o nUmero no cubo castanho?

A) 72 B) 69 C) 80 D) 95 E) 70

(d) Um dos cubos do Pedro é feito de plasticina. O Pedro retirou 5 cm? a esse cubo e com o volume restante
formou um paralelepipedo com um lado igual ao cubo original, outro lado 1 cm maior e o terceiro lado
1 cm menor. Quanto media o lado do cubo original?

A) 3cm B)4 cm C)5cm D)6 cm E) 7cm

2. Para fazer um trabalho de Educacdo Visual, o Jodo cortou uma folha de papel em 8 pedacos. Depois pegou
em 7 desses pedacos e corfou cada um em 6 pedacos. De seguida, pegou em 5 pedacos e corfou cada um
em 4 pedacos. Finaimente, pegou em 3 pedacos e corfou cada um em 2 pedacos. Com quantos pedacos
de papel ficou o Jodo?

3. A Anq, a Bea, o Cadd e o Dani sGo quatro amigos que jogam ao berlinde. Apds lancarem os seus berlindes,
repararam gue os quatro berlindes eram os vértices de um quadrildtero. O berlinde da Ana estava a 5 metros
do berlinde da Bea e a 9 metros do berlinde do Dani. Por sua vez, o berlinde do Cadd encontrava-se a 5 metros
do berlinde do Dani e a 17 metros do berlinde da Bea. Qual era a distdncia entre os berlindes da Bea e do
Dani, sabendo que era um numero inteiro de metros?

4. O Ricardo joga xadrez numa aplicacdo do seu felemodvel. Ao fim de alguns jogos, a aplica¢cdo mostrou que o
Ricardo tinha ganho 73% dos seus jogos. Sabendo que esta percentagem estd arredondada &s unidades, em
quantos jogos participou, no minimo, o Ricardo?

spm




OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA

www.olimpiadas.spmpt ———

XLI OPM - 1¢ Eliminatéria - 9.11.2022 - Categoria A - 8°/9° anos

Questdo 1:

cada opg¢do correta: 4 pontos

Sugestoes para a resolucdo dos problemas cada opcéo errada: -1 ponto

Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

(@) OpcaoE. (O Pedro tem no minimo 14+2+3+4+5+6+7+8+ 9+ 10 =55 cubos.)
() OpcdoB. (Tem-se AB =T cm, CD =4 ¢cm e EF =21 c¢m.)

(¢) Opcdo k. (Verde: 69, castanho: 70, encarnado: 95, azul e preto: 80 e 72.)

(d) Opcao C. (O cubo tem volume 5° = 125 em?® e o paralelepipedo 5 x 6 x 4 = 120 ¢m?>.)

2. Depois do Jodo efetuar os primeiros cortes (escolher 7 pedacos dos iniciais e cortar cada um em 6 pedagos),

obteve 147 x 6 = 43 pedacos de papel. Entre estes ele escolheu (retirou do conjunto) cinco pedacos e cortou
cada um destes 5 em 4 pedacos cada, obtendo assim 43 — 5 + 5 X 4 = 58 pedacos. Por fim, ele escolheu 3
pedacos (retirou do conjunto) e cortou cada um destes em 2 pedacos, obtendo portanto 58 — 3+ 3 x 2 = 61
pedacos. O Jodo ficou com 61 pedagos de papel.

. Seja [ABCD] o quadrildtero que representa a localizacdo dos berlindes tal que:

AB=5 AD=9, BC=17e CD =5.

Uma vez que [ABD] é um tridngulo, a desigualdade triangular permite concluir que

BD< AD+AB=9+5=14

Por outro lado, a desigualdade triangular aplicada ao triangulo [BC D] implica que

BD>BC—-CD=17-5=12.

Portanto BD é um nimero inteiro entre 12 e 14, ou seja, BD = 13.

Assim, a disténcia entre os berlindes da Bea e do Dani &€ 13 metros.

. Fixado um numero de jogos, se existir uma possibilidade para o nimero de vitbrias tal que a taxa de vitbrias
& menor que 73%, mas se o Ricardo tivesse ganho mais um jogo a taxa de vitérias j& seria superior a 73%,
entdo este ndo pode ter sido o nimero de jogos do Ricardo. Comegando com um jogo, vamos ver que isto
acontece, e vamos aumentar o nimero de jogos até tal deixar de acontecer.

e 1 jogo: 0 vitérias, 0% de vitérias; 1 vitéria, 100% de vitérias.

e 2jogos: 1 vitéria, 50% de vitérias; 2 vitérias, 100% de vitérias.
e 3jogos: 2 vitérias, 66% de vitérias; 3 vitérias, 100% de vitorias.
e 4jogos: 2 vitorias, 50% de vitérias; 3 vitérias, 75% de vitorias.
e 5jogos: 3 vitorias, 60% de vitérias; 4 vitérias, 80% de vitdrias.
e 6 jogos: 4 vitorias, 67% de vitérias; 5 vitérias, 83% de vitérias.
e Tjogos: 5 vitérias, 71% de vitérias; 6 vitérias, 86% de vitérias.
e 8jogos: 5 vitérias, 63% de vitérias; 6 vitérias, 75% de vitérias.
e 9jogos: 6 vitérias, 67% de vitérias; 7 vitérias, 78% de vitérias.
e 10 jogos: 7 vitérias, 70% de vitérias; 8 vitérias, 80% de vitérios.
e 11 jogos: & vitérias, 73% de vitorias.

Portanto, se o Ricardo jogar 11 jogos e ganhar 8 tem uma taxa de vitérias de 73% e este nimero de jogos
jogados € o minimo.
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XLI OPM - 2° Eliminatéria - 11.01.2023 - Categoria A - 8°/9° anos Durag&o: 2 horas
Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (a) ORafael e o Gongalo sdo avangados da mesma equipa e os dois juntos j& marcaram 15 golos. Cada um
marcou 0 mesmo ndmero de golos com o pé. Sabendo que apenas o Gongalo marcou golos de cabeca
e que exatamente 1/3 dos seus golos foram marcados de cabega, quantos golos marcou o Rafael?

A3 B)4 (O3} D)6 B7

(b) Para um exercicio do treino, o Rafael, o Gongalo, o Bruno, o Diogo e o Jodo trouxeram uma bola assinada
por si. No final do exercicio, todos tinham uma bola, mas apenas dois deles ficaram com a bola com o
seu nome. De quantas maneiras diferentes podem ter ficado distribuidas as bolas no final?

A) 2 B)6 O 10 D) 15 E) 20

(c) O Diogo, o Bruno e o Jodo jogam com as camisolas com os nimeros: 2, 8 e 17. Eles repararam que se
somassem os nUmeros das suas camisolas dois a dois, obteriam os nimeros das camisolas do Bernardo,
do Nuno e do Otdavio. Como acharam este procedimento engracado, somaram novamente os nimeros
gue obtiveram dois a dois. Se fizerem este procedimento 2023 vezes, qual serd a diferenca entre os dois
maiores numeros obtidos?

A6 B)9 ) 15 D) 126 E) 1237

(d) O treinador da equipa usa bolas de tamanhos diferentes, com raios de 2, 3 e 10 dm.
O Bernardo colocou-as no chdo de modo que as trés esferas fossem tfangentes entre si.
Quanto mede, em dm?, a Grea do tridngulo cujos vértices sdo os centros das esferas? GA

A) 15 B 20 C) 25 D) 30 E) 35

2. Enquanto arrumava o quarto, o Bruno encontrou um antigo jogo de tabuleiro com 3 linhas e 3 colunas,
juntamente com pecas numeradas de 1 a 8. Infelizmmente o quadrado de um dos cantos do tabuleiro estava
partido. O Bruno quer arrumar o jogo, colocando uma Unica peca em cada uma das oito posicdes que restam
no tabuleiro, de forma a que a soma dos algarismos em cada linha e em cada coluna seja a mesma. De
qguantas formas pode o Bruno colocar as pecas no tabuleiro?

3. No tfriangulo [ABCY, o ponto D pertence ao lado [BC], o ponto E pertence B
colado [AC] e F' & aintersecdo de [EB] e [AD]. R
Sabendo que FA = ED = DB e ACB = 68°, determina AF B. D
A E C

4, Durante as Ultimas férias, o Bruno perdeu muitas cartas do seu baralho favorito. Restam apenas o 2 e 3 do naipe
de Copas, 0 2,3 e 4 de Espadas, 0 2,3,4 e 5 de Ouros e 0 2,3,4,5 e 6 de Paus. De quantas formas pode
o Bruno escolher 4 destas cartas de forma a que ndo haja cartas do mesmo naipe e que estejom numeradas
com, pelo menos, trés nUmeros diferentes?
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Questdo T:
cada op¢do correta: 4 pontos
Sugestdes para a resolucdo dos problemas cada opg&o errada: -1 ponto

Questodes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) Opg¢doD. (Ambos marcaram 6 golos com o pé e o Gongalo marcou 3 golos de cabec¢a.)

(o) Opgdo E. (Hd 10 maneiras de escolher os dois jogadores que ficam com a mesma bola e duas
maneiras de trocar as bolas entre os outros trés.)

(©) Opcdo A. (A diferenca entre os dois maiores niumeros alterna entre 6 € 9.)

(@ OpcdoD. (O triangulo € retangulo, com catetos 2+ 3 e 2+ 10 e hipotenusa 3 + 10 dm.)

2. Sem perda de generalidade, suponhamos que o canto em falta € o canto superior esquerdo. Vamos numerar
as linhas de cima para baixo e as colunas da esquerda para a direita.

Notemos que a soma de todos os algarismos é 1+ 2 + - - - 4 8 = 36, pelo que a soma dos algarismos de cada
linha e de cada coluna deve ser 36/3 = 12.

Como s6 hd uma possibilidade de escrever 12 como a soma de 8 com dois outros ndmeros distintos, 12 =
1+ 3 + 8. a peca 8 tem de ficar na primeira linha ou na primeira coluna. H& assim 4 possibilidades para
colocar a peca 8. Se esta peca for colocada na primeira linha, tfemos obrigatoriamente de colocar a peca
4 na restante casa desta linha. Por outro lado, na coluna que contém a peca 8 temos de colocar as pecas 1
e 3 que podem ser colocadas de duas formas. Para cada uma das outras posicdes para a peca 8 também
obtemos duas possibilidades, logo temos 4 x 2 = 8 formas de colocar as pegas 1, 3,4, 8.

E facil verificar que apds colocarmos estas pecas, s existe uma forma de colocar as restantes de forma a que
a soma dos algarismos em cada linha e cada coluna seja 12. O Bruno tem assim 8 formas de colocar as pecas
no tabuleiro.

3. O triangulo [EDB] & isésceles com DBE = DEB. Também o triangulo [EDA] é isoscelese EAD = EDA.

Por outro lado, ZD EC' é angulo externo ao fridngulo [ED A], assim como ZC D E é angulo externo ao triangulo
[EDB].logo CED =2 x EDAe CDE =2 x DEB.

Dado que CED + CDE = 180° — 68° = 112°, conclui-se que

. . . . ED+ CDE 112°
AFB = EED = 180° — (EDA + DEB) = 180° — % = 1807 - —— = 12¢°,

4, Vamos dividir o problema em dois casos: no primeiro caso as 4 cartas tém todas nimeros diferentes e no
segundo caso as 4 cartas tém exatamente 3 nimeros diferentes.

No primeiro caso, podemos escolher uma carta de Copas de duas formas. Escolhida esta carta, restam
duas possibilidades para a escolha da carta de Espadas. Escolhidas as de Copas e de Espadas, restam duas
possibilidades para a escolha da carta de Ouros e, de forma andloga, temos duas possibilidades para a escolha
da carta de Paus. Ha no total, 2* = 16 formas de escolher as cartas neste caso.

No segundo caso, temos exatamente 3 niUmeros diferentes, pelo que teremos duas cartas com naipes diferentes
mas com o mesmo valor numérico, que pode ser 2, 3, 4 ou 5. Se este nimero for 0 5, entdo as cartas com este
valor tém de ser a de Ouros e a de Paus. Podemos agora escolher a carta de Copas de duas formas e, apds
esta escolha, temos duas possibilidades para a escolha da carta de Espadas, perfazendo 4 possibilidades.



Se o numero comum a duas cartas for o 4, estas cartas podem ser a de Espadas e a de Ouros, a de Espadas
e a de Paus, ou a de Ouros e a de Paus. Em cada um dos casos, temos respetivamente 2 X 3,2 x 2e2 x 1
formas diferentes de escolher as restantes cartas, perfazendo um total de 6 + 4 + 2 = 12 escolhas diferentes

Se o numero comum for 3 (resp. 2), temos 6 formas de escolher as duas cartas que tém o mesmo valor numérico.
Analisando estas 6 possibilidades, Copas e Espadas, ou Copas e Ouros, ou Copas e Paus, ou Espadas e Ouros,
ou Espadas e Paus, ou Ouros e Paus, concluimos que hd, respetivamente, 3 X 3,2 x 3,2x 2,1 x3,1x2,1x 1
formas de escolher as restantes cartas. Portanto, hd no total, 9 + 6 + 4 + 3 + 2 + 1 = 25 formas de escolher
as cartas se a repetida tiver valor numérico 3 (resp. 2).

Concluimos assim que o Bruno tem 16 + 4 4+ 12 4 25 4 25 = 82 formas de escolher as cartas.
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Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos.
Naéo é permitido o uso de calculadoras.

1. (a) O Tomas tem um plano de treino com trés amigos: joga uma partida de xadrez com o seu amigo Tiago,
de 3 em 3 dias, com o Pedro joga duas partidas de xadrez, de 6 em 6 dias, e com a Mariana joga trés
partidas de xadrez de 8 em 8 dias. Hoje o Tomds jogou com os frés amigos. Quantas partidas de xadrez
ele ird jogar com os trés amigos, até ao final do dia em que voltard a jogar de novo com os trés?

A) 17 B 21 C) 25 D) 41 E) 46

(b) O clube de xadrez do Tomdas tem uma bandeira. O Tomdas fem quatro cores para
pintar a bandeira, mas ndo quer que regides adjacentes tenham a mesma cor.
Por exemplo, o Tomas poderia pintar a bandeira como na figura ao lado.
Quantas bandeiras pintadas diferentes o Tomdas pode criar?

A) 24 B) 48 o 72 D) 96 E) 144

(c) A bandeira do clube € um quadrado [ABCD]. Os vértices do quadrado per-
tencem as retas que contém os lados do paralelogramo pintado, como na figura.
Os pontos F e F sao tais que AE = 2EBe FC = 2DF.
Qual é o quociente entre a drea do paralelogramo pintado e a drea do quadrado /
[ABCD]? D F c

A 15 B) 2 oF D) & E) 2

(d) OnUmero preferido do Tomds € 0 9, porque nasceu a 9 de setembro de 2009. O Tomds escreveu inteiros da
seguinte forma: primeiro escreveu o nimero 1 uma vez, depois 0 nimero 2 duas vezes, depois o0 nimero
3 trés vezes, e assim sucessivamente, até escrever um total de 2023 algarismos. Quantos algarismos 9
escreveu o Tomdas?

A 79 B) 86 O 88 D) 96 E) 99

2. Um quadrado tem 2 dm de lado e estd dividido em trés regides A, B, C, como na figura. A regido C tem dois
angulos retos. O ponto M é o ponto médio de um dos lados do quadrado.
Quanto mede a drea da regido C'?

3. A Ana e a Beatriz escreveram as suas idades uma a seguir & outra, formando um ndmero de quatro algarismos,
e ficaram surpreendidas por este nimero ser um quadrado perfeito. Se elas repetirem este procedimento daqui
a 31 anos, irdo obter um nimero de quatro algarismos, que & também um quadrado perfeito.
Sabendo que a Ana é mais nova do que a Beatriz, determina as idades atuais das duas amigas.
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Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. (o) Uma vez que mm.c(3,6,8) = 24, ele volta a jogar com todos no mesmo dia daqui a 24 dias. Até Ia
jogou 8 vezes com o Tiago, logo 8 partidas, 4 vezes com o Pedro, logo 4 x 2 = 8 partidas e 3 vezes com
a Mariana, logo 3 X 3 = 9 partidas. No total, ele jogou 8 + 8 + 9 = 25 partidas.

Opcdo correta: C).

(b) Ha seis hipbteses diferentes de distribuir as cores:

Como podemos permutar as 4 cores de 24 formas diferentes, hd 6 x 24 = 144 bandeiras diferentes.
Opcdo correta: E).

(©) Na figura ao lado, se cada quadricula tiver drea 1, o quadrado tem drea T

2 x 2 |
3 X 3 =9, os tri@ngulos verdes tém drea = 2 e os tridngulos rosa tém =5 =
. I3x1 3 o 4+ A\
drea = —. |
2 2 L
3

Logo a drea do paralelogramo é9 — 2 x 2 — 2 X D) = 2.

Portanto, a razdo entre a drea do paralelogramo e a drea do quadrado é

Nl )

Opcdo correta: B).

(d) Umavezque 142+ --- 49 = 45 escrevem-se 45 algarismos, dos quais 9 algarismos sdo iguais a 9. Uma
vezque 10+11+4---+19 = w x 10 = 145, escrevem-se 145 x 2 = 290 algarismos, dos quais 19 sGo
iguais a 9. Umavezque 20+21+---+29 = 202L29 x 10 = 245, escrevem-se 245 x 2 = 490 algarismos, dos
quais 29 sdo iguais a 9. Umavezque 30+314---+39 = % x 10 = 345, escrevem-se 345 x 2 = 790
algarismos dos quais 39 sdo iguais a 9. Até aqui ja se escreveram 45+ 290+ 490+ 790 = 1615 algarismos.
Umavezque 40+41+- - +45 = 404845 56 = 85 x 3 = 255, e 1615+ 510 > 2023, j& ndo se escreveram
mais algarismos 9. No total, o Tomas escreveu 9 + 19 4 29 + 39 = 96 algarismos 9.

Opcdo correta: D).
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2. Comecemos por notar que o tringulo A tem 1%2 = 1 dm? de d@rea. Por outro lado, como os lados de um

quadrado s&o paralelos dois a dois, os tridngulos A e B sdo semelhantes. Além disso, uma vez que, pelo
Teorema de Pitdgoras. a hipotenusa do fridngulo A mede /12 + 22 = \/5 dm e, por se tratar de um dos lados
do quadrado, a hipotenusa do tridngulo B mede 2 dm, a raz&o de semelhanga entre os dois é % Logo. a

2
drea do fringulo B mede 1 X (%) = % dm?, e portanto, a regido C mede 22 — 1 — % = % am?.

. Como o nUumero formado pelas idades atuais da Ana e da Beatriz tem quatro algarismos, temos duas
possibilidades: cada uma das idades € um ndmero entre 10 e 99 ou a Ana tem menos de 10 anos e a Beatriz
pelo menos 100 anos. No entanto, se somarmos 31 a cada um uma das idades, voltamos a obter um ndmero
de quatro algarismos, pelo a segunda hipdtese ndo se verifica e concluimos que cada uma das idades € um
namero entre 10 e 69.

Seja N o numero formado pelas idades atuais da Ana e da Beatriz. Como N é um quadrado perfeito, existe
um ndmero inteiro n tal que N = n?. Uma vez que cada uma das idades € um ndmero entre 10 e 69, o
ndmero obtido somando 31 a cada uma das idades e juntando os resultados equivale a somar N com 3131.
Mais uma vez, existe um nimero inteiro m tal que N + 3131 = m?. Subtraindo as duas equagdes obtidas,
vem 3131 = m? — n? = (m + n)(m — n). Como a decomposicdo em primos de 3131 & 3131 = 31 - 101,
concluimos que 101 = m + n e que 31 = m — n. Resolvendo este sistema de duas equagdes, obtemos a sua
Gnica solugdo: n = 35 e m = 66. Concluimos que N = (35)%? = 1225 e, portanto, a Ana tem 12 anos e a
Beatriz tem 25 anos.
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Cada questdo vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.
Naéo é permitido o uso de calculadoras.

4, O cbédigo de um cofre &€ uma capicua com quatro algarismos, maior do que 1000, cujo dobro também é uma
capicua. Quantas possibilidades existem para o cédigo do cofre?

5. Uma circunferéncia é fangente a um dos lados de um quadrado e passa por dois dos seus vértices. Determina
a razdo entre o lado do quadrado e o raio da circunferéncia.

6. A Adriana e a Beatriz v@o jogar um jogo com berlindes. Elas tém duas caixas, uma preta e uma branca, e
puseram 20 berlindes na caixa preta e 23 berlindes na branca. A Adriana comega a jogar e, alternadamente,
fazem uma jogada cada uma. Em cada jogada, ou passam um berlinde da caixa preta para a branca, ou
tiram dois berlindes da mesma caixa. Quem, na sua vez, ndo conseguir jogar, perde.

Mostra que, independentemente de como joguem, ganha sempre a mesma jogadora e identifica-a.
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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

4. Seja n = abba o cddigo do cofre onde a e b s&o dois algarismos. Se a > 5, entdo o dobro & um nimero
de cinco algarismos que comeca por 1 e portanto tem de acabar em 1, o que é impossivel porque 2n € um
namero par. Portanto, a & um algarismo entre 1 e 4. Se b for um algarismo menor do que 5, & facil verificar
que 2n também é uma capicua com os algarismos 2a e 2b. Se b for maior do que 4, entdo o algarismo das
unidades de 2n é 2a, mas o algarismo dos milhares é 2a + 1, uma vez que 2b > 10. Podemos entdo concluir
que hd guatro escolhas possiveis para a e cinco escolhas possiveis para b, ou seja, hd 4 x 5 = 20 cbdigos
possiveis.

5. Seja [ o comprimento do lado do quadrado [ABCD], r o raio da circunferéncia e O o seu centro. A circun-
feréncia é tangente ao lado [DC’] no ponto E e passa pelos vértices A e B. Considere-se ainda o ponto F,
intersercao da reta OE com [AB].

Os segmentos [OB] e [0 A] sdo raios da circunferéncia. Além disso, [0 E] & perpendicular a [DC], logo [OF]
é perpendicular a [AB]. Porisso [OF] é altura do friangulo isésceles [ABO] e FB = L.

Observe-se ainda que OF =EF —-OE=1—r.

Portanto, o Teorema de Pitadgoras aplicado ao tridngulo [FBO] garante que

(3w

Zl—2r:0,

ou seja,

l 8

donde se conclui que . 5
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6. Primeiro notemos que uma jogadora ndo consegue jogar quando, Na sua vez, a caixa preta estiver vazia e a
caixa branca tiver apenas um berlinde. Além disso, € claro que o jogo tfermina pois, em cada jogada, uma das
caixas fica com menos berlindes e a caixa preta nunca aumenta o nimero de berlindes.

Ora, para que dois berlindes da caixa preta saiam do jogo sdo necessdrias uma ou trés jogadas (ou uma das
jogadoras tira os dois berlindes da caixa preta, ou estes sdo primeiro passados para a caixa branca e depois
s@o tirados do jogo) e para que dois berlindes da caixa branca saiam do jogo é necessaria uma jogada (a
Unica forma de o fazer é tirando os dois berlindes numa das jogadas).

Logo, o jogo termina apds um ndmero impar de jogadas, pelo que, independentemente de como jogarem, a
Adriana sai vencedora.
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Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) O Pedro retirou5 cm? a um cubo de plasticina e com o volume restante formou um paralelepipedo com
um lado igual ao cubo original, outro lado 1 cm maior e o terceiro lado 1 cm menor. Quanto media o
lado do cubo original?

A) 3cm B)4cm C)5cm D)6 cm E) 7cm

(b) Trés nimeros inteiros positivos a, b e ¢ sdo tais que mdc(a, 16) = b, mdc(b, 12) = ce mdc(a, ¢) = 4. Qual
& o menor valor possivel para b?

Al B) 2 O4 D)8 E) 16

() Uma escultura de forma triangular, como na figura, tem 5 faixas azuis e 5 faixas brancas todas com a
mesma largura. Sabendo que a drea total da escultura & 100, qual & a drea da regido branca?

A) 25 B) 37,5 C) 43,75 D) 45 E) 50
(d) Qual é o menor inteiro positivo n para o qual existe um outro inteiro positivo m tal que % < % < 1—70’?

AT B 11 O 13 D) 17 B)31

2. A Genoveva quer escolner um conjunto de frés inteiros diferentes, de 1 a 9, cujo produto seja divisivel por 4 mas
ndo seja divisivel por 8. Por exemplo, a Genoveva poderd escolher o conjunto {2, 6, 7}, mas ndo o conjunto
{2, 4, 5}.

Quantos conjuntos diferentes poderd escolher a Genoveva?

3. Na figura seguinte, tem-se DAB = ABC = CDA=45°e BD = 8.
Determina a drea de [ABC D). B

A D

4. Um numero de seis algarismos diz-se superquadrado se for igual ao quadrado do ndmero formado pelos seus
frés dltimos algarismos. Encontra todos os nimeros superquadrados.
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Questdo 1:
cada opg¢do correta: 4 pontos
Sugestoes para a resolucdo dos problemas cada opcéo errada: -1 ponto

Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) OpcaoC. (O cubo tem volume 5% = 125 ¢m? e o paralelepipedo 5 x 6 x 4 = 120 ¢m?>.)
() Opcdo C. (Tem-sea>b>c>4. Uma solucdo possivel € a =b=c=4.)
(c) OpcaoD. (A drea da regido branca é 1+ (2+3)+ (4+5)+ (6+7) + (84 9) =45.)
(@ OpgaoC. (3 < &< &)

2. Para que o produto dos nimeros seja mltiplo de 4, é necessdrio escolher nUmeros pares.

Como gqueremos que o produto dos ndmeros ndo seja divisivel por 8, nenhum dos subconjuntos pretendidos
pode ter o nimero 8.

Se escolhermos o nUmero 4, ndo podemos escolher o 2 nem o 6. Os restantes dois nimeros tém que pertencer
ao conjunto {1,3,5,7,9}. H& dez possiveis escolnas para esses numeros: {1,3}, {1,5}, {1,7}. {1,9}. {3,5}.
(3,7}, 43,9}, {5,7}. {5,9} e {7,9}.

Se ndo escolhermos o nUmero 4, temos de escolher os nimeros 2 e 6. O terceiro nUmero tem de pertencer ao
conjunto {1, 3,5,7,9} e, portanto, hd 5 subconjuntos nas condigdes pretendidas.

Obtemos assim um total de 10 + 5 = 15 subconjuntos.

3. Considere-se o ponto E, infersecgo da reta CB com [AD]. Como BAD ABC = 45°, conclui-se que
AEC =90° e EB = AE. Uma vez que ADC = 45°, observa-se que ECD = 45° e, porisso, ED = EC.

B
C
A D
E
Ora,
Areade [ABCD] = Areade [ABE]+ Areade [ECD]
AE x EB ED x EC
= +
2 2
_ EB® ED’
2 2

Sendo o triangulo [E B D] reténgulo, o Teorema de PitGgoras garante que EB’ + ED’ = 82, portanto

2
Areade [ABCD] = 82 = 32.

spm




4. Solucdo 1: Suponhamos que os Ultimos trés algarismos de um ndmero superquadrado N sdo a. b e ¢. Assim, o
algoritmo da multiplicacdo de abe por ele proprio é:

ISEERS]
S o
o 0O

a b c

Ent&o o algarismo das unidades de 2éc peloquec=0,1,50ub6.

Sec=0ouc=1,entdob = 0, o que obriga a que a = 0, pelo que estes casos ndo ddo origem a nimeros
superquadrados.

a b 0 a b 1
X a b 0 X a b 1
0O 0 0O a b 1

0 b

a b 0 -« - a b 1

Se ¢ = 5, entdo 10b 4 2 termina no algarismo b, logo b = 2. Portanto, 10a + 6 termina no algarismo a, ou seja,
a = 6. De facto, 6252 = 390625 & um ndmero superquadrado.

a b 5 a 2 5
X a b 5 X a 2 5
504+2 5 - ba+1 2 5
5b - 5 0
. . 5a
a b ) - a 2 5

Se ¢ = 6, entdo 12b 4 3 termina no algarismo b, logo b = 7. Portanto, 12a + 7 termina no algarismo a, ou seja,
a = 3. De facto, 3762 = 141376 & um numero superquadrado.

a b 6 a 7 6
X a b 6 X a 7 6
6b+3 6 - 6a+4 5 6
6b - 3 2
. .o 6a
a b 6 S a 7 6

Solugdo 2: Se N = n? 2 2_ne

multiplo de 1000.

é superquadrado, entdo n“ e n coincidem nos trés Gltimos algarismos, 1ogo n

Entdo n(n — 1) & mdltiplo de 23 x 53, Como n e n — 1 sdo primos entre si, entdo ndo tém fatores comuns. Logo
n & mdtiplo de 5% e n — 1 & maltiplo de 22 ou vice-versa.

No primeiro caso, n = 125, 250, 375, 500, 625, 750 ou 875 e apenas quando n = 625 é que se temn — 1
multiplo de 8. De facto, 6252 = 390625 & um nimero superquadrado.

No segundo caso, n = 126, 251, 376, 501, 626, 751 ou 876 e apenas n = 376 & mdltiplo de 8 De facto,
3762 = 141376 & um ndmero superquadrado.

Portanto, os nUmeros superquadrados séo 141376 e 390625,
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Cada questéo vale 10 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.
Né&o é permitido o uso de calculadoras.

1. O Diogo, o Bruno e o Jodo sdo jogadores da mesma equipa e jogam com as camisolas 2, 8 e 17. Eles repararam
gue se somassem os nimeros das suas camisolas dois a dois, obteriam os nUmeros das camisolas do Bernardo,
do Nuno e do Otdvio. Como acharam este procedimento engracado, somaram novamente os nUmeros que
obtiveram dois a dois. Se fizerem este procedimento 2023 vezes, qual serd a diferenca entre os dois maiores
nUmeros obtidos?

2. Quantos pares de ndmeros inteiros positivos (z, y) verificam a desigualdade

227" 44 < g1y

3. No triangulo [ABC], M é o ponto médio de [AC| e P é aintersecdo da bissetriz de Z/BAC com o lado [BC.
Sabendo que AP e BM s&o perpendiculares, mostra que CP = 2P M.

4, Num tforneio de xadrez participaram 10 jogadores e cada par de jogadores jogou entre si exatamente uma
vez. Apods cada jogo, cada jogador recebeu 1 ponto se ganhou, % em caso de empate e 0 se tiver perdido.
No final do torneio, quantos jogadores, no maximo, podem ter ficado com exatamente 2 pontos?
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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

1. Sejom a < b < ctrés nimeros. A diferenca entre os dois maiores & ¢ — b. Se somarmos os nimeros dois a dois,
obtemos os nimeros a + b < a + ¢ < b + ¢, e a diferenca entre os dois maiores € (b+¢) — (a +¢) = b — a.
Se voltarmos a fazer o mesmo procedimento, obtemos que a diferenca entre os dois maiores nUmeros € igual a
(a+b+2c)— (a+2b+c) = c—b, que é igual & diferenga entre os dois maiores nimeros da lista inicial. Assim,
uma vez que a < b < ¢ s@o quaisquer, a diferenca entre os dois maiores nimeros de cada trio de nimeros da
lista alterna entre ¢ — b e b — a. Neste caso, como 2023 & impar, a diferenca entre os dois maiores nimeros &
igual & diferenca que obtemos no fim de efetuar o procedimento uma vez, ou seja, &€ 25 — 19 = 6.

2. Como 227° 1 4%" < 843 entao 22°° < 843 — 2129 portanto 222 < 129, ou seja, 1 <z <8
Também 44¥" < 843, logo 28v" < 2129 portanto 8yt < 129, 0useja, 1 <y < 2.
H& 16 pares de inteiros (z,y) taisque 1 <z <8el <y < 2.

Destes pares, tfemos que eliminar o par (8, 2), uma vez que

92x8? + g4x2t _ 9128 4464 — 9128 | 9128 _ 9129 _ @43

Logo, hé 15 pares que verificam a desigualdade.

3. Seja N aintersecdo de [AP] e [BM] e considere-se D o ponto
em AP talque CD 1 AP.
Como [MB] L [PA] e AN é a bissetriz de ZM AB, conclui-se
que N é o ponto médio de [M B]. Sendo N o pé da altura de
[M P B] relativa a [M B], observa-se que [M PB] é isosceles e
PB = PM.
Os tfriangulos [AC'D] e [AMN] sdo semelhantes com razdo
de semelhanga igual a 2, pois M é o ponto médio de [AC].
Assm, CD = 2MN = 2NB. Uma vez que os triangulos
[PBN] e [PCD] sao semelhantes, conclui-se que a sua razao
de semelhanca também é igual a 2 e, portanto, PC' = 2PB =
2PM.

4, Comecemos por notar que, no final do torneio, é possivel haver 5 jogadores com exatamente 2 pontos. Para
isto acontecer, basta que 5 jogadores empatem todos os jogos entre si, e percam todos os restantes jogos.
Assim, cada um destes 5 jogadores ganha % ponto em cada um dos 4 empates que obteve, e 0 pontos nos
restantes jogos, acabando com 2 pontos.

Vamos agora ver que, no final do torneio, ndo pode haver 6 jogadores com exatamente 2 pontos. No total
realizaram-se 45 jogos, havendo 45 pontos a distribuir pelos jogadores. Se existirem 6 jogadores com 2 pontos,
temos que os restantes 45 — 2 x 6 = 33 pontos tém de ser distribuidos pelos restantes 10 — 6 = 4 jogadores.
Mas isto & impossivel, porque estes 4 jogadores ganharam no méximo 6 X 4 = 24 pontos aos 6 jogadores
empatados e dividiram os 6 pontos dos 6 jogos disputados entre si, fazendo no méximo 24 + 6 = 30 pontos.

Logo. no final do torneio, no maximo 5 jogadores ficaram com exatamente 2 pontos.
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Cada questdo vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.
Naéo é permitido o uso de calculadoras.

1. A Ana, o Bruno e a Carolina jogaram ténis de mesa entre si. Em cada partida, somente dois dos amigos
jogaram, ficando o terceiro a descansar. De cada vez que um dos amigos ganhou uma partida, ficou a
descansar durante a partida seguinte. A Ana jogou 12 partidas, o Bruno jogou 21 partidas e a Carolina
descansou durante 8 partidas.

Quem descansou na Ultima partida?

2. Seja [AB] um diametro de uma circunferéncia de centro O e raio 1. Considere-se P um ponto da circunferéncia
diferente de A e de B e seja () o ponto médio do arco AP. A reta paralela a P(Q que passa por O interseta
areta PB no ponto S.

Determina PS.

3. Um caixote de base 4 x 2 e altura 2 estd aberto no topo. O Tomds quer encher completamente o caixote
com alguns dos seus cubos. Ele tem 16 cubos iguais de volume 1 e dois cubos iguais de volume 8. Um cubo de
volume 1 apenas pode ser colocado na camada superior se o cubo da camada inferior j& tiver sido colocado.

De quantas formas pode o Tomds encher o caixote com cubos, colocando-os um a um?

spm
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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. A Ana ou o Bruno jogaram em todas as partidas, porque sé6 hd 3 amigos no total, e jogaram juntos o nimero
de vezes que a Carolina descansou. Logo houve 12 + 21 — 8 = 25 partidas no total. Para a Ana sé ter jogado
12, teve de ter comecado a descansar e ganhar sempre que jogou, logo ganhou todas as partidas de ordem
par, incluindo a 242 partida, ficando a descansar na Gitima.

2. Como o ponto @) é o ponto médio do arco AP, BQ) é abissetrizde ABP, ouseja, AEQ = QEP = % = .

O friangulo [BPO) & isésceles com OB = OP, logo OPB = OBP = 2a.

Por outro lado, o angulo BP(Q é um angulo inscrito que compreende o arco QA B que mede 180° + 2« logo
QPB = 180422 — 90° 1 . Logo, QPO = 90° + o — 2a = 90° — a.

Uma vez que a reta O§ ¢ paralela a reta P, conclui-se que POS = O]3Q =90 - aeOSB = QﬁB =
90° + « e, porisso, OSP = 90° — «.

Logo, o friangulo [SPO] & isésceles. Portanto, PS = PO = 1.

spm




3. Comecemos por contar os casos em que hd 16 cubos de volume 1.

Designemos cada um dos cubos da camada superior por 1, 2, .. . , 8, e cada um dos cubos da camada inferior
pelo mesmo nimero do cubo que estd por cima. Cada forma de colocar os cubos do caixote é equivalente a
uma permutagdo dos 16 nimeros 1, 1,2, 2, 3,3,4,4,5,5,6,6,7,7, 8, 8. HA 16! formas de permutar 16 nimeros,
mas como ha 8 pares de nimeros iguais, cada um destes pares origina 2 permutagdes iguais. Obtemos assim,

16!
98
formas distintas de colocar todos os cubos no caixote.
Vamos contar agora os casos em gue hd um cubo de volume 8 e 8 cubos de volume 1. O cubo maior tfem 3

posicoes possiveis. Para cada uma delas, temos, de forma andloga ao caso anterior, que permutar os nimeros
1,1,2,2,3,3,4,4,5, onde 5 corresponde ao cubo maior. Neste caso obtemos

9!
3><2—4

formas distintas de colocar fodos 0s cubos no caixote.
Finalmente, quando hd dois cubos de volume 8, sé hd duas formas distintas de os colocar.
Portanto, ao todo ha
16! 9! 9
? + 3 x ? +
formas distintas de colocar todos os cubos no caixote.

spm
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Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.
Naéo é permitido o uso de calculadoras.

4. Seja [ABC] um triangulo equildtero e P um ponto de AC tal que PC = 7. A reta que passa por P e é
perpendicular a AC interseta C'B no ponto M e interseta AB no ponto ). O ponto médio N de [M Q)] é tal
que BN = 14.

Determina o lado do tridngulo [ABC].

5. Na aldeia dos nimeros as casas estdo numeradas de 1 an. Entretanto uma das casas foi demolida. O Duarte
calculou que a média dos nUmeros das casas que ainda existem é %. Quantas casas existiam na aldeia e
qual € o nimero da casa demolida?

6. Um tabuleiro retangular, onde em cada quadricula estd um simbolo, diz-se magnifico se, para cada linha L e
para cada par de colunas C' e D, existe no tabuleiro outra linha M exatamente igual a L, exceto nas colunas
C e D, onde M tem simbolos diferentes dos de L.

Qual é o menor nimero possivel de linhas de um tabuleiro magnifico com 2023 colunas?

spm
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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

4. Como BN > PC, entao P pertence & semi-reta AcC.

O tfriangulo [C'PM] é reténgulo e PCM = 60°, logo CMP =30°e CM = % =2x PC = 14.

Por outro lado, também o friangulo [Q P A] é retangulo e PfTQ = 60°, logo B@M = 30°. Assim conclui-se
que o triangulo [BQM] é isésceles e N, sendo o ponto médio de [M Q). & o pé da altura relativamente ao
vértice B.e BNM = 90°. Sendo assim, [BNM] e [C PM] sao semelhantes com razao de semelhanca 2,
pelo que

MB=2x MC.

Caso 1: P pertence a [AC].

A B Q
Neste caso, M pertence a [CB]e CB =3 x CM = 3 x 14 = 42.

Caso 2: P ndo pertence a [AC].

A B Q
Neste caso, M nao pertence a [CB]e CB = BM — CM = CM = 14.

spm




5. Amédia das n — 1 casas existentes na aldeia estd entre os nUmeros

1424+ +(n-1) n 2+...+(n—1)+n_n+1_n+2
n—1 —2 ¢ n—1 22
Ou seja,
n 202 _n+2 404 398
—< = — 22N>
2= 3 — 2 3 -~ 3

S6 existem dois inteiros nestas condigdes, 133 e 134. Masn — 1 tem que ser divisivel por 3 porque % X (n—1)
€ um ndmero inteiro, e portanton — 1 = 132, e n = 133.

) 3 ) ) 1+24---4+133 -k 202
Seja k o nUmero da casa que foi demolida. Sabemos que 32 = ? Desenvolvendo esta

igualdade, obtém-se que

wzz_gzmerk@k:%.

A aldeia finha 133 casas e casa que foi demolida tinha o ndmero 23.

6. Seja Ly a primeira linha do tabuleiro. Consideremos um conjunto S = S; U ... U S, onde os S; sdo pares
disjuntos de colunas. Por hipdtese, existe uma linha L; que difere de L;_1 nas colunas de \S;. Entdo L,, difere
de L nas colunas de S.

Como ha 22023 conjuntos de colunas e metade destes conjuntos t&m um ndmero par de colunas, entdo o
tabuleiro tem, no minimo, 22022 linhas.

Pode-se ver que existe um tabuleiro magnifico com 2023 colunas e 22022 |inhas: basta considerar as linhas
formadas por 2023 algarismos bindrios, dos quais um nimero par deles é 1.
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PORTUGLUESAS DE MATEMATICA

Mini-Olimpiadas
Ano Letivo 2023/2024

1° Ciclo do Ensino Basico
32 ano

45%

303:3=101
15-10=5

2,4x3=1,2

Tem atencao: Duracao: 1 hora

e Lé todas as perguntas com muito cuidado.

e Nao apagues as contas, os esquemas e os desenhos que utilizares nas tuas respostas.

e Se acabares antes do tempo previsto, deveras aproveitar para rever a tua prova.

Bom trabalho e diverte-te!

Nome do aluno:

Pontuacao:




1. A Mati tem estes dois puzzles.

VAN

Esta peca pertence a um dos puzzles. N

Marca com uma cruz a posicao da peca no puzzle.

2. Os Triangulados sao comboios que seguem sempre a regra:
No centro de cada um dos triangulos esta

a soma dos numeros dos seus vértices.

E o que acontece com

o Triangulado Amarelo.

TRIANGULADO AMARELO

Coloca os quatro ntimeros que completam o Triangulado Laranja.

TRIANGULADO LARANJA



3. O codigo para abrir o diario da Mati tem trés dos seguintes simbolos:

domneto

A Mati esqueceu-se do codigo e fez as seguintes tentativas:

12 tentativa: Q | ’

A DIARIO 4

22 tentativa: |@| & .

32 tentativa: 0 W Q

Na 12 tentativa, nao ha nenhum simbolo do cédigo.

Na 22 tentativa, ha dois simbolos certos na posicao certa.

Na 32 tentativa, ha um simbolo certo na posicao errada.

Descobre o cédigo.

Cédigo: GDD

4. O Manuel cortou uma corda ao meio e ficou com duas cordas. Escolheu uma
dessas cordas e cortou-a outra vez ao meio. Repetiu o processo uma terceira vez

e ficou com uma corda de 1 metro.

Qual era o comprimento da corda inicial?

Resposta:




5. Na biblioteca da escola da Mati os livros da colecao Uma Aventura foram nume-
rados e colocados por ordem numa estante. A soma dos nimeros dos dois tltimos

livros da estante é 121.

Quantos livros tem a colecao?

Resposta:

6. A avé Mimi comprou 90 ovos por 18 euros para vender no mercado. Ganhou 9

euros na venda dos ovos.

A que preco vendeu cada dezena?

Resposta:




Mini-Olimpiadas

Ano Letivo 2023/2024
12 Ciclo do Ensino Basico
32 ano

Critérios de Classificacao

Cotagoes

1- 10 pontos
2- 10 pontos
3- 10 pontos
4- 10 pontos
5- 10 pontos
6- 10 pontos

Total: 60 pontos



Critérios de Classificacao

e Se surgirem resolugoes diferentes das apresentadas, a classificagao ficara ao
critério do professor corretor.

e Devem ser valorizados os raciocinios corretos (atribuindo classificagoes par-
ciais) em detrimento dos célculos efetuados.

Exercicio 1

Solucgao:

10 pontos
Exercicio 2
Solucao:

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as seguintes cotacoes parciais

(acumuldveis).

Atribui 2 pontos por cada um dos valores corretos a colocar em A e B.

Atribui 3 pontos por cada um dos valores corretos a colocar em C' e D.

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.



Exercicio 3

Solugao: M [ﬂ[!} 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as seguintes cotacoes parciais

(acumuldveis).

Por cada simbolo correto na posicao certa 3 pontos

Exercicio 4

Solucgao: 8 metros 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotacoes de duas propostas de resolucao.

Proposta de resolugao 1:

Calcula o comprimento de um quarto da corda

1+1=2 2 pontos

Calcula o comprimento de metade da corda

24+2=4 4 pontos

Calcula o comprimento total da corda

44+4=28 4 pontos
Proposta de resolugao 2:

Apresenta um desenho com as divisoes da corda e os respetivos valores do comprimento
de cada parte da corda



2 pontos

4 pontos
4 pontos
Exercicio 5
Solugao: 61 livros 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotacao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotacoes de trés propostas de resolucao.

Proposta de resolugao 1:

Decompoe o niimero 121 da seguinte forma

121 =2 x 60 + 1. 5 pontos

Calcula o nimero de livros da colecao

60 +1 =61 5 pontos

Proposta de resolugao 2:

Decompoe o niimero 121 na soma de dois niimeros consecutivos

120 = 60 + 61 6 pontos

Indica o nimero de livros da colecao 4 pontos



Proposta de resolucao 3:

Calcula metade de 122

121 +1=122 e 122:2=61 6 pontos

Indica o niimero de livros da colecao 4 pontos

Pode ainda ser atribuida a cotagao parcial seguinte.

Atribui um valor ao nimero de livros da colecao e verifica se satisfaz as condigoes do
enunciado. Por exemplo,

50+ 51 =101 3 pontos

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.

Exercicio 6

Solugao: 3 euros 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,

indicam-se, em seguida, as cotacoes de uma proposta de resolucao.

Proposta de resolugao 1:

Calcula o numero de dezenas de ovos

90:10=9 3 pontos

Calcula o prego a que vendeu os 90 ovos

9418 =27 3 pontos

Calcula o prego a que vendeu cada dezena

27 19 = 3 euros 4 pontos



Proposta de resolugao 2:

Calcula o numero de dezenas de ovos

90:10=9

Calcula quanto pagou por cada dezena

18:9 =2

Calcula quanto ganhou com cada dezena

9:9=1

Calcula o preco a que vendeu cada dezena

2+ 1= 3 euros

3 pontos

3 pontos

2 pontos

2 pontos

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.



OLIMPIADAS

PORTUGLUESAS DE MATEMATICA

Mini-Olimpiadas
Ano Letivo 2023/2024

1° Ciclo do Ensino Basico
4% ano

45%

303:3=101
15-10=5

2,4x3=1,2

Tem atencao: Duracao: 1 hora

e Lé todas as perguntas com muito cuidado.

e Nao apagues as contas, os esquemas e os desenhos que utilizares nas tuas respostas.

e Se acabares antes do tempo previsto, deveras aproveitar para rever a tua prova.

Bom trabalho e diverte-te!

Nome do aluno:

Pontuacao:




1. A Mati tem estes dois puzzles.

VAN

Esta peca pertence a um dos puzzles. N

Marca com uma cruz a posicao da peca no puzzle.

2. Os Triangulados sao comboios que seguem sempre a regra:
No centro de cada um dos triangulos esta

a soma dos numeros dos seus vértices.

E o que acontece com

o Triangulado Amarelo.

TRIANGULADO AMARELO

Coloca os seis nimeros que completam o Triangulado Laranja.

TRIANGULADO LARANJA



3. O codigo para abrir o diario da Mati tem trés dos seguintes simbolos:

domneto

A Mati esqueceu-se do codigo e fez as seguintes tentativas:

12 tentativa: Q | ’

22 tentativa: 0 w Q

32 tentativa: |@| & 0

Na 12 tentativa, nao ha nenhum simbolo do cédigo.

Na 22 tentativa, ha um simbolo certo na posicao errada.

Na 32 tentativa, ha dois simbolos certos na posicao certa.

Descobre o cédigo.

Cédigo: DDD

4. O Manuel dobrou uma tira de papel retangular ao meio e obteve um retangulo
com a mesma largura do retangulo inicial. Dobrou o novo retangulo ao meio e
obteve outro retangulo com a mesma largura. Repetiu o processo uma terceira

vez e ficou com um quadrado com 1 cm de lado.

Qual era o perimetro da tira de papel?

Resposta:




5. Na biblioteca da escola da Mati os livros da colecao Uma Aventura foram nume-
rados e colocados por ordem numa estante. A soma dos nimeros dos dois tltimos

livros da estante é 125.

Quantos livros tem a colecao?

Resposta:

6. A avé Mimi comprou 90 ovos por 18 euros para vender no mercado. Vendeu cada

meia duzia ao preco a que comprou cada dezena.

Quanto dinheiro ganhou?

Resposta:




Mini-Olimpiadas

Ano Letivo 2023/2024
12 Ciclo do Ensino Basico
4° ano

Critérios de Classificacao

Cotagoes

1- 10 pontos
2- 10 pontos
3- 10 pontos
4- 10 pontos
5- 10 pontos
6- 10 pontos

Total: 60 pontos



Critérios de Classificacao

e Se surgirem resolugoes diferentes das apresentadas, a classificagao ficara ao
critério do professor corretor.

e Devem ser valorizados os raciocinios corretos (atribuindo classificagoes par-
ciais) em detrimento dos célculos efetuados.

Exercicio 1

Solucao:

10 pontos
Exercicio 2
Solucao:

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as seguintes cotacoes parciais

(acumulaveis).

Atribui 1 ponto por cada um dos valores corretos a colocar em A e B.

Atribui 2 pontos por cada um dos valores corretos a colocar em C', D, E e F.

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.



Exercicio 3

Solugao: M [ﬂ[!} 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta devem ser atribuidas as seguintes cotacoes parciais

(acumuldveis).

Por cada simbolo correto na posicao certa 3 pontos

Exercicio 4

Solugao: 18 cm 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotagao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotacoes de duas propostas de resolucao.

Proposta de resolugao 1:

Calcula o comprimento do 32 retangulo

1+1=2 2 pontos

Calcula o comprimento do 22 retangulo

24+2=4 3 pontos

Calcula o comprimento do 12 retangulo

44+4=28 3 pontos

Calcula o perimetro do 12 retangulo

8+8+1+1=18 2 pontos



Proposta de resolugao 2:

Apresenta um desenho com as divisoes da tira de papel e os respetivos valores do com-

primento de cada parte da tira de papel

———
lem 1 cm )

2 c‘rzl 2vcm N ) 2 pontos

. 4vcm 4zm . 3 pontos

gem 3 pontos

Calcula o perimetro da tira de papel

8+8+1+1=18 2 pontos

Pode ainda ser atribuida a cotagao parcial seguinte (acumulavel com cotagoes parciais ja
atribuidas).

Calcula o perimetro de um dos outros retangulos 2 pontos

Exercicio 5

Solucgao: 63 livros 10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotacao parcial. Para esse efeito,
indicam-se, em seguida, as cotacoes de trés propostas de resolucao.

Proposta de resolugao 1:

Decompoe o niimero 125 da seguinte forma

125 =2 x 62 + 1. 5 pontos

Calcula o numero de livros da colecao

62+1=063 5 pontos



Proposta de resolugao 2:

Decompoe o ntimero 125 na soma de dois niimeros consecutivos.

125 = 62 4 63.

Indica o nuimero de livros da colecao

Proposta de resolugao 3:

Calcula metade de 126

125+1=126 e 126:2=063

Indica o nimero de livros da colecao

Pode ainda ser atribuida a cotacao parcial seguinte.

6 pontos

4 pontos

6 pontos

4 pontos

Atribui um valor ao nimero de livros da colegao e verifica se satisfaz as condigoes do

enunciado. Por exemplo,

60 + 61 = 121

3 pontos

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.

Exercicio 6

Solucgao: 12 euros

10 pontos

Caso a resposta nao seja a correta deve atribuir-se cotacao parcial. Para esse efeito,

indicam-se, em seguida, as cotacoes de trés propostas de resolucao.

Proposta de resolugao 1:

Calcula o ntimero de dezenas

90:10=9

1 ponto



Calcula o numero de meias duzias

90:6 =15 1 ponto

Calcula o prego que pagou por cada dezena

18:9 =2 2 pontos

Calcula o preco a que vendeu os 90 ovos

2 x15=30 3 pontos

Calcula o lucro obtido

30 —18 =12 3 pontos

Proposta de resolugao 2:

Decompoe os 90 ovos em 9 grupos de 10 e em 15 grupos de 6

0=9x10=15x%x6 2 pontos

Calcula o preco que pagou por cada dezena

18:9=2 2 pontos

Conclui que ha mais 6 grupos de 6 ovos do que grupos de 10 ovos

15-9=6 3 pontos

Calcula o lucro obtido

6 x2=12 3 pontos

Proposta de resolugao 3:

Calcula o numero de dezenas

90:10=9 1 ponto

Calcula o prego que pagou por cada dezena

18:9=2 2 pontos



Calcula a diferenca entre uma dezena e uma meia duizia

10-6=14 1 ponto

Conclui que, como resultado de cada uma dessas diferengas, hd 9 grupos de 4 ovos, que

correspondem a 6 meias duzias

9x4=36 e 36:6=06 3 pontos

Calcula o lucro obtido

6x2=12 3 pontos

Devem ser cotados os calculos efetuados utilizando valores errados calculados anterior-

mente.
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XLII OPM - 8.11.2023 - Pré-Olimpiadas - 5° ano Duracdo: 2 horas
Questdo 1:
Na questdo 1 escolhe, em cada alinea, a op¢do correta. cada opcéo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2 e 3. cada opcdo errada: -1 ponto
Nao é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3: 10 pontos cada

1. (@) Num chuvoso dia de novembro, o Martinho regressava a casa para celebrar o Magusto. Ele ndo sabia
ainda como conseguiria arranjar castanhas para todos os amigos que o esperavam. No seu saco, trazia
apenas entre 40 e 50 castanhas. Ainda assim, ndo se podia queixar muito, pois tinha o friplo das castanhas
do seu melhor amigo, que nem sequer 15 tinha. Quantas castanhas tinha o Martinho?

A) 40 B) 42 C)45 D) 48 E) 50

(b) Estava imerso nos seus pensamentos, quando percebeu que era o seu dia de sorte: & sua frente, estava
um vendedor de castanhas! Pediu tantas quanto precisava e, no final, pagou 20€ em moedas de 50
céntimos e 90€ em moedas de dois euros. Quantas moedas € que o Martinho entregou ao vendedor?

A) 40 B) 45 © 55 D) 85 E) 110

(¢) Uns metros mais & frente, o Martinho encontrou um mendigo quase sem roupa. Bondoso como era, parou
& beira dele para o ajudar. Como ele estava cheio de frio, pegou no cobertor que trazia para o aquecer,
corfou-0 e deu metade ao mendigo. Sabendo que o cobertor era quadrado e que o Martinho o cortou
em dois ret@ngulos iguais, cada um com 72 decimetros de perimetro, qual era a édrea do cobertor?

A) 81 dm? B) 96 dm? C) 144 dm? D) 576 dm? E) 676 dm?

(d) Perante um gesto t&o bonito, a tempestade desapareceu e um sol radioso comecou a brilhar. O sol
era tdo magnifico que, durante a semana que se seguiu, © ndmero de flores que havia num campo nas
redondezas, duplicou pelas 17h de cada dia, comecando na sexta-feira. No final da terca-feira seguinte
havia 480 flores. Quantas flores havia na manhd de sexta-feira?

AT B 15 ) 30 D) 60 E) 120

(e) O Martinho convidou o mendigo para se juntar aos festejos que o aguardavam. O mendigo pronta-
mente aceitou. A viogem era tdo longa gque fiveram tempo para inventar uma linguagem secreta. Nessa
linguagem, as palavras CASTANHA, VENDEDOR, MARTINHO e NOVEMBRO escrevem-se, ndo necessaria-
mente por esta ordem:

® U x €« & % = [ x
§ © %« & @ & [ v U L
Nessa linguagem, como € que se escreve a palavra inglesa MATH?

As U €« = B2 U %x = O®U %x = DU €« = B ® U €« =

© ® M < U
4 U x = U

2. Um elevador parte do rés-do-chdo de um prédio com 16 pessoas. O elevador para em todos os andares até
ao décimo. Em cada andar saem 2 pessods. Em cada andar impar entra uma pessod e em cada andar par
ndo entra ninguém. Quantas pessoas estdo no elevador antes que se abra a porta no décimo andar?

3. O Jorge, a Joana e o Joel estéo todos a usar um chapéu, cada chapéu com um nimero diferente entre 1 e 9.
Cada um dos amigos ndo consegue ver o ndmero presente no préprio chapéu, mas vé os nimeros que estdo
nos chapéus dos amigos. A soma dos nimeros que a Joana vé é 6 e o produto dos nimeros que o Jorge vé &
10. Quais sdo os possiveis nimeros do chapéu do Jorge?
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Questdo T:

Sugestdes para a resolucdo dos problemas By oPeao correta: 4 pontos
cada op¢do errada: -1 ponto

Questodes 2, 3: 10 pontos cada

1. (@) OpcdoB). (42 € o unico maultiplo de 3 entre 40 e 50 que, dividido por 3, fica inferior a 15.)
(o) OpcaoD). (O Martinho entregou 40 moedas de 50 céntimos e 45 moedas de 2 euros.)
() OpcaoD). (O lado do quadrado mede 24 dm e, portanto, a sua drea mede 24% = 576 dm?.)

(d) OpcdoB). (O numero de flores duplicou 5 vezes. Logo, inicialmente havia 15 flores.)

A/B|C|\D|\E|H|I M|N|O|R|S|T|V
UiM|s || O|=|d|® || x|

(&) OpcdoB). (O cddigo € )

2. O elevador partiu do rés-do-chédo com 16 pessoas. Como 1 & impar, o elevador partiu do primeiro andar com
16 — 2 + 1 = 15 pessoas. Como 2 é par, o elevador partiu do segundo andar com 15 — 2 = 13 pessoas.
O nUmero de pessoas no elevador quando partiu dos andares seguintes foi 13 — 2 + 1 = 12,12 — 2 = 10,
10—-241=9,9-2=7,7—241=6,6—-—2=4,4—2+ 1 = 3 pessoas. Portanto, ao chegar ao décimo
andar, antes de se abrir a porta, o elevador finha 3 pessoas.

3. Como o produto dos nimeros que o Jorge vé é 10, entdo a Joana e o Joel tém os nimeros 2 e 5 nos chapéus.
Se o Joel tem o nUmero 2 no seu chapéu, como a soma dos nimeros que a Joana vé é 6, o Jorge tem o nimero
6 — 2 = 4 no seu chapéu. Se o Joel tem o nimero 5 no chapéu, como a soma dos ndmeros que a Joana vé é
6, o Jorge tem o nimero 6 — 5 = 1 no seu chapéu. Logo, o Jorge s6 pode ter os nimeros 1 ou 4 no chapéu.
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XLI OPM - 1¢ Eliminatéria - 8.11.2023 - Categoria Junior - 6°/7° anos Durag&o: 2 horas
Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) O Jodo tem um irmdo. Eles plantaram algumas flores no seu jardim e repararam que, em cada dia, o
numero de flores duplicava pelas 17h, comecando na sexta-feira. No final da terca-feira seguinte havia
480 flores. Quantas flores havia na manhd de sexta-feira?

AT B 15 ) 30 D) 60 E) 120

(b) O Jodo tem um irmdo. Ele reparou que, no bairro onde moram, cada familia tem uma ou duas crian¢as.
Sabendo que 40% das criancas fem um irmd&o, qual & a percentagem de familias com duas criancas?

A) 20% B) 25% C) 30% D) 35% B) 40%

(c) O Jodo escreveu num papel todos os nimeros de 3 algarismos com os algarismos 1, 2, 3 (possivelmente
repetidos), como, por exemplo, 312 ou 223. Qual &€ a soma de todos estes nimeros?

A) 999 B) 1998 C) 2997 D) 4995 E) 5994

(d) No bairro do Jodo hd uma equipa de rugby. Num jogo de rugby € possivel marcar pontos de trés maneiras
diferentes: com um pontapé aos postes, que vale 3 pontos, com um ensaio, gue vale 5 pontos, e com
um ensaio convertido, que vale 7 pontos. Num jogo, a equipa do bairro marcou 24 pontos. De quantas
maneiras diferentes é possivel fazé-lo? (Por exemplo, com 4 pontapés, 1 ensaio e 1 ensaio convertido.)

A3 B)4 (O} D)7 B)11

(e) Os pais do Jodo deram algumas moedas ao Jodo e ao irmdo. Se o Jodo receber duas moedas do irmdo,
eles ficardo com o mesmo nimero de moedas. Se o irmdo receber uma moeda do Jodo, ele ficard com
o triplo de moedas do Jodo. Quantas moedas deram os pais aos dois irmdos?

A) 8 B) 12 C) 16 D) 20 E) 24

2. Na figura, os frigngulos [ABC e [C' D E] sdo equildteros. D
O perimetro de [ABC| & 36 cm, o perimetro de [CDE] é 39 cm
e o perimetro de [ABCDE] & 55 cm. c
Qual é o perimetro do triangulo [AC E]?

B
A

3. A turma do 7.°B vai participar numa prova de triatlo por estafetas composto por natacdo, ciclismo e corrida.
A Ana, o Bernardo e a Gabriela nadam bem. O Manuel e a Paula sdo bons ciclistas. A Sandra, o Tiago e
a Gabriela sdo bons corredores. De quantas maneiras pode a turma formar uma equipa composta por trés
alunos, se gquiser escolher para cada modalidade os melhores atletas da turma?

4, A Joana tem 5000 pecas quadradas de lado 1cm. A Joana pretende construir um quadrado usando um
ndmero de pecas multiplo de 7.

De guantas maneiras diferentes ela o poderd fazer?
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XLI OPM - 1° Eliminatéria - 8.11.2023 - Categoria Junior - 6°/7° anos

Questdo 1:

Sugestdes para a resolucdo dos problemas €add opgdo cometa: 4 pontos
cada opg¢do errada: -1 ponto

Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (o) Opc¢doB). (O numero de flores duplicou 5 vezes. Logo, inicialmente havia 15 flores.)

~ 40 : 2 90
(b) Opcdo B). (m =30 = 25%.)

() OpcdoE). (Hd 3 x 3 x3 =27 numeros com um valor médio de 222. O total é 27 x 222 = 5994.)
(d) OpcaoC). (As cinco solucdes sdo: 3XT+3,2x7+2x5,7T+5+4x3,3x5+3x%x3,8x3))
(e) OpcaoB). (O Joao tem 4 moedas e o irmao 8.)

2. Olado de [ABC]| mede 36/3 = 12 cm. O lado de [C DE] mede 39/3 = 13 cm.

O petimetro de [ABCDE] mede AB+ BC +CD + DE+ EA=12+12+13+ 13+ EA = 50 + EA.
Como este perimetro mede 55 cm, entdo EA = 5 cm.

Logo o perimetro de [ACE] & AC + CE + AE =12+ 13 +5 = 30 cm,

3. Como a Gabriela ndo pode participar em duas modalidades diferentes, comecemos por seleciond-la para a
prova de natacdo. Ha ent@o duas possiveis escolhas para a prova de ciclismo e duas escolhas para a prova
de corrida, perfazendo um total de 2 x 2 = 4 possiveis equipas.

Se a Gabriela ndo for a escolha para a prova de natacdo, hd duas escolhas possiveis para esta prova, duas
escolhas para a prova de ciclismo e trés escolhas para a corrida, perfazendo um total de 2 X 2 x 3 = 12
possiveis equipas.

H& assim, um total de 4 4+ 12 = 16 formas de escolher a equipa.

4. Solugdo 1: O nUmero de pecas utilizadas na construgdo do quadrado serd multiplo de 49 = 7 x 7. Os multiplos
de 49 menores do que 5000 s&o

1x49, 2x49, 3 x49, ..., 102 x 49 = 4998.
Destes, apenas os nUmeros
49=7x17, 4x49=14x14, 9x49=21x21, 16 x49 =28 x 28,
25 x 49 =35 x 35, 36 x 49 =42 x 42, 49 x 49, 64 x 49 = 56 x 56,

81 x49 =63 x 63, 100 x 49 =70 x 70
poderdo ser o nUmero de pecas ufilizadas na constru¢do dos quadrados.

Portanto, a Joana conseguird construir 10 quadrados diferentes com um ndmero de pecas mdltiplo de 7 e
menor do que 5000.

Solucdo 2: Observe-se que
70 x 70 = 4900 < 5000 < 5041 =71 x 71.

Assim, o maior quadrado que a Joana conseguird construir terd 10 x 7 = 70 pecas de lado, ou seja, 4900 =
7 x 10 x 7 x 10 pecas ao todo. Todos os multiplos de 7 menores ou iguais do que 70 so:

Ix7=72x7=143x7=21, ...10 x 7 = 70.

Qualguer um destes mdltiplos de 7 pode ser o nimero de pecas do lado de um quadrado maior, em que se
utilizou menos de 5000 pecas ao todo.

Portanto, a Joana conseguird construir 10 quadrados diferentes com um ndmero de pecas mdltiplo de 7 e
menor do que 5000.
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XLII OPM - 2° Eliminatéria - 10.01.2024 - Categoria Junior - 6°/7° anos Duracéo: 2 horas
Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) Uma capicua & um ndmero que € igual quando é lido ao contrdrio. Por exemplo, 212 e 15351 séo
capicuas. O Jodo gosta de formar capicuas e, ao ler no jornal da escola o nimero N = 35798642,
determinou a maior capicua A inferior a N e a menor capicua B superior a N. Quanto vale B — A?

A) 1000 B) 11000 C) 111000 D) 1111000 E) 11011000
(b) O Jodo descobriu um algarismo a para o qual o nimero 20210a € primo. Qual é esse algarismo?
Al B3 (&) D)7 B9

(¢) Na escola do Jodo realizou-se uma festa de dia de Reis. Na entrada da festa estava uma torre com-
posta por dois paralelepipedos empilhados, cada um com volume 128 cm?. Duas das faces de um
paralelepipedo tém dreas iguais a 4 cm? e a 32 cm?. Duas das faces do outro paralelepipedo tém darea
igual a 16 cm? e a 64 cm?2. A torre era a mais alta possivel construida com estes dois solidos, e, entre
as torres com esta altura, a area da superficie exposta da torre era a menor possivel. Quanto mede, em

cm?, a drea da superficie exposta desta torre?

A) 172 B) 256 C) 384 D) 496 E) 520

(d) O Jo&o numerou todos os vértices do seu cubo preferido com os nimeros de 1 a 8, de forma a que na
mesma aresta ndo haja dois nGmeros consecutivos. O Jodio colocou os nimeros 1 e 2 em vértices da
mesma face. Qual & maior soma dos quatro algarismos dessa face que ele pode ter obtido?

A 14 B) 15 16 D) 17 E) 18

2. Um guadrado de 9 cm de lado foi dividido em dois quadrados e dois
retdngulos, como na figura. Se juntarmos os dois retdngulos podemos obter
um quadrado. Quanto mede a drea do quadrado mais pequeno?

3. O Luis foi ao cinema com os seus pais e com os seus dois irmdos. Elestém bilhetespara cinco lugares consecutivos
na mesma fila.

De quantas maneiras se podem sentar os cinco, de forma a que o Luis fique sentado ao lado do pai e da mde?

4, O Romeu quer colocar uma etiqueta com um dos algarismos 0, 1 ou 2 em cada uma das seguintes dez caixas.

Cada algarismo colocado em cada uma das oito caixas do meio, deverd ser igual a diferenca entre os
algarismos colocados nas caixas vizinhas.

De quantas maneiras diferentes 0 Romeu consegue fazer esta etiquetacdo?
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Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. (@) OpcdoB. (As capicuas sdo A = 35788753 ¢ B = 35799753.)
(b) OpcdoE. (202101 € divisivel por 3, 202103 ¢ divisivel por 11, 202105 € divisivel por 5 e 202107

€ divisivel por 3.)

www.olimpiadas.spmpt ——

Questdo 1:
cada opgdo correta: 4 pontos
cada opgdo errada: -1 ponto
Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

(©) OpcdoD. (As dimensdes dos paralelepipedos sdo 1,4,32 e 2,8,8, respetivamente, logo a drea da
superficie exposta € 2 x (128 +32+4 464 4+ 16 + 16) — 16 — 2 x 4 = 496.)

(d) Opc@o C. (A maior soma da face € obtida com os niumeros 1,2,5,8.)

2. Uma vez que se pode formar um quadrado com os reténgulos, o comprimento de cada reténgulo é o dobro
da sua largura, e esta coincide com o lado do quadrado mais pequeno. Assim, o comprimento de cada
retGngulo é igual % do lado do quadrado maior e o lado do quadrado mais pequeno é % desse valor, ou seja,
3 cm. Portanto, a drea do quadrado mais pequeno é 3 x 3 = 9 cm?.

3. Como o Luis fica sentado ao lado do pai e da mde, ndo pode ficar numa das extremidades, logo hd trés
escolhas para o lugar do Luis. O pai e mde podem sentar-se de duas maneiras diferentes, com o pai & direita
ou & esquerda. Os irmdos do Luis podem sentarse nos dois lugares restantes também de duas maneiras

diferentes.

Assim, ao todo hd 3 x 2 x 2 = 12 maneiras de se sentarem os cinco.

4, Observe-se que se 0 Romeu colocar o algarismo 1 numa caixa que tenha duas caixas & sua direita, entéo ndo

poderd colocar o algarismo 2 na caixa vizinha & direita. Ou seja, a configuracdo

ndo aparece.

Assim, apenas hd dez formas de etiquetar as caixas:

0000000000
0110110110
0110110112
0220220220

2
1011011011 2022022022
1101101101 2110110110
2110110112
2202202202
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Questdo 1: 16 pontos

. . .y Questdes 2 e 3: 7 pontos cad
Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos. UesIoes £ @ vt 7 ponios cada

Naéo é permitido o uso de calculadoras.

1. (@ A Inés e a Mariana estavam a brincar com 2024 berlindes, numerados de 1 a 2024. A Inés propds &
Mariana que escolhesse alguns berlindes, mas sem escolher dois que estivessem numerados com inteiros
consecutivos. Quantos berlindes pode, no méximo, a Mariana escolher?

A) 2 B) 1012 C) 1013 D) 2023 E) 2024

(b) Pegando no berlinde que tinha o nimero 2024, a Inés reparou que a soma dos seus algarismos & 8.
Quantos nimeros com essa propriedade existem entre 2000 e 30007

AT B 21 C) 28 D) 42 E) 125

(c) Por altura da Pascoa, o Antdnio dinamizou uma caga aos ovos NO seu grupo de escuteiros. Para isso,
escondeu 48 ovos de chocolate e pediu aos colegas que se organizassem em pares € os procurassem. Ao
fim de meia hora, cada equipa tinha encontrado um ovo. Percebendo que ainda havia ovos escondidos,
o0 Anténio pediu aos colegas que formassem grupos de quatro e voltassem a procurar. Cada equipa voltou
a encontrar um ovo, e o Antdnio constatou que ja ndo havia ovos escondidos. Quantos colegas tem o
Antdnio no seu grupo de escuteiros?

A) 24 B) 36 C) 48 D) 64 E) 128

(d) A Maria decidiu oferecer & sua madrinha um quadro feito por si. Ela desenhou 230 figuras geométricas:
80 estrelas, 70 quadrados, 40 circulos, 16 pentdgonos, 12 hexdgonos, 8 tringulos e 4 octdgonos. A
Maria pretende pintar cada figura de verde ou de vermelho, de modo que duas figuras do mesmo tipo
tenham a mesma cor e gque a maioria das figuras seja verde. De quantas formas pode a Maria pintar o
seu quadro?

A) 64 B) 65 C) 126 D) 127 E) 128
2. Nafigura ao lado, AE = BE, EC =CD e CDE = 25°. E

Sabendo que EC divide o angulo BE D em dois angulos
geometricamente iguais, determina AED.

A B C D

3. A Anaq, o Bernardo, o Carlos, a Daniela, a Eva e o Francisco participaram num torneio, em que cada par de
jogadores se defrontou exatamente uma vez. Sabe-se que:

e Houve um Unico participante a ganhar todos os jogos, mas ndo houve nenhum a perder todos 0s jogos;

e A Ana e a Eva ganharam o mesmo nimero, impar, de jogos, com a Ana a ganhar & Eva.

O Carlos s6 ganhou um jogo, ao Unico outro jogador que também sé ganhou um jogo;

O Bernardo e o Francisco, juntos, ganharam 7 jogos;

A Daniela ganhou ao Bernardo;

e Nd&o houve empates.

A que adversdrios ganhou a Ana?
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Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

1. (@) A Mariana maximiza o nUmero de berlindes escolhidos se escolher todos os berlindes com um ndmero par,
ou todos os berlindes com um ndmero impar, ou seja, 1012 berlindes.
Opcdo correta: B)
(b) Claramente, 3000 né&o satisfaz a propriedade desejada. Como todos os nimeros entre 2000 e 2999
comecam por 2, pretendemos saber quantas sequéncias existem com 3 algarismos cuja soma é 6. Ora,
usando os algarismos de 0 a 9, podemos obter 6 das seguintes formas:

0+0+6, O0+1+4+5  0+2+3, 0+3+3,
1+1+4, 14243, 2+2+2.

Em cada caso em que hd trés algarismos diferentes, hd 6 possibilidades; em cada caso em que ha dois
algarismos diferentes, hd 3 possibilidades; e no caso em que hd trés algarismos iguais, s6 hd 1 possibilidade.
Portanto, aotodohd 3+ 6 +6 + 3 + 3 + 6 + 1 = 28 sequéncias de 3 algarismos cuja soma & 6.
Opcdo correta: C)

(©) Solucdo 1: Como na segunda ronda do jogo, o nimero de equipas a participar foi metade do nimero
de equipas a participar na primeiro na segunda ronda foi encontrado um terco do nUmero total de ovos,
ou seja, foram encontrados 16 = 3 ovos. Como cada equipa finha 4 elementos, podemos concluir que
o Anténio tinha um total de 16 x 4 = 64 colegos.

Solugao 2: Observe-se que cada grupo de 4 pessoas encontrou 3 ovos. Como foram escondidos
48 = 3 x 16 ovos, o Antdnio tinha um total de 4 X 16 = 64 colegas.
Opcdo correta: D)

(d) Obedecendo a regra de cada tipo de figuras geométricas ser pintada de uma sb cor, existem 27 formas
de colorir o quadro de verde e vermelho. Como metade de 230 € um nimero impar e cada tipo de figura
geométrica foi desenhada um ndmero par de vezes, em nenhuma dessas coloragcdes se tem exatamente
metade das figuras pintfadas da mesma cor. Logo, em exatamente metade das coloragdes, mais de
metade das figuras € verde. Assim, a Maria pode pintar o quadro de 26 = 64 maneiras diferentes.
Opcdo correta: A)

2. Umavezque CD = EC, o tiéngulo [ECD) & isésceles e, por isso, CED = CDE = 25°.
Assim, também BEC = 25° e ECB = CED + CDE = 50°, pois é éngulo extemno de [ECD].

Sendo angulo externo de [BC E], EBA = BEC + BCE = 75° e, tendo em conta que [AEB] é isésceles,
tem-se EAB = 75°. Logo. AEB = 180° — 2 x 75° = 30°.

Portanto, AED = AEB + BEC + CED = 30° + 25° + 25° = 80°.

3. Como cada jogador participou em 5 jogos, o Bernardo e o Francisco tém pelo menos 2 vitdrias cada. Como
s& houve um jogador, para além do Carlos, a acabar com uma vitéria, este ndo foi nem a Ana nem a Eva.
Logo o Carlos s6 pode ter ganhado & Daniela, que por sua vez sé6 ganhou ao Bernardo. Logo a Ana e a Eva
tém 3 vitérias cada, pois & impossivel ambas terem 5.

Portanto, a Ana ganhou & Eva, ao Carlos e & Daniela.
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Questdo 4: 16 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos. Questoes 5 ¢ é: 7 pontos cada

Naéo é permitido o uso de calculadoras.

4. A professora do Pedro, no dia Internacional da Matemdatica, langou & turma alguns desafios. Tenta ajudar o
Pedro a encontrar a solu¢céo de cada um deles.

(a) Seis bolas numeradas de um a seis séo colocadas num saco. Retiram-se, ao acaso, trés bolas do saco e
determina-se a soma dos trés nimeros. Quantos valores diferentes se podem obter?

A9 B 10 O 12 D) 14 E) 16

(b) Na figura a cruz verde foi construida, dentro de um quadrado grande, usando 5 quadrados iguais e tem
24 cm de perimetro. Qual é, em cm?, a Grea do quadrado grande?

A) 24 B) 32 C) 36 D) 40 E) 48

(©) O minimo mdultiplo comum entre todos os ndmeros naturais de 1 até 15 &€ multiplo de que ndimero?
A2 x3 x5 B22x32x52 O2x33x5 D)22x32x5 B100
(d) Quantos nimeros de 3 algarismos, todos distintos, séo multiplos de 9 e também de 6 ?

A) 38 B) 42 C) 44 D) 46 E) 55
5. Quantos algarismos iguais a 1 tem o nimero

2024 algarismos
—_—
9+99+999+9999+--- 4+ 999---99

onde cada parcela da soma tem um algarismo 9 a mais do que a parcela imediatamente & sua esquerda e a
dltima parcela tem 2024 algarismos 97

6. No segundo jogo em casa do Unido de Santarém, no Campo Cha das Padeiras, estiveram apenas metade
dos espetadores que estiveram no primeiro jogo. Como consequéncia, o nimero de lugares vazios foi trés
vezes maior. No terceiro jogo em casa, vieram mais 500 espetadores do que no segundo e o Campo Ché
das Padeiras teve exatamente metade da lotagdo total preenchida. Quantos lugares tem o Campo Cha das
Padeiras?

spm



OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
www.olimpiadas.spm.pt ———

XLI OPM - Final - 2° Dia - 23.03.2024 - Categoria Junior - 6°/7° anos Duragdo: 3 horas

Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

4, (a) Asoma mais pequena que se pode obteré 1l 4+ 2+ 3 = 6 e amaioré4 + 5+ 6 = 15. Resta verificar
gue se podem obter todas as somasentre 6e 15. Temse7=1+24+4,8=14+24+5,9=14+246,
100=243+5,11=2+34+6,12=3+4+5,13=34+4+6,14 = 3+ 5+ 6. Portanto, h& 10 somas
diferentes que se podem obter. Opcdo correta: B)

(b) A cruz verde é constituida por 5 quadrados pequenos. Além da cruz, no quadrado grande hd mais 3
quadrados pegquenos (quatro metades e quatro quartos), logo o quadrado grande tem 8 quadrados
pequenos..

O perimetro da cruz é igual a 12 vezes o lado de um dos quadrados peguenos, por isso o lado de cada
quadrado pequeno mede 2 cm. Portanto, a Grea do quadrado grande é 8 x 2 x 2 = 32 cm?. Opcdo
correta: B)

(©) O minimo mltiplo comum entre todos os nimeros naturais desde 1 até 156 23 x 32 x 5 x 7 x 11 x 13,
pelo que das opcdes apresentadas sé6 pode ser multiplo de 22 x 32 x 5. Opc¢do correta: D)

(d) Um numero é mltiplo de 9 se a soma dos seus algarismos for multipla de 9. Se o nimero também tem
de ser multiplo de 6 terd de ser um ndmero par (porque sendo mdltiplo de 9 j& & mdaltiplo de 3). Vamos
procurar os nimeros pares (tferminam em 0, 2, 4, 6 ou 8) maltiplos de 9 com trés algarismos distintos.

Para nimeros que terminam em 0, a soma dos outros dois algarismos (que ndo podem ser 0) tem de ser 9
(n&o pode ser 18 porgue seriam ambos 9 logo ndo eram distintos). Temos as seguintes possibilidades para
os algarismos das centenas e dezenas: 18, 81, 27, 72, 36, 63, 45, 54. Ou seja, tfemos 8 ndmeros nestas
condicoes.

Para nimeros que terminam em 2, a soma dos outros dois algarismos (distintos de dois) tem de ser 7 ou
16. Se asoma é 7, temos as seguintes possibilidades para os algarismos das centenas e dezenas: 70, 16,
61, 34, 43. Se asoma é 16, tfemos as seguintes possibilidades para os algarismos das centenas e dezenas:
79, 97. Ou seja, temos 7 nimeros nestas condigoes.

Para numeros que terminam em 4, a soma dos outros dois algarismos (distintos de quatro) tem de ser b ou
14. Se asoma é 5, temos as seguintes possibilidades para os algarismos das centenas e dezenas: 50, 23,
32. Se asoma é 14, temos as seguintes possibilidades para os algarismos das centenas e dezenas: 95, 59,
86, 68. Ou seja, temos 7 nimeros nestas condigcoes.

Para ndmeros que terminam em 6, a soma dos outros dois algarismos (distintos de seis) tem de ser 3 ou 12,
Se a soma é 3, temos as seguintes possibilidades para os algarismos das centenas e dezenas: 30, 12, 21.
Se asoma é 12, temos as seguintes possibilidades para os algarismos das centenas e dezenas: 39, 93, 48,
84, 57, 75. Ou seja, temos 9 nimeros nestas condicoes.

Para nimeros que terminam em 8, a soma dos outros dois algarismos (distintos de oito) tem de ser 1 ou
10. Se asoma é 1, temos a seguinte possibilidade para os algarismos das centenas e dezenas: 10. Se a
soma é 10, femos as seguintes possibilidades para os algarismos das centenas e dezenas: 91, 19, 73, 37,
64, 46. Ou seja, femos 7 ndmeros nestas condicoes.

Portanto, h&d 8 + 7+ 7 + 9 + 7 = 38 ndmeros nestas condicdes. Opcdo correta A)
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5. Podemos escrever

2024 algarismos

e N—
9499 +999 +9999 +---+ 999-..99 = (10 —1)+ (100 — 1) + (1000 — 1) + - - - + (102024 — 1)

= (10 +100 + 1000 + - -+ +10%24) — (1 4+ 14+ 1+ -+ 1)
2024 digitos

—N—
= 11---110—-2024 =
2020 digitos

—N—
= 11---11 09086.

Portanto, o nimero indicado tem 2020 digitos iguais a 1.

6. Como com metade dos espetadores do primeiro jogo, 0 nimero de lugares vazios foi trés vezes maior, entdo,
Nno primeiro jogo, metade dos espetadores foi © mesmo que o dobro dos lugares vazios, ou seja, o nimero de
espetadores foi o quadruplo dos lugares vazios.

Logo, no primeiro jogo, o estadio finha 4/5 dos lugares ocupados e 1/5 dos lugares vazios. No segundo jogo,
o estadio tinha 2/5 dos lugares ocupados e 3/5 dos lugares vazios.

No terceiro jogo, houve mais 500 espetadores, que corresponde a 1/2 — 2/5 = 1/10 da lotagdo.

Logo, o estadio tem 5000 lugares.
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XLI OPM - 1° Eliminatéria - 8.11.2023 - Categoria A - 8°/9° anos Durag&o: 2 horas
Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) A Ana, no degrau de uma escada, reparou que o nimero de degraus acima dela & o dobro do nimero
de degraus que tem abaixo (sem contar o degrau onde ela estd). Apds subir mais 5 degraus, tem tantos
degraus acima como abaixo. Quantos degraus terd a Ana de subir para que o nidmero de degraus
abaixo dela seja igual a 4 vezes o nimero de degraus que tem acima?

A)D B) 6 o7 D)8 B9

() No triangulo [LM N] os angulos internos com vértices em L e N tém M
amplitudes 42° e 80°, respetivamente. Seja P um ponto no lado [LN]
tal que os dngulos LM P e PM N tém a mesma amplitude. A reta r,

que é perpendicular & reta M P e passa em M, interseta areta LN no
ponto O. Qual &€ a amplitude, em graus, do dngulo MON?

A) 17 B) 19 21 D) 23 E) 29

(c) Um quadrado perfeito € um inteiro que pode ser escrito como o quadrado de outro nimero inteiro. Por
exemplo, 25 e 36 sdo quadrados perfeitos, uma vez que 25 = 52 e 36 = 62.

Quantos multiplos de 7 entre 1 e 5000 sdo quadrados perfeitos?

AT B) 8 o9 D) 10 B)11

(d) Na figura dividiu-se um ret@ngulo em 7 quadrados. O quadrado mais
pequeno tem 1 cm? de drea.
Qual é a drea, em cm?, do retdngulo?

A) 289 B) 299 C) 360 D) 380 E) 399

2. Num jogo de rugby é possivel marcar pontos de trés maneiras diferentes: com um pontapé aos postes, que
vale 3 pontos, com um ensaio, que vale 5 pontos, e com um ensaio convertido, que vale 7 pontos. Num jogo
do campeonato do mundo Portugal marcou 24 pontos. De quantas maneiras diferentes é possivel fazé-lo? (Por
exemplo, com 4 pontapés, 1 ensaio e 1 ensaio convertido.)

C
3. Sejom [ABC| e [ABD] dois triangulos com o lado [AB] comum.
O friangulo [ABC] é retangulo em A e AB = 2AC = 8. O k
triangulo [ABD)] é retangulo em D e AD = BD. O segmento A B
[C D] interseta [AB] no ponto O. Determina BO. \v

4. O Francisco estd a passar o algarismo mais & esquerda de um namero para a direita. Por exemplo, a partir do
namero 1234, ele obtém o nimero 2341. O Francisco quer fazer esta operacdo com um nimero comecado
por 6 e obter um nimero que seja um quarto do nimero inicial.

Qual & o menor niumero com que ele pode fazer isto?
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Questdo 1:
cada opg¢do correta: 4 pontos
Sugestoes para a resolucdo dos problemas cada opcéo errada: -1 ponto

Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) OpcgdokE. (No inicio hd 10 degraus abaizo e 20 acima. Subindo 9, fica com 24 abaizo e 6 acima.)
(©) OpcaoB. (LMN =58, PMN = 29°, MPN = 71°, MON = 180 — (90 + 71) = 19°.)
() OpcaoD. (Hd 10 quadrados perfeitos 72, 22 x 7%, 32 x 72,...,10% x 7> = 4900.)
(d) OpcdoE. (Os lados dos quadrados sao 1, 4, 8, 9, 10 e 11; o retangulo tem drea 19 x 21 = 399.)
2. Se a equipa ndo conseguir nenhum ensaio convertido, entdo para atingir 24 pontos pode marcar ou zero ou

frés ensaios de 5 pontos. Sobram 24 e 9 pontos, respetivamente, que tém de ser atingidos com 8 ou 3 pontapés
de 3 pontos.

Se a equipa conseguir um Unico ensaio convertido de 7 pontos, entdo os restantes 17 pontos tém necessario-
mente de vir de um Unico ensaio de 5 pontos e de quatro pontapés de 3 pontos.

Se a equipa conseguir exatamente dois ensaios convertidos de 7 pontos, entdo os restantes 10 pontos tém
necessariamente de vir de 2 ensaios de 5 pontos.

Finalmente, se a equipa conseguir exatamente trés ensaios convertidos de 7 pontos, os restantes 3 pontos tém
de vir de um pontapé de 3 pontos.

H& assimum fotalde 2+ 1 4+ 1 4+ 1 = 5 formas da equipa conseguir 24 pontos.
3. Seja E o ponto médio de [AB]. Como o triéngulo [ADB] é retangulo e isdsceles, tem-se B@ = 45° e
AED = 90°. Assim, conclui-se que [AED] é triangulo retangulo e isésceles com ED = AE = 48 = 4,
C

o) E
T
|
[
[
|
[
|
|

D

Pelo critério de congruéncia ALA, os triangulos [AOC] e [EO D] s@o congruentes e, por isso, AO = OF.

Assim, conclui-se que OF = ATE = 2 e, portanto,
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4, Se multiplicarmos por 4 o ndmero obtido pelo Francisco, ficamos com o nimero inicial. Portanto, o algarismo
das unidades do nimero inicial € 4.

-><-
s o

Entdo a multiplicagdo pode escrever-se como indicado abaixo. Portanto, o algarismo das dezenas do nimero
inicial & 8.

4 6
X 4
8 4
Repetindo o processo, obtemos sucessivamente:
8 4 6 3 8 4 6 5 3 8 4 6 1 5 3 8 4 6
x 4 X 4 X 4 X 4
3 8 4 -« 5 3 8 4 -1 5 3 8 4 6 1 5 3 8 4

Logo, o menor nimero que o Francisco pode usar € o 615384.
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Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) Na escola do Delfim realizou-se uma festa de dia de Reis. Na enfrada da festa estava uma torre com-
posta por dois paralelepipedos empilhados, cada um com volume 128 cm3. Duas das faces de um
paralelepipedo tém dreas iguais a 4 cm? e a 32 cm?. Duas das faces do outro paralelepipedo tém darea
igual a 16 cm? e a 64 cm?. A torre era a mais alta possivel construida com estes dois solidos, e, entre
as torres com esta altura, a area da superficie exposta da torre era a menor possivel. Quanto mede, em

cm?, a drea da superficie exposta desta torre?

A) 172 B) 256 C) 384 D) 496 E) 520

(b) Um dos bolos que foi servido na festa tinha a forma de um pentdgono. O Delfim reparou que ndo era
possivel construir um pentdgono com mais dngulos retos do que os que tinha o pentdgono do bolo.
Quantos angulos retos tinha esse pentadgono?

Al B 2 O3 D)4 BE)5

(c) Num dos jogos que foram feitos na festa, a Beatriz teve que andar para a frente e para rds de olhos
vendados. Primeiro deu um passo para a frente, e saltou para cima. Depois deu dois passos para trds e
saltou para cima. Depois deu frés passos para a frente, saltou, deu quatro passos para trds, saltou e assim
sucessivamente até que ficou 30 metros afastada do ponto de partida e saltou. Cada passo da Beatriz
mede 60 cm. Quantos saltos deu a Beatriz?

A) 10 B) 59 © 60 D) 99 E) 100

(d) A Alice, a Beatriz, a Carla, o Delfim e o Eurico fizeram uma troca de prendas. Cada um colocou uma
prenda num saco e depois cada um deles tirou uma prenda. No final, dois deles ficaram com a prenda
que tinham levado, e os outros trés com prendas diferentes. De quantas maneiras € possivel as prendas
terem sido distribuidas?

A 10 B 20 ) 30 D) 60 E) 120

2. O Romeu quer colocar uma etiqueta com um dos algarismos 0, 1 ou 2 em cada uma das seguintes dez caixas.

Cada algarismo colocado em cada uma das oito caixas do meio, deverd ser igual a diferenca entre os

algarismos colocados nas caixas vizinhas. C B
De quantas maneiras diferentes 0 Romeu consegue fazer esta etiquetacdo? ’
3. Seja [ABC DEF] um hexagono regular. Os pontos P e ) perfencem D A
&s diagonais [BD] e [DF, respetivamente, e BP = D@ = E'F.
Mostra que os pontos C, P e () sdo colineares. .
E F

4, O Jodo lancou trés dados, cada um deles com os nUmeros de 1 a 6. Quantas possibilidades hd para o produto

dos trés nimeros?
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Sugestdes para a resolucdo dos problemas
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Questdo T:
cada op¢do correta: 4 pontos
cada op¢do errada: -1 ponto
Questodes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) OpcdoD. (As dimensdes dos paralelepipedos sdo 1,4,32 e 2,8,8, respetivamente, logo a drea da
superficie exposta € 2 x (128 +32+4 464 4+ 16 + 16) — 16 — 2 x 4 = 496.)

(b) Opcdo C. (Se um pentagono tivesse quatro dangulos retos (consecutivos), entdo o primeiro e o
quinto lado seriam paralelos. FE fdcil construir um pentdgono com trés angulos retos.)

(©) Opcdo D. (Para estar afastada 30m, ela tem que estar a 50 passos da partida. FEla salta pela
primeira vez quando estd afastada um passo, e depois salta duas vezes por cada passo que se

afasta mais, 99 = 1+ 2 x 49.)

(d) OpcdoB. (Hd 10 maneiras de escolher as duas criangas que recebem as proprias prendas, e duas

maneiras de trocar as prendas entre as outras trés.)

2. Observe-se que se 0 Romeu colocar o algarismo 1 numa caixa que tenha duas caixas & sua direita, entdo ndo

poderd colocar o algarismo 2 na caixa vizinha & direita. Ou seja, a configuracdo

ndo aparece.

Assim, apenas hd dez formas de etiquetar as caixas:

0000000000
0110110110
0110110112
0220220220

2
1011011011 2022022022
1101101101 2110110110
2110110112
2202202202

3. Seja X o ponto de intersecdo da reta C'P com a diagonal [DF'|. Pretende-se provar que X coincide com o

ponto @ e portanto C, P e () sdo colineares.

Os triaingulos isésceles [BC' D] e [DEF] tém um angulo igual a 120° (angulo em C' e em E, respetivamente)
e cada um dos outros angulos mede 30°. No triangulo [C' B P], também isdsceles, uma vez que CBP = 30°,
entdo cada um dos outros dois dngulos mede 75°. Portanto, o angulo DC' P mede 120 — 75 = 45° e o dngulo
CDX mede 120 — 30 = 90°. O triangulo [C'DX] é retangulo em D e o angulo em C' é 45°, logo o outro
angulo fambém mede 45°. Portanto este tringulo é isdsceles e tem-se DX =CD = EF = D—Q Logo os

pontos X e () coincidem.
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4, Vamos comegcar por ver o ndmero de produtos possiveis com 2 dados, sem repeticoes:

1
1

2 3
2 3
10 12

9 15 18

24

25 30
36

S T~ W N+~
—_
D
[\)
o

Para ver os produtos possiveis com 3 dados, podemos substituir a linha de cima pelos 18 nimeros diferentes da
tabela anterior, obtendo:

2 3 4 5 6 8 9 10 12 15 16 18 20 24 25 30 36
1 2 3 4 5 6 8 9 10 12 15 16 18 20 24 25 30 36
2 32 40 48 50 60 72
3 27 45 o4 75 90 108
4 64 80 96 100 120 144
5 125 150 180
6 216

Logo temos 40 possibilidades para o produto de 3 dados.
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Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos.
Naéo é permitido o uso de calculadoras.

1. (a) O principe da Luzildndia convidou os amigos para um passeio no jardim real. Os seus empregados levaram
30 pizzas para as criangcas comerem. Ao almoco repartiram uma pizza para cada grupo de duas criangas.
No final de mais uma brincadeira, foram comer as pizzas que sobraram, e cada grupo de trés crian¢as
comeu uma pizza. Sabendo que no final ndo sobrou nenhuma pizza, quantas crian¢cas eram?

A) 24 B) 25 O 30 D) 36 E) 45

(b) Ao almocgo, as criancas comeram em duas mesas que existiam no jardim. Uma das mesas tem a forma
de um hexdgono regular e a outra de um tringulo equildtero. Um dos amigos do principe reparou que as
mesas tém exatamente o mesmo perimetro. Qual é a razdo entre as areas do hexdgono e do fringulo?

A1 B) 3 oF D)3 ) 2

(c) Ojardineiro real fezum canteiro em frente ao poste onde se hasteia a bandeira real. O canteiro [ABC D)
tem forma quadrangular e foi colocado de tal modo que a posicdo do poste fosse o ponto simétrico de A
relativamente a B. O protocolo real impde que a distdncia do poste ao ponto mais distante do canteiro
seja de 90 dm. Qual é a drea, em dm?, do canteiro?

A) 324 B) 1620 C) 1800 D) 2025 E) 2700

(d) O parlamento da Luzildndia tem 230 lugares e estdo representados 7 grupos diferentes que tém 75, 70,
40, 16, 13, 11 e 5 representantes. Para uma lei ser aprovada € preciso que se forme uma maioria, ou seja,
que mais de metade dos representantes vote a favor dessa lei.

Na Luzildndia, em cada vota¢cdo, cada um dos grupos vota todo a favor ou vota todo contra. De quantas
maneiras diferentes se pode formar uma maioria?

A) 8 B) 24 O 61 D) 62 E) 64

2. Um nUmero inteiro positivo diz-se escalabitano se a soma dos seus algarismos for um mdltiplo de 17 e a soma
dos algarismos do seu sucessor fambém for multipla de 17. Qual € o menor nimero escalabitano?

3. Uma distribuicdo de nimeros por dois conjuntos & considerada vdlida se nenhum dos conjuntos contém dois
ndmeros e a sua soma. Por exemplo, os conjuntos {1,3} e {2, 4, 5} formam uma distribui¢do valida dos inteiros
1,2,3,4,5. Qual € o maior nimero inteiro positivo n para o qual existe uma distribuicdo valida dos inteiros de 1
an?
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Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. (o) Cada crianca comeu % + % = % de pizza. Portanto, o nimero de criancas é 30/% =30 x g = 36.
Opcdo correta: D)

(b) O comprimento de cada lado do triéngulo equildtero € um terco do
seu perimetro, e o comprimento de cada lado do hexdgono regular
€ um sexto do seu perimetro e portanto mede metade do compri-
mento do lado do triéngulo. Um hexdgono regular € composto por
seis friingulos equildteros. Cada um desses tridngulos tem um lado
de comprimento igual a metade do lado da mesa triangular, e por-
tanto a sua drea é igual a um quarto da drea da mesa triangular.
Como a mesa hexagonal tem seis vezes a drea de cada um dos seis
fridngulos que a compdem, deduzimos que a mesa hexagonal tem
uma drea 6 X i = % maior do que a mesa triangular.

Opcdo correta: C)
(c) Seja P o ponto onde estd colocado o poste. Seja ¢ a medida do lado

do quadrado. Temos AD = ¢ e por simetria Az—P = 21%—B — 26.2
Pelo Teorema de Pitagoras, sabemos que AP™ + AD™ = DP”. Logo, D C

(20)% 4+ 02 = 90% & 40% 4 ¢ = 8100 < % = 1620.

Podemos assim concluir que drea do quadrado [ABC D] é 1620 am?2. A B P
Opcdo correta: B)

(d) Se dividirmos os sete grupos em dois conjuntos disjuntos, entdo um deles forma uma maioria ou entdo hd
um empate. Comecemos por fixar a votacdo de um dos grupos, por exemplo o maior. A divisdo que
pretendemos depende de cada um dos outros seis grupos decidir se vota no mesmo sentido ou sentido
conftrdrio. Se ndo houvesse empates, entdo haveria 26 = 64 maiorias possiveis. Falta-nos apenas contar
quantos empates podem existir, ou seja contar de quantas maneiras se pode dividir os nimeros 75, 70, 40,
16, 13, 11 e 5 em dois conjuntos de modo que a soma de cada conjunto dé 115. H& duas possibilidades
H+40=115=70+16+13+114+5e 754+ 164+ 13 4+ 11 = 115 = 70 4 40 4+ 5. O ndmero de
maneiras de formar uma maioria é igual a 64 — 2 = 62.

Opcdo correta: D)
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2. Designemos por N o menor nimero escalabitano e por s(n) a soma dos algarismos de um ndmero inteiro n.

Seja a o algarismo das unidades de N. Se fosse a < 9, entdo s(N + 1) = s(N) +1,logo N e N + 1 n&o
poderiam ser ambos multiplos de 17. Logo a = 9.

Seja b o algarismo das dezenas de N. Se fosse b < 9, entdo s(N + 1) = s(N) — 8, logo N e N + 1 n&o
poderiam ser ambos multiplos de 17. Logo b = 9.

Portanto s(N') > 18 e como s(IN') é mdltiplo de 17, temos s(N) > 34.
Assim, os menores nimeros n. terminados em 99, com s(n) maltiplo de 17, sdo 7999 e 8899.
Para n = 7999, temos s(n + 1) = s(8000) = 8.
Para n = 8899, femos s(n + 1) = s(8900) = 17.
Portanto, N = 8899.
3. O maior infeiro & 8. Comecemos por notar que os conjuntos {1, 2,4, 8} e {3,5,6, 7} formam uma distribuicdo
vdlida dos nUmeros inteiros de 1 a 8.
Vamos mostrar que ndio é possivel uma distribuicdo valida dos nimeros de 1 a 9. Suponhamos por absurdo que

A e B formam uma distribuicéo vdlida dos inteirosde 1 a 9, com 1 € A. Temos duas possibilidades:

e Atemum nimero a € {6,7,8}

Temosa —1,a+1 € B. Como2+ (a—1) =a+ 1, entdo2 € A Como 2+ (a —2) = a, temos
a—2¢€B.

Mas1+2=3e(a—2)+3=a+ 1, logo ndo conseguimos colocar o 3.

e 6,7.8¢B
Como2+6=2_8entdo2€ A . Comol+2=23,entdo3 € B.Como3+4="7,entdo4 € A.
Mas1+4 =5e 3+ 5 = 8, logo ndo conseguimos colocar o 5.

Concluimos assim que ndo existe uma distribuicdo vdlida dos nimeros de 1 a 9.
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Cada questdo vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.
Naéo é permitido o uso de calculadoras.

4. No segundo jogo em casa do Unido de Santarém, no Campo Chd das Padeiras, estiveram apenas metade
dos espetadores que estiveram no primeiro jogo. Como consequéncia, o nimero de lugares vazios foi trés
vezes maior. No terceiro jogo em casa, vieram mais 500 espetadores do que no segundo e o Campo Ché das
Padeiras teve exatamente metade da lotagdo total preenchida.

Quantos lugares tem o Campo Cha das Padeiras?
5. A circunferéncia inscrita no quadrado [ABC D], de lado 10 cm, inferseta os lados [BC' e [AD] nos pontos M

e N, respetivamente. O ponto I é o ponto de intersecdo de [AM | com a circunferéncia, diferente de M, e P
& o pé da perpendicular a M N que passa por I. Determina P1.

B A
1

M N
P

C D

6. Dado um inteiro n, seja n o inteiro n escrito de trds para a frente. Um ndmero n € magico se n + n e
n — n forem ndmeros positivos e também capicuas. Por exemplo, o nUmero n = 231 é mdagico uma vez que
231 + 132 = 363 e 231 — 132 = 99 sdo capicuas, ou seja, sdo 0 mesmo ndmero quando lidos da esquerda
para a direita, ou da direita para a esquerda.

Determina todos os possiveis valores de n — 72, quando 1 € um ndmero mdgico com 4 algarismos.
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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

4. Sejam x e y 0 nUmero de espetadores e de lugares vazios no segundo jogo, respetivamente. Entdo, a lotacdo
do estadio é x + .

No primeiro jogo houve 2z espetadores e % lugares vazios. No terceiro jogo houve x + 500 espetadores. Logo,
r+y = 20+4 N 3r+3y = 6x+y 2y = 3x o= 2000
x4+ 500 = xTer 2¢ +1000 = z+vy z+1000 = y y = 3000
Logo, o estadio tem 2000 + 3000 = 5000 lugares.

5. Sejam x = PI e O o centro da circunferéncia circunscrita ao quadrado [ABC D).
Os triangulos [AM N] e [I M P] sGo semelhantes, logo
MP  MN

= —— = 27 OusejO,MP: 2:1;
x AN

Tendo em conta que OI = 5,tem-se OP = MP — 5 = 2z — 5.

B A
I
5 €T
M = N
C D

Por outro lado, o tfringulo [OPI] é ret@ngulo em P e, pelo Teorema de Pitdgoras, tem-se
PI°+OP° =0Tl

Logo
22 + (2z — 5)? = 52, ouseja, 522 — 20z = 0,

de onde se conclui que I[P = 4.
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6. Sejamn = abed e 1 = deba. Como n — 1 é positivo, temos a > d e podemos escrever

n +n = 1000(a 4+ d) + 100(b + ¢) + 10(b + ¢) + (a + d)

n —a = 1000(a — d) + 100(b — ¢) + 10(c — b) + (d — a)

Sea =d,entdon —n = 100(b — ¢) + 10(c — b) = 90(b — ¢) nGo & uma capicua, pois termina em 0. Se a + d
tem dois algarismos, entdo o primeiro algarismo de n + 7 € 1. Se n + i € uma capicua, entdo a + d = 11.
Além disso,

n + 7 = 10000 + 1000 + 100(b +¢) + 10(b+ c+ 1) + 1

é uma capicua apenas se b = ¢ = 0. Neste caso, n — in = 1000(a — d) + (d — a) € uma capicua se e s6 se
a=06ed=5eobtemosn —n = 999.

Consideremos agora a +d < 9e d < a. Entdo, se b+ ¢ > 9, o nUmero n + 1 ndo &€ uma capicua Pois ©
primeiro e Ultimo algarismos sdo diferentes. Temos assim de ter b + ¢ < 9. Nestas condicoes, n + 7 & sempre
uma capicua. Vamos analisar o nimero n — n.

Sejoa —d = f <9. Entdo, n — . = 1000f 4+ 100(b — ¢) + 10(c — b) — f. Se b = ¢, entGo n — i é uma
capicua se e sd se f = 1 e obtemos n — 1 = 999.

Suponhamos que b — ¢ =m € {1,2,...,9}. Ent@o, n — 7 = 1000f + 100(m — 1) + 10(9 — m) + (10 — f)
e, portanto, temosde ter f =a —d =5e m = b — ¢ = 5. Neste caso, temos n — i = 5445.

Por fim, suponhamos que ¢ — b = m € {1,2,...,9}. Entdo, n — n = 1000f — 100m + 10m — f =
1000(f — 1) +100(10 — m) + 10(m — 1) + (10 — f) e, portanto, temos de ter f = 1 e m = 1. Neste caso,
temos n — n = 909.

Portanto, os possiveis valores para n — 7. sdo 909, 999 e 5445,
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Questdo 1.
Na questao 1 escolhe, em cada alinea, a opg¢do correta. cada opcdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questées 2, 3 e 4. cada opcdo errada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) Uma tartaruga demora 11 segundos a nadar 100 metros, e o Jodo demora 1 minuto e 50 segundos a
nadar a mesma distancia. Os dois querem partir do mesmo local, nadar 10 quildmetros, e chegar co
mesmo fempo as IIhas Berlengas. Que dist@ncia deve a tartaruga deixar o Jodo avangar antes de iniciar
o trajeto?

A) 1 km B) 3 km C) 5 km D) 7 km E) 9 km

(b) Qual é o algarismo das unidades de 202320237

Al B3 o5 D)7 B9

(c) Um retdngulo estd dividido em sete quadrados, como na figura ao lado.
A drea do quadrado mais pequeno é 1.
Qual é a area do retdngulo?

A) 255 B) 288 C 323 D) 360 E) 399

(d) Seis rapazes e seis raparigas organizaram uma festa do Dia das Bruxas. H& quatro disfarces de abdbora,
quatro de bruxa e quatro de caveira. De quantas formas podem os amigos disfargcar-se de modo que
cada tipo de disfarce seja escolhido por dois rapazes e duas raparigas?

A) 720 B) 1956 C) 8100 D) 34650 E) 531441
C
2. Sejom [ABC] um triangulo equilatero e [ABDE] um reténgulo
tais que ambas as figuras tém a mesma darea. Os pontos C', D e
E est@o do mesmo lado da recta AB. Qual é a razdo entre a
area da regido formada pela intersecdo de ambas as figuras e a E D
area de [ABC|?

A B

3. Com os algarismos de um ndmero de trés algarismos N formam-se todos os possiveis nimeros de dois algarismos.
De seguida, somam-se todos estes nimeros de dois algarismos e obtemos o nimero S. Encontra todas as
possibilidades para IV, sabendo que S = 2N.

4. De guantas formas & possivel distribuir nove bolas, numeradas de 1 a 9, por trés caixas diferentes, de modo a
gue a soma dos nimeros das bolas em cada caixa seja um mdaltiplo de rés?

spm




OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
www.olimpiadas.spmpt ———

XLI OPM - 1° Eliminatéria - 8.11.2023 - Categoria B - 10°/12° anos

Questdo 1:
cada opg¢do correta: 4 pontos
Sugestoes para a resolucdo dos problemas cada opcéo errada: -1 ponto

Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (o) OpgdoE. (A tartaruga mada 10 km no mesmo tempo que o Jodo nada 1 km.)
(b) OpcdoD. (20232023 = (2023%)%05 x 20233; 2023* termina em 1 e 2023 termina em 7.)
(¢c) OpcdokE. (Oslados dos quadrados sdo 1, 4, 8,9, 10 e 11, logo o retangulo tem drea 19x21 = 399.)
(d) Opcdo C. (Hd 15 x 6 = 90 maneiras de distribuir os rapazes (e as raparigas); 90 x 90 = 8100.)

2. Sejom F' o pé da altura de [ABC] relativamente ao lado [AB], e G e H as intersecdes de [DE] com [C'A] e
[C'B]. respetivamente.

Solucdo 1:

A

Dado que as dreas de [ABC| e [ABD E] s&o iguais, conclui-se que

ﬁ:ﬂ:%ﬁ.

Observa-se assim que os tridngulos [GHC] e [ABC| s@o semelhantes com razdo de semelhanca 2. Desta
forma, tem-se

_ S (R
AB=2xGHeGE+ HD = §AB.
Assim, a drea da regido formada pela intersecdo de ambas as figuras é

area de [ABDE] - Grea de [GEA]- éreade [HDB| =
—— GExFEA HDxDB

= AB x DB —
2 2
_ Exﬁ_(GE+17{2D)><DB
AB DB

_ ApxDp- 2B, DB
x 2 73

= Z x Greade [ABDE] = Z x Grea de [ABC].

Portanto, a razdo entre a drea da regido formada pela intersecdo de ambas as figuras e a drea de [ABC] é %.
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Solugdo 2: Seja = o comprimento do lado de [ABC]. Pelo Teorema de Pitagoras aplicado ao frigngulo [AFC],
tem-se

)

?w. Logo a dreade [ABC] é 2 ﬁx?

| FC =
pelo que 2 1

V3

Dado que as dreas de [ABC] e [ABDE) sao igudis, conclui-se que DB = -

Observa-se assim que os triangulos [GHC e [ABC] s@o semelhantes com razdo de semelhanca 2, logo a

drea de [GHC] é um quarto da drea de [ABC, ou seja, ﬁwz.

16

Assim, a drea da regido formada pela intersecdo de ambas as figuras é Taz = Eﬁ = 16

Portanto, a razdo entre a Grea da regido formada pela interse¢do de ambas as figuras e a drea de [ABC| é
3v3,.2
T 3
V3.2 4

4

. Sejam A, B e C os algarismos de N, isto &, N = 1004 + 10B + C. Como N & pelo menos 100, S tem de ser
pelo menos 200, e como S é soma de parcelas de nimeros de 2 algarismos, a soma gue origina .S tem pelo
menos 3 parcelas. Logo N tem 3 algarismos distintos ou 2 algarismos distintos e nenhum deles é 0.

No segundo caso, S é soma de exatamente 3 parcelas. Notemos que N — (10B + C') > 100, logo 2N —
(10B+C) > 200 > S — (10B + C), onde a Ultima desigualdade resulta do facto de se estar a remover uma
das parcelas da soma de S, logo € a soma de dois nimeros de dois algarismos, sendo entdo menor que 200.

Resta ver o caso em que todos os algarismos sdo distintos.

Se A, B e C nao forem 0, entdo existem 6 ndmeros possiveis, e cada algarismo aparece duas vezes nas
unidades e duas vezes nas dezenas. Logo S = 2 x (10A+A+10B+ B+10C+C) =2x11x (A+B+C).
Como S = 2N, temosque 2 x 11 x (A+ B+ C) =2 x (1004 + 10B + C).logo B 4+ 10C' = 89A., o que
implica A=1,B=9e(C =8.

Se B ou C forem 0, comparando com S do caso anterior, podemos subtrair A + B + C', pois uma das parcelas
é 0, e as outras sdo as parcelas da soma S que deixam de ser de dois algarismos. Logo S = 21 x (A+ B+ C).
Como S = 2N entdo 1794 = B + 19C, que por sua vezimplica A =1, B =8 e C = 9, o que contradiz B
ou C' serem 0.

Logo a Unica hipbdtese € N = 198,
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4, Os numeros de 1 a 9 podem ser agrupados consoante o seu resto na divisédo por 3:

e 3,6e91témresto 0;
e 1,4e7témresto 1;

e 2,5 e 8témresto 2.

Os nUmeros do primeiro grupo podem colocados em qualquer caixa, havendo um total de 33 = 27 maneiras
diferentes de o fazer.

Suponhamos que os nimeros do segundo grupo ficam na mesma caixa. Entdo os elementos do terceiro grupo
também t&m que ficar juntos. Neste caso, temos 3 X 3 = 9 maneiras de escolher as caixas respetivas.

Suponhamos agora que 0s humeros do segundo grupo ficam em duas caixas. Um dos elementos fica sozinho
e na sua caixa fem de ficar um elemento do terceiro grupo. Os outros dois elementos do segundo grupo ficam
juntos e na sua caixa tém de ficar os outros dois elementos do terceiro grupo. Neste caso, temos 3 X 3 = 9
maneiras de escolher os elementos de cada grupo que ficam sozinhos e 3 X 2 = 6 maneiras de escolher as
caixas, num total de 9 x 6 = 54 maneiras.

Suponhamos finalmente que os nimeros do segundo grupo ficam em 1rés caixas. Em cada caixa tem de ficar
um elemento do terceiro grupo. Neste caso, temos 3 X 2 = 6 maneiras de escolher as caixas para cada grupo,
num total de 6 X 6 = 36 maneiras.

Assim, ao todo, hd 27 x (9 + 54 4 36) = 27 x 99 = 2673 maneiras diferentes de colocar os nUmeros nas
CaliXas.
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Cada questéo vale 10 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.
Né&o é permitido o uso de calculadoras.

1. A Alice, a Beatriz, a Carla, o Delfim e o Eurico fizeram uma troca de prendas. Cada um colocou uma prenda
num saco e depois cada um deles tirou uma prenda. No final, dois deles ficaram com a prenda que tinham
levado, e os outros trés com prendas diferentes.

De quantas maneiras &€ possivel as prendas terem sido distribuidas?

2. Determina todos os pares (z, y) de nimeros reais tais que

1 1 1
Y+ —-—+-—=—+x+y
r Yy xy

3. Seja [ABC D] um losango com o dngulo BAD agudo. A circunferéncia com centro em A e que passa por D
interseta a reta C'D de novo no ponto E. Asretas BE e AC intersetam-se no ponto S.

Mostra que existe uma circunferéncia que contém os pontos 4, S, D e E.

4, Um ndmero diz-se indiferente se cada um dos seus algarismos interiores (isto &€, nem o primeiro nem o Gltimo) for
igual a diferenca dos seus dois vizinhos. Por exemplo, 20224 & um nimero indiferente com 3 algarismos distintos.

Qual € o maior nimero de algarismos distinfos que um ndmero indiferente pode ter?
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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

1. Primeiro vamos escolher as duas crian¢cas que ficaram a propria prenda. Existem dez maneiras de escolher duas
criangas deste grupo {AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE,CD,CE, DE}, onde cada crianga é representada
pela inicial do seu nome.

Depois de fixarmos as duas crian¢as que ficaram com a prenda que levaram, por exemplo a Alice e a Beatriz,
h& apenas duas maneiras de trocar as prendas entre os outras trés criancas: a Carla recebe a prenda do
Delfim, o Delfim recebe a prenda do Eurico e o Eurico recebe a prenda da Carla; ou exatamente o oposto.

Como este raciocinio ndo depende das duas crian¢as gue fixdmos inicialmente, & possivel distribuir as prendas
de 10 x 2 = 20 maneiras diferentes.

2. Comecemos por multiplicar ambos os lados de expressdo por zy:

PP +y+a=142%y+ v’

Passando todos os termos para o lado esquerdo e agrupando os termos com 0 mesmo expoente em x obtemos:

P ty+r—1-—a?y—y*r=0
2y —y) +a(l—y*) +y-1=0

Entdo y — 1 & um fator do primeiro membro, pelo que podemos colocd-lo em evidéncia e agrupar os termos
com 0 mesmo expoente em y

(y— Dy — 21 +y)+1)

=0
(y— (@ —2)y—x+1)=0

Entdo x — 1 & um fator do primeiro membro, pelo que podemos colocd-lo em evidéncia

(=D =1)(zy—1)=0

Logo obtemos as trés familias de solucdes:

erx=1ley#0;
ey=1lex#0;
ox;«éOey:%.
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3. Como [ABC D] & um losango, entéio DAC = CAB = DCA = BCA = a.

E

Observe-se que o angulo ED A é externo ao trigngulo [DAC], logo EDA = 2a. Umavez que EA = AD, o
triangulo [ED A] é isésceles, temos AED = ADE = 2a e EAD = 180° — 4a. Assim, EAB = 180° — 2a e,
como [E AB] éisosceles, tem-se AEB = ABE = .

Por outro lado, S pertence a AC, a mediatriz de [DB], logo SB = SD e os triagngulos [ABS] e [ADS] sao
congruentes. Entdo ADS = ABS = a e conclui-se que ASD = 180° — 2a.

Como os angulos opostos do quadrilatero [EASD] sG0 suplementares podemos concluir que este quadrildtero
é ciclico.

4. Consideremos um numero N com o maior nimero possivel de algarismos distintos. Seja a o menor dos seus
algarismos e b > a um algarismo distinto & sua direita.

Suponhamos primeiro que a > 0. Como cada algarismo interior é igual & diferenca dos seus dois vizinhos,
entdo os algarismos seguintes, se existirem, sGio os da sequéncia seguinte:

a, b, a+b, a+2b, 2a+3b, 3a-+5b
Como 3a +5b > 3 x 145 x 2 = 13, esta sequéncia tem no méximo 5 algarismos. Isfo acontece no caso em
que a = 1, b = 2, obtendo-se a sequéncia 12358.

Repetindo 0 mesmo raciocinio & esquerda de a, concluimos que a maior sequéncia é 85321, obtendo-se
N = 8532112358. No entanto, esta sequéncia ndo fem novos algarismos. Para maximizar a quantidade de
novos algarismos, & esquerda de a devemos escolher a alternativa b = 3, obtendo-se N = 74312358, que
tem 7 algarismos distintos.

Se a = 0, este algarismo pode aparecer vdrias vezes em IV, uma vez que podemos ter sequéncias
0, b, b, 0

No entanto, estas sequéncias sdo todas iguais e, para além delas, sé pode haver sequéncias (& direita ou &
esquerda)

0, b, b, 2b, 3b, 5b, 8b

O nUimero mdaximo de algarismos distintos neste caso & 6, como por exemplo, no nimero 8532110110112358.

Portanto, o nmero méximo de algarismos distintos num ndmero indiferente & 7.
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Cada questdo vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.
Naéo é permitido o uso de calculadoras.

1. Um nUmero inteiro positivo diz-se escalabitano se a soma dos seus algarismos for um mdltiplo de 17 e a soma
dos algarismos do seu sucessor também for mdltipla de 17. Qual & o menor nimero escalabitano?

2. Consideremos um friangulo [ABC]. Os pontos médios de [BC|, [CA] e [AB] séo D, E e I, respetivamente.
As medianas [AD] e [BE] sao perpendiculares, com AD = 12 e BE = 9. Qual é o comprimento de [C'F]?

3. Considera sequéncias de 0’s e 1’s de tal modo que hd no maximo dois zeros consecutivos. Quantas sequéncias
deste tipo existem com comprimento 10?
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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. Designemos por N o menor nimero escalabitano e por s(n) a soma dos algarismos de um ndmero inteiro n.

Seja a o algarismo das unidades de N. Se fosse a < 9, entdo s(N + 1) = s(N) + 1,logo N e N + 1 ndo
poderiam ser ambos mUltiplos de 17. Logo a = 9.

Seja b o algarismo das dezenas de N. Se fosse b < 9, ent@o s(N + 1) = s(N) — 8, logo N e N + 1 ndo
poderiam ser ambos multiplos de 17. Logo b = 9.

Portanto s(N') > 18 e como s(N') é mdiltiplo de 17, temos s(N) > 34.
Assim, os menores nimeros n ferminados em 99, com s(n) mltiplo de 17, séo 7999 e 8899.
Paran = 7999, temos s(n + 1) = s(8000) = 8.
Para n = 8899, temos s(n + 1) = s(8900) = 17.
Portanto, N = 8899.
2. Seja G o baricentro de [ABC. isto &, a interse¢do das medianas. Os triangulos [BGF] e [AF G| tém a mesma
drea (tém igual base, pois BF = F'A e a mesma altura relativamente a essa base). De igual modo, [AFC]
e [BFC] tém amesma drea, e removendo [BGF] e [AFG]. temos que [AGC| e [BGC| também tém dareas

iguais. Repetindo este argumento para os restantes vértices, temos que os 3 tridngulos [AGB], [BGC] e [CGA]
tém um ter¢o da drea de [ABC.

B

C

Como [ABC] e [BGC] partiiham a base [BC] e as medianas relativas a este lado estdo sob a mesma resta
e sdo proporcionais & altura relativas a este lado, temos que AD = 3G D. Analogamente, CF = 3FG e
BE = 3GE.

logo AG=AD-GD=AD - 42 — 8¢ BG=BE-ED=BE - BZ 5,

Como [AGB] & um tridngulo retangulo em G, pelo Teorema de PitGgoras femos que BA = 10. Notemos que

este tridngulo estd inscrito numa semicircunferéncia centrada em F',logo FG = FA = B—2A = 5.

Logo CF = 3FG = 15.
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3. Seja p(n) o numero de sequéncias legais com n algarismos, e pi(n) o nimero de sequéncias legais com n
algarismos, acabadas em 1.
Entdo, para todo o n > 2, temos que p(n) = p1(n) + p1(n — 1) 4+ p1(n — 2), pois cada sequéncia acaba em
"1","10" ou "100",
Temos também que, paratodo on > 3, p1(n) = p1(n — 1) + p1(n — 2) + p1(n — 3), pois cada sequéncia
acabada em "1" acaba em 11", "101" ou "1001".

Entdo:

p(10) = pi(10) + pi(9) + m(8)
= 2m(9) + 2;m@8) + pu(7)
= 4pi(8) + 3pi(7) + 2pi(6)
= (7)) + 6p1(6) + 4pi(5)
= 13p1(6) + 11pi(5) + T7pi(4)
= 24p1(5) + 20p1(4) + 13p(3)
= 44p1(4) + 37pi(3) + 24p1(2)

81p1(3) + 68pi(2) + 44pi(1)

Finalmente resta ver que p1(1) = 1, pois s6 existe a sequéncia "1", p1(2) = 2, pois s6 existem as sequéncias "01"
e"11", e p1(3) = 4. pois s6 existem as sequéncias '111","101", "011" e "001".

Logo p(10) = 81 x 4 + 68 x 2+ 44 x 1 = 504.
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Cada questdo vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais cdlculos.
Naéo é permitido o uso de calculadoras.

4. A circunferéncia inscrita no quadrado [ABC D], de lado 10 cm, interseta os lados [ BC] e [AD] nos pontos M
e N, respetivamente. O ponto I & o ponto de intersecao de [AM | com a circunferéncia, diferente de M, e P
é o0 pé da perpendicular a M N que passa por I. Determina P1.

5. Num campeonato desportivo participam dez equipas, cinco portuguesas e cinco espanholas. Cada equipa
joga com quatro equipas diferentes: um jogo em casa e outro jogo fora contra equipas portuguesas; € um jogo
em casa e outro jogo fora contra equipas espanholas.

De quantas maneiras diferentes & possivel escolher os jogos deste campeonato?

6. O Alexandre e o Bernardo est@o a jogar o seguinte jogo. No inicio tém n ervilhas num saco. Na primeira jogada,
o Alexandre pode tirar uma ervilha; na segunda jogada, o Bernardo pode tirar uma ou duas ervilhas, e assim
por diante, ou seja, jogam alternadamente e na jogada k, podem tirar qualguer nimero de ervilhas de 1 a k.
Ganha aquele que deixar o saco vazio.

Para cada valor de n, guem tem uma estratégia vencedoraq, isto €, guem pode garantir que ganha o jogo,
independentemente das jogadas do outro jogador?
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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

4, Sejom z = PI e O o centro da circunferéncia circunscrita ao quadrado [ABCD].
Os triangulos [AM N| e [I M P] s@o semelhantes, logo
MP  MN

= —— =2, ouseja, MP = 2z.
T AN

Tendo em conta que OI = 5,tem-se OP = MP — 5 = 2z — 5.

B A
I
5 €T
M = N
C D

Por outro lado, o triangulo [O PI] é retdngulo em P e, pelo Teorema de Pitagoras, tem-se
PI°+0OP =0I

Logo
2%+ (2¢ — 5)* = 5%, ouseja, 5 — 20z = 0,

de onde se conclui que IP = 4.

5. Comecamos por fixar uma das equipas portuguesas A. Para o jogo em casa desta equipa contra outra
equipa portuguesa hd 4 hipdtese de escolha. Essa equipa vai jogar em casa contra uma das outras 3 equipas
portuguesas. A terceira equipa C ndo pode jogar em casa contra A, porgue sobrariam apenas duas equipas
portuguesas que teriam que jogar entre si duas vezes. Sendo assim, C' joga em casa contra uma das duas
equipas que faltam, e esta recebe a dltima, que finalmente recebe a equipa A que fixdmos originalmente. Este
raciocinio ndo depende da equipa que escolhemos em primeiro lugar. Hé assim 4 x 3 x 2 = 24 escolhas para
0s jogos entre equipas portuguesas. De igual modo, hd 24 escolhas para os jogos entre equipas espanholas.
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Para os jogos entre equipas dos dois paises, femos duas maneiras diferentes de organizar os jogos.

(a) Existem duas equipas portuguesas A e B e duas equipas espanholas X e Y tais que A e B jogam contra

X e Y. Neste caso, é preciso apenas escolher se A joga em casa com X ou com Y, ou seja, hd
duas hipbteses. Neste cendrio, as restantes 3 + 3 equipas terdo que jogar entre si. A “primeira” equipa
portuguesa recebe uma das 3 espanholas e esta recebe uma das duas restantes portuguesas e assim
sucessivamente, num total de 3 X 2 x 2 = 12 escolhas diferentes.
Nesta maneira de organizar os jogos, & preciso ainda escolher as duas equipas portuguesas A e B de
entre as cinco participantes, e as duas equipas espanholas X e Y. Em cada um dos casos, hé 10 maneiras
diferentes de escolher as duas equipas. Para este caso, temos um total de 2 x 12 x 10 x 10 = 2400
escolhas.

(b) Se a hipdtese anterior ndo ocorrer, ent@o a primeira equipa portuguesa recebe uma das 5 equipas
espanholas, que recebe uma das 4 portuguesas que ainda ndo foi escolhida, e assim sucessivamente até
a dltima equipa espanhola receber a primeira equipa portuguesa. Temos entdo 5 x 42 x 32 x 22 = 2880
escolhas.

Em conclusdo, hd 24 x 24 x (2400 + 2880) = 3041280 maneiras diferentes de escolher os jogos deste
campeonato.

. Comecemos por ver que, se n = z'2,z'2 +1,... ,z’2 + (i — 1), parai > 1, o Alexandre tem uma estratégia
ganhadora.
Na primeira jogada, o Alexandre tira 1 = 12 ervilha.

Se oBernardo tirar 1 < b < 27— 2 ervilhas najogada 2i — 2, parai > 2,0 Alexandre pode tirar1l < 2i—1—5b <
2i—20u2 < 2i—b < 2 —1 ervihas najogada 2¢ — 1, num total de 2i — 1 ou 2i ervilhas nestas duas jogadas.
Designemos este total por2i — 1 + ¢;, come; = 0, 1.

Assim, o Alexandre consegue garantir retirar um total de

1+ B+e)+(5+es)+ -+ (2 —1+g)=i*+r,

onder =0,...,7— 1.
Vejamos agora que, se n = i + 4,i% + (i + 1),...,i% + 2i, para i > 1, o Bernardo tem uma estratégia
ganhadora.

Se o Alexandretirarl < a < 2i—1 ervilhas najogada 2:—1,paras > 1,0Bernardopodetirarl < 2i—a < 2:—1
ou?2 < 2i4+1—a < 2¢ervihas najogada 2¢, num total de 27 ou 2¢+ 1 ervilhas nestas duas jogadas. Designemos
este total por 2: + 1 — ¢;, come; =0, 1.

Assim, o Bernardo consegue garantir retirar um total de
B-e)+(G-e)+-+Qi+1-g)=(+1)"—r—1=+(2i-r),

onder =0,...,1.
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