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Toomates Coolecciéon

Los libros de Toomates son materiales digitales y gratuitos. Son digitales porque estdn pensados para ser consultados mediante un
ordenador, tablet o mévil. Son gratuitos porque se ofrecen a la comunidad educativa sin coste alguno. Los libros de texto pueden ser
digitales o en papel, gratuitos o en venta, y ninguna de estas opciones es necesariamente mejor o peor que las otras. Es mas: Suele
suceder que los mejores docentes son los que piden a sus alumnos la compra de un libro de texto en papel, esto es un hecho. Lo que
no es aceptable, por inmoral y mezquino, es el modelo de las llamadas "licencias digitales", “licencias de uso” y en general
cualquier forma de “pago por el acceso a los materiales didacticos”, con las que algunas empresas pretenden cobrar a los
estudiantes, una y otra vez, por acceder a los mismos contenidos (unos contenidos que, ademas, son de una bajisima calidad). Este
modelo de negocio es miserable, pues impide el compartir un mismo material, incluso entre dos hermanos, pretende convertir a los
estudiantes en un mercado cautivo, exige a los estudiantes y a las escuelas costosisimas lineas de Internet, pretende pervertir el
conocimiento, que es algo social, publico, convirtiéndolo en un producto de propiedad privada, accesible solo a aquellos que se lo
puedan permitir, y solo de una manera encapsulada, fragmentada, impidiendo el derecho del alumno de poseer todo el libro, de
acceder a todo el libro, de moverse libremente por todo el libro.
Nadie puede pretender ser neutral ante esto: Mirar para otro lado y aceptar el modelo de pago por acceso a los materiales es admitir
un mundo mas injusto, es participar en la denegacion del acceso al conocimiento a aquellos que no disponen de medios econémicos,
y esto en un mundo en el que las modernas tecnologias actuales permiten, por primera vez en la historia de la Humanidad, poder
compartir el conocimiento sin coste alguno, con algo tan simple como es un archivo “pdf". El conocimiento no es una mercancia.
El proyecto Toomates tiene como objetivo la promocion y difusion entre el profesorado y el colectivo de estudiantes de unos
materiales didacticos libres, gratuitos y de calidad, que fuerce a las empresas comerciales a competir ofreciendo alternativas de pago
atractivas aumentando la calidad de los materiales que ofrecen, (que son muy mediocres) y no mediante retorcidas técnicas
comerciales.
Estos libros se comparten bajo una licencia “Creative Commons 4.0 (Atribution Non Commercial)”: Se permite, se promueve y
se fomenta cualquier uso, reproduccién y edicién de todos estos materiales siempre que sea sin animo de lucro y se cite su
procedencia. Todos los libros se ofrecen en dos versiones: En formato “pdf” para una comoda lectura y en el formato “doc” de
MSWord para permitir y facilitar su edicion y generar versiones parcial o totalmente modificadas. jLibérate de la tirania y
mediocridad de los productos comerciales! Crea, utiliza y comparte tus propios materiales didacticos.
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iGenera tus propias versiones de este documento! Siempre que es posible se ofrecen las versiones editables “MS Word” de todos los
materiales para facilitar su edicion.

iAyuda a mejorar! Envia cualquier duda, observacion, comentario o sugerencia a toomates@gmail.com

iNo utilices una version anticuada! Todos estos libros se revisan y amplian constantemente. Descarga totalmente gratis la tltima

version de estos documentos en los correspondientes enlaces superiores, en los que siempre encontraras la version mas actualizada.
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Gymnaziu Licee
V(52PR) VI(62PR) VII(12ESO)  VII(22ESO)  IX(32ESO) X (42ESO)  XI(12bac)  XII (22 bac)

2013 4 7 10 14 18 21 24 28
2014 33 33 40 44 48 52 56 60
2015 63 65 67 69 71 73 75 78
2016 80 81 84 86 89 91 95 99
2017 104 106 108 111 113 116 118 121
2018 124 126 128 130 133 135 138 141
2019 145 148 151 154 158 162 163 166
2021 (Il) 169 172 175 178 181 185 189 193
2021 (111) 198 202 206 209 213 217 221 225
2022 230 233 236 240 245 249 252 258
2023 262 264 266 269 272 275 279 283
2024 288 290 292 296 299 304 308 313
2025 317 321 325 327 329 334 339 344
Temario para las pruebas V- VIII (Gimnaziu) 351
Temario para las pruebas IX- XIl (Licee) 354
Fuente.
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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Nationala, Sighisoara, 2 Aprilie 2013

CLASA a V-a

SUBIECTELE

Problema 1. Un numar natural de patru cifre, diferite doua cate doua,
avand forma abcd, se numeste interesant daca a-d+ b-c = 33. Aratati ca
suma tuturor numerelor interesante de patru cifre este multiplu de 11.

Problema 2. Consideram o descompunere a tablei de sah 8 x 8 in p
dreptunghiuri care nu se suprapun, astfel incat fiecare dreptunghi sa contina
un numar intreg de patratele, dintre care jumatate sa fie albe si sa nu existe
doua dreptunghiuri avand acelagi numar de patratele. Determinati valoarea
maxima a lui p.

Problema 3. Fiea, b, ¢, d, x, y, z, tcifreastfelincat 0 <a <b<c<d

dcba = abed + xyzt.

Determinati toate valorile posibile ale sumei

S = xyzt + tzyz.

Problema 4. Elevii unei clase merg pe o poteca de munte, unul in
spatele celuilalt. Cand Andrei a ajuns la cabana, in cabana se aflau deja
jumatate din numarul elevilor aflati inca pe traseu. Bianca a sosit a zecea
dupa Andrei, iar dupa ea au ramas de doua ori mai putini elevi decat cei
ajunsgi inaintea ei la cabana. Cati elevi sunt in acea clasa?

Timp de lucru 2 ore. Se acorda in plus 30 de minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata de la 0 la 7 puncte.
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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Nationala, Sighisoara, 2 Aprilie 2013

SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE, CLASA a V-a

Problema 1. Un numar natural de patru cifre diferite doua cate doud,
avand forma abcd, se numeste interesant daci a -d +b-c = 33. Aratati ci
suma tuturor numerelor interesante de patru cifre este multiplu de 11.

Solutie. Daci abed este numar interesant, atunci si numerele bade, cdab,

acbd, bdac, cadb, dbca si dcba sunt numere interesante.................. 2p
Din observatia de mai sus deducem ca numerele interesante se pot grupa,

dupa aceasta reguld, cate opt. ... 2p
Avem

abed 4 bade 4 edab + dcba + acdb + bdac + cadb + dbca = 2222 - (a+ b+ c+d)

care este multiplu de 11. In concluzie, suma tuturor numerelor interesante
de patru cifre este multiplude 11...... ... ... i 3p

Problema 2. Consideram o descompunere a tablei de sah 8 x 8 in p
dreptunghiuri care nu se suprapun, astfel incat fiecare dreptunghi sa contina
un numar intreg de patratele, dintre care jumatate sa fie albe si sa nu existe
doua dreptunghiuri avand acelagi numar de patratele. Determinati valoarea
maxima a lui p.

Solutie. Daca p > 8, dreptunghiurile vor contine, in total, cel putin
24+44+64+8+10+12+ 14+ 16 = 72 patratele, ceea ce este imposibil, tabla

de sah avand numai 64 de patratele. .......... ... ..o il 4 p
Pentru p = 7 avem posibilitatea sa descompunem tabla.
Tata un exemplu: ... 3p

E

=




Problema 3. Fie a, b, ¢, d, z, y, z, t cifre astfel incat 0 < a < b <
c<dsi
dcba = abed + xyzt.

Determinati toate valorile posibile ale sumei

S = xyzt + tzyx.

Solutie. Cum xyzt = dcba — abed rezulta t =10+a—d............ 1p
Cazul I.
Dacab=c,atunciz=y=9sic=d—a—1...................... 1p
Cazul II.

Daca b<c,atunci z2=94+b—c,y=c—b—-1lsiz=d—a......... 1p
Avem zyzt + tzyr = 1001(z 4+ ) + 110(y 4+ 2). o vvoeeiia et 2p
In cazul I

r+t=9¢ y+ 2z=18, de unde S = 9009 + 1980 = 10989.......... 1p
In cazul 11

r+t=10si y+ 2z =8, de unde S = 10010 4+ 880 = 10890.......... 1p

Problema 4. Elevii unei clase merg pe o poteca de munte, unul in
spatele celuilalt. Céand Andrei a ajuns la cabana, in cabana se aflau deja
jumatate din numarul elevilor aflati inca pe traseu. Bianca a sosit a zecea
dupa Andrei, iar dupa ea au ramas de dou& ori mai putini elevi decat cei
ajungi naintea ei la cabana. Cati elevi sunt in acea clasa?

Solutie. Sa presupunem ca Andrei se afla pe pozitia n. Atunci inaintea

lui sunt n — 1, iar In urma lui sunt 2n — 2 elevi. .......... ... .....oL. 1p
Bianca se afla pe pozitia n 4+ 10. Inaintea ei sunt n + 9, iar in urma ei
sunt "74'9. ............................................................ 2p

Numarul elevilor, raportat la Andrei, este n + 2n — 2 = 3n — 2.

Numarul elevilor, raportat la Bianca, este n + 10 + "T"'g.
Obtinem ecuatia
9
3n—2=n+10+ %
cusolutia m = 11, ... 3p
Numarul de copii este 31..... .ot 1p
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CLASA a VlI-a
SUBIECTELE

Problema 1. Ana, Barbu, Carmen si Dan au de rezolvat 60 de proble-
me. Ana a rezolvat 45 dintre ele, Barbu a rezolvat 48, Carmen a rezolvat 44,
iar Dan a rezolvat 47 de probleme. Aratati ca probabilitatea ca o problema
din cele 60 sa fie rezolvata de toti cei patru este cel putin egala cu %

Problema 2. Dreptunghiul din figura de mai jos este impartit in 49 x 101
patrate egale. In patratul din stanga jos se afla o moneda. Doi copii ima-
gineaza urmatorul joc: pe rand, fiecare dintre ei muta moneda din locul in
care se afla pe un patrat oarecare situat la dreapta, pe aceeasi linie sau pe un
patrat oarecare situat deasupra, pe aceeasi coloana. Cagtiga jucatorul care
plaseaza moneda in patratul din dreapta sus.

Aratati ca primul jucator poate castiga, oricum ar juca cel de-al doilea.

A

Problema 3. Se considera numerele prime p < ¢ < r gi numarul natural
nenul a < p. Numarul n este cel mai mic numar natural nenul care impartit
la p, g sir da, de fiecare data, restul cu @ mai mic decat impartitorul.

a) Determinati, in functie de p, ¢, r si a, numarul n.

b) Daca n = 1000, determinati valorile posibile ale lui a.

Problema 4. Se considera triunghiul ABC cu AB = AC si m(B/A\C) =
90°. Fie D € (BC) astfel incat AD 1 BC. Bisectoarea unghiului ABC
intersecteaza dreapta AD in punctul I.

Demonstrati ca BA+ AI = BC.

Timp de lucru 2 ore. Se acorda in plus 30 de minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata de la 0 la 7 puncte.



Societatea de Stiinte Matematice din Roméania Ministerul Educatiei Nationale

JfL0 | MINISTERUL
&8/ EDUCATIEI
s | NATIONALE

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Nationala, Sighisoara, 2 Aprilie 2013

SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE, CLASA a VI-a

Problema 1. Ana, Barbu, Carmen si Dan au de rezolvat 60 de proble-
me. Ana a rezolvat 45 dintre ele, Barbu a rezolvat 48, Carmen a rezolvat 44,
iar Dan a rezolvat 47 de probleme. Aratati ca probabilitatea ca o problema
din cele 60 sa fie rezolvata de toti cei patru este cel putin egala cu 1—15
Solutie. Ana nu rezolva 15 probleme, Barbu nu rezolva 12 probleme,

Carmen nu rezolva 16 probleme, Dan nu rezolva 13 probleme.......... 2p
In total, pot raméane cel mult 15+ 12 4+ 16 + 13 = 56 de probleme care
sa fie nerezolvate de cel putin un copil. ......... ... ...l 2p
Cum sunt 60 de probleme, exista cel putin 4 probleme rezolvate de toti
0] ) 2p
De aici probabilitatea ca o problema sa fie rezolvata de toti copii este de
cel putin %, adica % .................................................. 1p

Problema 2. Dreptunghiul din figura de mai jos este impartit in 49x 101
patrate egale. In patratul din stanga jos se afla o moneda. Doi copii ima-
gineaza urmatorul joc: pe rand, fiecare dintre ei muta moneda din locul in
care se afld pe un patrat oarecare situat la dreapta, pe aceeasi linie sau pe
un patrat oarecare situat deasupra, pe aceeasi coloana. Castiga jucatorul
care plaseaza moneda in patratul din dreapta sus.

Aratati ca primul jucator poate castiga, oricum ar juca cel de-al doilea.

N
2N IR
] 10T >
A"
Solutie.
Cagtiga jucatorul care ocupa primul un patratel situat pe diagonala cu
capetele in pozitiile (53,1) si (101,49). ... oo 2p
Primul jucator muta moneda pe orizontala la dreapta pana la pozitia 53.
Moneda se va afla in patratul (53,1).............oiiiiiiiiiii 3p

Mai departe, la orice mutare efectuata de cel de-al doilea jucitor pe o
directie (orizontala sau verticald) cu un anumit numéar de casute, primul
jucator muta pe cealalta directie un numar identic de casute, astfel incat sa
ajunga pe pozitia (53 +1,i+ 1) cu 1 < i < 48, adica pe diagonala patratului
de latura 49 si cu unul dintre varfuri in coltul din dreapta sus, de pozitie
(101,49 oot 2p



Problema 3. Se considera numerele prime p < ¢ < r gi numarul natural
nenul a < p. Numarul n este cel mai mic numar natural nenul care impartit
la p, q si r da, de fiecare data, restul cu a mai mic decat impartitorul.

a) Determinati, in functie de p, ¢, r si a, numarul n.

b) Daca n = 1000, determinati valorile posibile ale lui a.

Solutie: a) Din enunt n = pc; + p —a sau n + a = p(c; + 1), de unde
deducem ca p | n + a.

Analog deducem ¢ | n+asir|n+a. ... 2 p
Cum p, ¢, r sunt numere prime diferite rezulta ca pgr | n + a, de unde
TU D PQT — Qe e e e e e e e e e e e e e e e e e e 1p
b) n = 1000 implica pgr —a = 1000. Din a < p rezulta ca pgr —p < 1000
sal P(gr — 1) < 1000. ...t e 1p
Daca p > 11, atunci ¢ > 13 si r > 17, de unde p(¢gr—1) > 11-(13-17—1),
adica p(gr — 1) > 1000. Deducem ca p € {2,3,5,7}. ...coovveiiiin... 1p

Deoarece a < p avem a € {1,2,3,4,5,6}. Daca a = 1 obtinem solutia
D=T,0= 10,7 = 18,
Justificarea faptului ca celelalte cazuri nu sunt posibile.

Problema 4./& considera triunghiul ABC' cu
AB = AC si m(BAC) = 90°. Fie D € (BC) astfel
incat AD 1 BC. Bisectoarea unghiului ABC' inter-
secteaza dreapta AD iIn punctul /. Demonstrati ca
BA+ AI = BC.

Solutie. Triunghiul ABC isoscel de baza [BC] si m(@) = 90° implica
m(ABC) = m(ACB) = 45°.
Din [BI bisectoarea unghiului ABC rezulta m(ABI) = m(CBI) =

Consideram punctul M € (BC) astfel incat AB = BM si atunci tri-

unghiul ABM este isoscel de baza [AM], de unde m(m )= m(B/]\J\A) =
180°—m(ABM) _ 135° _ 67°30/
2 2

Avem m(CAM) = m(BAC) — m(BAM) = 90° — 67°30' = 22°30.

In triunghiul isoscel ABC, de bazi [BC], cum AD este inaltime rezulti
[AD bisectoarea unghiului BAC, de unde m(@) = 45°.

Din AB = AC, m(ABI) = m(CAM) = 22°30' si m(BAI) = m(ACM) =
45°, conform cazului de congruentd U.L.U. obtinem AABI = ACAM, de
unde Al = CM.

Avem BC=BM +MC =AB+ AL ..., 3p
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CLASA a VII-a

Problema 1. In triunghiul ABC, bisectoarea AD (D € BC) si mediana
BE (E € AC) se intersecteaza in punctul P. Dreptele AB si C'P se intalnesc

in punctul F'. Paralela prin B la C'F intersecteaza dreapta DF' in punctul
M. Demonstrati ca DM = BF.

Problema 2. Un zar este un cub de muchie 1, avand inscrise pe fete
cifrele de la 1 la 6, astfel incat suma cifrelor de pe oricare doua fete opuse
este 7.

Folosind 27 de zaruri, construim un cub cu muchia 3.

Stabiliti ce valori poate lua suma tuturor cifrelor de pe cele sase fete ale
cubului de muchie 3.

Problema 3. Fie ABC'D un dreptunghi cu 5AD < 2AB. Pe latura AB
se considera punctele S si T astfel incat AS = ST = T B. Notam cu M, N si
P proiectiile punctelor A, S respectiv T pe dreptele DS, DT respectiv DB.

Aratati ca punctele M, N si P sunt coliniare daca si numai daca
15AD? = 2AB2%.

Problema 4. Fie n un numar natural nenul; consideram multimea
M={1,2,...,2n+ 1}.

Stabiliti in cate moduri se poate partitiona multimea M in trei submultimi
nevide A,B,C (AUBUC =M, ANB=BNC=CNA=Q) astfel incat
sa fie satisfacute simultan conditiile:

(i) pentru orice a € A i orice b € B, restul impartirii lui a la b apartine
multimii C’;

(ii) pentru oricare ¢ € C, exista a € A si b € B astfel incat c este restul
impartirii lui a la b.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a VII-a

Problema 1. In triunghiul ABC, bisectoarea AD (D € BC) si mediana BE (E € AC) se
intersecteaza in punctul P. Dreptele AB si C'P se intalnesc in punctul F'. Paralela prin B la
C'F intersecteaza dreapta DF in punctul M. Demonstrati ca DM = BF.

. . . « < BF AE CD __ BF _ BD y
Solutie. Din teorema lui Ceva rezulta ca &5 - 5@ - 55 = 1, de unde 77 = $&. Folosind

reciproca teoremei lui Thales, obtinem ca DF||AC. ... ... . ..o i i, 3p
Deoarece ABFD ~ ABAC, deducem ca % = %, asadar

BF =4B ' FD. 1p
Cum ABDM ~ ACDEF, rezulta ca % = g—g. insé, din teorema bisectoarei, g—g = ﬁ—g,

prin urmare DM = ﬁ—g -FD.
In concluzie, DM = BE ... oo 3p

Problema 2. Un zar este un cub de muchie 1, avand inscrise pe fete cifrele de la 1 la 6,
astfel Incat suma cifrelor de pe oricare doua fete opuse este 7.

Folosind 27 de zaruri, construim un cub cu muchia 3.

Stabiliti ce valori poate lua suma tuturor cifrelor de pe cele sase fete ale cubului de muchie

Solutie. Numim zaruri de tip 1 pe cele care au o singura fata vizibila (acele zaruri din
centrele fetelor cubului mare), de tip II pe cele cu doua fete vizibile (acelea din mijloacele
muchiilor) si de tip III pe cele cu trei fete vizibile (zarurile din colturi). Orice cub de muchie 3
contine 6 zaruri de tip I, 12 zaruri de tip II si 8 zaruri de tip III.

Suma minima pe cele sase fete se obtine in cazul in care pe zarurile de tip I se vede 1, pe
zarurile de tip II sunt vizibile cifrele 1 gi 2, iar pe zarurile de tip III sunt vizibile 1, 2 gi 3. Suma
minima este 6-14+12-348-6 = 90.

Maximul se obtine cand pe zarurile de tip I se vede 6, pe zarurile de tip II sunt vizibile 5 si
6, iar pe zarurile de tip III sunt vizibile 4, 5 gi 6. Suma maxima este 6-6+12-11 4+ 8-15 = 288.

Vom arata ca suma totala poate lua orice valoare intermediara intre 90 gi 288. Pentru
aceasta, vom pleca de la cubul in care se realizeaza minimul sumei si vom roti zarurile, pas cu
pas, astfel Incat s marim suma cu 1 la fiecare pas.

Rotind un zar de tip I, putem mari suma totala de pe fetele cubului mare cu cate o unitate
la fiecare pas, pana cand pe acest zar apare 6. Continuam acest procedeu, astfel incat pe toate
zarurile de tip I sa devina vizibila fata 6............c 1p



Rotim acum un zar de tip II de la 142 la 546 si, in acelagi timp, rotim doua dintre zarurile
de tip I la 1, respectiv 4; astfel am marit suma totala cu 1. In urméatorii pasi rotim acele doua
zaruri de tip I asupra carora am actionat, marind suma totala cu cate o unitate de fiecare data;
in final, pe ele va aparea din nou cifra 6. Continuam acest procedeu, astfel incat pe toate zarurile
de tip II sa devina vizibile fetele 5 g1 6. ... 2p

Apoi, rotim un zar de tip [Il de la 1+ 2+ 3 la 4 + 5 + 6, rotind in acelasi timp doua dintre
zarurile de tip I la 2; astfel, am marit suma totala cu 1. In urmatorii pasi rotim acele doua zaruri
de tip I asupra carora am actionat, marind suma totala cu cate o unitate de fiecare data; in
final, pe ele va aparea din nou cifra 6. Continuam acest procedeu, astfel incat pe toate zarurile
de tip III s& devind vizibile fetele 4, 5 si 6.

Am obtinut cubul de muchie 3 avand suma cifrelor de pe fete 288. In concluzie, suma de pe
fete poate lua toate valorile de la 90 la 288. ... ... ... i 2p

Problema 3. Fie ABC'D un dreptunghi cu 5AD < 2AB. Pe latura AB se considera
punctele S si T astfel incat AS = ST = TB. Notam cu M, N si P proiectiile punctelor A, S
respectiv T pe dreptele DS, DT respectiv DB. Aratati ca punctele M, N si P sunt coliniare
daca si numai daca 154AD? = 2AB2.

Solutie. Fie AB =3a si AD =b, cub < Sa.

2Folosimd teorema catetei in triunghiul dreptunghic ADS, obtinem cd DM = m, MS =
a
Exprimand in doua moduri aria triunghiului DST, deducem ca
SN - DT = AD - ST, de unde SN = \/ém“;’w. Cu teorema lui Pitagora in triunghurile drep-
tunghice NSD si NST, obtinem ca DN = \i%, respect1v2NT = \/ﬁ
Procedand analog, rezulta ca TP = W’ DP = %, BP = \/W e 2p
Distanta de la M la AB este 2+b2 Distanta de la N la AB este NS NT 45§+l;)2. Distanta
de la P la AB este %.
Conditia b < 2a implicd d(M, AB) > d(N,AB) > d(P, AB); atunci punctele {Q} = MN N
AB si {Q'} = NP N AB sunt situate pe semidreapta (AB cu T € [AQ]si T € [AQ']........ 1p
Aplicam teorema lui Menelaus In triunghiurile DST gi DT B, cu transversarelele M — N — Q)
2 2 / 2 2
respectiv N — P — @'. Obtinem ca gc% 2a2;gb , iar Z)QB = %.
2
Dea1c1,QT_2337be§1Q’T_% o
Atunci: M — N — P coliniare & Q = Q' & TQ = TQ' & 235512 = a(162act2jb22b ) & 52 =
6a% & 15AD% = 2AB? . . 4p
Problema 4. Fie n  un numar natural mnenul; consideram multimea

M={1,2,...2n+1}.
Stabiliti in cate moduri se poate partitiona multimea M in trei submultimi nevide A, B,C
(AUBUC = M,ANB=BNC =CNA=0Q) astfel incat sa fie satisfacute simultan conditiile:

(i) pentru orice a € A i orice b € B, restul impartirii lui a la b apartine multimii C;

(ii) pentru oricare ¢ € C, exista a € A g1 b € B astfel incat ¢ este restul impartirii lui a la b.



Solutie. Observam ca a > b, oricare ar fia € Agi b € B. Intr-adevir, in caz contrar, restul
impartirii lui a la b este 0 sau a, contradictie. Rezultd cad multimea A este alcatuita din numere

naturale consecutive §i 2n 4+ 1 € A. ..o 2p
Daca ¢ € C, atunci existdi a € A i b € B astfel incat a = bg + ¢ > 2¢ + 1, prin urmare
2N d 1 2 204 L o 1 > G oot e 1p.

Presupunand can+1¢ B, rezultan+1 € A, de unde {n+1,n+2,...,2n+ 1} C A. Daca
b € B, atunci b < n si, cum in A sunt 7+ 1 numere consecutive, se obtine ca A contine cel putin
un multiplu al lui b, contradictie.

Caurmare, n+1 € B, deciexista k € {n+1,n+2,...,2n} astfel incat A = {2n+1,2n, ..., k+
1}. Din faptul ca ¢ < n pentru orice ¢ € C, rezulta ca {n+1,n+2,...,k} C B............ 3p

Resturile impartirilor elementelor din A la elementele din {n+1,n+2,...,k} sunt numerele
{1,2,...,n}. Deci B={n+1,n+2,...,k} si C = {1,2,...,n}. k parcurge multimea {n +
1,n+2,...2n}, deci avem n moduri de partitionare.................oiiiiiiiiiiiiiiiiiin.. 1p
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CLASA a VIII-a

Problema 1. Prisma regulata dreapta ABCA'B'C’, cu AB = a, are propri-
etatea ca exista un unic punct M € (BB’) astfel incat m (<AMC") = 90°.
Determinati masura unghiului format de dreapta AM cu planul (ACC").

Problema 2. Pe o tabla de sah de dimensiuni infinite se muta o tura,
alternativ pe orizontala gi pe verticala. Tura se deplaseaza un patratel la prima
mutare, doua patratele la a doua mutare si, in general, n patratele la a n-a mutare,
pentru orice n € N*.

Fie T" multimea numerelor naturale n cu proprietatea ca exista un sir de n
mutari dupa care tura revine la pozitia initiala.

a) Aratati ca 2013 ¢ T.

b) Determinati numarul elementelor multimii 7'M {1, 2, ..,2012} .

Problema 3. Determinati numarul real x > 0 si numarul natural nenul n

pentru care
1
[z] + {—} = 1,005 - n.
T

Nota: [a] este partea intreagd, iar {a} partea fractionara a numarului real a.

Problema 4. Numim specialé o multime M de numere reale cu proprietatile:

(i) pentru orice x,y € M, x # y, numerele x +y i zy sunt nenule, exact unul dintre
ele fiind rational,

(ii) pentru orice x € M, numarul z? este irational.

Aflati numarul maxim de elemente ale unei multimi speciale.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a VIII-a
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Problema 1. Prisma regulata dreapta ABCA'B'C’, cu AB = a, are proprietatea ca exista un
unic punct M € (BB') astfel incat m (<AMC") = 90°.
Determinati masura unghiului format de dreapta AM cu planul (ACC") .

Solutie. Vom arata mai intai ca M este mijlocul muchiei [BB’]. Presupunand contrariul, fie
M'" € (BB') simetricul lui M fata de mijlocul muchiei [BB']; atunci M’ # M. Deoarece AMAB =
AM'C'B" si AM'AB = AMC'B’, rezulta ca [MA] = [M'C'] si [M'A] = [MC"]. Prin urmare,
AMAC" = AM'C'A, deci m (<AMC") = m (<AM'C") = 90°, contradictie cu unicitatea alegerii lui

L OO PP 3 puncte
Notand BB’ = h, calculand AM, MC’ gi AC’ si aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul
dreptunghic MAC!, rezultd b = aV/2 ... oo 2 puncte

Daca O este centrul fetei (ACC’A’), rezulta MO L (ACC"), deci unghiul format de dreapta AM
cu planul (ACC") este unghiul M AO.

3
Cum MO = OA = %, triunghiul MOA este dreptunghic isoscel, deci m (<M AO) = 45°. . 2
puncte

Problema 2. Pe o tabla de sah de dimensiuni infinite se muta o tura, alternativ pe orizontala
si pe verticala. Tura se deplaseaza un patratel la prima mutare, doua patratele la a doua mutare si,
in general, n patratele la a n-a mutare, pentru orice n € N*.

Fie T" multimea numerelor naturale n cu proprietatea ca exista un gir de n mutari dupa care tura
revine la pozitia initiala.

a) Aratati ca 2013 ¢ T

b) Determinati numarul elementelor multimii 77N {1, 2,..,2012} .

Solutie. Putem considera patratelele tablei de sah ca o retea de puncte cu coordonate numere
intregi (puncte laticiale), in care pozitia initiala o presupunem a fi (0,0) . Atunci, dupa fiecare mutare,
una dintre coordonate va fi de forma +£1 +3 +5 4 ..., iar cealalta de forma +2+4+6+ ... .

a) Prespunand 2013 € T, atunci exista o alegere a semnelor + si — pentru care au loc simultan
relatiile +1 £3+£5+...+2013 =08 £24+4+6+ ... £2012 = 0.

Pentru orice combinatie de semne, £1434...£2013 are aceeasi paritate cu 14+3+...4+2013 = 10072,
deci, in ipoteza ca 2013 € T, ar rezulta c& 0 si 1007? au aceeasi paritate, absurd ........ 2 puncte

Observatie. Concluzia 2013 ¢ T se obtine si astfel: scriind £24+4+...£2012 = 2-(£1 £ 2 £+ ... £ 1006)
si observand ca numarul £1 + 2 4 ... £ 1006 are aceeasi paritate cu 1 + 2 + .... + 1006 = 503 - 1007,
in ipoteza c& 2013 € T, ar rezulta ca 0 si 503 - 1007? au aceeasi paritate, fals.



b) Conditia n € T implica existenta unor alegeri a semnelor + i — pentru care sa aiba loc
simultan egalitatile:

i1i3i5i...i(2-[n;—1]—1): (+)
i2j:4i6i...4_—<2-[g]):0 (%)
.......................................................................................... 1 punct

1
Din (x) rezulta ca 0 are aceeasi paritate cu 1 + 3 + ... + (2~ [n—g } — 1) = [

n+1 o y NI TOR
[ } trebuie sa fie numar par. Acest lucru se iIntampla daca 4 | nsau 4 | n+1 (1)

w15 (5] +Y) "
Din (xx) rezulta ca 0 are aceeasi paritate cu 1 +2 + ... + [5} = 5 , adica 4 | [E}

sau 4 | [g} + 1. Se obtine ca 8 divide unul dintre numerele n — 1, n, n + 1 sau n + 2 (2)

Din (1) si (2) rezulta ca este necesar ca n sa aiba forma 8k sau 8k — 1, unde k € N* 2 puncte
Pentru orice k£ € N* avem n = 8k € T, deoarece

(1-3=54+7)+(9—11—-13+15)+ ...+ [(8k —7) — (8k — 5) — (8k — 3) + (8k — 1)] = 0
(2—4—6+8)+(10—12—14+16) + ... + [(8k — 6) — (8k — 4) — (8k — 2) + (8k)] =0

De asemenea, pentru orice k € N* avem n = 8k — 1 € T', deoarece

(1-3-5+7)4+(9—-11-13+15)+...+[(8k—T7)—(8k—5)— (8k—3)+ (8k—1)] =0
2+4—-6)+(8—-10—124+14)+ ...+ [(8k—8) — (8k —6) — (8k —4) + (8k —2)] =0
Se obtine ca T'N{1,2,..,2012} are 502 elemente ...............ccociiiiiiiiiiiian... 2 puncte
Problema 3. Determinati numarul real x > 0 si numarul natural nenul n pentru care
1
[z] + {—} = 1,005 - n.
x
. . . 1 201 n . . . .
Solutie. Ecuatia se scrie [z] +{ — ¢ = —n = n+ ——. Notand cu ¢, respectiv r, catul gi restul
x 200 200

impartirii lui n la 200, rezulta ca
r

[x]+{§}:n+q+200.

Partea intreaga a expresiei din membrul stang este egala cu [x], iar partea intreaga a expresiei

1
din membrul drept este n + ¢, deci [z] = 201q + r si {—} = ﬁ ....................... 2 puncte
x
1 1
Daca x < 1, atunci [z]+ {—} = {—} < 1< 1,005-n, pentru orice n € N*. Daca x = 1, se obtine
x x
. . ) 1 o (1 1 o1 r .
1 =1,005 - n, imposibil. Ca urmare, x > 1, deci 0 < — < 1, adica { — p = —. Rezulta — = —, deci
T x x x 200
200
T O Sl T = 2 puncte
T



200
Folosind faptul ca [z] < z < [z] + 1, rezultd 201¢ + r < — < 201¢ + r + 1,deci 201qr + r? <
T

200 < 201gr +r(r +1). Cum ¢,r € N, inegalitatile de mai sus nu pot avea loc pentru gr > 1, deci

qr = 0. Deoarece r # 0, rezulta ¢ = 0, deci r> < 200 < r (r + 1), de unde se obtine r = 14, n = 14 si
100

Problema 4. Numim speciala o multime M de numere reale cu proprietatile:

(i) pentru orice x,y € M, x # y, numerele x + y si xy sunt nenule, exact unul dintre ele fiind
rational;

(i) pentru orice x € M, numarul x? este irational.

Aflati numarul maxim de elemente ale unei multimi speciale.

Solutie. Numarul maxim cerut este 4, un exemplu de multime speciald cu 4 elemente fiind
M:{\/§—1,\/§+1,2—\/§,—2—\/§} ............................................... 2 puncte

Vom arata ca nu exista multimi spectale cu cel putin 5 elemente. Evident, toate elementele unei
multimi speciale M sunt irationale (rezulta din a doua conditie). Vom utiliza urmatoarele observatii:

O1. Daca z,y, z sunt trei elemente distincte ale lui M, atunci x +y, x+ z si ¥y + 2z nu pot fi toate
rationale.

Presupunand contrariul, rezulta 2 (z +y + 2) € Q, deunde z +y + 2z € Q si z € Q, absurd. ..1
punct

02. Daca z,y, z sunt trei elemente distincte ale lui M, atunci zy, xz $i yz nu pot fi toate rationale.

Presupunand contrariul, rezulta x?yz = (zy) - (z2) € Q si, cum yz € Q, rezulta z* € Q, absurd.
1 punct

03. Daca x,y € M si xy € Q, atunci, pentru orice z € M, avem x + 2z € Qsi y+ z € Q.

In caz contrar, din ipotezd si observatiile anterioare, rezultaca x+2 € Qgiyz € Qsauy+2z € Q
si 2z € Q. In primul caz, din zy € Q si yz € Q, rezultd zy + yz = y(x+2)€Qsi,cumz+2z€Q
si x + z # 0 (din ipotezal), rezulta y € Q, contradictie. Celalat caz este identic. .......... 1 punct

Sa presupunem acum ca exista o multime speciala cu cel putin 5 elemente a, b, ¢, d, e. Din O1, cel
putin doua elemente au suma numar irational; fie acestea a si b. Atunci ab € Q, iar din O3 se obtine
ca a+c, a+d, a+ e sunt rationale. Conform O1, numerele ¢+ d, ¢+ e gi d 4+ e nu pot fi rationale,
iar din ipoteza rezulta ca cd, ce si de sunt rationale, ceea ce contrazice O2 .............. 2 puncte
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CLASA a IX-a

Problema 1. Un sir de numere este numit complet daca are termeni
naturali nenuli si orice numar natural nenul are cel putin un multiplu printre
termenii girului.

Aratati ca o progresie aritmetica este sir complet daca gi numai daca ratia
sa divide primul termen.

Problema 2. Fie f : R — R o functie arbitrara si ¢ : R — R o functie
de gradul al doilea, avand proprietatea:

pentru orice numere reale m gin, ecuatia f(x) = mx+n are solutii daca
st numai dacd ecuatia g(x) = mx + n are solutii.

Aratati ca functiile f si g sunt egale.

Problema 3. Fie P un punct in interiorul unui triunghi ascutitunghic
ABC'si D, E| F intersectiile dreptelor AP, BP, C'P cu [BC|, [C'A], respectiv
[AB].

a) Aratati ca aria triunghiului DEF' este cel mult un sfert din aria tri-
unghiului ABC.

b) Aratati ca raza cercului inscris in triunghiul DEF este cel mult un
sfert din raza cercului circumscris triunghiului ABC'.

Problema 4. Consideram un numar natural nenul n si functia

g ,daca x este par
f:N=N, f(z) = $_1+

271 daca x este impar
2 )

Determinati multimea

A={reN|(fofo...of)(x)=ux}

de n ori f

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata de la 0 la 7 puncte.
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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE, CLASA a IX-a

Problema 1. Un sir de numere este numit complet daca are termeni naturali nenuli si
orice numar natural nenul are cel putin un multiplu printre termenii girului.

Aratati ca o progresie aritmetica este sir complet daca gi numai daca ratia sa divide primul
termen.

Solutie. Daca ratia r divide primul termen ay, atunci a; =dr,d € Nsi a, = (d+n—1)r,
iar un multiplu al numarului natural nenul £ se obtine ludnd d + n — 1 multiplu de k ... 3p

Reciproc, daca r = 0, atunci sirul nu poate fi complet .............. .. .. .. ... ..., 1p
Deoarece r # 0 si, conform ipotezei, existd un multiplu al lui 7 de forma aq + (n — 1)r,
1E N*  TEIESE CA T | G« e v ettt et e e e e e e e e 3p

Problema 2. Fie f : R — R o functie arbitrara si ¢ : R — R o functie de gradul al
doilea, avand proprietatea:

pentru orice numere reale m gi n, ecuatia f(x) = mx + n are solutii dacd i numai
dacd ecuatia g(x) = mx +n are solutii.

Aratati ca functiile f si g sunt egale.

Solutie. Observam ca, daca graficul functiei h : R — R, h(x) = mx + n este tangent la
graficul functiei g : R — R, g(x) = ax® + bx + ¢, atunci ecuatia ax?® + bxr + ¢ = mz + n,
a,b,c,m,n € R, a # 0 are discriminantul nul, deci functia k : R — R, k(z) = ax?® + bx + ¢ —
maz — n se anuleazd intr-un punct si are semn constant in celelalte puncte (*) .......... 1p

Putem presupune, fard a restrange generalitatea, ci g(x) = ax? + bx + ¢, a > 0.

S& presupunem ca existd xg astfel incat f(zo) < g(xg). Alegem m si n astfel incat
graficul functiei h(x) = ma + n sa fie tangent la graficul lui g in punctul (zo, g(z¢)). Fie
n' =n—g(xo)+f(zg). Atunci ecuatia f(z) = max+n’ are solutia zy iar ecuatia g(z) = ma+n’
nu are solutii, deoarece, conform (*), g(z) > mz+n>me+n' Ve e R—fals .......... 3p

Rezultd f(z) > g(z),Vx € R (**). Daca presupunem acum ci existd o astfel incéit
f(xo) > g(zp), atunci alegem din nou m si n astfel incat graficul functiei h(z) = mx + n
si fie tangent la graficul lui g in punctul (zo, g(z0)). In acest caz, din (**) gi (¥) rezultil ci
f(x) > mx +n,Vz € R, pe cand ecuatia g(x) = ma + n are solutia zg —fals ............ 3p

Problema 3. Fie P un punct in interiorul unui triunghi ascutitunghic ABC si D, E, F
intersectiile dreptelor AP, BP, CP cu [BC], [C A], respectiv [AB].

a) Ariitati ca aria triunghiului DEF este cel mult un sfert din aria triunghiului ABC'.

b) Aratati cd raza cercului inscris in triunghiul DEF este cel mult un sfert din raza
cercului circumscris triunghiului ABC.

Solutie. a) Fi BD CFE AF Atunci Sigr AF AFE z
olutie. a) Fie — =, — =y, == = z. Atunci ==
cp A ~ V' BF Sisc AB AC  (z+ Dy +1)
Sl analoagele. . ..o 1p
SpEF z zyz + 1 2
Deducem —— =1— = = ,
Sepc | HGEEDEID @D iDGETD @i D DE D
deoarece, conform teoremei lui Ceva, zyz =1 ... o e 1p
2 1
Folosind acum inegalitatea mediilor, < == e 1p

(z+1)(y+1)(z+1) ~ 8/ayz 4



b) Se gtie cd perimetrul triunghiului DEF este mai mare sau egal decit perimetrul tri-
unghiului ortic A/ B/ C .. 1p
SpEF < Sasc

Rezulta rppr = S o e e 1p
PpeEF ~ 4parpic
Din A'B’ = ccosC = Rsin2C, pagror = %RZsinQA =2Rsin Asin BsinC si Sapc =
2R? sin Asin Bsin C reiese acum concluzia, ...............coouueiieeineiieainaann... 2p
Problema 4. Consideram un numar natural nenul n si functia
T y
5 ,daca z este par
fN—)N,f(-’E): 33—1 1 o .
+ 2"~ daca x este impar
Determinati multimea
A={zeN|(fofo...of )(x)==x}.
| S
de n ori f
Solutie. Observam ci f(x) < x pentru x > 2™, deci A C {0,1,...,2" =1} ........... 2p
Arstam cd A = {0,1,...,2" — 1}. Din f(2" — 1) = 2" — 1 deducem 2" — 1 € A.
Apoi, 2f(z) € {z,z + 2™ — 1}, deci 2f(z) este congruent cu z modulo 2" —1........ 2p
Rezultd inductiv ca « = 2" f["(2) = f(z) (mod 2® — 1). Cum f(z) < 2" — 1 pentru

z < 2" — 1, deducem fl"(z) = x daci = € {0,1,...2" — 2} (am notat fI"l = fo...o0f).3p
—

de n ori f

Alta solutie. Camaisus, A C{0,1,...,2" — 1} ..o 2p
Pentru z € {0,1,...,2" — 1}, il scriem pe z in baza 2 cu n cifre, punand, daca este cazul,
ZeroUuri la TNCEPUL . ... 2p

Atunci f(z) se obtine din z prin mutarea ultimei cifre a lui z pe prima pozitie; dupa n
compuneri cifrele lui 2 apar pe aceleasi locuri ca la inceput, deci f" ()=x....ccooo.. 3p
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CLASA a X-a

Problema 1. Sa se rezolve ecuatia:

) 4, 2
251n X—COSs $_2COS T—S1n x:COSQ.Z'.

Problema 2. Se considera numerele complexe distincte a, b, c,d. Sa se
demonstreze ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

i) Pentru orice z € C are loc inegalitatea |z —a| + |z —b] > |z — | +
|z —dl;

ii) Exista t € (0,1) astfel incat c=ta+ (1 —t)bsid = (1 —t)a+ tb.

Problema 3. Sa se determine toate functiile injective f : Z — Z care
satisfac relatia

1f(z) = fy)l <z —yl,

pentru orice x,y € Z.

Problema 4. a) Sa se arate ca

SIS

— -+ +—<m

2 3 4 2m ’

pentru orice m € N*.
b) Fie p1,pa, . .., p, numerele prime mai mici decat 2'%°. S3 se arate ci

1 1
St <10
b1 D2 n

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata de la 0 la 7 puncte.
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CLASA a X-a
Solutii si bareme

o . nd . 2 A a2
Problema 1. Si se rezolve ecuatia: 25" #7705 & _ Q€08 T=8INTEL — o9 O,
. . . . in? 2tsi 4 2 < <«
Solutie. Ecuatia se scrie echivalent 251 #¥sin”@ _ geosta+cos™ @ — 9 co5 2. S4 observim ci

cos* x + cos? z — sin x —sin?z = (C082 x + sin? CU) (0052 x — sin? x) +cos?z —sin?z
= 2cos 2z,
.............................................................................................. 3 puncte
si ecuatia devine 2817 #HsIn"Z 4 gin® | gin® g = 2605 TTCOST L | o5t g 4 cos?
............................................................................................... 1 punct
Functia f : R — R, f(t) = 2! + ¢ este strict crescitoare, deci injectiva
.............................................................................................. 2 puncte

agadar obtinem sin® z + sin? 2 = cos* z 4 cos? z, adici 2 cos 2z = 0, cu solutiile z € {W\k € Z} o1
punct

Problema 2. Se considera numerele complexe distincte a, b, ¢, d. Sa se demonstreze ca urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

i) Pentru orice z € C are loc inegalitatea |z — a| + |z — b > |z — ¢| + |z — d];

ii) Exista t € (0,1) astfel incat c=ta+ (1 —¢)bsid= (1 —1t)a +tb.

Solutie. ii)==1) Avem

lz—cl=lz—ta— (1 —t)b| <t|lz—a|+ (1 —t)|z—1|.
Analog,
lz—d| < (1—t)|z—a|+t|z—1b].

Prin adunare se obtine concluzia......... ... 2 puncte
i)==ii) Pentru z = a, rezulta
la —b] >la—c|+]a—d|,

iar pentru z = b
la—=b>1]b—c|+|b—d|.

........................................................................................... 2 puncte
Prin adunare,

2la—=b|>la—cl+]a—d|+|b—c|+|b—d.
Dar

la—c|+1b—c|>|a—1,
la —d|+1b—d| > |a—b|,



si deducem ca toate inegalitatile devin egalitati..........oooi i 1 punct

In particular, din

la—c|+1]b—cl=|a—1]

rezultd cd existd t; € (0,1) astfel ca ¢ = tia + (1 —t1)b. Analog, existd ta € (0,1) astfel ca d =
L2 e (8 7 1 punct

Aratam cd tq +to = 1. Avem |la—c|+ |b—c| = |la—b] = [b—c| + |b—d|, deci |a—¢| = [b—d|.
inlocuind, obtinem

(I-t1)|la—0b=t2]b—aq],

de unde CONCIUZIA. . . ..o e e e 1 punct

Problema 3. Sa se determine toate functiile injective f : Z — Z care satisfac relatia

[f (@) = f )] <z —yl,

pentru orice z,y € Z.

Solutie. Din relatia data deducem

deci f(x+1)— f(z) € {10, . i 1 punct
Cum f e injectiva, rezultd f (x + 1) — f (z) € {—1,1}, pentru orice x.
Observam ca daca f verifica ipoteza, atunci si —f o verificd. Prin urmare, putem presupune ca
FO) - fO)=1.
Avem f(2) — f(1) = £1. Daca f(2) — f(1) = —1, atunci f (2) = f(0), contradictie, deci f(2) =
T 0 2 2 puncte
Rezultd imediat prin inductie c& f (n) = f (0) + n, pentru orice n natural.

............................................................................................ 1 punct
Tot inductiv rezultd f (—n) = f (0) — n, pentru orice n natural....................... ..., 1 punct
In concluzie, functiile cdutate nu pot fi decat de forma f () = +x + k, pentru orice z, k fiind un
INETEE ATDIETAT.. . .\ttt et e et e e e 1 punct
Se verifica usor ca aceste functii verifica relatia din ipoteza............ ... . ... ... 1 punct
Problema 4. a) Si se arate ca
L + = + : +...+ <
— 4+ -4+ -—F...+=—=<m,
2 3 4 2m
pentru orice m € N*.
b) Fie p1,p2,...,p, numerele prime mai mici decat 2190, Sa se arate ci
1 1 1
— 4+ —+...+— < 10.
b1 D2 Pn
Solutie. a) Inegalitatea se obtine prin inductie..............co i, 2 puncte

b) Numerele p;p;pgpr, unde 1 < i < j < k <[ < n, sunt distincte doud cate doud si mai mici decét
9400

Avem atunci

11 1\* 1 1 1 1
— 4+ —+...+—] <4 <24<++...+).
<p1 D2 Pn ) Z DiDjPLDI 2 3 2400

1<i<j<k<I<n
........................................................................................... 3 puncte
Folosind inegalitatea de la a), deducem ca
1 1 1
24 §+§+"'+24W < 24 -400 < 10000,
de unde ConCIUZIA. . . ..o e 2 puncte
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CLASA a XI-a

Problema 1. Fie A o matrice neinversabila de ordin n cu elemente reale,
n > 2, si fie A* adjuncta matricei A. Aratati ca tr(A*) # —1 daca si numai
daca matricea I, + A* este inversabila.

Problema 2. Fie m si n numere naturale, m, n > 2. Consideram
matricele Ay, Ay, ..., A, € M,(R), nu toate nilpotente. Demonstrati ca
existd un numar intreg k > 0 astfel incat A + A5 + ...+ Ak £ O,.

Nota: Numim nilpotenta o matrice patratica avand o putere nula.

Problema 3. O functie f : (0,00) — (0,00) se numeste contractibila
daca, pentru orice numere x,y € (0,00), avem lim (f"(z)— f™(y)) = 0, unde
n—oo

ff=fofo...of.
—_—
de n ori f
a) Consideram f : (0,00) — (0,00) o functie contractibila, continua,
cu proprietatea ca are un punct fix, adica exista zo € (0,00) astfel incat
f(zo) = 0. Aratati ca f(x) > x, oricare ar fi z € (0,x¢) si f(z) < x, oricare
ar fi z € (z9,00).
o .y . . o . o 1
b) A‘rajcagl ca functia f : (0,00) = (0,00) data prin f(z) = x + - este
contractibila, dar nu are puncte fixe.

Problema 4. a) Fie f : [0,00) — [0,00) o functie derivabila si convexa.
Aratati ca daca f(z) < z, oricare ar fi x > 0, atunci f'(x) < 1, oricare ar fi
x> 0.

b) Determinati functiile f : [0,00) — [0, 00) derivabile si convexe care au
proprietatea ca f(0) =0si f'(x) - f(f(z)) =z, oricare ar fi z > 0.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a XI-a

Problema 1. Fie A o matrice neinversabila de ordin n cu elemente
reale, n > 2, si fie A* adjuncta matricei A. Aratati ca tr(A*) # —1 daca si
numai daca matricea I,, + A* este inversabila.

Solutie. Deoarece matricea A este neinversabila, avem rang(A) < n—1.
Distingem cazurile:
i. rang(A) < n — 2. Atunci A* = O, si echivalenta este evidenta.

ii. rang(A) = n — 1. Atunci AA* = O, si, din inegalitatea lui Sylvester,
0 > rang(A)+ rang(A*) — n, de unde rang(A*) < 1.

Atunci exista o matrice linie L € M, 1(R) si o matrice coloana C' €
Min(R) astfel incat A = CL. Observam ca LC = (a) € Mi(R), cu
a =tr(A*) si (4*)2 = CLOL = C(a)L = aA*.

.................................................................... 2p

Notam B = I, + A*. Atunci (B—1,,)? = a(B—1,,) se scrie B((a+2)I,, —
B) = (a+ 1)I,, de unde rezulta ca a # —1 implica B inversabila.

.................................................................... 1p

In plus, dacid B este inversabil dar a = —1, atunci B (I, — B) = O,
atrage B = I,, si apoi A* = O,,. Atunci —1 = tr (A*) =0, fals.

Problema 2. Fie m si n numere naturale, m, n > 2. Consideram
matricele Ay, As,..., Ay € M,(R), nu toate nilpotente. Demonstrati ca
existd un numar intreg k > 0 astfel incat A¥ + A +... 4 Ak £ O,,.

Solutie. Notam cu A1, Ai2, ..., A\j valorile proprii ale matricei A;,
i = 1,2,...,m. Presupunem prin absurd ci A} + A5 + ... + AF = O,
oricare ar fi k > 1. Atunci tr (AY) + tr (A5) + - +tr (AF) =0,

.................................................................... 2p
deunde Y ") A5 =0

j=1i=1
.................................................................... 2p
Din relatiile lui Newton, egalitatile Z )\fj =0, k > 1, implica A\;; = 0,

ij
oricarear ii=1,2,...,m, j=1,2,...,n.



Problema 3. O functie f : (0,00) — (0,00) se numeste contractibila
daca, pentru orice numere z,y € (0,00), avem nlgrolo(f”(x) — f™(y)) =0
unde f*= fo fo---o f.

a) Consideram f : (0,00) — (0,00) o functie contractibild, continua,
cu proprietatea ca are un punct fix, adica exista xg € (0,00) astfel incat
f(xo) = xo. Aratati cd f(x) > =, oricare ar fi z € (0,29) si f(z) < =,
oricare ar fi z € (9, 00).

b) Aratati ca functia f : (0,00) — (0,00) data prin f(z) = x + 1/x este
contractibila, dar nu are puncte fixe.

Solutie. a) Presupunem prin reducere la absurd ca f ar admite ar ad-
mite un al doilea punct fix x; € (0, 00)\{xo}. Atunci le (f™(xo) — fM(x1)) =

xo — x1 # 0, contradictie. In acest caz, din continuitatea lui f (proprietatea
Darboux) deducem f(z) < x, ¥ z € (0,z9) sau f(z) >z, ¥V z € (0, x0).
.................................................................... 1p
In primul caz obtinem inductiv ca 0 < f*"*1(x) < f*(x) < x, oricare ar
fin e N*giz e (0,29). Deducem ca sirul a, = (f™(x))n>1 converge; fie
a limita sa. Daca a > 0, atunci din a,41 = f(a ) rezulta a = f(a), fals.
Atunci a = 0, de unde rezulta nh—>Holo (f"(xo) — f™(x)) =20 # 0, Y € (0,z0),
contradictie. Ramane f(z) > z, oricare ar i x € (0, o).
.................................................................... 1p
Analog, f(x) >z, V z € (x9,00) sau f(z) < x, ¥V x € (xg,0). In prima
situatie deducem inductiv ca f**i(z) > f"(x) > =, oricare ar fi n € N*,
de unde rezulta lim f"(x) = oo i apoi lim (f™(x) — f™(zg)) =00, YV z €

(x0,00), contradictie. Ca urmare, f(z) < x, oricare ar fi x € (xg, 00).

b) Fie x,y € (0,00). Putem presupune f(x) < f(y). Notam x,, = f"(x),
n € N*| respectiv y, = f"(y), n € N*. Avem 2 < z, < yn, n > 1,
deoarece f este strict crescatoare pe [1,00). Demonstram prin inductie
proprietatea y, < y1 + 2v/n, n € N*. Proprietatea este verificatd pentru
n = 1. Presupunem y, < y1 + 2y/n, pentru un numar natural nenul n.
Atunci, din monotonia functiei f, obtinem:

Unt1 = fyn) < fly1 +2Vn) =41 +2Vn + yl+12\/ﬁ <

1
<y1+2vn+ f<y1+2\/n+

.................................................................... 1p
Rezultd 2 < z, < y, < y1 +2yn < 3yn, ¥V n € N, n > y?. Din



inegalitatea clasica 1 —z < e™™, Va € R, deducem:

0 < Ynt1 — Tnt1 = f(yn) — f(zn) = (Yn — @) <1 - xnlyn> =

1

< (Yn — xn) <1 - 9n> < (Yyn — an)e o,

pentru n > p = [y?] + 1.
n—11

1
Obtinem 0 < y,, — xp < (yp — a;p)efgzkip E.o Y n>p.
. n—11 g . . —Llswm-ll vy
Cum lim » 77 ¢ = oo, gasim lim e” 9 ~k=r % = 0, de unde rezulta ca
n—o0 =p n—o0
lim (f"(y) — f™(xz)) = 0. Rezulta ca functia f este contractibila, evident
n—oo

fara puncte fixe.

Problema 4. a) Fie f :[0,00) — [0, 00) o functie derivabila si convexa.
Ardtati ca daca f(x) < z, oricare ar fi x > 0, atunci f’(x) < 1, oricare ar fi
x > 0.

b) Determinati functiile f : [0,00) — [0, 00) derivabile i convexe care au
proprietatea ca f(0) =0 si f/'(x) - f(f(z)) = z, oricare ar fi z > 0.

Solutie. a) Presupunem contrariul. Existd a > 0 cu f'(a) > 1, deci,

cum lim w > 1, exista b > a cu Li(a) > 1.

z\a b—
.................................................................... 1p
Pentru orice x > b, din convexitatea functiei f rezulta ! (Q:I{(b) >
£O1) sy
.................................................................... 1p

Atunci f(x) > mxz —mb+ f(b), de unde f(x) > = pentru z suficient de
mare. Contradictie.

b) Vom demonstra ca f(x) = x, oricare ar fi z > 0. Cum f'(z) =

Tay > 0, oricare ar fi x > 0, deducem ca f este strict crescitoare. Cum
f este convexd si derivabild, rezulta ca f’ este crescatoare.

Presupunem prin absurd ca exista f(a) < a. Atunci f(f(a)) < f(a) < a,
deci f'(a) > 1. Conform primului punct deducem ca exista b > a cu f(b) = b.
Atunci f(f(b)) = b siapoi f/(b) =1 < f'(a), in contradictie cu monotonia
functiei f’.

Réamane f(z) > z, oricare ar fi x > 0. Atunci f(f(z)) > f(z) > =, de
unde f'(z) <1, oricare ar fi z > 0.

Aplicand teorema lui Lagrange avem f(z) — f(0) = zf'(c;) < z, oricare
ar fi z > 0, de unde f(z) = x.
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Clasa a XII-a

Problema 1. Sa se determine functiile continue f: R — R cu proprietatea
ca

b b
(a® + ab + b2)/ flz)dz = 3/ 2? f () du,
oricare ar fi a,b € R.

Problema 2. Fie (A, +,:) un inel care indeplineste simultan urmatoarele
doua conditii:

(1) A nu este corp,

(2) oricare ar fi x un element neinversabil al lui A, existd un numar intreg
m > 1, care depinde de z, astfel incat

m
r=2>+2>+- +2%.
Sa se arate ca:

(a) x + 2 =0, oricare ar fi x € A,
(b) 2? = z, oricare ar fi elementul neinversabil z € A.

Problema 3. Fie a € (0,1) si C multimea functiilor crescatoare

1
f:10,1] — [0, 00), astfel incat / f(z)dx = 1. Sa se determine:
0

fec

@) max [ 1o,
(b) max / " (f() e

rec J,
Problema 4. Fie n > 2 un numar natural, (K, +,-) un corp comutativ cu

ietat al+---+1#0 =2,... e K| X li d d
proprietatea ca 1 + .—l— #0,m s, f [X] un polinom de gra
n si G un subgrup al grupului aditiv (K, +), G # K. Sa se arate ca exista
a € K, astfel incat f(a) € G.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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Clasa a XII-a — Solutii si barem orientativ

Problema 1. Sa se determine functiile continue f: R — R cu proprietatea ca

b b
(a® + ab + b2)/ f(z)dz = 3/ 22 f(z) de,
oricare ar fi a,b € R.

Solutie. Alegem a =0si b=1¢ > 0. Atunci

t2F(t) = 3/: 22 f(z) dz,

unde F(t) = fot Fr)dm. 1 punct
Prin derivare rezultd 20F(t) +2f(t) = 3t2f(t), deci 2t(tf(t) — F(t)) = 0, adici (£12)" = o,
PENtri OriCe € € (0,00). « .ttt ettt ettt 3 puncte
Rezulta ca functia g(t) = th) este constantd pe intervalul (0,00), deci F(t) = kt, adica
F&) =yt € (0,00). oot 1 punct

Procedéand similar pe intervalul (—oo, 0), rezulta ca exista constantele ki, ko, k astfel incat

ki, t<O,
f(t) =< ko, t=0,
k, t>0

Cum f este continua, rezulta k; = ko = k, deci f(t) = k, pentru orice t € R. Se verifica
imediat ca functiile constante pe R satisfac relatia din enunt. ..................... 1 punct

Problema 2. Fie (A, +,) un inel care indeplinegte simultan urmatoarele doua conditii:

(1) A nu este corp,
(2) oricare ar fi z un element neinversabil al lui A, exista un numar intreg m > 1, care depinde
de x, astfel Incat

r=x+23+ 22"

Sa se arate ca:

(a) x +x =0, oricare ar fi z € A,
(b) 22 = z, oricare ar fi elementul neinversabil z € A.



Solutie. (a) Este suficient sa demonstram ca 1+ 1 = 0. Fie z un element neinversabil, fie
m € N*, astfel incat x = 22423+ - 4+22"  siy = 2 +22+- - 22" In mod evident, ry = x,
deci zy* = x, oricare ar fi k € N*. Intrucat x este neinversabil, y este neinversabil, deci exista
p € N*, astfel incat —y = (—y)2 4+ (—y)3+- -+ (=) ¥ 1+ () =2 >+ —y¥ Ly,
Prin urmare, —z = —zy = 2y?> —a2y° + - —ay¥ '+ ¥ =z —ax+ - —zx+ 2 =z, ie.,
L = 0. e 2 puncte

Fie  un element nenul si neinversabil. Cum 2x = 0, rezulta cd 2 este neinversabil, deci
242=0s2=224+234+... 422" unde m € N*. Relatia 2 + 2 = 0 implica 22 = 0, deci
2% = 0, oricare ar fi k > 2. Prin urmare, 2 =22 4+23 4+ ... 422" =0. .............. 1 punct
(b) Fie z un element neinversabil al lui A si m € N*, astfel incat = 22 + 23 + --- + 22",

Atunci 22 = 234244 -+ 22"+ Intrucat 1+1 = 0, prin adunarea celor doua relatii obtinem
B2 o 1 punct

Relatiile 141 = 0 gi 22" +! = 2 implicit (224 2)2" = 22" 422" = 227"+ 2271 422" —
R R | R 1 punct

Vom arita ci 22 + = 0, de unde concluzia. Fie y = 2% + x si k cel mai mic numar

natural nenul, astfel incat y* = 0 — un astfel de k exista, deoarece 2" = 0. In cazul in care

k > 1, elementul y*~! este neinversabil in A i existd n € N*, astfel incat y*—! = (yk_1)2n+1 =

yE=D@ D) - Intrucat (k — 1)(2" + 1) > k, rezultd c& y*=D@*+1) = 0, deci y*~! = 0 — in
contradictie cu minimalitatea lui k. Prin urmare, k =1giy=0. ................. 2 puncte

Problema 3. Fie a € (0,1) si C multimea functiilor crescatoare f: [0,1] — [0, c0), astfel incat

1
/ f(z)dx = 1. Sa se determine:
0

fec

(@) max [ fa)da,
(b) max / " (f(2) e

fec 0

Solutia 1. (a) Fie f o functie din multimea C. Aratam ca
/ f(z)dz < a.
0

Tntr—adevér,
a— af(:v)da::a 1f(w)dx— CLf(au)dslc:a 1f(:u)dx—(l—a) af(:L‘)dx
0 0 0 a 0
2a/alf(a)dx—(1—a)/0af(a)dx:O.

Cum pentru functia constanta f = 1 are loc egalitatea, rezulta ca maximumul cerut este egal
] 7 2 puncte

(b) Maximumul cerut este a, daca a < 1/2, si 1/(4(1 — a)), daca a > 1/2; aceste valori
sunt atinse, de exemplu, pentru f = 1, in primul caz, si

flz) = 0, daca 0 <z <2a-—1,
= 1/(2(1 —a)), dacd2a—1<z <1,



in al doilea caz.

I doilea caz. ... 2 puncte
In continuare, vom arata ca
@ 24, < @ dacd a < 1/2,
/0 (F(z))"dz < { 1/(4(1 - a)), dacia > 1/2.
In acest scop, fie f o functie din multimea C. Tinand cont de conditiile din enunt,
a 9 a 1 1 a
[ t@ra < s ["was (7 [ rwa) ([ o)
0 0 —aJa 0
1 a a
= <1—/ f(x)da:) </ f(:z:)da:) .
l1—a 0 0
................................................................................... 1 punct

Sa observam ca

a(l —a), dacaa<1/2,
max{t(l—t):tga}:{ 1;4 ) dacéa>1§2'

in ambele cazuri, maximumul este atins intr-un singur punct: in ¢ = a, in primul caz, si in
t =1/2, in al doilea.
Prin urmare,

¢ 2 a, dacd a < 1/2,
/0 (F(z)"dz < { 1/(4(1 — a)), dacia>1/2.

Solutia 2. (b) Tinand cont de exemplele din prima solutie, este suficient sa aratam ca

¢ 2 a, dacd a < 1/2,
/0 (f(2))" dw < { 1/(4(1 —a)), dacaa>1/2.

Fie f o functie din multimea C. Daca f(a) < 1, atunci
| @t < [ (@) =as@)? <a.
0 0

Daca f(a) > 1, consideram functia ¢: [0, 1] — [0, c0),

olt) = /0 f(@)da+ (1 — 1) f(a).

Aceasta functie este evident continua, descrescatoare pe intervalul inchis [0, a] si crescatoare pe
intervalul inchis [a, 1]. Intrucat ¢(1) = 1, rezultd ca p(a) < 1 (acest lucru poate fi demonstrat

si in mod direct). Pe de alta parte, p(0) = f(a) > 1, deci exista un punct b in intervalul inchis
[0, al, astfel incat ¢(b) =1, i.e.,

b
| #@az=1- 0 -nr.

Fie g: [0,1] — [0, 00),

() = f(z), dacd 0 <z <b,
g = f(a), dacab<z<1.



Este usor de verificat ca g apartine multimii C ; in plus, daca 0 < x < a, atunci g(x) > f(x) >0
deci

[ atrar [*uwyar

Pe de alta parte,

[ e ar < gto) [ ot = ( / ) de+ (0= Do)
— fla) (1~ (1 - B — fa)(1 - (1 - a)f(@).

Sa observam ca

‘ [ a dacd a <1/2,
max {£(1— (1 —a)t): t = 1} = { 1/(4(1 —a)), dacda>1/2

in ambele cazuri, maximumul este atins Intr-un singur punct: in ¢ = 1, in primul caz, si in
t=1/(2(1 —a)), in al doilea.
Prin urmare,

| trantae < [ @) an <

{ a, daca a < 1/2,
0

1/(4(1 —a)), dacda>1/2.

Remarca. Se poate arata ca, exceptand punctele x = 0 gi x = 1 — carora li se adauga la (b)
punctul = 2a—1, in cazul in care a > 1/2 —, functiile care realizeazd maximumul integralelor
din enunt, sunt unic determinate; in punctele mentionate, plajele valorice admisibile rezulta
din monotonie.

Problema 4. Fie n > 2 un numar natural, (K, +,-) un corp comutativ cu proprietatea ca
1+---+1#0, m=2,...,n, f € K[X] un polinom de gard n i G un subgrup al grupului
+o+1l# feK[X]unp g § grup al grup

m ori

aditiv (K, +), G # K. Sa se arate ca exista a € K, astfel incat f(a) € G.

Solutie. Fie g € K[X] un polinom de grad m € {2,...,n}. Polinomul h(X) = g(X+1)—g(X)
are gradul m — 1 gi, in plus, daca Img C G, atuncisi Imh CG. .................. 3 puncte

Presupunem ca Im f C G. Consideram polinoamele fy, f1, ..., fn_1, definite astfel:

f():f §i fk(X):fk_l(X-i-l)—fk_l(X), kZl,...,TL—l.

Din remarca anterioara, deg fr = n—k si Im fr C G. In particular, deg f,—1 = 1siIm f, 1 C
Gl 3 puncte

Cum functia polinomiala fn,lz K — K este surjectiva, rezulta ca Im f, 1 = K, deci
G = K —fals. o 1 punct

Remarca. Problema arata ca, in conditiile din enunt, grupul aditiv al lui K este generat de
imaginea functiei polinomiale f

In caracteristicd zero, deg f poate sa fie oricat de mare. In caracteristic p, unde p este
prim, conditia deg f < p este nsa esentiala. De exemplu, in cazul in care K = Fy4, corpul cu
patru elemente, iar f = X2 + X + 1, grupul aditiv generat de Im f este {0,1} # Fy.
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CLASA a V-a

Problema 1. Demonstrati ca produsul oricaror trei numere naturale im-
pare consecutive se poate scrie ca suma a trei numere naturale consecutive.

Problema 2. Spunem ca unui numar natural n i se aplica o transformare
interesanta daca n se inmulteste cu 2, apoi rezultatul se mareste cu 4; spunem
ca lui n i se aplica o transformare deosebita daca n se inmulteste cu 3, apoi
rezultatul se maregte cu 9; spunem ca lui n i se aplica o transformare minunata
daca n se inmulteste cu 4, apoi rezultatul se mareste cu 16.

a) Aratati ca existd un singur numar natural care, prin trei transformari
succesive, una interesanta, una deosebita si una minunata, aplicate in
aceasta ordine, devine 2020.

b) Determinati numerele naturale care, dupa exact doua transformari suc-
cesive diferite, dintre cele trei tipuri, devine 2014.

Problema 3. Aratati ca exista un multiplu al numarului 2013 care se
termina in 2014.

Problema 4. O suta de cutii sunt numerotate de la 1 la 100. Fiecare
cutie contine cel mult 10 bile. Numerele bilelor din oricare doua cutii nu-
merotate cu numere consecutive difera prin 1. Cutiile numerotate cu numerele
1,4,7,10,...,100 contin, in total, 301 bile. Care este numarul maxim de bile
din cele 100 de cutii?

Timp de lucru 2 ore. Se acorda in plus 30 de minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE, CLASA a V-a

Problema 1. Demonstrati ca produsul oricaror trei numere naturale impare consecutive
se poate scrie ca suma a trei numere naturale consecutive.
Solutie. Justificarea faptului ca dintre oricare trei numere naturale impare consecutive

unul dintre ele este multiplu de trei. ....... .. . 3p
Deducem ca produsul celor trei numere este multiplude 3............................. 2p
Orice numar de forma 3k, k € N* se scrie3k =(k—1)+k+(k+1) ...t 2p

Problema 2. Spunem ca unui numar natural n i se aplica o transformare interesanta daca
n se iInmulteste cu 2, apoi rezultatul se mareste cu 4; spunem ca lui n i se aplica o transformare
deosebita daca n se iInmulteste cu 3, apoi rezultatul se mareste cu 9; spunem ca lui n i se aplica
o transformare minunata daca n se inmulteste cu 4, apoi rezultatul se mareste cu 16.

a) Aratati ca exista un singur numar natural care, prin trei transformari succesive, una
interesanta, una deosebita si una minunata, aplicate in aceasta ordine, devine 2020.

b) Determinati numerele naturale care, dupa exact doua transformari succesive diferite, din-
tre cele trei tipuri, devine 2014.

Solutie. a) Fie n numarul cautat. Se obtine relatia 4[3(2n +4) + 9] + 16 = 2020...... 3p
Rezulta m = 80 .. . 1p
b) Deoarece o transformare deosebita duce la un multiplu de 3, iar una minunata duce la
un multiplu de 4, ultima transformare nu poate fi decat interesanta. ...................... 1p
Numarul obtinut dupa prima transformare este 1005. ................. ... ... ... ....... 1p
Deoarece 1005 este impar, prima transformare nu poate fi decat deosebitea, iar numarul
Initial este 332, .. 1p

Problema 3. Aratati ca exista un multiplu al numarului 2013 care se termina in 2014.
Solutie. Consideram numerele ny = 2014, ny, = 20142014, n3 = 201420142014, ...,

Noora = 20142014... 2014 ... 2p
20;1r0ri
Conform principiului cutiei, exista cel putin doua dintre cele 2014 numere care dau acelasi
rest la impartirea cu 2013, deci diferenta lor se divide cu 2013. ........ .. ... ... ... .. .... 2p
Fie aceste numere n;, n;, i > j, 1,5 € {1,2,3,...,2014}.

Obtinem n; — n; = 20142014...201400...0 ... . i 1p

< ~ N~

(i—j) ori 4j ori
Cum orice putere a lui 10 este relativ prima cu 2013, rezulta ca n = 20142014...2014 se

(i—j) ori

divide cll 2003, . .o e 2p

Problema 4. O suta de cutii sunt numerotate de la 1 la 100. Fiecare cutie contine cel
mult 10 bile. Numerele bilelor din oricare doua cutii numerotate cu numere consecutive difera
prin 1. Cutiile numerotate cu numerele 1,4,7,10,...,100 contin, in total, 301 bile. Care este
numarul maxim de bile din cele 100 de cutii?

Solutie.

Numerele de bile din doua cutii vecine difera prin 1, deci doua cutii vecine pot contine, n
total, cel mult 10 +9 =19 bile. .. ... . 1p



Cutiile (2,3), (5,6), ,..., (98,99) pot contine, in total, cel mult 33 - 19 = 627 bile, deci
numarul total de bile din cele 100 de cutii nu poate depasi 627 + 301 =928. .............. 3p

Exista o modalitate de agezare a 928 bile astfel incat sa fie satisfacute cerintele problemei.
De exemplu, este convenabila urmatoarea modalitate de distributie a bilelor:

91098910]..[91098910] [910910910]..[910910910] (91095

(- S\ /

10 g?upe 6 g;ape

Timp de lucru 2 ore. Se acorda in plus 30 de minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a VI-a

Problema 1. Se considera multimea A a numerelor de patru cifre cel mult
egale cu 2014. Determinati numarul maxim de elemente al unei submultimi a
lui A care contine numai patrate perfecte, oricare doua prime intre ele.

o 1

Problema 2. Un numar natural n > 1 se numeste p-periodic daca —

n

se poate scrie sub forma unei fractii zecimale periodice simple, a carei cea

mai scurta perioada este formata din p cifre. Spre exemplu, numarul 9 este 1-

1
periodic, deoarece g = 0,(1), iar numarul 11 este 2-periodic, intrucat
1
=0, (09).
17 = 0.(09)

a) Determinati numerele naturale p-periodice n care au proprietatea ca

. . . . o1
prima cifra a perioadei numarului — este nenula.
n

b) Determinati cel mai mare numar prim care este 4-periodic.

Problema 3. Pentru un numar natural n spunem ca tripletul de numere
naturale nenule (z,y, z) (nu neaparat distincte) este de tip n daca z+y+z = n.
Notam cu s(n) numarul tripletelor de tip n.

a) Aratati ca nu exista niciun numar natural n pentru care s(n) = 14.

b) Determinati cel mai mic numar natural n pentru care s(n) > 2014.

Problema 4. In triunghiul ABC' consideram punctele M, N € (AB),
P,Q € (BC) i S, R € (AC) astfel incat AM = CR, AN = CS,
IMQB = <RQC si <NPB = <SPC.
Aratati ca daca MQ + QR = NP + PS, atunci triunghiul ABC' este isoscel.

Timp de lucru 2 ore. Se acorda in plus 30 de minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE, CLASA a VI-a

Problema 1.

Se considera multimea A a numerelor de patru cifre cel mult egale cu 2014. Determinati
numarul maxim de elemente al unei submultimi a lui A care contine numai patrate perfecte,
oricare doua prime intre ele.

Solutie. Daca n? € A, atunci n € {32,33,34,...,44} ... . i 3p

Pentru a indeplini conditiile din enunt, dintre elementele patrate perfecte ale lui A, vom
pastra un patrat perfect multiplu de 4, un patrat perfect multiplu de 9, dar nu si de 4, un

patrat perfect multiplu de 25, care nu este multiplu de 4 sau9etc ........................ 3p
Un exemplu poate fi: 322, 332, 352, 372, 412 si 432
Numarul maxim de elemente este 6 ............ .. i 1p

. 1
Problema 2. Un numar natural n > 1 se numeste p-periodic daca — se poate scrie sub
n
forma unei fractii zecimale periodice simple, a carei cea mai scurta perioada este formata din

p cifre. Spre exemplu, numarul 9 este 1-periodic, deoarece g = 0, (1), iar numarul 11 este 2-

periodic, intrucat
1

— =0, (09).

L= 0, (09

a) Determinati numerele naturale p-periodice n care au proprietatea ca prima cifra a pe-

) : 1
rioadel numarului — este nenula.
n

b) Determinati cel mai mare numar prim care este 4-periodic.

Solutie. a) Deoarece % > 11—0, rezulta n < 1051 (n,10) =1 ..o 2p
Inseamnd c& 1 € {3,7,0) oo 1p
b) L =gis unde 1 <m <9998 ... 1p

Deci n-m = 9999 = 32 - 11 - 101
n este numar prim si cel mai mare in conditiile date, rezulta n = 101

Intr-adevar, T = g0 = 0,(0099) ... 3p

Problema 3. Se considera un numar natural n. Spunem ca un triplet de numere naturale
nenule, nu neaparat distincte (z,y, z) este de tip n daca x+y+ 2z = n gi notam cu s(n) numarul
tripletelor de tip n.

a) Aratati ca nu exista niciun numar natural n pentru care s(n) = 14.
b) Determinati cel mai mic numar natural n pentru care s(n) > 2014.

Solutie. a) Trei numere diferite doua cate doua genereaza 6 triplete. Daca numai doua dintre
numerele tripletului sunt egale se pot forma 3 astfel de triplete. Nu se poate forma decat cel
mult un triplet cu toate componentele egale. Rezulta ca numarul tripletelor este de forma 3k
sau 3k + 1, k € N, iar 14 este de forma 3k + 2. In concluzie nu existi numere naturale care si
verifice conditia ... ... 3p
b) Pentru x = 1 rezulta y + z = n — 1 si avem n — 2 triplete.
Pentru z = 2 rezulta y + 2 = n — 2 gi avem n — 3 triplete.



Pentru x =n — 2 rezulta y + z =2 gi avem 1 triplet. ........ ... ... ... ... ..., 2p
Numarul total de triplete este 1 +2+ ... + (n —2) = %
Din conditia (n — 2)(n — 1) > 4030 si n cel mai mic numar natural, rezulta n = 65 ....2p

Problema 4. In triunghiul ABC considerim punctele M, N € (AB), P,Q € (BC) si
S,R € (AC) astfel incat AM = CR, AN = CS, <MQ@QB = <RQC si <NPB = <SPC.
Aratati ca daca MQ + QR = NP + PS, atunci triunghiul ABC' este isoscel.

Solutie.

Fie R’ simetricul punctulul R 1n in_raport cu dreapta BC. Rezulta ca AQRC = AQR'C.

Deducem ca CR’ CR, QC’R’ = QC’R si R’QC RQC’ ................................ 1p
Deoarece R’QC M QB rezultd ca punctele M, ), R’ sunt coliniare, prin urmare M R’ =
MQ+ QR = MQ + QR (1) e 1p

Analog, daca S’ este simetricul punctului S in raport cu dreapta BC, punctele N, P, S’
sunt coliniare i NS’ = NP+ PS"' = NP + PS (2).

Din (1) si (2) rezulta MR = NS’ ..................................................... 2p
Deoarece R’ CQ RCQ PCS rezults ci punctele C, R', S’ sunt coliniare. Prin urmare
S'RRr=SC—-RC=5C—RC=AN —AM = MN ... . i, 1p
AMNS = AS'R'M (L.L.L.) implica NMS' = MS'R, de unde AB | $'C. Inseamni ci
ABC = BCS = @, agsadar AABC este isoscel ............ . i 2p
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CLASA a VII-a

Problema 1. Determinati numerele prime p si g, cu p < ¢, pentru care
are loc egalitatea:

pR2e+1)+q@2p+1)=20p"+7).

Problema 2. In exteriorul pitratului ABCD se construiegte rombul
BCMN, cu unghiul BCM obtuz. Se noteaza cu P punctul de intersectie
a dreptelor BM si AN. Aratati ca DM L CP si ca triunghiul DPM este
dreptunghic isoscel.

Problema 3. Determinati numerele naturale n pentru care are loc ega-

litatea: , ,
17"+ 9™ =237 4+ 3™.

Problema 4. In exteriorul pitratului ABCD se construieste triunghiul
dreptunghic isoscel ABE, cu ipotenuza [AB]. Fie N mijlocul laturii [AD] si
{M} = CENAB, {P} = CNNAB, {F} = PEN MN. Pe dreapta FP
se considera punctul @ astfel incat [CE este bisectoarea unghiului QCB.
Aratati ca MQ L CF.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a VII-a

SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE

Problema 1. Determinati numerele prime p si ¢, cu p < ¢, pentru care
are loc egalitatea:

p(2e+1)+q@p+1)=2(*+).

Solutia 1. Egalitatea se scrie sub forma p+¢ =2 (p — q)2 . (%) . 2p

Ca urmare, numerele p si ¢ sunt impare distincte. Pentru p > 5, numerele
p si ¢ dau restul 1 sau 2 la impartirea cu 3. Vom arata ca in acest caz
egalitatea (x) nu poate avea loc.

Daca p si ¢ dau acelasi rest la impartirea cu 3, atunci 3 | 2 (p — q)2 i

3 [p+ q, contradictie ... 2p
Daca p si ¢ dau resturi diferite la impartirea cu 3, atunci 3 f2 (p — q)2 si
3| p+ ¢, din nou contradictie ........... . .l 2p
Pentrup=3,rezulta q =5 ... .. 1p

Solutia 2. Ca mai inainte, p+q=2(p — q)2 , cup < qimpare ... 2p
Notand d = ¢ — p, rezulta d + 2p = 2d?, adici 2p = d (2d — 1). Atunci

2]d,decid=2k, ke N, deundep=k(dk—1)siq=k(4dk+1) .... 4p
Numerele p si ¢ sunt prime atunci si numai atunci cand k£ = 1, de unde
FE T B 5 1p

Problema 2. In exteriorul patratului ABCD se construiegte rombul
BCMN. Se noteaza cu P punctul de intersectie a dreptelor BM si AN.
Arétati ca DM 1 CP si ca triunghiul DPM este dreptunghic isoscel.

Solutie.



M

D C
N
£
A B
___Triunghiurile CDM i CBM sunt isoscele, deci CMD = CDM si
CMB =CBM ..o 1p

Calculand suma masurilor unghiurilor triunghiului M BD, avem:

180° = m(DMB)+m(BDM) +m(DBM) =
= m(DMB) + 45° + m(CDM) + 45° + m(CBM) = 90° + 2m(DMB),

de unde m(D/]@) = ADC 2p
Deoarece ADM N este paralelogram, avem DM || AN, de unde rezulta
MMPN) = m(DMB) = 45° ...\ 1p

Intrucat P se afli pe mediatoarea segmentului [C'N], rezulta MPN =

]@, deci m(@) =90°, adica CP | AN, deunde CP | DM .... 1p
Deoarece triunghiul C DM este isoscel, rezulta ca perpendiculara din C'
pe DM, adica dreapta C P, este mediatoarea segmentului [DM] . Ca urmare,

triunghiul DPM este isoscel de baza [DM]. Cum m(D/.M\P) = 45°, rezulta
ca M(DPM) =90% ... 2p

Problema 3. Determinati numerele naturale n pentru care are loc

egalitatea: , ,
17" +9" =23" 4+ 3".

Solutia 1. Se observa can =0gin =1 sunt solutii .............. 1p



Pentru n > 2, avem n? > 2n, de unde rezulta ci

ot — 3" =g (37— 1) P (3P - 1) =819 ap
Deoarece 81" — 9™ > 23™ — 17", ecuatia nu are solutiin >2 ....... 2p
Solutia 2. Se observa can=0si n =1 sunt solutii .............. 1p

Pentru n > 2, scriind ecuatia sub forma 23" — 17" = g’ — 3”2, rezulta
A = B, unde

A=23""1 4172371 41722372 4 417223 4 17

B=9"-14on’=2.349n"-3.32 4 49.3n°"24 301 2p

Suma A contine n termeni, deci A < n -23"~!, iar suma B contine n?
termeni, deci B > n? - 3n?-1

Deoarece n? —1 = (n+1)(n—1) > 3(n—1), pentru orice n > 2,
rezulta ca

B>n?.3"1 > 2330010 = 2 gyl 5 g iogn-l o g
deci ecuatia nu are solutii naturale n > 2 ............ ... ... 2p

Problema 4. In exteriorul patratului ABC'D se construieste triunghiul
dreptunghic isoscel ABE, cu ipotenuza [AB]. Fie N mijlocul laturii [AD]
si{M}=CENAB,{P} =CNNAB, {F} = PENMN. Pe dreapta F'P
se considera punctul @ astfel incat [CE este bisectoarea unghiului QCB.
Aratati ca M@ L CF.

D '

P

Solutie. AAPE = ABCE (L.U.L.), de unde CE = PE si BEC =
AEP. Cum m(B/E\C)#—m(A/E\C) = 90°, rezulta m(@)—km(A/E\P) =90°,
adica m(C/E\P) =90° (1). Obtinem ca triunghiul EC'P este dreptunghic si
isoscel, adica m(@) =45% (2) 2p



De asemenea, ACEQ = APEM (C.U.), adica EQ = EM, deci AEMQ
este dreptunghic si isoscel. Obtinem m(EQM) = 45° = m(EPC), de unde

rezultd c& MQ || CP (3) <o 1p

Aplicand teorema lui Menelaus in triunghiul CPE cu transversala N F'
CN FP ME . 1

avem NP FE MC L e e e P

Notand cu R piciorul perpendicularei din F pe AB, atunci ACBM ~
ANFERM, d de obti ME _EBR 1 1

e eobtinem —— = —— = — ... i
, un tinem VC BC 5 P

Deoarece NP = C'N, rezulta % = 2, deci PE = EF, si conform (1),
CFE este inaltime si meﬁ@n\é in triunghiul CF P, adica acesta este isoscel.
Folosind (2), rezulta m(FCP) = 90°, adica CP L C'F, de unde, tinand cont
de (3), obtinem MQ L CF ... e 2p
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CLASA a VIII-a

Problema 1. Fie a,b,c € (0,00). Demonstrati inegalitatea:

a—/be L b=V . c—ab
a+2(b+c) b+2(c+a) c+2(a+b)

> 0.

Problema 2. Fie ABCDA'B'C'D’ un cub cu latura AB = a. Con-
sideram punctele £ € (AB) §i F € (BC) astfel incat AE + CF = EF.

a) Determinati masura unghiului format de planele (D'DE) si (D'DF).

b) Calculati distanta de la D’ la dreapta E'F.

Problema 3. Se considera multimea A = {n,n + 1,n + 2, ...,2n}, unde
n > 4 este un numar natural. Determinati cea mai mica valoare a lui n
pentru care A contine cinci elemente a < b < ¢ < d < e astfel incat

Problema 4. a) Demonstrati ca suprafata unui patrat de latura 2 nu se
poate acoperi cu trei discuri de raza 1.

b) Demonstrati ca folosind trei discuri de raza 1 se poate acoperi mai
mult de 99,75% din suprafata unui patrat de latura 2.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a VIII-a
SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE

Problema 1. Fie a,b, ¢ € (0,00). Demonstrati inegalitatea:

a—/be b—\/ca ¢ —ab

> 0.
a—|—2(b+c)+b+2(c+a)+c+2(a+b) 20

b
Solutie. Din inegalitatea mediilor avem v/be < _5 deci

a — /b a—bi; 20 —b—c

> =
a+2(b+c) “a+2(b+c) 2(a+2b+ 20
Atunci membrul stang al inegalitatii din enunt, este mai mare sau egal cu
20 —b—c n 2b—c—a n 2c—a—> not
2(a+2b+2c) 2(2a+b+2c) 2(2a+2b+c)
Notand a + 2b + 2¢ = 5z, 2a + b+ 2¢ = 5y si 2a + 2b + ¢ = 5z, obtinem
a=—3r+2y+2z b=2x—3y+2zs c=2x+ 2y — 3z. Atunci

2a —b—c —10z+5y+52 1 /y =z
- — - (— + 2 2) ............... 3p
2(a+2b+ 2c) 10z 2\z =z
Scriind relatiile analoage si sumand avem:
1 z 1z =z 1/
s = s(E+2-2) 4 (Z4i-2)+5(5+L-2)=
2\x «x 2\y vy 2\z =z
1
_ _[(f+a)+(f+z>+(z+a)_6}zo,
2 \y = z x Yy oz
ceea ce conduce la concluzia problemei ........ ... ... ... oL 2p

Problema 2. Fie ABCDA'B'C'D’ un cub cu muchia AB = a. Con-
sideram punctele £ € (AB) si F € (BC) astfel incat AE + CF = EF.



a) Determinati masura unghiului format de planele (D'DE) si (D'DF).
b) Calculati distanta de la D’ la dreapta EF.

Solutie. a) Segmentul [BA] il prelungim cu segmentul [AH] = [FC].
Atunci ADAH = ADCF (C.C.), de unde HDA = FDC, deci m (ﬁpF) -
90°.

Apoi, [DH| = [DF], de unde ADHE = ADFE (L.LL.) si de aici

m(FDE) =m(HDE) = 45° ... . 3p
Deoarece FD 1 DD" i ED 1 DD’ rezulta m((D'DE),(D'DF)) =
MUFDE) = 45° o oo oo 1p

b) Notam cu P proiectia punctului D pe dreapta FF. Conform teoremei
celor trei perpendiculare obtinem D'P L EF, deci d(D',EF)=D'P .. 1p
Din congruenta ADHE = ADFFE, obtinem DP=AD=a ........ 1p
Teorema lui Pitagora ne conduce la D'P = a2 1p

Problema 3. Se considera multimea A = {n,n + 1,n + 2, ...,2n}, unde
n > 4 este un numar natural. Determinati cea mai mica valoare a lui n
pentru care A contine cinci elemente a < b < ¢ < d < e astfel incat

a b ¢
c d e
. . . ..a b ¢ p _
Solutie. Fie p, ¢ € N*, (p, q¢) = 1 astfel incat — = J=o= Evident
c e q
p < q. Cum numerele a, b si ¢ se divid cu p, iar numerele ¢, d si e se divid
cu q, rezulta ca exista m € N* astfel incat c=mpq .................... 1p

Deoarece e — a < 2n — n = n, iar n trebuie sa fie minim, trebuie ca
numerele a, b si ¢ sa fie multipli consecutivi ai lui p, iar ¢, d si e sa fie multipli
consecutivi ai lui ¢. Prin urmare, a = mpq —2psie=mpqg+2q ....... 1p

Deoarece n < a < e < 2n < 2a, rezulta 2a > e, adica 2mpq — 4p >
mpq + 2q, sau mpq > 4p + 2q. ()

c mpq

p . .
Cum - = ————— ==, obtinem m (¢ — p) =2, decim € {1,2} ... 1
e " mat2a o™ (¢ —p) {1,2} P

Dacd m = 1, atunci ¢ — p = 2, deci ¢ = p + 2. Inlocuind in (%) obtinem:
(p—2)2 > 8, deunde p > 5. Pentrup=5siq =7, avem a = 25, b = 30,
c=35d=42, ¢ =49 gi, deoarece n < a < e < 2n, rezultan =25 ..... 2p

Dacam =2, atuncig—p=1,decig=p+ 1. Inlocuind in (%) obtinem:
(p—1)> > 2, de unde p > 3. Pentru p = 3 5i ¢ = 4, avem a = 18, b = 21,



c=24,d=28,e=230si, deoarece n < a < e < 2n, rezultan € {16,17,18 }.
Prin urmare, np,im = 16 .o 2p

Problema 4. a) Demonstrati ca suprafata unui patrat de latura 2 nu se
poate acoperi cu trei discuri de raza 1.

b) Demonstrati ca folosind trei discuri de raza 1 se poate acoperi mai
mult de 99,75% din suprafata unui patrat de latura 2.

Solutie. Fie ABC'D un patrat de latura 2 i S, Sy si S5 trei discuri de
raza 1.

a) Presupunem prin reducere la absurd ca S7, Sy §i S3 acopera suprafata
patratului. Deoarece latura patratului este egala cu diametrul unui disc, este
necesar ca doua varfuri alaturate ale patratului, fie acestea A si B, sa fie
acoperite de un acelasi disc S7, adica [AB] este diametrul lui Sy ....... 1p

Fie M € (AD). Cum MC > 2, atunci M si C sunt in discuri diferite.
Putem presupune C' € Sy si (AD) C C5. Analog D € S5 si (BC) C Cs.
Atunci (BC| C S, si (AD] C Ss.

Fie acum P € (BC), N € (AD) astfel incat CP = DN = 1,8. Fie @
mijlocul lui [CD]. Atunci PQ > 2, deci @ ¢ S;. Analog QN > 2, deci
Q ¢ S3. Cum, evident @) ¢ S}, obtinem o contradictie ................. 3p

b) Fie M € (AC) astfel incat AM = 2. Notam cu P si R proiectiile lui
M pe AB si AD. Fie T € BC astfel incat ca PT' = 2 i U € DC astfel
ca RU = 2. Consideram discurile de diametre AM, PT si RU. Suprafata
neacoperita de acestea este inclusa in interiorul patratului format cu punctele
C,U, X i T unde X € (MC).

Este suficient sa aratam ca Acyxr < 0,25% - Aascp, ceea ce este echiva-

1
lent cu CT < %BC’:O,lsau BT >1,9.
Avem AP = /2, BP=2— /2, BT =4— (2—2)" =4v2 -2,

Relatia de demonstrat BT > 1,9 revine la 4v/2 — 2 > 1,9? < 42 >
5,61 < /2 > 1,4025, ceea ce este adeVArat ..........oooeiiiiiiiil 3p
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CLASA a IX-a

Problema 1. Fie n un numar natural. Sa se afle numerele intregi x, y, 2
cu proprietatea
Pyl =2"rty+2).

Problema 2. Fie ¢ un numar natural impar care nu este patrat perfect.
Sa se arate ca daca m i n sunt numere naturale nenule, atunci

a) {m(a++/a)} #{n(a—va)};

b) [m (a + Va)|] # [n(a — va)].

Prin {x} gi [x] s-a notat partea fractionara respectiv partea intreagd a
numarulut real x.

Problema 3. Fie P si () mijloacele diagonalelor BD si AC' ale patru-
laterului ABCD. Se considera punctele M € (BC), N € (CD), R € (PQ)
si S € (AC) astfel incat

BM DN PR AS

MC ~ NC RQ SC =

Sa se arate ca centrul de greutate al triunghiului AMN este situat pe
segmentul [RS].

Problema 4. Fie ABC'D un patrulater inscris in cercul de diametru AC.
Se stie ca exista punctele E € (CD) si F € (BC) astfel incat dreapta AFE e
perpendiculara pe DF, iar AF e perpendiculara pe BE.

Sa se arate ca AB = AD.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE
CLASA a IX-a

Problema 1. Fie n un numér natural. Sa se afle numerele intregi z, y, z cu
proprietatea
P2yt =2" 4y +2).

Solutie. Daca n = 0, folosind inegalititile evidente 22 > z si analoagele,
deducem ca ,y,2 € {0, 1} ..ot 1 punct

Daca n > 1, atunci 2 divide 22 + 3% + 22, deci ori cele trei numere sunt
pare, ori unul e par gi doua impare. In acest ultim caz, luand, de exemplu,
r=2x1+1,y=2y; +1, 2 =221, obtinem

d(@f+a+yi+y+2]) +2=4(1+y1 +21 + 1),

CONtradiCtie. ..o 2 puncte
Ramaéne cazul in care z,y, z sunt pare. Pentru x = 2z, y = 2y1, 2 = 221,
obtinem
2 2 2 _ on—1
v +yr +24=2""" (z1+y1 +2),

deci, dacin =1, 2,9,z € {0,2} ..ot 2 puncte
Pentru n > 1, repetand rationamentul, deducem ca daca x = 2"z, y =
2" Y, 2 = 2" 2,, atunci x,, Yp, 2, € Z si

de unde x,, yn, 2, € {0,1}, deci x, y, z € {0,2"} . ...l 2 puncte

Problema 2. Fie a un numar natural impar care nu este patrat perfect.
Sa se arate ca daca m gi n sunt numere naturale nenule, atunci

8) {m(a+/a@)} # {n(a—a)};

b) [m (a+ a)] # [n(a — Va)].

Solutie. a) Cum ma, na sunt numere naturale, egalitatea ar atrage {m+/a} =
{0 1 punct

Doua numere au aceeagi parte fractionara doar daca diferenta lor este numar
intreg, de unde (m +n)y/a €Z,absurd................ciiii 1 punct

b) Din nou prin absurd, fie N natural nenul pentru care exista m,n diferite
nenule cu N = [m(a + v/a] = [n(a — /a]. Prin urmare

N <m(a++a)<N+1, N<n(a—+a)<N-+1

iar inegalitatile sunt stricte caci termenii din centru sunt irationali.... 1 punct
Inegalitatile se rescriu

N N+1 N N+1
<n<

— < < R R
a++a " a++a a—+/a a—+/a

de unde prin adunare

..................................................................... 2 puncte
De aici, N < %(m +mn) < N+ 1, in contradictie cu faptul ¢4 numarul din
mijloc este natural (@ impar) ........ ... 2 puncte

Observatie. Problema poate fi considerata ca parte din teorema Beatty
care afirma ca multimile de tipul [na] si [nb] determind o partitie a lui N daca
i numai daci a gi b sunt irationale i 1/a +1/b = 1.



Problema 3. Fie P si (Q mijloacele diagonalelor BD si AC ale patrulaterului
ABCD. Se considera punctele M € (BC), N € (CD), R (PQ) si S € (AC)

astfel Incat
BM _DN _PR_AS _
MC NC RQ SC
Sa se arate ca centrul de greutate al triunghiului AM N este situat pe seg-
mentul [RS].

Solutie. Fie G centrul de greutate al triunghiului AMN. Avem

 GP+kGQ GB+GD+k (GA+GO)

GR = 1+k 2(1+k)
si o
— GA+EGC
GS= ———
1+k
..................................................................... 2 puncte
Pe de alta parte,
- —— —— ——— GB+kGC GD+kGC
0—GA+GM+GN = GA 4 GBHFGC  GD + RGO
1+k 1+k
...................................................................... 1 punct
de unde deducem
(1+k)GA+GB+2kGC +GD =0,
de unde rezulta imediat -
GS+2GR =0,
agdar punctele G, R gi S sunt coliniare. ...................coiiia.... 4 puncte

Problema 4. Fie ABCD un patrulater inscris in cercul de diametru AC.
Se stie cd existd punctele E € (CD) si F' € (BC) astfel incat dreapta AE e
perpendiculara pe DF, iar AF e perpendiculard pe BE.

Sa se arate ca AB = AD.

Solutie.
Din conditiile de perpendicularitate avem

AE-DF =0 AE - (AF — AD) =0,
AF -BE = 0« AF - (AE - AB) = 0,

...................................................................... 1 punct
de unde
AE - AF = AE - AD,
AE - AF = AF - AB,
deci
AE-AD = AF - AB
..................................................................... 2 puncte



Echivalent, putem scrie
(AD + DE) - AD = (4B + BF) - AB  AD? + AD - DE = AB? + AB - BF.

.................................................................. 2 puncte
Dar ZADE = ZABF = 90°, deci

AD-DE = AB-BF =0,

asadar AB = AD. ... 2 puncte
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CLASA a X-a

Problema 1. Fie n un numar natural nenul. Pentru fiecare numar

natural k notam cu a(k,n) numarul divizorilor naturali d ai lui k astfel incat

n2

k < d? <n? Si se calculeze Za(k,n).
k=1

Problema 2. Consideram functia f : N* — N* cu proprietatile:
a) f(1) =1,
b) f(p) =1+ f(p — 1) pentru orice numar prim p,

c) f(pip2---pa) = f(p1) + f(p2) +- -+ + f(py) pentru orice numere prime,
nu neaparat distincte.

Si se arate ca 2/ < p? < 3/ pentru orice numar natural n, n > 2.

Problema 3. Fie n un numar natural nenul si A = {1,2,...,n}. Sa
se determine numarul functiilor crescatoare f : A — A cu proprietatea ca
£(2) = f(3)] < | — y| pentru orice z, y € A

Problema 4. Fie n un numar intreg, n > 2, si fie numerele complexe ay,
ai, as, ...,a, cu a, # 0. Sa se arate ca sunt echivalente afirmatiile:

P. |a,2"+a,_ 12" '+ - -+a12+ao| < |a,+ag| pentru orice numéar complex
z de modul 1,

Q ay=ay=--=ay,1=05sia/a, €0,00).

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a X-a

Problema 1. Fie n un numar natural nenul. Pentru fiecare numar

natural k notam cu a(k,n) numarul divizorilor naturali d ai lui k astfel incat
2

k < d? < n? Si se calculeze Za(k;,n).

k=1
Solutie. 'Pentru 1 < k < n?, fie A(k,n) multimea divizorilor naturali d
ai lui k astfel incat k < d* < n% Un numir natural d € {1,2,...,n} apartine

multimilor

A(d,n), A(2d,n), ..., A(d* n)

sl numai acestora.

.............................................................. 3 puncte
77/2 n2
Prin urmare, contributia fiecarui d in suma Za(k‘,n) = Z |A(k,n)|
k=1 k=1
estel+1+---+1=d.
d ori
.............................................................. 2 puncte
TL2 n
Agadar Za(k,n) =Y d=n(n+1)/2
k=1 d=1
.............................................................. 2 puncte
Problema 2. Consideram functia f : N* — N* cu proprietatile:
a) f(1) =1,

b) f(p) =1+ f(p— 1) pentru orice numar prim p,

c) f(pipe--pn) = f(p1)+ f(p2) + -+ f(pn) pentru orice numere prime,
nu neaparat distincte.

Si se arate ca 2/ < p? < 3/ pentru orice numar natural n, n > 2.

Solutie. Cum 2 este numar prim, avem f(2) = 1+ f(1) = 2, de unde
2?2 < 23 < 3%, Vom demonstra dubla inegalitate 3logsn < f(n) < 3logy,n
prin inductie dupa n.

!Cerinta este echivalentd cu dubla numairare a cardinalului multimii S(n) = {(k,d) |
d|kk<d®><n?1<k<n?}.



Fie n un numar natural, n > 3, si fie n = p1ps - - - pr descompunerea sa in
factori primi, nu neaparat distincti.

............................................................... 1 punct

Daca n nu este prim, i.e. k > 2, din ipoteza de inductie avem f(n) =

Fu) + f(pa) + -+ fpr) = 355 logsp; = 3loggn si

............................................................... 1 punct
Daca n este prim, i.e. k = 1, atunci n — 1 este numar par si f(n) =
L+ fln—1) =1+ f(255) =1+ f(2) + f("77) =3+ f(*7).

............................................................... 1 punct
Atunci f(n) =3+ f(%51) <3+ 3log, 251 = 3logy(n — 1) < 3log,n
............................................................... 1 punct
si f(n) =3+ f(%5+%) > 3+ 3logy 5+ = 310&@ > 3log, n.
.............................................................. 1 punct
Problema 3. Fie n un numar natural nenul si A = {1,2,...,n}. Sa

se determine numarul functiilor crescatoare f : A — A cu proprietatea ca
|f(z) = f(y)| < |z —y| pentru orice z, y € A.

not

Solutie. Observam ca f(k+1)— f(k) = ar € {0,1}, k=1,2,...,n—1.

............................................................... 1 punct

Mai mult, daca a; € {0, 1}, atunci |f(z) — f(y)| < |z — y| pentru orice z,
ye A ?

............................................................... 1 punct

Fixand f(0) =asi f(n) =b, avem b —a = a; + - - - + a,_1, deci numarul
functiilor f cu proprietatea ceruta este egal cu numarul de alegeri a b — a
termeni egali cu 1 in suma a; + - - - + a,_1, adica n(a,b) = C°~%.

.............................................................. 2 puncte
Prin urmare, numarul functiilor este Z n(a,b) = Z Cchs =
0<a<b<n 0<a<b<n
n—1
(n—k)Cp_,.
k=0
.............................................................. 2 puncte

In total sunt Zz;é nC’,lf_l - ZZ;% k’cﬁq =n2"" — Z;ll(” - 1)Ok:5 =
non—1 _ (n — 1)2n—2 =(n+ 1)2"‘2 functii.

Problema 4. Fie n un numar intreg, n > 2, si fie numerele complexe aq,
ai, as,...,a, cu a, # 0. Sa se arate ca sunt echivalente afirmatiile:

2Prin urmare, o functie f cu proprietitie cerute este complet determinati de n—uplul
(f(0),a1,az2,...,an_1) € Ax{0,1}x---x{0,1} ce respecta conditia f(0)+ai;+- - -+a,_1 <
n.



P. |a,2"+a, 12" 4 - -+a12+ag| < |a,+ag| pentru orice numéar complex
z de modul 1,

Q ag=ay=--=a,1=0sia/a, €0,00).
Solutie. Q.=P. Daci a; = ay = --- = a,_1 = 0 i ap/a, € [0,00),
atunci |a, 2" + ap_12""' + - 4+ a1z + ag| = |anz2" + ao| < |anz"| + |ag| =
|an| + |ao] = |an + agl, pentru orice numar complex z de modul 1.

P.—Q. Fie g(2) = a, 12" '+ -+ a1z, 2 € C 5i w = ag + a,. Pentru
fiecare ¢ € U, = {2z € C | 2" = 1} avem |a, + g(&) + ao| < |a, + ao|, adica
w + g(e)] < |w| sau [g(e)[* + wg(e) + wg(e) < 0.

de unde, prin sumare, Y . [g(€)]* + wg(e) + wy(e) = .oy |9(e)]* <
0, ceea ce implica g(e) = 0, oricare ar fi ¢ € U,. De aici obtinem a;, =

LS o g(e)/eh =0, k=1,2....n—1.

Obtinem |a,2™ + ag| < |a, + ao| pentru orice numar complex z de modul
1. Notand ¢ = ap/a, si t = 2", avem |t + ¢| < |1 + ¢| pentru orice numar
complex ¢t de modul 1. Fie P, M, A punctele din planul complex de afixe
t, —c, respectiv 1. Atunci PM < MA, oricare ar fi P pe cercul unitate,
prin urmare cercul de centru M si raza M A contine cercul unitate. Cum
cele doua cercuri au punctul comun A, deducem ca sunt tangente in A, deci
M si O sunt coliniare cu A si MA > OA = 1. Deducem ca —c < 0, deci
c € 0,00).



Societatea de Stiinte Ministerul Educatiei Nationale

Matematice din Romania

. | MINISTERUL
\&8/ ~EDUCATIEI
s | NATIONALE

S SIBIU
100 2014

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Nationala, Sibiu, 8 aprilie 2014

CLASA a XI-a

Problema 1. Daca n este un numar natural, iterata de ordin n a unei
functii f: R — R este functia

fr=foof,
—_—

n

unde f° este identitatea. Determinati functiile continue f: R — R, care
indeplinesc simultan urmatoarele doua conditii:

(a) Functia f° + f! este crescitoare; si

(b) Existd un numar natural nenul m, astfel incat functia fO+--- + f™ este
descrescatoare.

Problema 2. Determinati functiile derivabile f: R — R, care indeplinesc
conditia fo f = f.

Problema 3. Fie n un numar natural nenul si A, B doua matrice din
M., (C), astfel incat A% + B? = 2AB. Aratati ca:
(a) Matricea AB — BA este singulara; si

(b) Daca rangul matricei A — B este 1, atunci matricele A gi B comuta.

Problema 4. Fie A o matrice inversabila din M, (R), astfel incat tr A =
tr A* # 0, unde A* este adjuncta matricei A. Aratati ca matricea A% + I4

este singulara daca si numai daca exista o matrice nenula B in M, (R), astfel
incat AB = —BA.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



Clasa a XI-a — Solutii si barem orientativ

Problema 1. Daca n este un numar natural, iterata de ordin n a unei functii f: R — R este
functia
fr=fo-of,
—
n

unde fO este identitatea. Determinati functiile continue f: R — R, care indeplinesc simultan
urmatoarele doua conditii:

(a) Functia fO + f! este crescitoare; si

(b) Existd un numéar natural nenul m, astfel incat functia O + .- + f™ este descrescitoare.

Solutie. Functiile cerute sunt de forma f(z) = —x + ¢, unde ¢ este o constanta reald. Aceste
functii verifica in mod evident conditiile din enunt,.

Aratam mai inti ca f este injectiva. Fie z i y doua numere reale, astfel incat f(z) = f(y),
sifieg,=f0+ -+ fneN Intrucét g1 este crescatoare, g, este descrescatoare, iar

91(2)=91(y) = =y = gm(x) — gm(y), rezultd c& (x—y)* = (91(2) —91(y)) (gm(2) —gm(y)) <O,
deci x = y.

Intrucat f este injectivii si continui (proprietatea valorii intermediare (Darboux) este su-
ficienta), f este strict monotons, deci toate iteratele sale de ordin par, f2¥ sunt strict
crescatoare.

Functia ¢g; fiind crescatoare, din paragraful precedent si relatia

Zfo_l gio f2* + f* daci n este par,

gn =

(12 o ok

=0 daca n este impar,

rezulta ca g, este strict crescatoare, daca n este par, si crescatoare, daca n este impar.

Functia g,, fiind descrescatoare, rezulta ca m este impar si g,, constanta. In fine, g1 fiind
crescatoare si toate iteratele de ordin par ale lui f fiind (strict) crescatoare, deducem ca ¢;
este constanta, de unde rezulta concluzia.

Problema 2. Determinati functiile derivabile f: R — R, care indeplinesc conditia fo f = f.

Solutie. Functiile cerute sunt functiile constante si identitatea, functii care verifica in mod
evident conditiile din enunt.

Intrucat f este continuii, imaginea sa, {f(z): = € R}, este un interval I C R. Dac# I este
un singleton, atunci f este constanta.

Daca I este nedegenerat, fie a = inf I < sup I = b, unde a,b € R. Din conditia din enunt
rezulta ca restrictia lui f la intervalul deschis (a,b) este identitatea:

flz)=2z, a<z<b. (1)



Vom arata cd a = —oo §i b = +o0, i.e., I = R si f este identitatea. Sa presupunem ca a
este real. Continuitatea lui f in a si (1) implica f(a) = a, deci
/ el _ . f(x)*f(a)_ : x*a_
f (a) o fd(a) o xJéfI%>a xr—a B ac%ltlzgrl>a €T —aQ B 1 (2)

Pe de alta parte, f are un minimum in a, deoarece f(a) = a = inf I = inf {f(z): x € R},
deci, conform teoremei lui Fermat, f/'(a) = 0, in contradictie cu (2). Prin urmare, a = —oo.
In mod analog, b = +o0.

Problema 3. Fie n un numar natural nenul si A, B doua matrice din M,,(C), astfel incat
A? + B? = 2AB. Aratati ci:
(a) Matricea AB — BA este singular; si

(b) Daca rangul matricei A — B este 1, atunci matricele A si B comuta.

Solutie. (a) Relatia din enunt este echivalenta cu fiecare dintre urmatoarele doua relatii:
(A—B)?> = AB — BA, (1)

A(A-B) = (A- B)B. (2)

S& presupunem ca matricea AB— BA este nesingulara. Conform (1), si A— B este nesingulara,
deci B = (A — B)"'A(A — B), conform (2). Asadar, A— B = A — (A— B)"'A(A - B), de
unde, I, = A(A— B)~! — (A — B)"!A. Trecand la urmi, obtinem o contradictie: n = trI,, =
tr (A(A— B)~! — (A— B)~'A) = 0. Prin urmare, matricea AB — BA este singulard; in plus,
din relatia (1) rezulta ca si matricea A — B este singularé.

(b) Reamintim ci, daci X este o matrice de rang 1 din M, (C), atunci X% = (tr X) X —
aceasta rezulta din faptul ca fiecare linie a lui X este proportionala cu o linie nenula a lui X.
Conform relatiei (1) si rezultatului amintit mai sus,

AB - BA=(A-DB)>= (tr(A— B))(A - B),

deci 0 = tr (AB — BA) = (tr (A — B))?, i.e., tr (A — B) = 0. Prin urmare, AB — BA = O,,
i.e., AB = BA.

Problema 4. Fie A o matrice inversabild din My (R), astfel incat tr A = tr A* # 0, unde
A* este adjuncta matricei A. Aratati c matricea A% + I este singulari daci si numai daci
existd o matrice nenuld B in My(R), astfel incat AB = —BA.

Solutie. Aratam mai intai ca, daci A este o matrice din M,,(R), astfel incat A% + I,, este
singulara, atunci exista o matrice nenula B in M, (R), astfel incat AB = —BA.

Intrucat A2+1,, este singulara, i este o valoare proprie a lui A, iar —i este o valoare proprie
a transpusei A7. Exista deci doi vectori nenuli x si y in M, 1(C), astfel incat Ax = ix si
ATy = —iy. Intrucit x si y sunt nenuli, B = xy” este o matrice nenuli din M, (C).



Matricele A si B anticomuta:
AB = Axy” = ixy” = —x(-iy)" = —x(4"y)" = —xy" A = —BA.

Trecand la conjugate si tinand cont de faptul ca A este in M,,(R), rezulta ca si conjugata
B alui B anticomuts cu A. Deci orice combinatie liniara cu coeficienti complecsi a matricelor
B si B anticomut# cu A. Prin urmare, B sau i(B — B) este o matrice nenula din M,,(R), care
anticomutd cu A. In particular, am demonstrat una dintre implicatiile problemei.

Aratam acum ca, in conditiile din enunt, este adevarata si reciproca. Fie B o matrice
nenula din My(R), care anticomuta cu A. Atunci

A*B = (-1)*BA*, keN. (%)
Consideram polinomul caracteristic f al matricei A,
=M= (tr AN +ar? — (tr AN +det A = 2 — (tr A)A3 + a)X? — (tr A)X + det A,

unde a este un numar real; cea de a doua expresie a lui f rezulta din ipoteza tr A = tr A*.
Conform teoremei Hamilton-Cayley, f(A) = O4. Tinand cont de (x), obtinem succesiv:

Oy = f(A)B = B (A* + (tr A) A% + aA? + (tr A)A + (det A) L)
= B (f(A) +2(tr A)(A? + I1)A) = 2(tr A)B(A? + 1) A.

Intrucat tr A # 0, iar A este inversabilg, rezultd ci B (A2 + 1) = O4. Matricea B fiind nenula,
conchidem c# A? + I este singulars.
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CLASA a XII-a

Problema 1. Fie (A, +,-) un inel. Pentru fiecare a € A definim functiile
Sq: A= Asgid,: A— Aprin s,(x) = az, d,(x) = xa, oricare ar fi z € A.

a) Sa se arate ca, daca A este multime finita, atunci s, este injectiva daca
si numai daca d, este injectiva.

b) Dati exemplu de inel care contine un element a pentru care exact una
dintre functiile s, si d, este injectiva.

Problema 2. Fie I, J doua intervale, fie ¢ : J — R o functie continua
care nu se anuleaza 1n niciun punct din J si fie f,g : I — J doua functii
derivabile astfel incat f' = po fsig =¢pog.

Sa se arate ca, daca exista xo € I astfel incat f(zo) = g(x), atunci
functiile f si ¢ coincid.

Problema 3. Fie f : [1,4+00) — (0,+00) o functie continua, avand
proprietatile:
f(z)

are limita la +o0;

(i) functia g : [1,400) — (0, +00) data de g(z) =

(i) functia h : [1, +00) — (0, +00) data de h(x / f(t) dt are limita
finita la 4-o00.
a) Sa se arate ca hrf g(x) =0.

b) Sa se arate ca lim —/ fA(t)dt = 0.

r—>+00 {L‘2

Problema 4. Fie (G, -) un grup finit cu elementul neutru notat e. Pre-
supunem ca exista a € G\{e} §i un numar natural prim p cu proprietatea
2Pt = a~'za, oricare ar fi x € G.

a) Sa se arate cd existd k € N* astfel incat ord(G) = p*.

b) Sa se arate ca multimea {x € G | 2P = e} este un subgrup H al lui G

si (ord(H))? > ord(G).

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE, CLASA a XII-a

Problema 1. Fie (A, +,-) un inel. Pentru a € A definim functiile s, : A - Agid, : A— A
prin sq(x) = ax, d,(x) = za, oricare ar fi z € A.

a) Presupunem ca A este multime finitd. S& se arate ca: pentru orice a € A, s, este injectiva
daca si numai daca d, este injectiva.

b) Dati exemplu de inel care contine un element a pentru care exact una dintre functiile s,
si d, este injectiva.

Solutie. a) Sa presupunem ci s, este injectiva. Deoarece A este finita s, este bijectiva, deci

existad b € A astfel INCAt ab = 1. ... o 3p
Astfel, dacd d,(z) = du(y), atunci (z — y)a = 0, de unde (z — y)ab = 0, adicd z —y = 0,
ceea ce demonstreaza injectivitatea functiei dg ... 2p

Implicatia inversa se demonstreaza asemanator.

b) Pentru un exemplu putem considera multimea S = {(z,,)nen | T, € R} si inelul functiilor
aditive f : § — S, cu operatiile de adunare si compunere a functiilor. Ca element a se poate
lua functia datd prin a ((z,)n) = (Zn41)n. Deoarece a este surjectiva, d, este injectivd; pe de
alta parte, s, nu este Injectiva. ... 2p

Problema 2. Fie I, J doua intervale, fie ¢ : J — R o functie continué care nu se anuleaza
in niciun punct din J i fie f,g : I — J doud functii derivabile astfel incat [/ = po f gi g’ = pog.
Sa se arate cd, daca existd x¢ € I astfel incat f(xzg) = g(xo), atunci functiile f si g coincid.

Solutie. Deoarece  nu se anuleaza si este continua, functia — este corect definita si are o
2

Primitiva F o J — R o 1p
Ipoteza devine (F o f)(x) = 1, Vo € I, deci existd a € R astfel incdt F(f(z)) = = + a,
Vx € I, analog existd b € R astfel incat F(g(z)) =ax+b, Ve €l ..., 2p
Deducem xg + a = F(f(z0)) = F(g(xo)) = xo + b, deci a = b. Rezultd F(f(z)) = F(g(x)),
R o 2p
Pe de alta parte, din F'(z) # 0, Vo € J rezultd cd F’ are semn constant pe J, deci este
strict monotond. Astfel F' este injectiva, iar din (*) reiese f=¢g......ccoiviiiiiii i, 2p

Problema 3. Fie f: [1,+00) — (0,400) o functie continua, avand proprietatile:

(i) functia g : [1,4+00) — (0, +00) data de g(z) = @

are limita la 4o0;
1 x
(ii) functia h : [1,400) — (0,+00) datd de h(z) = ;/ f(t) dt are limita finitd la +oo.
1
a) S se arate ca xgril g(z) = 0.

b) S& se arate cd lim / fA(t)dt =o.

r—+00 x



Solutie. a) Fie{ = lim g¢(z). Daca £ € (0, +00), atunci existd a > 0 astfel incat g(z) > ¢/2

r—+00
pentru x > a, de unde

z a 2 2
/f dt+ f dt /f dt+— /tdt:;/lf(t)dt+ww:>w+m,

ceea ce contrazice (ii). La fel arditdm c& presupunerea ¢ = 400 contrazice (ii), deci £ =0...2p
b) Observim ca [; f(t)dt > 0, Vo > 1, deci

2( Y flm S2(t)dt flm f(t)dt . fl f2 t)d B . u(z)

—h 2(
unde \ = xEI-sr-loo h(z), u(z) = [ fA(t)dt, v(z) =z [T FO)dt ..o 1p
u(z)

Pentru lim folosim regula lui I’'Hospital pentru 22: u i v definesc functii derivabile,

z—+oo v(x)
lim v(z) = +oo (avem v(z) > m(x — 1) pentru z > 2, unde m = inf e o) f(2)) ..o..ot.. 1p
= [T dt+af(z) A0, Vo > 1. 1p
. u'(fﬂ) _ (=) _ f(z) -
iar o) OEN 0L = g(z) - @) + h(@) € (0,9(x)) si mgrfoog(x) 0 implica
Lou(x) o wl@) ,
zglfoo v(z) 0, deci IEIEOO o(z) 0, de unde concluzia........... ..o 2p

Problema 4. Fie (G,-) un grup finit cu elementul neutru notat e. Presupunem ca exista
a € G\{e} si un numar prim p cu proprietatea x?*! = a~'xa, oricare ar fi x € G.

a) Sa se arate ci existd k € N* astfel incat ord(G) = p*.

b) Si se arate ci multimea {z € G | 2P = e} este un subgrup H al lui G si (ord(H))? >
ord(G).

1

Solutie. a) Daci z,y € G, atunci (zy)P™! = a loya = a lzaa lya = 2PT1yP+L. Relatia
obtinuta se poate scrie x(yx)Py = zPT1yPT deci (yz)? = aPyP ..o 1p
Pentru o = a obtinem din ipotezi aP = e deci, folosind relatia precedentd, (ya)? = yP. Prin
inmultire cu ya la stanga reiese yay? = (ya)?™! = yPHla, deci ay? = yPa, Vy € G .......... 1p

Din ipoteza rezulti yPP+1) = ¢~ 1yPq = yP, deci y?” = e, Vy € G. Deoarece p este prim reiese
ci orice element al grupului are ordinul 1, p sau p? si, folosind teorema Iui Cauchy, deducem ci

ord(G) = PF, k€ N 1p
b) Dacd x,y € H, atunci (zy)? = yPaP = e, deci xy € H. Astfel H este parte stabila si,
cum H este finit, rezulta ca H este subgrup......... ... 1p

Consideram functia f : G — G, f(r) = 2P. Cum e = a?” = (2P)P, deducem ci imaginea
functiei este inclusa in H. In plus, z,y € G si f(z) = f(y) implicd 2P(y~1)? = e, deci
(y~'x)? = e, adicd y~ 'z € H, de unde # € Hy. Reiese astfel ci, pentru orice element din Imf,

numarul preimaginilor sale din G este chiar ord(H), deci |Imf| = 2:3((?) ................... 1p

Din a # e reiese a ¢ Imf: in caz contrar a = b? pentru un b € G, de unde ar rezulta

bPHL = b=PhbP, deci e = bP = a — fals. Cum a € H, rezulti ci ord(H) > [Imf| = %SGH%, ceea ce

duce imediat la CONCIUZIE. .. ... .t 2p
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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a V-a

Problema 1. Determinati toate numerele naturale de doui cifre ab, cu a < b, care sunt egale cu suma
numerelor naturale cel putin egale cu a si cel mult egale cu b.

Solutie

Conform relatiei din enunt, avem ab = a+(a 4+ 1)+...+bsi, cum a+(a + 1) +...4+b < 14+2+...+9 = 45,
TEZUIEA @ S it e 3p

Pentru a = 4, rezultd ab > 45 =142+ ... + 9, deci ar trebui ca a = 1 (5i b= 9), nu convine ...... 1p

Daca a = 3 obtinem 3+4+ ...+ (b—1) +b = 3b = 30+ b. Scazand b si adunand 1+ 2 in ambii membri,
rezultd 14+2+...4+ (b— 1) = 32, de unde (b — 1) - b = 64, egalitate care nu se realizeaza pentru nicio valoare
b E A, D, i O 1p

Daci a = 2, atunci 2+ 3+ ... + (b — 1) + b = 2b = 20 + b. Scizand b si adunand 1 in ambii membri,
rezultd 1 +2+ ...+ (b—1) =21, de unde (b—1)-b=42.

Cum 6 - 7 = 42, egalitatea are loc pentru b = 7, deci un numar care satisface conditia din enunt este

AD = 2T o 1p
Pentru a = 1 obtinem 1 +2+ ...+ (b—1)+b=1b=10+b, de unde 1 +2 + ... + (b— 1) = 10 sau
(b—1)-b=20. o
Egalitatea precedentd se verifica pentru b = 5, deci si ab = 15 satisface conditia din enunt, ......... 1p

Problema 2. La un concurs de matematica, la care participa 50 de elevi, se ofera spre rezolvare 3
probleme. Stiind ca fiecare elev a rezolvat cel putin o problema si ca numarul de solutii corecte ale tuturor
concurentilor este 100, aratati ca numarul celor care au rezolvat corect toate cele trei probleme este cel mult
25.

Solutie

Fie a, b, ¢ numarul elevilor care au rezolvat corect exact una, doua, respectiv trei probleme.
Atuncia+b+c =508 a+2b+3c =100 ....ouiinii 2p
Rezulta b+ 20 = B0 ..o 2p
Atunci 2¢ <50, deci € < 2D ot 3p

Problema 3. Multimea numerelor naturale nenule se imparte in submultimi astfel:
{]‘72} Y {3747 5} Y {67 7’ 8’ 9} 9ottt

a) Aflati cel mai mic element din cea de-a 100-a submultime.
b) Este 2015 cel mai mare element al unei astfel de submultimi?
Gazeta Matematica
Solutie
a) Primele 99 de submultimi contin 2 + 3 + ... + 100 = 5049 de elemente .......................... 2p



In primele 99 de submultimi sunt scrise numerele de la 1 la 5049, deci cel mai mic element al celei de-a

100-a submultimi este 5050 ... ... e 1p
b) 2015 este cel mai mare element al celei de-a n -a submultimi daca 2+ 3+ ...+ (n+ 1) =2015 .. 1p
Adunand 1 in ambii membri rezultd (n+1)(n+2) =2-2016 =4032 ............ ..., 2p
Cum 63 - 64 = 4032, rezulta ca 2015 este cel mai mare element al celei de-a 62-a submultimi ....... 1p

Problema 4. a) Aritati ca ultimele trei cifre ale numarului 10382 sunt egale cu 4.
b) Aratati ca exista o infinitate de patrate perfecte ale caror ultime trei cifre sunt egale cu 4.
¢) Demonstrati ca nu exista patrate perfecte care sa aiba ultimele patru cifre egale cu 4.

Solutie
A) 10382 = TOTTAAd oottt e 1p
b) Ridicand la patrat un numar ale carui ultime trei cifre sunt 038 se obtine un numar care se termina
cu trei cifre de 4, dupa cum se vede din Inmultirea de mai jos .......... ..o, 1p
0 3 8 x
0 3 8
3 0 4
1 4
4 4 4

Sunt o infinitate de numere care se termina in 038, deci sunt o infinitate de patrate perfecte terminate
CUu trel CITe de d .. 1p

¢) Fie a un numar natural al carui patrat se termina in patru cifre de 4; atunci a este par, a = 2b. In
plus, a? are forma 10000k + 4444, k € N, deci 4b> = a?> = 4(2500k + 1111), de unde rezulti ci ultimele
doud cifre ale lui b2 sunt egale CU L ... ...t e e e 1p

Ultima cifra a Tuil b este 1 St 9 ..o 1p

Analizand inmultirile

n 1 X m 9 X
n 1 m 9
n 1 p 1
n p
u 1 v 1
rezultd ca u este ultima cifrd a lui 2n, iar v este ultima cifra a lui 2p, deci sunt cifre pare ............. 1p

Asadar, penultima cifra a lui b? este para, deci nu poate fi egald cu 1. Ca urmare, nu exista patrate
perfect terminate In patru cifre de 4 ... ... ..o 1p
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SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE — CLASA a VI-a

Problema 1. Pe o tabla sunt scrise la inceput numerele 11 si 13. Un pas inseamna scrierea pe
tabla a unui numar nou, egal cu suma a doua numere oarecare scrise deja pe tabla. Aratati ca:
a) indiferent cati pasi s-ar efectua, pe tabla nu se poate scrie numarul 86;
b) este posibil ca, dupa mai multi pasi, pe tabla sa fie scris numarul 2015.
Gazeta Matematica

Solutie

a) Orice numar care poate fi scris pe tabla este de forma 11a + 13b, unde a,b € N* ......... 1p
Daca ar exista a,b € N* astfel incat 86 = 11a + 13b, atunci b <6 .......................... 1p
Atunci 13b € {13,26,39,52,65,78}, deci 11a = 86 — 13b € {73,60,47,34,21,8} ............. 1p
Niciunul dintre aceste numere nu se divide cu 11, deci 86 nu se poate scrie pe tabla ........ 1p
D) 2015=11 - 182 - 13 oottt e 1p
Putem obtine numarul 2015 prin 182 de pasi astfel:

B+11=24"5134+2.11=35 5 134+3-11=46 75 ... 215 13+ 182-11=2015 .. 2p

Problema 2. Fie triunghiul ABC obtuzunghic cu AB = AC. Notam cu M simetricul punctului
A fata de punctul C' gi cu P intersectia dreptei AB cu mediatoarea segmentului [AM]. Stiind ca
dreapta PM este perpendiculara pe BC, aratati ca triunghiul APM este echilateral.

Solutie

A
et

Y

[ D

B — ¢

Fie {D} = BCNPM. Notam m(xABC) = x. Atunci m(xMCD) = m(xACB) = m(s<ABC) =

x,de unde M(LPMC) =90° — & oot 2p
Cum PC' este mediatoarea segmentului [AM], triunghiul PAM este isoscel, deci S PMC =
TP AC 2p

Dar m(xPAC) = 180° — m(<xBAC) = m(<ABC) + m(<ACB) = 2.



Rezulta 90° — x = 2z, de unde & = 30° ... 2p
Atunci m(<xPMC) = m(<xPAC) = 60°, deci triunghiul APM este echilateral.............. 1p

Problema 3. Determinati patratele perfecte de cinci cifre, cu primele doua cifre identice, care
au rasturnatul patrat perfect de cinci cifre.

Solutie

Fie aabed un patrat perfect cu a # 0,d # 0, astfel incat dcbaa este patrat perfect.

Deoarece dcbaa este patrat perfect, rezulta a € {1,4,5,6,9}. ... 1p

Numerele de forma dcb55 sunt divizibile cu 5 si nu sunt divizibile cu 25, deci nu pot fi patrate
0 1S118 {1 1 P 1p

Numerele de forma dcb66 sunt divizibile cu 2 si nu sunt divizibile cu 4, deci nu pot fi patrate
DI O e . . 1p

Numerele de forma dcbl1 sau dcb99 nu pot fi patrate perfecte deoarece dau restul 3 la impartirea
U A 2p

Studiem cazul a = 4. Intrucat 2092 < 44000 si 2132 > 45000, rezultd ci aabed € {2102, 2112, 2122}
Cum 210? = 44100 nu are rasturnatul de 5 cifre, 211% = 44521 si 12544 = 1122, 2122 = 44944,
numerele cautate sunt 44521 g1 44944 . 2p

Problema 4. Determinati numerele naturale nenule A si B, care au acelasi numar de cifre, stiind

v

ca

2.A-B=AB,

unde AB este numarul obtinut prin scrierea cifrelor lui B dupi cifrele lui A.

Solutie Fie n numarul de cifre ale lui A i B. Din relatia din enunt avem (24 —1)B = 10" A, de

unde 24 — 1| 10 A o 1p
Cum 2A—-1,A) =141 (2,2A—-1) =1, rezulta 2A — 1| 5", deci 24 —1 <5" .............. 2p
Deoarece A are n cifre, rezultda A > 1071, deci 2- 107! —1 < 24 — 1 < 5*. Obtinem

2.2 bl <5.5m L1 <65

deci 2" <6, deunde m € {1, 2} . oo 2p
Pentrun =1, din 24 —1 | 5, rezulta 2A —1 € {1,5}, deci A € {1,3}. Daca A =1, avem B = 10,
care nu convine, deoarece B are o cifra. Daca A=3,avem B=06 ...............ccciiiiini .. 1p
Pentru n = 2, din 24 — 1 | 25, rezulta 2A — 1 € {1,5,25}, deci A € {1,3,13}; dar A are doua
cifre, deci A =13 51 25 B = 1300, deci B = 52, ... it 1p
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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a VII-a

Problema 1. a) Ardtati cd numéarul a = 9 — V77 - V2. (\/1 — \ﬁ) . (9 + 77) este natural.
b) Se considerd numerele reale x is y astfel incat zy = 6. Dacd © > 2 gi y > 2, arditati cd = +y < 5.
Gazeta Matematica

Solutie

a) Numérul a se poate rescrie v/ 18 — 2v/77 - (VIL —V7) - (9+VTT) oo 1p
18 = 2VTT = (VT = V) e 2p
Ca urmare, a = (V11— v7)" - (94 V77) = (18 = 2V77) (9+VTT) =8 €N ....oiiiiiiiiiiiii 1p

b) Dacad & > 2, y > 2, atunci (@ —2) (¥ —2) > 0 ..ot 2p
1
Rezultéa:y—Z(x+y)+4>O,deundex+y<5(xy—|—4):5 ............................................. 1p

Problema 2. a) Aratati cd daci existd doud numere naturale p i g astfel incat \/2p — ¢ si v/2p + ¢ sunt numere
naturale, atunci ¢ este par.
b) Determinati cite numere naturale p au proprietatea ca v/2p — 4030 si /2p + 4030 sunt simultan numere naturale.

Solutie

a) Din ipoteza, existd numerele naturale k si r astfel incat 2p — ¢ = k2, 2p + ¢ = r?; atunci 72 — k? =2¢ ..... 1p
Atunci (r — k) (r + k) = 2q, iar concluzia se obtine din faptul c¢d r — k si » + k au aceeasi paritate ........... 2p
b) Notand ca mai sus, avem (7 — k) (r + k) =2-4030 =22-5-13-31 .. 0ooiiiiiiiiiiiii i 1p

Cum r — k ¢l r + k au aceeagi paritate, iar r — k < r + k, perechea (r — k,r + k) poate fi (2,4030) , (10,806) ,
(26,310) sau (62, 130).

Se obtine r € {2016, 408,168,96}, iar p € {2030113,81217,12097, 2593} , deci existd 4 numere cu proprietatea din
CIIUILY .« oottt e 3p

Problema 3. In triunghiul ABC, fie M mijlocul laturii [AC] si punctul N € (AM). Paralela prin N la AB
intersecteaza dreapta BM in P, paralela prin M la BC intersecteaza dreapta BN in @, iar paralela prin N la AQ
intersecteaza dreapta BC in S.

Demonstrati ca dreptele PS i AC sunt paralele.

Solutie

Notand MQNAB ={E} si {D} = NPNME, obtinem EA=EBgi ND=DP ............cccccccoiiin... 2p
Cum AN PB este trapez, punctele A,Q, P sunt coliniare ............ ... 2p
AADP = ASDN (U.LU.) oo 1p
Rezultd [AP] = [SN] si, cum AP || SN, patrulaterul ANSP este paralelogram, deci PS || AC ............... 2p

Problema 4. In exteriorul patratului ABCD se construieste triunghiul isoscel ABE, cu m (XABE) = 120°. Se
noteaza cu M piciorul perpendicularei din B pe bisectoarea unghiului EAB, cu N piciorul perpendicularei din M pe
AB, iar cu P intersectia dreptelor CN si M B.

Fie G centrul de greutate al triunghiului ABFE. Demonstrati ca dreptele PG si AE sunt paralele.

Solutie
1
m ($BAM) = 15° implicA M N = ZAB .................................................................... 2p



PM MN 1 PM
Din M N || BC rezultda APMN ~ APBC, deci 8~ BC — 1 si, notdnd {Q} = BM N AFE, rezultd —— =

BQ

)

=

1 2
de unde PB = PM + §BQ = gBQ

Dacd F' este mijlocul segmentului [AE], atunci
PG || AE

BF "~ 3 si, conform reciprocei teoremei lui Thales, rezulta ca

...................................................................................................... 2p
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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a VIII-a

Problema 1. Daca a, b, c sunt lungimile laturilor unui triunghi, aratati ca are loc inegalitatea:

a L / b . c >3
—a-+b+c a—b+ec a+b—c
Solutie

Deoarece a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi, numerele —a+b+c¢, a — b+ c si a4+ b — ¢ sunt strict pozitive.
Aplicand inegalitatea dintre media geometrica si media armonica avem

a _ N a - 2  2a
—a+b+c —at+btcT 14+ —4— b+tc

S1analoagele ... ... 3p
: o .. a b c 3
Este suficient sa demonstram ca + + > =
b+c a+c a+b 2

Notand b+c=x,a+c=1vy, b+ c = z, obtinem a = —;E—|—2y+z7 b= x—g2/+z gic= %, iar inegalitatea

de demonstrat se scrie echivalent:
— — — 3
A k2 PN SR S N B
2x 2y 2z 2 r T Yoy z oz
C s 1 .
care este adevarata, deoarece u + — > 2, Pentril OTiCe % > 0 oottt 4p
U

Problema 2. Pentru orice numar natural a definim multimea
A, = {nEN‘\/nQ—f—aneN}.

a) Aratati cad multimea A, este finitd daca si numai dacd a # 0.
b) Determinati cel mai mare element al multimii Ayp.
Gazeta Matematica

Solutie

a) Daca a = 0 atunci A = N, care este Infinita . ... o 1p

Daca a # 0 atunci exista p € N astfel InCAt n? +an = P2 ...t 1p

Obtinem 4n? + 4an + a? = 4p*> + a?, deunde (2n +a —2p)(2n+a+2p) =a? ... i, 1p

Ca urmare, 2n + a + 2p este divizor al lui a? (care este nenul), deci 2n < 2n + a + 2p < a2, de unde rezulti ca n
poate lua un numar finit de valori, adicd A este fiNita . ... ... . 2p

b) Trebuie si gisim cel mai mare numar natural n pentru care n? + 40n este patrat perfect. Fie p € N astfel incat
2 _ 2
p° =n+40n.
Obtinem p? + 400 = (n + 20)2 , de unde (n 4+ 20 — p) (n + 20 + p) = 400. Numerele p — n — 20 si p + n + 20 au
aceeagl paritate, deci vor fi pare. Avem 2-200 = 4-100 = 8-50 = 400, de unde n € {81,32,9} . Elementul cautat este
B 2p



Problema 3. Determinati numarul de elemente ale multimii

I s T
M:{(m,y)EN x N ﬁ_ﬂ_m}

Solutie Fie (z,y) € M. Cum /2016 = 12v/14, avem

1 1 1 1 1 1 1 1 1
[ = — = 2N = + .
VoY 1214 1z T4y 2016 T 14z /14y 2016

1 1 1 1

Prin ridicare la patrat obtinem T = @ + 5016 + 1008115’ de unde /14y € Q si, ca urmare v/ 14z € Q.

Atunci exista numerele naturale nenule a,b pentru care x = 14a g1y = 14b. ...t e 3p
1 1 1 1 1 120
Inlocuind in relatia ———,obtinem — — - =— deundea = ——. ... ... 2
i f \[ 124/14 s a b 12 b+ 12 P
12b

Din D) € N rezultd b+ 12 | 144, deci b € {4, 6, 12,24, 36,60, 132}, de unde a € {3,4,6,8,9,10,11} .

In concluzie, multimea M admite 7 elemente. ... ........ ... i e 2p

Problema 4. Fie ABCDA'B'C’D’ un paralelipiped dreptunghic si AB’ N A’'B = {O}. Pe muchia [BC] se
considera un punct N astfel incat 4'C|| (B’AN). Stiind cd D'O L (B’AN) demonstrati ¢& ABCDA'B'C'D’ este
cub.

Solutie
Din D’A’ 1 (ABB’) ¢i D'O L AB’ obtinem A’'O 1L AB’, deci ABB’A’ este patrat. ................c.co.o... 2p
Apoi A'C || (ANB') si (ANB')N (A’BC) = ON, deci A’C' || ON. Cum O este mijlocul segmentului [A’B] atunci
N este mijlocul segmentulul [BO]. ... ..o 1p
! !/ ! e} i D,A/ OB
In dreptunghlul A’BCD’, avem m (xD'ON) = 90°, de unde AD’A’O ~ AOBN. Atunci 10 - ON’ ceea ce
A/ A/D/Q
conduce la 1 , deci A’B = A’D+/2. Obtinem A’D = A’A, deci AA’D’'D este pitrat. ............... 3p
Concluzia se obtine remarcand ca ABCDA'B'C'D’ este un paralelipided dreptunghic cu toate fetele laterale
patrate, deCl ESte CUD. ... e e 1p



Societatea de Stiinte Matematice Ministerul Educatiei si Cercetarii Stiintifice

din Romania

MINISTERUL EDUCATIEI S1
CERCETARII STIINTIF]CE

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 14 martie 2015

CLASA a IX-a
Solutii

Problema 1. Se considera paralelogramul ABC D, ale carui diagonale se
intersecteaza in O. Bisectoarele unghiurilor DAC' si DBC' se intersecteaza in
— ==

T. Se gtie ca TD + TC = TO. Determinati masurile unghiurilor triunghiului
ABT.

Solutie.

Din ipoteza rezulta ca DOCT este paralelogram........................ 2p

Din AO || DT deducem /DTA = ZOAT = /DAT, deci DA=DT..... 2p

Astfel DA = DT = OC}; analog BC = CT = OD, de unde BD = AC. Ast-
fel ABCD este dreptunghi, AOT D este romb, triunghiul AOD este echilateral
si triunghiul ABT este echilateral, deci are unghiurile de 60°............... 3p

Problema 2. Determinati numerele reale a si b pentru care egalitatea

[ax + by] + [bx + ay] = (a + b)[z + y]

este adevéarata oricare ar fi numerele reale = si y (unde [¢t] desemneazd partea
intreagd a numarului real ¢).

Solutie.
Pentru y = —z §i d = a — b obtinem [dz] + [-dz] =0,Vz € R (¥*) ....... 1p
Daci d # 0, atunci (*) este falsd pentru 2 = 1/(2d), decid =0......... 2p
Apoi, pentru « 4+ y = 1 avem 2[a] = 2a, deci a este intreg .............. 1p
Daca a = 0 relatia se verifica, deci o solutieestea =b=0.............. 1p
Daci a # 0, in relatia 2a[z + y] = 2[a(z + y)] < 2a(z +y) ludm z+y = 1/2
siobtinem a > 0,deci @ > 1 ... .o 1p
Pentru = +y = 1/a obtinem 1 = a[1/a], ceea ce conduce la a = b = 1, care
este cea de-a doua solutie....... ..o 1p

Problema 3. Fie m si n numere naturale, cu m > 2 si n > 3. Demonstrati
ca exista m numere naturale nenule distincte a1, as, as, ..., am,, toate divizibile
cun — 1, astfel incat

R G VL
n ay a9 as A
Gazeta Matematica

Solutia 1.
Daci (an)n>1 este o progresie geometricd avand ratia ¢ = n — 1, atunci
11 11 1/q-(—1)P~11
— ()Pt = = far+1/g-(21) /a”,VpeN* ....... 3p
ay as Gp 1+ 1/(]
Relatia precedenta se scrie
1 1 1 n—1 —1)p-t
— —— 4.+ ()P = = +( SRR 2p

aq as ap naj nap



Pentru a; =n — 1, m = p+ 1 si ap, = na, obtinem numerele cerute ....2p

Solutia 2.
Demonstram prin inductie dupad m ....... ... i 1p
1 1 1
Pentru m = 2 concluzia se verifica: — = e 2p
n n—-1 n(n-1)
1 1 1 1
Astfel, — = —— | — — — ], cu by < by — 1. Apoi, daca
n n bl b2
1 1 1
— = — R ) L
o e DT RRRR St A pr
cul <b <...< by, numere intregi §i by—1 < by, — 1, atunci punem b}, = b;,
i=1,m—1, b’ =bm — 1, b4 1 = by (bm — 1) si obtinem
1— ! S +(-1)m! ! + (=™ !
no (n— 1)17’ (n—1by (n—1)by, (n—=1)b 4y
cul<by <...<by, <b,,  numere intregi si 0], <0y, ;1 —1 ............. 4p

Problema 4. Determinati toate functiile f : N* — N* care verifica relatia

d(x, f(y)) - m(f(x),y) = d(xz,y) - m(f(2), f(y)), oricare ar fi z,y € N,

unde d(a,b) si m(a,b) desemneazi cel mai mare divizor comun, respectiv cel
mai mic multiplu comun al numerelor naturale a si b.

Solutie.
Pentru x = 1 avem m(a,y) = m(a, f(y)), Yy € N*, unde a = f(1) ....... 1p
Cu alegerea y = 1 rezulta d(z,a) f(x) = m(a, f(x )),Vac eN* . 1p
Rezultd d(z,a)f(z) = m(z,a),Ve € N* (¥) ..o o i 1p
Din relatia (*) af(a) = a, deci f(a) = 1; de asemenea af(a?) = a?, deci
FUA2) = G 1p
Ipoteza duce, pentru x = a® siy = a, la1-a = a- f(a?), de unde obtinem
= f(A2) = L 1p
Din (*) rezultd f(z) =, Ve € N* L. 1p
Functia identica verifica...........ooiiiiiii i 1p
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CLASA a X-a
Solutii si barem de notare

Problema 1. Sa se arate ca pentru orice n > 2 natural, are loc inegalitatea

n—1

Zm o2n+2°

Solutie. Demonstram inegalitatea prin inductie. In cazul n = 2 avem egalitate ... (Ip)
Sa observam ca, la pasul de inductie, In trecerea de la n — 1 la n, membrul drept creste cu

n—1 n—2 1

2n + 2 2n nn+1)

deci e suficient s& demonstram ca

1 1
V/2n)! T n(n+1)
............................................................................................................. (2p)
ceea ce rezulta imediat prin inmultirea inegalitatilor
E@n—k+1)<n(n+1),
0 1C 0 I S R (4p)
Problema 2. Si se determine numerele intregi z, ¥y, pentru care
5% —logy (y+3) =3Y gi 5Y —log, (v + 3) = 3”.
Solutie. Scazand egalitatile, se obtine
5% +3% +logy (. +3) =5Y +3Y +log, (y + 3) .
............................................................................................................. (1p)
Cum functia f (t) = 5" + 3" + log, (t + 3) este strict crescatoare, rezultd T =y........cocvviiiiiiiiniiaia... (2p)
Pentru rezolvarea in Z a ecuatiei
5% = 3% 4 logy (¢ + 3),
se observa ca x € {—2,—1,0} nu verificd, iar & = 1 este solutie. ...... ..o (1p)
Pentru x > 2, se arata ca
57 > 3% + 4%,
folosind monotonia functiei g (t) = (%)x + (%)z e e e (1p)

iar apoi se demonstreaza prin inductie matematica inegalitatea

4% > log, (x + 3) .



Problema 3. Si se determine numerele complexe z pentru care are loc relatia
|z| + |z — 5i| = |z — 24| + |z — 3i].

Solutie. Avem

2 3 2 3
|z —2i| = ‘5(2—52)4—52 < g\z—5i|+g|z\
............................................................................................................. (3p)
Analog
2 3 2
|z —3i| = ‘(z—5z)+5z < 5\2—5i|—|—5|z\,
de unde
|z| + |z — Bi| > |z — 24| + |z — 3i].
............................................................................................................. (1p)

Egalitatea are loc atunci cand exista A > 0 astfel ca z—5¢ = Az, de unde deducem ca z = ai, cu a € (—o0, 0]U[5, +00).
(3p)

Problema 4. Fie f: (0,00) — (0,00) o functie neconstantd care are proprietatea

F) = (f ()Y,

pentru orice x,y > 0. Sa se arate ca

flry)=f(@) f(y) sifx+y)=f)+f),

pentru orice z,y > 0.
Solutie. Fie a > 0 astfel ca f (a) # 1. Avem, pentru x,y arbitrari,

f @) = f (o)™,

dar

de unde f(@y) = F(Z) F Y] r e (3p)
Apoi

dar

dech f @4 Y) = F (@) F F (U)o (4p)
Observatie. Se poate arita ca singura functie neconstanta care verifica conditia din enunt, este identitatea.
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CLASA a XI-a
Solutii si bareme

Problema 1. Fie f : [0,1] — [0, 1] o functie cu proprietatea ca pentru
oricare y € [0, 1] si oricare £ > 0 exista = € [0, 1] astfel incat |f(x) —y| < e.
a) Demonstrati ca daca f este continua pe [0, 1] atunci f este surjectiva.

b) Dati un exemplu de functie f cu proprietatea din enunt, care sa nu fie
surjectiva.

Solutie.

a) Consideram o functie continua f : [0,1] — [0, 1] avand proprietatea
din enunt. Fie y € [0,1]. Din ipoteza deducem ca exista un sir (z,),;, cu
termenii in [0, 1], astfel incat |f (z,) —y| < 1/n, Vn > 1. (2 puncte)
Sirul (z,,),, este marginit, deci admite un subgir convergent (x;,),,, cu
T = nh_)rgox; € [0,1]. (1 punct) -
Prin trecere la limita in inegalitatea |f (z;,) —y| < 1/in, ¥n > 1, obtinem
(pe baza continuitatii lui f in punctul z) |[f(z) — y| < 0, deci f(x) = v.
Rezulta ca f este surjectiva. (1 punct)

b) Definim functia f : [0,1] — [0,1] ,

J oz, ze[0,1]NQ
f(z) = { 0. zc0.1\Q - (2 puncte)
£([0,1]) = 10,1 N Q, deci f nu este surjectiva.

Avem |f(y) —y| =0, Yy € [0,1] N Q. Pentru y € [0,1] \ Q si € > 0, exista
z €[0,1)NQ astfel ca |z —y| < e, sau |f(z) —y| <e. (1 punct)

Problema 2. Fie doud matrice A, B € Mj(R) astfel incat (A—B)? = Os.
a) Ardtati ca det (A% — B?) = (det(A) — det(B))%.
b) Demonstrati ca det(AB — BA) = 0 daca si numai daca det(A) = det(B).
Solutie.
a) Din (A — B)? = Oy obtinem det(A — B) = 0. (1 punct)
De asemenea, deducem T'r(A—B) = 0, deci Tr(A) = Tr(B) =: a. (1 punct)
Notam b = det(A) — det(B). Conform relatiei lui Cayley, avem

A% — aA + det(A)Iy = O,
B2 —aB + det(B)IQ = 02 ’

de unde det (4% — B?) = det (a(A — B) — bl,). (1 punct)
Dar det (a(A — B) — bly) = a*det(A — B) — abTr(A — B) + b* = b2
Rezulta det (A% — B?) = (det(A) — det(B))?. (1 punct)

b) Fie f : R — R functia definita prin

f(z) = det (A> — B>+ z(AB — BA)), z € R.
Functia f se poate reprezenta sub forma

f(z) = det (A* — B?) + cx + det(AB — BA)2*, z € R,



unde ¢ este o constanta reala. (1 punct)
Din f(1) = f(—=1) = det(A — B) det(A + B) = 0 obtinem ¢ = 0 si

det (A* — B®) + det(AB — BA) = 0. (1 punct)

Atunci, conform a), (det(A) — det(B))?> = —det(AB — BA), de unde con-
cluzia. (1 punct)

Problema 3. Determinati toate numerele naturale £ > 1 si n > 2 cu
proprietatea ca exista A, B € M, (Z) astfel incat A*> = O,, si AXB+BA = I,.
Solutie. Fie A, B € M,,(Z) astfel incat A* = O,, si A*B + BA = I,,.

Daca k > 3, atunci BA = I, (deoarece A* = O,,), deci A este inversabila,
in contradictie cu A% = O,,. (1 punct)

Daca k = 2 atunci din A2B + BA = I,,, prin inmultire la stanga cu A
si apoi la dreapta cu A%, rezultda ABA = A si A2BA? = A?. Scriind ultima
egalitate sub forma A(ABA)A = A? obtinem A3 = A? deci A? = O,.
Atunci BA = I,,, in contradictie cu A*> = O,,. (1 punct)

Prin urmare, daca exista k si n ca in enunt, atunci £ = 1. Din Tr(AB) =
Tr(BA) € Z si AB + BA = I, rezulta 2Tr(AB) = n, deci n este un numar
natural par. (1 punct)

Aratam in continuare ca, pentru orice numar natural par n > 2, exista

A, B € M, (Z) astfel incat A> = O,, si AB + BA = 1I,,.
Pentru n = 2, putem alege matricele A = ( 8 (1) ) si B = ( (1) 8 ) ,
care satisfac conditiile AB + BA = I, si A2 = B> = O,. (2 puncte)
Pentru n = 2k, cu k > 2, matricele bloc diagonale A si B, de dimensiune

2k, care au pe diagonala principala £ matrice ( ) si respectiv k matrice

0
10
A%? = B? = O,,. (2 puncte)

0 0

, iar restul coeficientilor nuli, satisfac relatiile AB + BA = I,, si

Problema 4. Fie (r,),-, un sir de numere reale din intervalul [1, co).

7(lk) k

n} , n > 1, este con-

Presupunem ca girul (yff:)> , definit prin y,’ = [x
n>1
vergent pentru oricare k € N*. S& se demonstreze ca sirul (z,),>, este

convergent. (Prin [a] se noteaza partea intreaga a numarului real a.)

Solutie. Pentru k € N*, (ygk)) este un gir convergent de numere
n>1
naturale nenule. Atunci exista ny, a, € N* astfel ca yék) = ag, Vn > n;. Ca

urmare, r¥ € [ag, a, + 1), Vn > ng. (2 puncte)

In particular, z, € [a1,a1 +1), Vn > ny. Rezulta ca sirul (z,),., este
marginit. (1 punct) -
Presupunem, prin reducere la absurd, ca sirul (z,),., admite doud puncte



limita a i b, cu 1 < a < b. Atunci existd doud subsiruri (x;,),5, si (z,)

ale sirului (z,,),-, astfel incat lim z;, = asi lim =z, =b.
- n—oo n—o0

Fie k € N*. Deoarece i, j, > n, Vn € N*, avem xfn, x;?n € lag,ar + 1), Vn >

ny. Rezultd 2% —zF <1, ¥n > ny. Prin trecere la limita (n — 0o) obtinem

V¥ — a* < 1. Prin urmare, b* — a* < 1, Vk € N*. (2 puncte)

Dar 1 < a < b implica klim (bk — ak) = 00, In contradictie cu inegalitatea
—00

n>1

precedentd. In concluzie, sirul (), ., este convergent. (2 puncte)
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CLASA a XII-a

Problema 1. (a) Rezolvati ecuatia 2> —z +2 =0, z € Z7.
(b) Determinati numerele naturale n > 2, pentru care ecuatia z> —2+2=0,
x € Z, are solutie unica.

Gazeta Matematica

Solutie. (a) Cum 4 §i 7 sunt coprime, iar (Z7, ,+) este corp, ecuatia data
este echivalentii cu 422 — 4z + 1 = 0, adica, (22 — 1)? = 0, deci 2z = 1, de unde
= A 2 puncte

(b) Fie n > 2 un numar natural pentru care ecuatia datd are solutie unica
§i fie a € Z,, solutia respectivd. Atunci (1—a)? - (1—a)+2=0a>-a+2=0,
deci 1 — a este solutie a ecuatiei date. ............... ... ... ....... 3 puncte

Prin urmare, a = 1 —a, deci 2a = 1. In particular, 2 este inversabil in inelul Z,
sia=2"" Rezultdi ca22—-2"14+2=0,deunde 1 —2+8 =0, i.e.,, 7= 0.
Prin urmare, n este un divizor al lui 7, decin="7. ................. 2 puncte

Problema 2. (a) Calculati

1
/ zsin(rz?) dz.
0

(b) Calculati

1 n—1 k1
lim — Z k/ sin(rz?) d.
k=0 “u

Solutie. (a) Fiacand substitutia ¢t = 722, integrala devine

1 [ . 1 ™ 1
ﬂ/o sintdt = %(—CObt) e
.................................................................... 2 puncte
(b) Fie f: [0,1] = R, f(z) = sin(rz?), si F: [0,1] = R, F(x) = f(t)dt.
Atunci ’
n—1 kt1
PRI ARCLEEDS ( (k“) = (3)
n k n n
k=0 n k=




Problema 3. Determinati functiile continue si crescatoare f: [0,00) — R,
care indeplinesc conditia

/ iyt < / " pyde+ / " rya,

oricare ar fi z,y € [0,00).

Solutie. Inegalitatea din enunt este echivalents cu f;_H_y fe)yde < [ f(t)dt,
de unde [ f(t+x)dt < [ f(t)dt, oricare ar fiz > 0 5iy > 0. ....2 puncte

Cum f(t+ xz) > f(t), oricare ar fi t € [0,y] si oricare ar fi x > 0, rezultd ca
Jy ft+z)dt > [ f(t)dt, deci [ f(t+a)dt =[] f(t)dt, oricare ar fi z > 0 si
Y 2 0 2 puncte

Din continuitatea lui f deducem ca f(z+y) = f(y), oricare ar fi x > 0 si oricare
ar fi y > 0. In particular, f(z) = f(0), oricare ar fi z > 0, deci f este constanta.
.................................................................... 2 puncte

Evident, orice functie constanta verifica conditiile din enunt. ........ 1 punct

Problema 4. Fie m gi n doua numere naturale, n > 2, fie A un inel care are
exact n elemente si fie @ un element al lui A, astfel incat 1 — a* este inversabil,
oricare ar ik € {m—+1,m+2,...,m+n—1}. Ardtati ci a este nilpotent (i.e.,
existd un numar natural nenul p, astfel incat a? = 0).

Solutie. Fie k € {1,2,...,n — 1}. Exista p € {1,2,...,n — 1}, astfel incat
m + p este divizibil cu k, deci m +p = kf. Cum 1 —a™*P = (1 — a*)(1 +a* +

co @) g1 — a™tP € U(A), rezultd ci 1 —a® € U(A). ....... 2 puncte
Dinl—a*=(1-a)(1+a+---+a* 1), k=1,2,...,n—1, cu conventia a® = 1,
rezultd ca by =14+a+---+a"tecUA), k=1,2,....,n—1. ..... 2 puncte
Daca by-urile ar fi distincte dous cate doua, atunci A ar fi corp, deci a® ! =1
§i0=1—a""1 € U(A) — contradictie. ..............coeiiiiiiin... 1 punct
Prin urmare, exista 1 < p < ¢ < n—1, astfel incat b, = b,;. Atunci 0 = b, —b, =
aPbg_p. Cum by_p, € U(A), rezultd cd a? =0. ...................... 2 puncte
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CLASA a V-a
Enunturi
Problema 1. Doua numere naturale = si y au proprietatea ca
2010 =z 2011 L. . .
— < ——. Determinati cea mai mica valoare a sumei = + y.

— < .
2011  y 2012

Problema 2. Determinati numerele naturale a, b, ¢ care au proprietatea ca
a+ b+ c=abc.

Problema 3. O multime X C N* are proprietatea (P) daca oricare submul-
time nevida a sa are suma elementelor numar compus. Aratati ca multimea
Y = {113! + 2,113/ + 3,...,113! 4 15} are proprietatea (P). (Daca n este
numar natural nenul, notatia n! reprezinta produsul 1-2-3-...-n)

Problema 4. Pe un cerc se scriu la intamplare elementele multimii
{1,2,...,21} in ordinea ay,as,...,as (vezi figura alaturata). Se considera
sumele

S1=a1+ ay + as + a4 + as,
Sy = ay + ag + a4 + a5 + ag,

Si7 = a7 + a1g + aig + az + ag,

Sis = a1 + a1g + ago + az1 + ar.

Aratati ca cel putin doua dintre cele 18 sume dau resturi diferite la impartirea
cu 5.

Timp de lucru 2 ore si 30 de minute.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



Solutii si bareme, clasa a V-a

Problema 1.5 Doud numere naturale x si y au proprietatea ca

2010 =z 2011 .. S .
——— < — < ——. Determinati cea mai mica valoare a sumei = + y.
2011 y 2012

. . x . o .
Solutie Fractia — este subunitara, prin urmare x < y sau x = y — d,

unde d este un numér natural nenul. ........ ... 1p
Relatia dat e 201 _y—d _2012-1 1
elatla dala se mal Scrie Saul 1 — ——
2011 Y 2012 2011
d 1 1 d 1 d _d_d
l1-—-<1—-———.d d > — > >—>— 1
2012 9¢ e 5017 > 5 > 5012 5 20114 ~ 5 20124 V)

Din (1) deducem 2011d < y < 2012d (2) .....covvieiiiiiinien... 3p

Pentru d = 1 relatia (2) este imposibila.

Pentru d = 2 obtinem 4022 < y < 4024, de unde y = 4023. Obtinem
x =4021 si x + y = 8044.

Pentru d > 3 avem 4021d > 12063 .

Avem x +y = 2y — d. Din y > 2011d obtinem 2y — d > 4021d > 12063.

Prin urmare valoarea minima a sumei se obtine cand d=2sgiz +y =
SO, ettt a e e aaaaaaaeaaae 3p

Problema 2.5 Determinati numerele naturale a, b, ¢ cu proprietatea ca
a4+ b+ c=abc

Solutie Observam cd dacd unul dintre numere este 0, atunci toate

numerele sunt egale cu 0. ... . 1p
Daca abe # 0,atunci relatia se scrie i + % + % = 1. Cum relatia este
simetricd in a, b, c putem presupune a < b < ¢ de unde ab < ac < be.
Daca ab > 3, atunci i—|—i—i—i < L 2p
bc  ac ab 1 ] 1
Daca ab = 2, atunci a = 1 gi b = 2, de unde obtinem % + -3 s
atunci ¢ = 3.
Daca ab = 3, atunci a = 1 gi b = 3, de unde obtinem % + % = % si
atunci ¢ = 2, care nu convine pentru ca am presupus b <c. ............. 4p

Problema 3.5 O multime X C N* are proprietatea (P) daci oricare
submultime nevida a sa are suma elementelor numar compus.

Ardtati cd multimea Y = {113!'+2,113! + 3, ..., 113! + 15} are propri-
etatea (P). (Daca n este numar natural nenul, notatia n! reprezinta produsul
1-2:3-...-m)

Solutie O submultime nevida a lui Y are suma elementelor egala cu
S=MI113+s,unde 2 <s<2+3+..+15 deunde 2 <s<119. ....2p



Pentru 2 < s <113 avem S = M113! + s = Ms, de unde concluzia ci
S este NUIMAT COTIPUS. « ottt ettt e e 2p

Pentru s € {114,116,118} avem S numdr par, prin urmare S este
numar compus.

Daca s = 115, atunci S = M5

Daca s = 117, atunci S = M3

Dacd s =119, atunci S = MT ... 3p

Problema 4.5 Pe un cerc se scriu la intaAmplare elementele multimii
{1,2,...,21} in ordinea aj,aq,...,as (vezi figura aldturatd). Se considera
sumele

S1 = a1 +az + az + a4 + as,
Sy = as + a3 + a4 + as + ae,

S17 = a17 + a1 + a9 + ago + a1,

S18 = aig + a9 + ago + a1 + ay.

Aratati cd cel putin dou#l dintre cele 18 sume dau resturi diferite la impartirea
cu 5.

Solutie Presupunem cé Sy, So, ..., Sig dau acelasi rest la impértirea
cu 5. Deoarece S1 = a1 + (a2 + a3+ aq +as) si So = (ag + a3 + aqg + as) + ag,
daca S7 si So dau acelasi rest la impértirea cu 5, deducem ci aq si ag dau
acelasi rest la impirtirea cu 5. In acelasi fel deducem
a1, ag,ai1, a1 si ao; dau acelagi rest, x, la impartirea cu 5.
a9, a7, a12,a17 dau acelasi rest, a, la impartirea cu 5.
as, as, a13, a1g dau acelagi rest, b, la impartirea cu 5.
a4, g, a14, a19 dau acelasi rest, ¢, la impéartirea cu 5.

. as, a1p, 415, agp dau acelagi rest, d, la impartirea cu 5. .......... 2p

Cum {a1,ag,...,a21} = {1,2,...,21} avem 5 resturi egale cu 1 gi cate 4
resturi egale cu 2, 3, 4 sau 0.

Rezultd x =1 i {a,b,c,d} ={0,2,3,4}. ... 1p

Avem S1 = M5+140+243+4=M5% S1g=M5+b+ M5+c+
ME+d+M5+14+M5+1=M5+24(a+b+c+d) —a=M5+11—a

Cum S si S1s dau acelagi rest la impértirea cu 5 deducem ca 11 —a =
M5, de unde a = 1; contradictie. Rezulta ca cel putin doud sume dau resturi
diferite la tmpértirea cu 5. ... . 4p

Ot o=
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CLASA a VI-a

Enunturi

Problema 1. Un numar natural se numeste superb daca este multiplul
numarului divizorilor sai (spre exemplu 12 este superb deoarece are 6 divizori
si 12 este multiplu al lui 6).

a) Determinati cel mai mare numar superb de doua cifre.

b) Demonstrati ca nu exista numere superbe care sa aiba ultima cifra 3.

a+1

Problema 2. Determinati numerele naturale nenule a si b pentru care

sunt simultan numere naturale.

. b+2
si

Problema 3. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A. Bisectoarea unghiului
ACB intersecteaza latura AB in punctul D si perpendiculara in B pe BC'
in punctul £. Notam cu F simetricul lui F fata de B si cu P intersectia
dreptelor DF' si BC. Demonstrati ca EP 1 CF.

Problema 4. Fie a, b numere naturale nenule pentru care exista p numar
prim cu proprietatea ca [a,a + p| = [b,b+ p]. Aratati cd a = b.
Am notat [z, y] cel mai mic multiplu comun al numerelor naturale = si y.

Timp de lucru 2 ore si 30 de minute.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



Solutii i bareme, clasa a VI-a

Problema 1.6 Un numér natural se numesgte superb daca este multiplul numarului divizorilor sai
(spre exemplu 12 este superb deoarece are 6 divizori gi 12 este multiplu al lui 6).

a) Determinati cel mai mare numér superb de doud cifre.

b) Demonstrati ca nu existd numere superbe care sa aiba ultima cifra 3.

Solutie a) 99 = 32 -11. 99 are 6 divizori si 6 1 99.
98 = 2-72. 98 are 6 divizori si 6 { 98.

97 = 97. 97 are 2 divizori si 2 1 97.

96 = 2°- 3. 96 are 12 divizori si 12 | 96.

Cel mai mare numir superb de doud cifre este 96. ... .. ... .. 2p
b) Fie X un numdr natural cu u(X) = 3 (u(X) - ultima cifra a lui X).
Dacd u(X) = 3, atunci X este ImMPAr. ... ....ouitintn it 2p
Pe de alta parte u(X) = 3 implicdA X nu este patrat perfect, iar un numaér care nu este pitrat
perfect are un numar par de divizori. . ........ .. 2p
Cum un numar impar nu poate fi multiplul unui numér par deducem cd X nu este superb. ... 1p
+1 . b+2

Problema 2.6 Determinati numerele naturale nenule a gi b pentru care si sunt simultan

numere naturale.

1
Solutie ot numar natural nenul implica b | a + 1, de unde b < a+ 1 si de aici b+ 2 < a + 3.
b+ 2 3 3 b 2
Acum ot < ats 1+—- < 4. Cum este numar natural nenul rezulta € {1,2,3,4}.
a a
3p
b+ 2 1
Daca ot = 1, atunci din b+ 2 = a rezultd b = a — 2. Atunci @t numar natural nenul
a
implica =1+ 5 numadr natural nenul, de unde a € {3,5}. Obtinem solutiile a = 3,b =1 si
a=>5"b=3.
b+ 2 1
Daca te_ 2, atunci din b+ 2 = 2a rezultd b = 2a — 2. Atunci ot este numar natural nenul,
a
2a 4+ 2
sau 2a + 5 = 1+ 5 5 este numar natural par, de unde a € {2,3}. Obtinem solutia a = 3,b = 4;
a— a—

varianta ¢ = 2,b = 2 nu verificd conditiile initiale.

b+ 2 1
Daca te_ 3, atunci din b+ 2 = 3a rezultd b = 3a — 2. Atunci a4 Z este numar natural nenul,
a
3 3
sau ot =1+ este numdr natural, de unde a € {1}. Obtinem solutia a = 1,b = 1.
3a — 2 3a —2
b+ 2 1
Daca te 4, atunci b + 2 = 4a rezultd b = 4a — 2. Atunci @t este numdir natural nenul,
a
da + 4
sau 3a i 5 = 1+ 1 5 este numar natural par, de unde a € {1,2}. Obtinem solutia a = 1,b = 2;
a— a —
varianta ¢ = 2,b = 6 nu verificd conditiile initiale. ....... . .. . 4p

Problema 3.6. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A. Bisectoarea unghiului AC' B intersecteaza
latura AB in punctul D si perpendiculara in B pe BC in punctul E. Notdm cu F' simetricul lui E
fatd de B gi cu P intersectia dreptelor DF' gi BC. Demonstrati ca EP 1L CF.



Solutie

In ABEC, m(<CEB) = 180° — m(<EBC) — m(<ECB) = 90° — m(<ECDB)
In AADC, m(<ADC) = 180° — m(<DAC) — m(<ACD) = 90° — m(<tACD)

Cum m(<ACD) = m(<ECB), rezultd <ADC = <CEB (1) ..coooiiiii e 3p
Dar <ADC = <FEDB. De aici si din (1) rezultd [BD] = [BE]. Cum [BE] = [BF] deducem c&
[BD] = [BE] = [BF] si atunci ADEF este dreptunghic in D. ........ ... ..o i, 2p
In ACEF, CB si FD iniltimi implica P ortocentrul. In concluzie, EP este inaltime, adici
EP L O . oo %2

Problema 4.6 Fie a, b numere naturale nenule pentru care exista p numar prim cu proprietatea
ca [a,a +p|] = [b,b+ p|. Aratati ca a =b.
Am notat [z,y] cel mai mic multiplu comun al numerelor naturale z §i y.

Solutie Din (z,y) - [z,y] = xy deducem [zy] = % Am notat (z,y) cel mai mare divizor comun
Ty
b(b
pentru x si y. Cu aceasta egalitatea din enunt, devine a(a+p) = (b+p) () 1p

(a,a+p) (b,b+p)
Notam di = (a,a +p) € {1,p} si do = (b,b+p) € {1,p}.
Daca d; = da relatia (1) conduce la a(a + p) = b(b + p), de unde a = b.
Presupunand a # b putem avea a < b. Atunci a +p < b+ p, de unde deducem a(a + p) < b(b+ p);
contradictie. Dacd a > b, atunci a +p > b+ p, de unde deducem a(a + p) > b(b + p); contradictie. 2p

b(b +p) sau pa(a +p) = b(b+p). (2)

Din dy = 1 deducem ca pfa si pta—+ p,iar din do = p deducem ca p | b sau b = px, cu z numér
natural.

Cu aceasta, relatia (2) devine pa(a + p) = p?x(x + 1) sau a(a + p) = pz(x + 1), de unde deducem
cd p | a(a + p) si cum p este numér prim rezultd p | a; contradictie.

Aceasta arata ca situatia d; = 1 gi do = p nu este posibili.

Analog se trateazii cazul di = p gi do = 1. ..o 4p

Dacd dy = 1 §i d2 = p relatia (1) devine a(a + p) =
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CLASA a VII-a - Solutii si bareme orientative

Problema 1. Determinati numerele naturale n pentru care numarul

vn+3+y\/n+vn+3
este natural.

Solutie. Notand m = v/n+3+vn++vn+3, rezultda n +vn+3 = (m —v/n+3)%, de

unde (2m + 1)v/n +3 = m? + 3. Atunci existd p € N astfel incat n + 3 = p?, si, intrucat

p+ynt+peN, existi g€ Nastfel incat: n+p=¢% ......... ... .. 3p
Eliminand pe n, rezultd p? —3 = ¢® —p, adica 4p> +4p—12 = 4¢?, sau (2p+1)2 —(2¢)? = 13,
echivalent cu (2p+1—2q)(2p+ 14+2q) = 13 oo 3p
Se obtine p =3, pentru care 1 =0 ... ... 1p

Problema 2. Se considera triunghiul ABC| in care m(<B) = 30°, m(<C) = 15°, iar M
este mijlocul laturii [BC|. Fie punctul N € (BC) astfel incat [NC| = [AB]. Aratati ca [AN
este bisectoarea unghiului M AC.

B M N C

Solutie. Fie P punctul de intersectie al mediatoarei segmentului [BC| cu AB. Atunci
m (<PCB) =30°, m(xPCA) = 15° i m (<M PC) = 60°.

AP CP
Cut bisect i, aplicata in triunghiul CPB —_— ==
u teorema bisectoarei, aplicata in triunghiu avem —— =~
AP  BP PA CN
Cum PC = PB si NC = AB, rezulta NC © BO adica PE - OB’ de unde, conform
reciprocei teoremei lui Thales, AN || PC ... e 3p
PA
Deoarece PC' = 2P M (triunghiul M PC' este dreptunghic cu un unghi de 30°), avem 15 =

PC 2PM PM

BC — 9BM , deci, conform reciprocei teoremei bisectoarei, rezultd ca [MA este
bisectoarea unghiului BM P ... ... 2p

Atunci 45° = m (¥AMB) = m (SANB) + m(<MAN), si, cum din AN | PC rezulta
m (XANB) = 30°, obtinem m (<xMAN) = 15°. Dar m (XBAN) = m (XBPC) = 120° i,
cum m (BAC) = 135°, conchidem ca m (XCAN) = 15° = m(xMAN), adica [AN este
bisectoarea unghiului MAC ... ... . 2p




Problema 3. Determinati numerele naturale p cu proprietatea ca suma primelor p numere
naturale nenule este un numar natural de patru cifre avand descompunerea in factori primi
2m.3". (m+n), unde m,n € N*.

Solutie. Evident, m +n > 5. Daca m +n = 5, cea mai mare valoare pe care o poate lua
numarul N = 2™ - 3" . (m + n) este 2 - 3* - 5 = 810, care nu are patru cifre, contradictie ..2p

Presupunand ca m +n > 11, atunci N > 21°.3.11 > 10000, deci N nu poate avea patru
cifre, contradictie .. ... 2p

Prin urmare, m +n = 7. In acest caz, numere de patru cifre sunt :

20.30.7=1344, 2532 -7 =2016, 2* - 33 - 7T = 3024, 23 - 3% . 7 = 4536 si 2% - 3% - 7 = 6804.

p(p+1)

Tinand cont ca N = , analizand cazurile, convine doar N = 2016, pentru care se

ODtINE P = 03 oo 3p

Problema 4. Se considera triunghiul dreptunghic isoscel ABC, cu m(<A) = 90° si punctul
M € (BC) astfel incat m(xAM B) = 75°. Pe bisectoarea interioara a unghiului M AC' se ia un
punct F' astfel incat BF = AB. Aratati ca:

a) dreptele AM si BF sunt perpendiculare;

b) triunghiul CFM este isoscel.

B

Solutie. a) Deoarece AM B este unghi exterior triunghiului AMC| rezulta m (<M AC) =

30°, de unde m (SBAM) =60° si m (XMAF) = 15° ... i 1p
Triunghiul BAF' este isoscel, cu m (XAFB) = m (<BAF) = 75°, deci m (XABF) = 30°,
de unde, tinand cont ca m (XBAM) = 60°, rezulta ca AM L BF ........................ 1p

b) Fie punctul D in semiplanul determinat de BC' care nu contine pe A astfel incat BD =
BF si m (<M BD) = 15°. Atunci triunghiul ABD este echilateral, iar punctele A, M si D

SUNE COLMIATE ... o 1p
Triunghiul ADC este isoscel, cu m (< DAC) = 30°, de unde m (XADC) = 75° = m (xCMD,).
Ca urmare, triunghiul CDM este isoscel, deci [CM|=[CD] ............................. 2p

In triunghiul isoscel BDF, bisectoarea BC' este mediatoarea segmentului [DF], deci tri-
unghiul CF D este si el isoscel, de unde [CF] = [CD] = [CM], adica triunghiul CFM este
IS0SCEL . 2p
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CLASA a VIII-a

Problema 1. Varfurile unei prisme se coloreaza cu doua culori astfel incat
capetele fiecarei muchii laterale sa fie colorate diferit. Se considera toate
segmentele care unesc cate doua varfuri ale prismei, altele decat muchiile
laterale. Aratati ca numarul segmentelor cu capetele colorate diferit coincide
cu numarul segmentelor cu capetele colorate la fel.

Problema 2. Intr-un cub ABCDA'B'C'D' se considerd doui puncte

M € (CD') si N € (DA"). Aratati ca M N este perpendiculara comuna
DM DN 1

D'C DA 3

a dreptelor CD’' ¢i DA’ daca si numai daca

Problema 3. Daca a, b si ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi, aratati
ca

3< b+ec n a+c N a+b <5
2 " b+c+2a a+c+20 a+b+2c 3

Problema 4. Pentru n € N* spunem ca numerele naturale z, o, ..., x, au
proprietatea (P), daca

T1Xo -+ Ty = L1+ 209 + 323 + - - + nx,.

a) Aratati ca pentru orice n € N* exista n numere naturale nenule cu
proprietatea (P).

b) Determinati numerele naturale n
naturale x1,xq,...,T,, cu 1 < Ty < I3

(P).

2 pentru care exista n numere

>
< .-+ < x,, care au proprietatea

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a VIII-a - Solutii si bareme orientative

Problema 1. Varfurile unei prisme se coloreaza cu doua culori astfel incat capetele fiecarei muchii
laterale sa fie colorate diferit. Se considera toate segmentele care unesc cate doua varfuri ale prismei,
altele decat muchiile laterale. Aratati ca numarul segmentelor cu capetele colorate diferit coincide cu
numarul segmentelor cu capetele colorate la fel.

Solutie. Fie n numarul de laturi ale unei baze a prismei. Atunci numarul de segmente luate in
considerare este 22D 1y = 2(R% ). L 1p
Fie a numarul varfurilor bazei superioare colorate cu prima culoare, iar b = n — a numarul varfurilor bazei
superioare colorate cu a doua culoare. Pe baza inferioara vor fi atunci b puncte colorate cu prima culoare
si a puncte colorate cu a doua culoare. ... ... ... 1p
Numaérul segmentelor cu capetele diferit colorate si pe baze diferite este a? + b* — n.

Numarul segmentelor cu capetele diferit colorate aflate pe o aceeasi baza este 2ab.

Numarul total de segmente cu capetele colorate diferit este atunci (a +b)> —n=n?>—mn. ............ 3p
Numirul segmentelor cu capetele colorate la fel este atunci 2(n? —n) — (n? —n) = n? — n si este egal cu
cel al segmentelor cu capetele colorate diferit. ....... ... .. . 2p

D'M DN 1
ca M N este perpendiculara comuna a dreptelor CD’ si DA’ daca si numai daca = =—.

Solutie.
D'M DN 1
Daca e - DA 3 atunci M si N sunt centrele de greutate
ale triunghiurilor DD’'C si, respectiv, ADD’, deci punctele C’, M, P
si A, N, P sunt coliniare, unde P este mijlocul muchiei DD’.
............................................................... 2p
Pu 2 - PM PN
P 7 In triunghiul APC" avem PO~ PA’ deci MN || AC’. Tar AC" L
A’/ ’MB D'C s AC" L A'D ((AC'D) este planul mediator al segmentului
: I D'C, iar (AD'C") este planul mediator al segmentului A’D.) Deci
o L MN este perpendiculara comuna a dreptelor CD’ si DA’
N o I O 3p
| D ___________________ e Reciproc, daca M N este perpendiculara comuna a celor doua
! i drepte, acesta fiind unica, este cea din punctul anterior, deci
L D'M DN 1
— e 2p
A s D'C DA 3
Problema 3. Daca a, b si ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi, aratati ca
3 < b+c a+c a+b - 5
2 " b+c+2a a+c+20 a+b+2c 3
Solutie.
3 b b
Inegalitatea 3 < = c++02a + " fj_: % + , f;_ gy este inegalitatea Nesbitt pentru tripletul de
numere pozitive (b ¢, a4 ¢, a4 D). oo 2p

Din inegalitatea triunghiului avem



2 1 da 2a

b >a < 3a+3b+ 3¢ > 4a + 2b+ 2¢c & < & < &
reza @ Sbse > dad 2h 2 3la+b+c¢) 2a+b+c  3la+b+c) 2a+b+c

4a b+c
o o 3p
3(a+b+c) 20+ b+c
4b 4 b
Analog se arata ca ——— < 1 — are si ¢ <1- L. Adunand ultimele
3(a+b+c) 2b+a+c 3(a+b+c) 2c+a+b
4 b b
trei inegalitati obtinem 3 < 3 - (b n :_:2(1 + , f:l: 5% + " f;; 20) echivalenta cu inegalitatea de
demOnSETat. . ... 2p
Problema 4. Pentru n € N* spunem ca numerele naturale x4, zs, . .., x, au proprietatea (P), daca
T1To - Ty = X1 + 229 + 315 + -+ - + na,. (1)

a) Aratati ca pentru orice n € N* exista n numere naturale nenule cu proprietatea (P).

b) Determinati numerele naturale n > 2 pentru care existd n numere naturale zq,Zs,...,Z,, cu
T1 < X9 < T3 < --- < Ty, care au proprietatea (P)

Solutie. a) Pentru n = 1 orice numar natural z; verifica proprietatea (P).
Pentru n = 2 egalitatea (1) este echivalenta cu (x; —2)(z2 — 1) = 2 si perechile (21, z5) de numere naturale
nenule care au proprietatea (P) sunt (3,3) si (4,2)

Pentru n > 3, alegand z; = 9 -+ = mp,_o = 1, egalitatea (1) se reduce la
(Xp—1 —n)(xp, —(n—1)) = n(n —1) + % si este verificata de numerele z,_; = n+1 i z, =
n—1+n(n—1)+ B ) 2p

2
10) Evident, z1 # 0, deoarece altfel x1zy... 2, =0 <0+ 229 + -+ +nx, = 1 + 209 + - - + NI,
Impartind egalitatea (1) prin z125 ... z,, aceasta devine

1 2 3 n
1= + n ey —
ToX3...Tp T1X3...Tp T1X2T4 ... Ty T1X9 ... Tp—-1
Deoarece zox3. ..y > 1T3... Ty > -+ > T Lo ... Ty_q > (n — 1)!, rezulta ca

1+2+--4+n  nn+1)

L= Tamon

Pentru 2 < n < 4, inegalitatea de mai sus are loc.
Pentru n > 5, scriind n(n+ 1) = (n — 1)(n — 2) + 4(n — 1) + 2, aceasta devine

pond) (D=2 kA2 12 1
2(n—1)! 2(n —1)! 2(n—=3)!  (n—2)!  (n—1)!
L2 1 12 1 5
—2:20 3 44 6 24 8
Rezulta ca m € {2, 3, 4. oo 3p

Pentru n = 2 am vazut ca perechile (1, z2) de numere naturale nenule care au proprietatea (P) sunt (3, 3)
si (4,2). Prin urmare nu exista perechi care sa satisfaca si inegalitatea r; < 5.

Pentru n = 3 putem alege 1 = 1, 9 = 4 si 23 = 9(ca In exemplul de la a)), care verifica inegalitatea
x1 < T9 < x3 §i au proprietatea (P).

Pentru n = 4, alegand z; = 1 §i x = 2, egalitatea (1) se reduce la (2x3 —4)(2z4 — 3) = 22 gi este verificata
dex3:3§ix4:7.

Prin urmare numerele naturale n > 2 care satisfac conditia ceruta sunt n =3sin=4................ 2p
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CLASA a 9-a

Solutii si bareme orientative

Problema 1. Un triunghi ABC are ortocentrul H diferit de varfuri si
de centrul O al cercului circumscris. Notam M, N, P centrele cercurilor
circumscrise triunghiurilor H BC, HC A, respectiv HAB. Demonstrati ca
dreptele AM, BN, CP si OH sunt concurente.

Solutie. Cercul HBC este simetricul cercului
A C circumscris triunghiului, deci M este simetricul
P N lui O fatd de BC......ooiiii 2p

Daca D este mljlocul lui [BC’] atunci OD =
— = —
OB+0C) = (OH OA) = lAH deci OM—

o
)

Q
D[

Rezulta ca AHMO este paralelogram, deci
AM trece prin mijlocul segmentului [OH], ana-
log BN i CP oo 2p

Problema 2. Fie n > 2 un numar natural si ay,as,...,a, numere reale
strict pozitive astfel incat a1 < ag, a1 +as < ag, a1 +as + az < aqg,...,
a1 +as+ ...+ ap_1 < a,. Aratatica

a1 az as An-1 _ N
—+—+ =4+ <
az a3 a4 an 2
Cand are loc egalitatea ?
Solutie. Notam z1 = a1, xp = ap — (ap_1+ ...+ a1), k=2,n....... 2p
Observam ca g1 —Tp =agr1 —2ap, k=1,n—1......... ... ... 1p
n—1
a a a G Tit1 — X4
Rezult52(1+2+3+...+ n 1) :Z(l—”l’) ....1p
a2 a3 Qa4 an, i1 Qi1
21 R — z, 2 1 1
Ultima suma este n——l—z S T; ( — ) <
L O — a; Qi1
n, deoarece x; > 0,Vi=1,nsia; <ajy1,Vi=1,n—1.................. 2p
Egalitatea are loc daca si numai daca z9 = 23 = ... = z, = 0, adica
agzal,a3:2a1,...,an:2”_2a1 ..................................... 1p

Problema 3. a) Demonstrati ca 7 nu poate fi scris ca suma de trei patrate
de numere rationale.



b) Fie a un numar rational care poate fi scris ca suma de trei patrate de
numere rationale. Aratati cd a™ poate fi scris ca suméa de trei patrate de
numere rationale, oricare ar fi numarul natural nenul m.

Solutie. a) S& presupunem ca exista numerele rationale x,y, z astfel ca
7 =22 4+ y? 4 22. Scriind z, y, z ca fractii si eliminand numitorii, obtinem o
egalitate de tipul

n? =a® + b+, (*)
unde n, a, b, ¢ sunt numere naturale, nu toate nule.

Daca n este par, atunci a, b, ¢ sunt toate pare (nu pot fi toate trei impare,
iar daca exact doua sunt impare, suma patratelor da restul 2 la impartirea
cu 4, in timp ce 7n? se divide cu 4). impérgind cu 4, obtinem

™2 =at + b3 + 3,
sievident, 0 <a;+b1+c1 <a+b+ec.

Daca nj este tot par, repetam procedeul precedent (aceasta se poate
intampla de un numar finit de ori).

Daca n este impar, n = 2k + 1, atunci Tn? = 7-4k (k+ 1) +7 = M8+7.
Cum restul unui patrat la impartirea cu 8 este 0, 1 sau 4, deducem ca
egalitatea (*) de mai sus este imposibila ......... ... .. ..o 3p

b) Vom demonstra afirmatia prin inductie dupa m. Cazul m = 1 rezulta
din ipoteza. Sa presupunem afirmatia adevarata pentru orice m < n sisa o
demonstram pentru n + 1.

Dacd n+1 = 2k, atunci k < n, deci a* se scrie ca o sumi de trei patrate
de numere rationale, de exemplu a* = 22 + y? + 22, unde = > y > 2. Atunci

a?* = (22 +y* + z2)2 = (2% +¢" = 2%) + (202)" + (292)°,

si numerele 22 + y? — 22, 2xz, 2yz sunt evident rationale............... 2p
Dacad n+ 1 = 2k + 1, scriind a = 22 + 32 + 22, avem

2 2 2
a"tl = a? . g =a? (x2 + 2+ z2) = (ak:c) + (a%) + (akz) .

Problema 4. Determinati toate functiile f : R — R care au proprietatea

f(a®) — f(0*) < (f(a) +b) (a— f(b)), oricare ar fi a,b € R.

Solutie. Pentru a = b = 0 obtinem f2(0) <0, deci f(0) =0 ........ 1p
Luand in ipoteza b = 0, apoi a = 0, reiese f(a?) < af(a),Va € R si
f(?) > bf(b),Vb € R, deci f(2?) = xf(x),Vor €ER(*) ...t 1p
Inlocuind (*) in ipotezd obtinem f(a)f(b) < ab,Ya,b€R ........... 1p
Avem si —zf(—z) = f((—2)?) = f(2?) = zf(x), de unde reiese ci f este
TINDATA .« o ettt et e e e 1p
Din ultimele doua relatii reiese f(a)f(b) = —f(a)f(—=b) > —(—ab) = ab,
deci f(a)f(b) =ab,Ya,b € R ... 1p
Astfel f2(1) = 1, ceea ce implica f(1) = +1 si f(z) = z,Vz € R, sau
fl@)=—z, Vo € R 1p
Ambele functii verifica ........ .. . 1p
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CLASA a X-a

Enunturi si bareme

Problema 1.
Fie n € N;n > 2 gi numerele reale aq, as, ..., a, € (0,00) astfel incat a; - as -
- a, = 1. Demonstrati ca functia

f:(0,00) >R, f(z)=(1+a])-(1+a3)-...-(1+a))
este crescatoare.

Solutie si barem.
Dupa inmultiri obtinem
fr)=0+a}) - (1+as) .-(I+a2) =1+ X a¥+ ¥ afa+ ..+

1<i<n 1<i <j<n
Xr T X
4 1p
Deoarece ay - as - ... - a, = 1, expresia functiei f poate fi scrisa ca o suma de
expresii de forma a” + —; unde a = a;,Gjy...05, cuk <n. ... 2p
a

Pentru orice a > 0, consideram functia g : (0,00) = R, g (z) = a*+a " . Fie
a2x+2t +1 a2x + 1 B a2:c+2t _ a2r+t - at +1 B

ax—l—t a® az+t

t>0.Atuncig(x +t)—g(x) =

(a2m+t _ 1) (at _ 1)
a:v+t
Atunci functia f este crescatoare ca o suma de functii crescatoare. ...... 1p

> 0, deci functia g este crescatoare ..................... 3p

Problema 2.
Fie f : R — R o functie cu proprietatile

(P1) f(z+y)
(P2) f(tz+ (1 -1)y)
pentru orice z,y € R sit € [0,1].

a) Demonstrati ca oricare ar fi a < b < ¢ < d, astfel incat d — ¢ = b — a, are
loc inegalitatea

f(x)+ f(y),
tf (@) + (1 —1)f(y),

<
<

f®)+ f(e) < fla)+ f(d).

—_



b) Demonstrati ca

flar+za+ 4 zn)+n=2) (f (@) + f (@) + oo+ f(an) = DY flaitay),

1<i<j<n

pentru orice n € N,n > 3, si x1, 79, ...,x, € R.

Solutie si barem. a) Ipoteza conduce la existenta unui numar ¢ € [0, 1], astfel
incat b=ta+ (1 —t)dsic=1—-t)a+td ................................ 2p
Aplicam (P2) si obtinem

f)=fta+(1—t)d) <t(f(a))+(1—1)f(d).

Analog, f(c) < (1—1t) f(a)+tf(d). Adunam cele doua inegalitati si obtinem
CONCIUZIA. ... 1p

b) Pentru inceput, demonstram cazul n = 3. Doua dintre numerele z, y, z sunt
simultan pozitive sau simultan negative. Fie z,y acestea. Daca x > 0 atunci
z+(x4+y+z2)=(+2)+y+2)siz<z+z2y+2 < x+y+ 2 Punctul
anterior conduce la

ft)+fy+2)<fER)+flr+y+2).

Concluzia se obtine prin adunarea inegalitatii anterioare cu inegalitatea f (z + y) <
f@)+ f(y). Daca x < 0, atunci z + y + 2 < y + 2, z + x < z si calculele sunt
STILATE. oo 2p

Presupunem acum inegalitatea adevarata pentru n si o demonstram pentru
n+ 1. Ipoteza de inductie aplicata numerelor x1, xs, ..., 2,1 $i ©, + 2,11 conduce
la:

flar+ .tz t+xp)+(n=2)(f(x1) + .. + [ (wp-1) + [ (Zn + Tpy1))
> Z fx+ )+ Z fzi+xn+Tpe1) -

1<i<j<n—1 1<i<n—1

Concluzia se deduce daca folosim inegalitatea

@i+ mn + @pi1) 2 f (@i + 20)+f (@ 4 g Hf (@ + Togr) = f (@)= ] (20) = (@n11)
ST INSUIMAIIL. ..ottt et et e et e e e e e e e e 2p
Problema 3.

a) In planul complex de origine O, consideram punctele A gi B, de afixe

nenule a si respectiv b. Aratati ca Sipap = 1 ‘Eb — a5| , unde Sjpap] reprezinta

aria triunghiului OAB.
b) Fie ABC un triunghi echilateral inscris intr-un cerc C de centru O. Pentru
un punct P interior cercului C, notam cu S(P) aria triunghiului avand lungimile

2



laturilor egale cu distantele de la P la varfurile triunghiului. Fie P; si P, doua
puncte distincte interioare cercului C. Aratati S(P;) = S(F2) daca si numai daca
OP1 - OP2
Solutie gi barem. a) Presupunem ca triunghiul OAB este orientat in sens
trigonometric. Atunci m ({AOB) = arg —, iar daca este invers orientat obtinem
a _
la| (b b |ab — ab) e
— (——=]| = =——— sdi deci
o \a @ 2al o] °
1
SioaB) = §OA -OB -sin ({AOB) , de unde obtinem concluzia. ............. 2p

m (LAOB) = arg%. Atunci sin ({AOB) =

2w 2w
b) Fie ¢ = cos — + isin —. Putem presupune ca afixele punctelor A, B si

C sunt 1, €, respectiv €2. Fie P, un punct de afix p, interior cercului. Atunci
(p—1)+e(p—e)+e*(p—¢e*) = 0. Fie punctele D(p—1), E(s(p—¢)) s
F(e2(p —€?)). In plus, OD = PA, OE = PB si OF = PC.

Fie J, astfel incat ODJF este paralelogram. Obtinem ca punctul J are afixul
opus afixului lui F. Atunci OJ = PC| iar triunghiul ODJ are laturile de lungimi
PA, PB, PC. .. 2p

1
Dar S[ODJ}:S[ODE}:Z|(1_7_1)'5'(27—5)—(}?—1)-5-(]_)_5”

1 V3
= (=P~ (=) =~ [ - 1].
. 3
Dar |p| < 1, deci Sjopg = S(P) = % (1- |p|2) e 2p

Revenind la punctele P, si P, din ipoteza, notam cu py, respectiv ps, afixele

lor. Atunci S(P;) = ? (1- ]p1]2) 51 S(P) = g (1- \p2\2) . Atunci S(P) =

S(P,) daca si numai daca |p1| = |pe|, adicA OPy, = OPa. ..o, 1p

Problema 4.

Oamenii unui trib stravechi foloseau o limba in care cuvintele erau formate
doar cu literele A si B. Cercetatorii au descoperit ca pentru oricare doua cuvinte
de lungimi egale, exista cel putin trei pozitii corespondente in care literele sunt
diferite. De exemplu, cuvintele ABBAA si AAAAB difera in pozitiile 2,3 si 5,
adica n trei pozitii.

Fie n € N, n > 3. Demonstrati ca in aceasta limba nu pot exista mai mult de

27'L
{ n J cuvinte de lungime n ( [a] este partea intreaga a numarului real a).
n

Solutie si barem. Notam cu C, multimea tuturor cuvintelor de lungime n, care
s-ar putea forma (pot fi gi cuvinte care nu fac partea neaparat din limba tribului).
Atunci Card (C) = 2™ o 1p

Pentru doua cuvinte oarecare x si y, din C, notam d (z,y) , numarul de pozitii
in care literele sunt diferite. Evident d (z,z) = 0 §i d(z,y) = d(y,x). Pentru



orice € C, definim multimea C, = {y € C'|d (z,y) < 1}.

Atunci Card (Cy) =n+ 1. oo 2p
Daca a, b sunt cuvinte de lungime n din limba, atunci d (a,b) > 3, deci C, N
O = D o 2p
Fie D multimea tuturor cuvintelor de lungime n din limba. Atunci |J C, C
a€D
C, de unde Card < U C’a> < Card(C).Dar Card ( U C’a) =(n+1)-Card (D),
a€D aeD
2n
deci (n + 1)-Card (D) < 2", de unde Card (D) < 1 Deoarece Card (D) € N,
n
obtinem concluzia. .......... .. 2p



Societatea de Stiinte Matematice Ministerul Educatiei Nationale si Cercetarii
din Romania Stiintifice

EDUCA'[I_IEI NATIONALE
I STIINTIFICE

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Finala, Targu Mures, 20 aprilie 2016
CLASA a 11-a

Solutii si bareme orientative

Problema 1. Fie A € M3(R) o matrice care satisface urmatoarele conditii:
det (A2 — [) = det (A + [,) si det (A% — [,) = det (42916 + ).
Demonstrati ca det (A" — Iy) = det (A" + I3), pentru orice numar natural
nenul 7.

Solutie. Pentru M € My(R) are loc relatia

det (M — 1) = 2* — tr(M)x + det(M), V z € R. (1)

Fie A € M3(R) o matrice care satisface conditiile din enunt. Din (1)
obtinem

tr (A1) = g (4706) = )
.................................................................. 1 punct
Conform teoremei Cayley-Hamilton, avem
.................................................................. 1 punct
1) Daca tr(A) = 0, atunci din (3) obtinem A? = —det(A)l, de unde
A2 = — det'™"(A)I,. Din (2) rezultd det(A) =0. ........... .. 1 punct

2) Daca det(A) = 0, atunci din (3) obtinem A? = tr(A)A. Prin inductie,
AL = t1(A)A, ¥ n e N*. Rezulti tr (A") = tr"(A), ¥ n € N*. In particu-
lar, conform (2), 0 = tr (A%0M) = tr?4(A), deci tr(A) =0. ....... 1 punct
Presupunem, prin reducere la absurd, tr(A) # 0 si det(A) # 0. Din (3),
A6 — tr(A) A2015 + det(A) A2 = O,. Atunci tr (A%916) — tr(A)tr (A2015) +
det(A)tr (A%') = 0. Conform (2) si presupunerii, obtinem tr (A?5) = 0.
Din (3), deducem tr(A") = detl(A) [tr (A) tr (A™*!) —tr (A""?)], n e N*.
Astfel, pornind de la tr (A2°1%) = tr (42°1%) = 0, obtinem, in mod recurent,
tr (A%13) =0, tr (A?12) =0,--- tr (A) = 0. Contradictie.

In concluzie tr(A) = 0si det(A) =0. .............cooiiiin., 2 puncte
Din (3) rezultd A% = O, de unde obtinem A" = O,, V n > 2. Atunci, pen-
tru n > 2, avem det (A" — Iy) = det (=) = 1 = det ([3) = det (A" + I5).
Pentru n = 1, conform (1), det (A — Iy) =1 =det(A+I). ...... 1 punct




Problema 2. Pornind de la o matrice inversabila A € M,,(C) avand liniile
Ly, Ly, -+, Ly, construim matricele B € M,,(C) cu liniile O, Lo, -+ , L, si
C € M,(C) cu liniile Lo, -, L,,O, unde O desemneaza o linie cu toate
elementele nule. Fie matricele D = A™'- Bsi £ = A~ C. Aratati ci:

) rang(D) = rang (D?) = - = rang (D");
b) rang(F) > rang (E?) > --- > rang (E").

Solutie. a) Consideram matricea P € M,,(C),

o o0 o0 --- 0
0 1 0
P = 0 O 1 0
0 0 0 1
Avem D = ATYPA 1 punct
Cum P? = P, obtinem P* = P, k € N* (inductie). ............... 1 punct
Atunci D* = (A"'PA)* = A-'P¥A = A-'PA = D, k € N*. Prin urmare,
rang (D*) =rang (D) =rang(P) =n—1, k=1,n. ........... .. 1 punct
b) Fie matricea Q € M, (C),
0 1 0O --- 0
0 0 1 -0
0 0 0 - 1
0 0 0 - 0
Avem E = A7YQA. .. . 1 punct
ke k| Ln_
Se verifica inductiv ca matricea Q" se reprezinta in blocuri < % )
k,n
(unde I, € M,(C) este matricea unitate, iar O,, € M, ,(C) este matricea
nuld), pentru k =1,n— 1. Apoi, Q" =0O,. ..o 2 puncte

Din EF = (A71QA)* = A"1Q*A, k € N*, rezulti
rang (E*) =rang (Q*) =n—k, k=1,n,

de unde concluzia. .......... ... 1 punct

Problema 3. Fie a € R. Consideram o functie f : (0,00) — (0, 00). Aratati
ca urmatoarele doua afirmatii sunt echivalente:

(i) lim Jw) =0gi lim )

= 00 , pentru orice € > 0;
z—o0 pate x—o0 rA ¢



In f(z)

N _
B e
Solutie.
(1) = (di). Fiee > 0. Conform (i), exista m; > 0 astfel ca Lf) <1, Vz>m
xa 3

f(z)

a—ée

si exista mgy > 0 astfel ca > 1, V& > mgy. Notam m = max {my, ma, 1}.

Atunci 2°7¢ < f(z) < 2%, V & > m. Prin logaritmare, obtinem inegali-

1
tatea a — e < nlf_(x) <a+e, Va>m. Cum e > 0 este arbitrar, rezulta
nx
1

lim L(a:) e 3 puncte
z—oo InT

(17) = (i). Fie e > 0. Conform (i), exista m > 1 astfel ca

1
a— =< n /() <a—i—§, Vao>m.
2 Inx 2

f(x)

rate re/2’ Vr>m

Obtinem 2%~/ < f(x) < 2°*/?, ¥V 2 > m. Ca urmare,

si Lf) > 252,V 2 > m. Dar lim 25/? = oo §i f(z) > 0, V & > 0. Conform
T T—00
criteriilor clegte si al majorarii se obtin limitele de la (7). ........ 4 puncte

Problema 4. Determinati functiile f : R — R cu proprietatea ca f? este
derivabild pe R si (f2) = f.

Solutie.

Functia identic nula verifica cerintele. ......... ... ... ... .. ... 1 punct
Fie f : R — R o functie neidentic nula care verifica conditiile din enunt.
Existd deci 2y € R astfel ca f (x) # 0. Cum f? este derivabila, deci continua,
f? > 0 pe o vecinitate a lui 7y. Notdm

a = inf {t € (—o00,z0) [ f*(x) >0, V x € [t,x0]},
b= sup {t € (xg,00) |f*(z) >0, V x € [xo,t]}.

Avem —oco0 < a <z < b < oosi flx) #0, Ve (a,b). Cum f = (f?)
are proprietatea lui Darboux (conform teoremei lui Darboux), deducem ca f
pastreaza semn constant pe (a,b). ......... .. i 1 punct

1) Presupunem f(z) > 0, V = € (a,b). Atunci f = /f? pe (a,b), deci f
este derivabila pe (a,b). Conform ipotezei, avem 2f(z)f'(x) = f(z), YV = €

1
(a,b). Rezulta f'(x) = 2 V x € (a,b). Deducem ca exista ¢ € R astfel ca
f(z) = g +¢, € (a,b). Cum f(z) >0, Vx € (a,b), obtinem a > —2¢ (deci
a este finit), In acest caz, din definitia lui a si continuitatea lui f? rezulta

f?(a) = 0. Atunci ¢ = —g, deci f(z) = : ; a’ x € [a,b). Daca b ar fi finit,




2
_ b— )2
am obtine 0 = f(b) = lig)l (x 5 a) = ( 4a) ; contradictie. Deci b = oo
r—a

si prin urmare f(z) = , T € [a,00).

Mai mult, f(z) <0, Vx € (—o0,a). Astfel, daca ar exista x; < a astfel ca

f(z1) > 0, atunci f(a) > 0; contradictie. ....................... 2 puncte

2) Presupunem f(z) < 0, V = € (a,b). Rationand analog, obtinem b finit,
—b

fla)="2 . @ € (=00, si f(£) 20, V& € (5,00). oo 1 punct

Din cele de mai sus deducem ca, pe langa functia nula, urmatoarele tipuri

de functii f : R — R satisfac conditiile din enunt;:

0 r<a
, f<x>:{ 0, aeR;
S rza
xT_b, z<b
2. fle)=93 7 ,2p 0 PER
:”T*b, z<b
3. flx)=¢ 0, x € (bya) , a,b€eR, b< a;
z—a r>a

4. f(m)zg-f—c, reR, ceR.
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Solutii si barem orientativ

Problema 1. Aratati ca pentru orice n € N* exista un unic ¢, € (0,1),
astfel Incat

L |
/ o= —
o l+an 1L+ (cp)™
si calculati lim,, o n(c,)™.

Radu Pop

Solutie. Existenta lui ¢, este asigurata de teorema de medie aplicata functiei
continue f, : [0,1] = R, fu(x) = (1 +2")~', n € N*. Din injectivitatea lui

fn rezulta un101tatea 1u1 Crpe e 1 punct
Fie I, fo )y"tdz. Cum n(c,)" = n(1/I, — 1), iar |I, — 1| =
‘fl lj:;n dz ’ < fo ”dx = 1/(n + 1), deci lim,_, I, = 1, este suficient s&
calculam limy, oo (1 — L), oonei 2 puncte
Avem n(l — I,,) = nfol edr = fo (In(1 + 2"))/dz = In2 —
fl IN(1 4 2™)dz. e 2 puncte
D1][1O<f0 In(1+ 2™) dm<f0 e = S, 1 punct
rezulta lim,, o fo In(1 + z™)dz = 0, deci lim,,_,, n(¢,)" =1In2. ...1 punct

Problema 2. Fie A un inel si fie D multimea elementelor sale neinversabile.
Stiind c& a? = 0 oricare ar fi a € D, si se arate ca:

(a) aza =0 oricare ar fia € D si x € A;
(b) daca D este multime finita cu cel putin douad elemente, atunci exista
a € D,a # 0, astfel incat ab = ba = 0, oricare ar fi b € D.

Joan Baetu

Solutie. (a) Fiea € Dsix € U(A). Cum azx € D rezulta ca axax = 0, deci
A = 0. 1 punct

Dca z € D, atunci 1 +x € U(A), deci a + ax = a(l + x) € D. Obtinem
0= (a+ax)? =a*+ a*r + ara + axar = ava(l + x), deci axa = 0. .......
.................................................................. 1 punct

(b) Fie P multimea produselor finite si nenule de elemente din D. Cum
|ID| > 2, Pestenevida. ...........oiiiiiiiiiiiii 2 puncte



Daca z = ajas - - - a, € P, atunci a; # a; pentru ¢ # j. intr—adevér, daca
existd ¢ < j cu q; = ay, atunci ¢ = ayag - - - a; (@41 - - - aj-1)a; - - - a = 0, fals.
Rezulta ca P este finita. ........ ... ... .. .. . 2 puncte

Fie a = aqjas - - - a, € P pentru care k este maxim. Daca b este unul dintre
factorii lui a atunci ab = ba = 0, conform (a). In caz contrar, cuvintele ab si
ba au lungimea strict mai mare decat k, deci nu apartin lui P si prin urmare
ab="D0a = 0. ... 1 punct

Problema 3. Fie f : R — R o functie crescatoare si a € R. Sa se arate
ca f este continua in a daca si numai daca exista un sir (a,)p>1, cu a, > 0
pentru orice n € N*, astfel incat

[ e [ i<,

n

oricare ar fi n € N*.

Dan Marinescu

Solutie. Fie F : R — R, F(z) = [ f(t)dt. Cum f este continud in a, atunci
F este derivabila in a si F'(a) = f(a). Rezulta ca pentru orice n € N*, exista
0, > 0 astfel incat |F(z)/(x —a) — f(a)] < 1/(2n), oricare ar fi x € R cu
|z —al < §,. Fie a, =06,/2,n > 1.

Pentru z = a + a, obtinem F(a + a,)/a, — f(a) < 1/(2n), iar pentru
x =a — a, obtinem f(a) — F(a — a,)/(—a,) < 1/(2n). Prin adunarea celor
doua inegalitati obtinem F'(a + a,) + F(a — a,) < a,/n, deci inegalitatea
COTULA. ettt ettt e e 3 puncte

Reciproc, deoarece f este crescatoare, rezulta ca g : R\ {a} — R, g(x) =
F(z)/(x — a), este crescitoare pe R\ {a}. Intr-adevir, fie z,y € R ~ {a},
a <z <y Cum (x—a)F(y) = (x—a)f fO)dt+ (x—a) [’ f)dt >
(o —a) [T F(O)dt+ (o —a)(y—2) [ (@) > (e—a) [ F(O)dt+ (y—a) [ F)dt =
(y —a)F(x), deducem g(y) > g(x). Analog pentru x <y < asix < a <y.
.................................................................. 1 punct

Fie z,, € (0,a,), pentru orice n € N*, cu x,, — 0. Din monotonia lui g
rezultd cd g(a + ,) — g(a — z,) < gla+a,) — g(a —a,) < L n e N*. Prin
trecere la limita obtinem g(a+0) < g(a—0). Cum g(a—0) < g(a+0) rezulta
ca g(a+0) =g(a—0) € R, deci F este derivabila in a gi de aici concluzia.

Problema 4. Fie K un corp finit cu ¢ elemente, ¢ > 3. Notam cu M
multimea polinoamelor de grad ¢ —2 din K[X] care au toti coeficientii nenuli
si distincti doi cate doi. Determinati numarul polinoamelor din M care au
q — 2 radacini distincte in K.

Marian Andronache



Solutie. Cum orice polinom g din M este asociat in divizibilitate cu un unic
polinom f din M, astfel incat f(0) = 1, vom determina numarul polinoamelor
de forma f =14 a; X + -+ + a, o X972, care au proprietatea din enunt,.

Fie f un astfel de polinom, fie x4, ..., z,_o radacinile sale si fie
1 ay Az ... Qg—3 Qg2
Qg—2 1 ar ... Qg—4 Qg3
A - Qg—3 QAg—2 1 ceo Qg5 Qg—4g
a9 as aq ... 1 aq
aq a9 ag ... Qg2 1
i
1 1 1 | 1
Yy I ) cee Xg—3 Tg—2
s v ooxr w3 L xlg T,
TR ) S mgig a;gj
y = afTt af To3 Tes
unde K* = {y, x1,22,...,24 2} Cumz97! = 1, oricare ar fi z in K*, obtinem
f() 00 ...0
yéf(y) 0 0 00
v f(y 00 ... 00
ag— | () .
y"fy) 0 0 00
Yy fly) 00 ... 0

................................................................. 2 puncte
Deoarece f(y) # 0 si B este inversabila in M,_;(K), rezulta ca rangul

lui A este 1, deci toti minorii sai de ordin 2 sunt nuli. In particular,

a1 Qg

1 aq

ay as
1 a9

a1 Qg2
1 Ag—3

=0,

ie.,ay=a3 as=a}, ... a,o=al"? deci multimea coeficientilor lui f este
{1,a1,a3,... ,a‘fﬁ}. Cum aceasta multime este egala cu K*, rezulta ca ay
este un generator al grupului multiplicativ (K*,-) si f =1+ a X +a?X?% +
. C 2 puncte

Reciproc, orice polinom f = 1+aX +a?X?+---+a?2X%2 unde a este
un generator al grupului multiplicativ (K*,-), are proprietatea din enunt,
deoarece f(a™'X) =1+ X + X+ + X% = [[,cfer (X — ), deci f

are radacinile acq, unde a € K* ~ {1} ... 2 puncte
Intrucat K* are ¢(q — 1) generatori, rezulta ca numarul cerut este
(= 1)B(q = 1) oo 1 punct
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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a V-a

Problema 1. Fie numarul natural n = 7 + 7% + 73 4 ... + 72017,
a) Aritati ca 72918 da prin impértire la 6 si prin impartire la 48 acelasi rest.

b) Aflati ultimele doua cifre ale numarului 6n.

Solutie.

a) Tn=T>+73+ 74+ . 72017 L 72018 "deunde 6n =Tn —n =718 —7. ... ... ... 1p

Rezultd 72018 = 6n + 7 = 6(n + 1) + 1, ceea ce arata ci restul impartirii la 6 a numarului
72008 st 1 1p

Avemn = T+72(147)+ 7 (147)+...+ 72010 (147) = 748 (72 + 7 + ... + 72916) = 74 8p, unde
p="T>+7 .. 47?16, Cu aceasta 72018 = 6(8p+7)+7 = 48p+42+7 = 48p+49 = 48(p+1)+1,
de unde deducem ca restul impartirii lui 22018 la 48 este 1. ....... ... ... i, 2p

b) Avem 6n = 72918 — 7. Daci notam ug(x) ultimele doud cifre ale numarului x, avem

u (7)) = 01, ug (THF1) = 07, ug (TH12) =49, uy (TF3) =43. ... 2p
Atunci up (72018) = uy (7450412) = 49. Rezultd us(6n) = ug(49 —7) =42............... 1p

Problema 2. Aflati cate numere naturale scrise in baza zece indeplinesc simultan conditiile:
i) Numarul are sase cifre.
ii) Produsul cifrelor nenule ale numarului este 84.

iii) Patru dintre cifrele numarului sunt 2, 0, 1, 7.

5 1.7 = 6, deosebim urmatoarele cazuri: ............. 1p
(1) Cifrele sunt 2,0,1,7,0,6.
Daca prima cifra este 1, atunci cele 5 cifre ramase pot fi aranjate in 60 de moduri; analog
daca prima cifra este 2, 6 sau 7. In acest caz sunt 240 de numere. .......................... 2p
(2) Cifrele sunt 2,0,1,7,1,6
Daca prima cifra este 2, atunci cele 5 cifre ramase pot fi aranjate in 60 de moduri; analog
daca prima cifra este 6 sau 7. Daca prima cifra este 1 se obtin 120 de numere. In total, In acest
caz sunt 300 de NUIMETE. . ... ...ttt ettt e e et e e 2p
(3) Cifrele sunt 2,0,1,7,2,3
Daca prima cifra este 1, 3 sau 7, se obtin 3 - 60 = 180 de numere, iar daca prima cifra este 2
se obtin 120 de numere. In total, in acest caz sunt 300 de numere. ......................... 1p

Asadar, in total sunt 840 de NUMETe. . .........oiiii e 1p



Problema 3. Fie n > 2 un numéar natural. Spunem ca numarul natural ajas...a,, are

proprietatea (P) daca
a1a9...0p = Qa1 QA2 * ... " Ap, + a1 + a2 + ... + an,.

Gasiti toate numerele naturale ajas...a, care au proprietatea (P).

Solutie.

Dacd n = 2, avem a1as = a1 - as + a1 + ag echivalent cu 9a1 = a1 - a9, de unde as = 9. Avem
numerele 19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89, 99. .. ... 3p

Dacan >3, vomarataca a; -as ... ap+a1+a2+ ...+ 0n <ALA2 - Oppeeeeeeeennnnn. 1p

Relatiaay-ag-...-an,+a1+as+...+a, <aijas...a, este echivalenta cuaj-as-... -a, <
al-w—l—ag-w—l—...%—an,l-g Avemaj-as-az-...-ap, <a1-9-9-...-9<a;-9-

n—1 cifre n—2 cifre n—1 factori
10-10-...-10:a1‘9w <a1~w <a1-w+a2‘w+...+an_1‘9....3p

n—2 factori n—2 cifre n—1 cifre n—1 cifre n—2 cifre

Problema 4. Se considera cifrele a,b,c,d,e, f nenule distincte. Determinati numerele
naturale x cu proprietatea ci x divide oricare numéar de sase cifre distincte scris cu cifrele
a7b7c7d?e7f'

Solutie.

Oricum am alege 6 cifre nenule diferite, cel putin doua dintre ele sunt consecutive.

Presupunem ca nu sunt doua cifre diferite consecutive. Dacd a < b < c < d < e < f, avem
b>a+2,c>b+2>a+4,d>c+2>a+6,e>d+2>a+8si f>e+2>a+ 10, ceea ce
nu este posibil deoarece f este Cifra. ...... ... e 2p

Notam cu m si n, m > n doua cifre consecutive dintre cifrele a,b,c,d, e, f, iar cu p,q,r, s

cele patru cifre ramase.

Avem x | pgrsmn si x | pgrsnm, de unde x | pgrsmn — pgrsnm, adica x | 9(m — n). Dar

m—n =181 atunci T | 9. ... 3p
Daca 31a+b+c+d+e+f,atunciz = 1. Daca3 | a+b+c+d+e+fsi9ta+b+c+d+e+f,
atunciz = 1saux =3. Daca9|a+b+c+d+e+ f,atunciza =1,z =3sauz=9....... 2p
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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a 6-a

Problema 1. Doi copii, Alex gi Cristi, joaca de mai multe ori un joc in urma caruia castigatorul primeste
x puncte, iar cel care pierde primeste y puncte (z si y sunt numere naturale nenule cu = > y, iar la fiecare
joc unul dintre copii castiga si celalalt pierde). Scorul final este 147 la 123 in favoarea lui Alex. Cristi a
cagtigat 6 partide. Aflati numerele x si y.

Solutie. Notam cu ¢ numaérul jocurilor castigate de Alex. Atunci ax + 6y = 147 gi 6x + ay = 123. ....1p
De unde, prin scadere, obtinem ax + 6y — 6x — ay = 24, adica (a —6)(z —y) =24 ..., 1p
a — 6 gi x — y sunt numere naturale, deoarece x,y naturale cu x > y si a > 6 pentru ca Alex a castigat mai
MULLE JOCUTT. ..ottt et e e e e 1p

Din ax + 6y = 147 rezulta ca ax este numar impar, deci a este impar, astfel a — 6 este divizor impar al lui
24.
Avem doud cazuri:

e a—6=1gx—y=24, de unde 7(y + 24) + 6y = 147, adica 13y = —21 nu convine.

e a—6=3gx—y=38,deunde 9(y + 8) + 6y = 147, adica 15y = 75, de unde y = 5 si = = 13.

Nota: Fara observatia de paritate (sau alta restrangere a cazurilor) tratarea fiecarui caz
(a—6,z—y) € {(1,24),(2,12),(3,8),(4,6),(6,4),(8,3),(12,2),(24,1)} se noteaza cu cate 0.5 puncte.

Problema 2. Consideram triunghiul isoscel ABC cu m(xBAC) = 100°. Fie BD bisectoarea unghiului
ABC cu D € (AC), punctul E € BD astfel incat D € (BE) si BE = BC si F € (BC) astfel incat
AB = BF'. Demonstrati ca dreptele AC si EF sunt perpendiculare.

Solutie

in triunghiul ABD avem m(<ABD) = ™EBD _ o0 py(yBAD) = 100°, deci m(<ADB) = 60°, de

unde rezulta ca m(XEDC) = 60° (fiind opuse la varf) ......... . 2p
Triunghiurile ABD si FBD sunt congruente (L.U.L.), deci m(<«xFDB) = m(xADB) = 60°, de unde
TUEEDCO) = 600, oo 2p
Triunghiul EBC este isoscel (BE = BC) cu m(<xEBC') = 20°, deci m(xBCFE) = 80°, iar din ipoteza avem
m(LACB) = 40°, deci L(FCD) = S(DCE). ... 1p

Astfel triunghiurile FCD si EC'D sunt congruente (U.L.U.), deci triunghiul FCFE este isoscel. CD este
bisectoare, deci si naltime. Deci CD L FE. .. e e e 2p



Problema 3. Daca pentru numerele naturale nenule a,b,c sunt adevarate inegalitatile a > b > c si
12b > 13c > 1la, aratati ca a + b+ ¢ > 56.

Solutie. Deoarece a,b,c € N,dina>b>crezultia>b+1>c+2,decia—c>2 .................. 2p
Daca a — ¢ > 4, atunci 13¢ > 11a > 11(c+ 4) deci ¢ > 22. Rezulta ca a +b+ ¢ > c+ c+ ¢ > 66 > 56.

Deci raman de discutat cazurile a —c=2sia —c = 3.

Dacda—c=2,atuncidina >b+1>c+2rezultdaa =b+1=c+2, deci 12(c+ 1) > 13¢ > 11(c + 2), de
unde 12 > ¢ g ¢ > 11 contradictie, deci @ — € 7 2. ..o it 2p
Dacda —c=3,atuncia=c+3sib=c+1saub=c+2.

Pentru b = ¢+ 1, avem 12(c + 1) > 13¢ > 11(c + 3), de unde 12 > c si ¢ > 33 contradictie.

Pentru b = ¢ + 2, avem 12(c + 2) > 13¢ > 11(c + 3), de unde 24 > c si ¢ > 3, deci ¢ > 17, astfel b > 19 si
a>20. Deunde a4 b4 ¢ > D0, ..o 2p
Problema 4. Pe fiecare dintre laturile unui triunghi consideram cate 9 puncte distincte, diferite de varfurile
triunghiului. Determinati numarul de triunghiuri care au varfurile in cate trei din cele 3 x 9 puncte.

Solutie. Triunghiurile pot fi de doua tipuri: cu varfurile pe laturi diferite sau cu 2 varfuri pe o latura si al

treilea varf pe a treia latura. .. ... ... 1p
In cazul in care varfurile sunt pe laturi diferite, fiecare varf se poate alege in 9 moduri, deci sunt in total
93 = 729 astfel de triunghiuri. ............ .. i 2p

9-8
Putem alege doua varfuri de pe o laturd in —— = 36 moduri. Al treilea varf se poate alege in 2 - 9 moduri

de pe celelalte doua laturi, deci sunt in total 2-9-36 = 648 astfel de triunghiuri pentru fiecare latura, adica
in total 3 - 648 = 1944 de triunghiuri. ...... ... 3p
Deci 1n total sunt 729 + 1944 = 2673 de triunghiuri. ....... ... i 1p
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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a 7-a

Problema 1. Se considera multimea M = { £ + i
ba ab

a,b e {1,2,3,4,5,6,7,8,9}}.

a) Aratati ca multimea M nu contine niciun numar natural.
b) Determinati cel mai mic gi cel mai mare element din multimea M.

a b a b a b
S ]. i . — _— = — 1 d . M t
olutie a)0<ba+ab 10b+a+10a+b<b+a+a+b , deci nu contine
niciun numar natural ... ... 2p
10 (a® + b*) + 2ab
b) bi +bb ~ 10 (C(LZ ++b2))++10fab T T 10(a2 +9z?2c;b+ W01ab 99a 2P
@« 101 + 10 <b + a)

Intrucat unul dintre numerele % si p este mai mare sau egal cu 1, fara a restrange generali-
tatea, putem presupune a > b. Notand p = %, problema revine la a determina valorile extreme
ale sumei p + 11), unde p > 1.

Deoarece p + — > 2, cu egalitate pentru p = 1 (adica a = b), rezultd ca minM = 1 —

99 2
1014+10-2 11

1 1 — -1 1 1
Considerand p > ¢ > 1, avem <p+>—<q+> = (p=a) (pq ) > 0, deci p+— > q+—.
p q p q

Ca urmare, maximul sumei p + — se atinge daca p este maxim, ceea ce se obtine cand a = 9,
p

99 838
1\ 1
101 + 10 <9 + 9> 729

Problema 2. Se considera triunghiul ABC, in care m(<xA) = 90°, m(<xB) = 30°, iar
D este piciorul néltimii din A. Fie punctul E € (AD) astfel incat DE = 3AE si F piciorul
perpendicularei din D pe dreapta BE.

a) Aratati ca AF L FC.

b) Determinati masura unghiului AF'B.

b =1, pentru care max M =1 —

30°




Solutie. a) Avem AC = %BC’ siCD = %AC, deci CD = iBC’ ...................... 1p

_ _BD DE _DE EF pC 1

Din ABDE ~ ADFFE rezulta DF_FE:BD_FD' E -3~ DB’

DE AE ., AE EF

BD _ DC’ “¢cD” DF
Dar m(A/ETV) — 180° — m(D/E\F) — 180° — (900 —m(ﬁ» — 90° +m(ﬂ)?) -

m (FD\C) ............................................................................... 1p

Rezults c& AAEF ~ ACDF (cazul LUL), de unde AFE = CFD. Atunci

m(A/F\C> :m<A/F\E)+m<W> :m<C/F\D>+m<ﬁ7\C) :m<E/FB) = 90°,

deci AE L F O e e 1p
b) Deoarece m (A/F\C) =90° =m (A/D\C>, patrulaterul AFDC este inscriptibil, deci
m (ﬁ?\c) =m (W) = 30 1p
Atunci m (@) = 360° —m (B/F\D) -m (ﬁF\C> -m (@) =150° ...l 1p

Problema 3. In pitratul ABCD se noteazd cu M mijlocul laturii [AB], cu P proiectia
punctului B pe dreapta CM si cu N mijlocul segmentului [C'P]. Bisectoarea unghiului DAN
intersecteaza dreapta DP in punctul ). Aratati ca patrulaterul BM QN este paralelogram.

E A D
Q
M
P
N
B C
BM  BC

Solutie. ABMC ~ APBC = = CP =2BP = [BP] = [PN] = [NC] ... 1p

PB ~ PC

ANCD = APBC (LUL) = DNC = BPC = DN L CP, deci [DN] este iniltime si
mediand in triunghiul DPC. Ca urmare, triunghiul DPC' este isoscel, cu [DP] = [DC] .... 1p

Notand cu E intersectia dreptelor CM si AD, rezulta ca A este mijlocul lui [DE], deci [IVA]
este mediana in triunghiul dreptunghic NDE. Obtinem [NA] = [AD], deci triunghiul ADN
este isoscel. Cum AQ) este bisectoare, ea este si inaltime, deci AQ 1. DN. Dar DN | CM, deci
AQ || MN (L) oo e e e 2p



Deoarece triunghiurile ANFE si DPC sunt isoscele, rezulta
m(m) +m<17]-37\f> :m<D/Ez’> —i—m(D/C’\E) =90°,

de unde obtinem DP 1 AN. Cum AQ L DN, rezulta ca @ este ortocentrul trunghiului ADN,
deci NQ L A D . o 2p

Ca urmare, NQ || AM, iar din (1) rezulta ca AM NQ este paralelogram. Segmentele [AM] si
[NQ)] sunt paralele gi congruente, deci [BM] si [NQ)] sunt paralele si congruente, adica BMQN
este paralelogram . ....... .. 1p

Problema 4. Determinati numerele prime scrise cu n > 3 cifre care au proprietatea ca,
pentru fiecare k € {1,2,...,n — 2}, prin eliminarea oricaror k cifre ale sale se obtine un numar
prim.

Solutie. Vom arata ca solutiile problemei sunt 113, 131, 137, 173, 179, 197, 311, 317, 431,
617 si 719. Fie N = @na,_1...a1Gp un numar ca in enunt. Au loc urmatoarele afirmatii:

A1l: N contine cel mult o cifrda multiplu de 3, deoarece dacd ar contine cel putin doua,
eliminand celelalte cifre, s-ar obtine un numéar compus (multiplu de 3). La fel, N nu poate avea
trei cifre care dau resturi identice la impartirea cu 3, deoarece numarul format prin eliminarea
celorlalte cifre ar fi multiplu de 3 ... ... .. 1p

A2: N are exact trei cifre. intr—adevér, presupunand ca N are 4 cifre sau mai multe, atunci
trei dintre cifrele sale dau resturile 1 sau 2 la impartirea cu 3, si, tindnd cont de (Al), doua
dintre cifre dau resturi diferite (1 si 2) la impartirea cu 3, iar numarul format cu aceste cifre
este divizibil cu 3, contradictie ........... .. 1p

A3: N are cel mult o cifrd para, iar aceasta poate fi doar a,, deoarece, In caz contrar,
eliminand toate cifrele aflate la dreapta cifrei pare, se obtine un numar compus (par) ...... 1p

A4: N nu poate contine cifra 5. Evident, N nu ar putea avea decat cel mult o cifra egala cu
5, iar aceasta ar putea fi doar a,, iar din (A3) rezulta ca N nu are cifre pare. Cum N contine
cel mult o cifra dintre 3 gi 9, N are cel putin una dintre cifrele 1 si 7. Prin eliminari convenabile,
se poate obtine un numar format cu cifrele 5 gi 1 sau cu 5 i 7, care nu este prim ......... 1p

Daca N este format cu trei cifre impare, atunci N are trei cifre din multimea {1,3,7,9},
dintre care una este 3 sau 9, iar celelalte doua sunt din multimea {1, 7} . VerificAnd combinatiile
si conditiile enuntului, obtinem solutiile: 113, 131, 137, 173, 179, 197, 311, 317, 719 ....... 2p

Daca N are prima cifra para, atunci, tinand cont de (A1) si (A4), aceasta nu poate fi egala
cu 2 sau cu 8, deoarece N ar trebui sa mai aiba cel putin o cifra egala cu 1 sau cu 7, iar prin
eliminari convenabile, se obtine un multiplu de 3. Daca prima cifra este 6, celelalte doua cifre
sunt din multimea {1,7}, iar daca prima cifra este 4, una dintre celelalte doua cifre este 1 sau
7, iar cealalta este 3 sau 9. Se obtin solutiile 617 si 431 ...... .. ... . i 1p
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Problema 1. Demonstrati urmatoarele afirmatii:

a) Dacd ABCA'B'C’ este o prisma dreapta si M € (BC), N € (CA), P € (AB) sunt astfel incat A’M, B'N
si C' P sunt perpendiculare doud cate doua si concurente, atunci prisma ABCA’B'C’ este regulata.

AA 6

1B = \4[, atunci exista M € (BC), N € (CA), P € (AB)
astfel incat dreptele A’M, B'N si C'P sa fie perpendiculare doua cate doud si concurente.

Solutie. a) Fie {O} = A’/M N B'N N C'P. Planul (B’'N,C'P) intersecteaza planele paralele (ABC) si
(A’B'C") dupa drepte paralele, deci NP || B'C’. Rezultd ca PN || BC. Analog MP || AC, NM || AB.
Atunci PNCM si PN M B sunt paralelograme, deci M este mijlocul lui [BC]. Similar, N si P sunt mijloacele
laturilor [ACT s1 [AB]. .o 2p
Dreapta C’'P este perpendiculara pe A’M si pe B'N, deci pe orice dreaptd aflatd in planul determinat de
ele, in particular pe A'B’. Deducem ca AB L C'P si AB 1 CC’, deci AB L (PCC"), de unde AB 1L PC.
Aasadar in triunghiul ABC, [CP] este mediana si inaltime, deci AC = BC'. Analog rezultda AB = AC, deci

b) Daca ABCA'B'C’ este o prisma regulata si

ABC este echilateral, iar prisma regulata. . ........ ... e 2p
b)Fie M, N, P mijloacele laturilor. Atunci A’B’MN este un trapez ale cirui diagonale se intersecteaza
A'O B'O
intr-un punct O astfel incat OM — ON = 2. Analog A/C'MP este un trapez ale carui diagonale se
AIO/ B/O/
intersecteaza intr-un punct O’ astfel incat OM - ON — 2. Asadar punctele O’ si O coincid, deci A’M,
B’'N si C'P sunt concurente.
(V3 3¢2 4h? 2
Notand AA’ = h, AB = {, avem BN = \2[ , A'M? = B'N? = h2+7, A'O? = B'O? = ?—i— 3 Atunci
8h? 202 h 6
A/OJ_B/O@A/OQ‘}'B/OQ:A/B/2<:>? SZEQ@EZ[ .................................. 3p
Al
B4 o
A0
/::O‘\L:\\
s
X ' BREYY
B M C
Problema 2. Aratati ca pentru orice numar natural n > 3, existd numerele naturale nenule x1, o, . . ., Tn,
diferite doua cate doua, astfel incat {2, n} C {x1,z2,...,2,} §
1 1 1
— = 4.+ —=1
I xI9 Ip
Solutie
LR DRI SRS NS S WA S & W G S A WS S )
2t eat T oot T2 53 —1 =1 P
Daca n nu este de forma k(k+1), (k € N), atunci numerele 1 =2, 29 =2-3, ..., 2p—1 = (n—1)n, z, =n

sunt distincte doua cate doua, deci satisfac conditiile din enunt. .......... ... .. L 1p



Daca n = k(k+ 1), k € N, (cel mai mic n > 3 de aceasta forma este n = 6) atunci pornind de la scrierea

1 1 1 1 1 1 1
—+—+... =1, put bti i —t—+.
1.2+2'3+ +(n—2)(n—1)+n—1 ,puemo§1nescrlerea1.2+2.3+ +(n—3)(n—2)+

1 1 1
=1 3

=)D+l m—2)n=-Dn-2n-1)+1 n=-1 p
Numerele 1 =2, 20 =2-3, ..., 2p3=(n—-3)(n—2), zp2=(n—-2)(n—1)+1, zp_1 = (n — 2)(n —
D[(n—2)(n—1)+1], z, = n — 1 sunt diferite doua cate doua. In plus, n < (n —3)(n — 2), Vn > 6, deci
n € {x2,x3,...,Ty_3}, prin urmare numerele x1, za, ..., x, satisfac conditiile din enunt. .............. 1p

Problema 3. Fien e N, n>2 s€iaj,ao,...,an,b1,b9,...,b, numere reale pozitive astfel incat
BB g
bt — by T T by

Determinati cea mai mare valoare a numarului real ¢ pentru care este satisfacuta inegalitatea
(a1 — bic)zy + (a2 — bac)xe + ... + (an, — bpc)zy, >0
pentru orice x1,x2,..., T, > 0cuz; <9 < ... < Xy
Solutie. Notand y1 = 1, Yg+1 = Tp+1 — Tk, pentru k € {1,2,...,n — 1}, avem x, = y1 + y2 + ... + Yg,

cuy; >0,y >0,Vk =2,n.

Cu aceste notatii, inegalitatea din enunt, revine la (a1 +as+...+a,—clby+ba+...+ bn))yl + (a2 + asg +
...—{—an—c(bg—|—b3+...+bn))y2+...—|—(an—cbn)yn20. () et 1p
aptax+...+ay
by +by+ ...+ b,
are loc inegalitatea ceruta, deci aceasta este

Pentruy; =1, yo = ... =y, = 0, observam ca este necesar ca ¢ <

ar+ag+...+ap
by +by+ ...+ b,

Aratam ca, reciproc, pentru orice ¢ <
valoarea maxima cautata a lui c.
ayt+ax+...+ay < as+az+...+ay <. < (L”.
b1 +bs+ ...+ b, ba 4+ b3+ ...+ by bn,
ap +ap41+ ...+ ay < ap4+1+ ...+ ay
by +bkr1+ ... +bp T b1+ ...+ by
ar (b1 + ...+ bp) < bg(ags1 + ...+ ap) si rezultd din inegalitatile

Avem c¢<

se scrie echivalent

Intr-adevir, inegalitatea

e Tl Gk Okt Ok On 3p
be — bkt1 be T big2 by ~ bn
Inegalitatea (x) este satisfacuta: fiecare termen din membrul stang este nenegativ. .................... 1p
Problema 4. Fie a,b,c,d € [0,1]. Demonstrati inegalitatea
a b c d
bed < 3.
140 et Taadt1gq tobedss
Solutie.
oy b e eds P ¢ d
abc abed =
146 1+c¢c 1+d 1+a T 1+4+abed 1+4+abed 14+ abed 1+ abed
a+b+c+d
o ADCA. 2
T P
Folosind succesiv inegalitatea = +y < 1 + zy, Vz,y € [0,1] (echivalentd cu (1 — z)(1 —y) > 0), avem
at+b+c+d<l+4+ab+1l4+cd=ab+cd+2<1+abcd+2=abed+3. ........cc0 0. 3p

2
Notand x = abed € [0, 1], este suficient sa demonstram ca 1+?+$ < 3, ceea ce revine la 2+22+x < 2242,
x

deci la @2 K o 2p
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SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE — CLASA a IX-a

Problema 1. Fie ABC un triunghi neisoscel, cu centrul de greutate G si centrul cercului
inscris 1. Aratati cd GI 1 BC daca si numai daca AB + AC' = 3BC.

Solutie. Cu notatiile uzuale au loc egalitatile

o b 1\ — c 1\ —
I=Al -AG=(———-|AB— | ——— — = =
¢ ¢ <a—|—b+c 3) (a—l—b—i—c 3) ¢

1 _ _
= ((2b—a—c¢)AB + (2c —a — b)AC) .
3(a+b+c)(( a—c) +(2c—a )C)
........................................................................................... 2p
Atunci GI L BC <= GI-BC =0<= ((2b —a— ¢)AB+ (2c — a— b)AC) - (AC — AB) =
............................................................................................ 2p

Deoarece AB-AB = ¢?, AC-AC = b si 2AB - AC = b+ ¢? — a2, ultima relatie este echivalenta
cud(b—c)(b?+c?—a?)—2(2b—a—c)c?+2(2c—a—b)b? = 0, sau (b—c)(a+b+c)(=3a+b+c) =0

Problema 2. Fie ABCD un patrat. Consideram punctele E € (AB), N € (CD) si
F,M € (BC), astfel incat triunghiurile AMN si DEF sa fie echilaterale. Aratati ca

PQ = FM,
unde {P} = ANNDE si {Q} = AM NEF.
Solutie. Deoarece AABM = A ADN(IC) si A DAE = A DCF(IC), rezulta ca m(m) =

m(D/AJ\V) = m(A/D\E) = m(C/D\F) = L 1p
Atunci AABM = AADN = ADAE=ADCF(CU)si AAMN=ADEF ............... 1p
Rezulta ca ADNE este un dreptunghi, deci P este mijlocul comun al segmentelor [AN] si [DE].
In triunghiul echilateral DEF avem atunci PF L DE. ... 2p
Deoarece m(DAM) + m(ADE) = m(DAM) + m(BAM) = 90°, rezulta ca AM 1 DE. Astfel,
AM (| PF e 1p
Deoarece m(m) = m(ﬁE\Q) = 60°, patrulaterul PAEQ este inscriptibil, astfel ca m(F/P\Q) =
m(EPF) — m(EPQ) = 75°. Cum m(MFP) = 180° — m(CFD) — m(DFP) = 75°, ........ 1p
rezulta ca patrulaterul MQPF este un trapez isoscel, deci [PQ| = [FM]................... 1p

Problema 3. Fie a si n doua numere naturale nenule fixate.
a) Aratati cd exista n numere naturale nenule ay,as, ..., a, astfel incat

1 1 1 1
1+-=(14— 1+— ... (14+— ).
a aq ao an,

1
b) Demonstrati ca numarul reprezentarilor de forma de mai sus ale lui 1 4+ — este finit.
a



Solutie. a) Daci a; < as < --- < a,, sunt numere naturale nenule consecutive, rezulta ca

1 1 1 1
(1+><1+>...<1+>—a"+ .
al a9 an, ai

Alegand ay = an + k — 1,Vk = 1, n, obtinem
<1+1) (1+1>...(1+1> _antn g4 1
ai as n, an a

b) Este suficient sd demonstram prin inductie dupa n € N* proprietatea
P(n) : ?Pentru orice numar rational ¢ > 1 exista cel mult un numar finit de alegeri a n numere

n
1
naturale nenule a1 < a9 < --- < a, astfel ca H <1 + > =gq.7
ag
k=1

Propozitia P(1) este evident adevarata. .............ouiiiiiii e, 1p
Presupunem ca propozitia P(n) este adevarata pentru un numar natural nenul n.

Fie ¢ € Q, ¢ > 1. Consideram ca exista n+ 1 numere naturale nenule a; < as < -+ < ay41 astfel
n+1

1 1 n+1
incat H (1 + ) = ¢. Atunci, din inegalitatile 1 + — < ¢ < (1 + ) , obtinem a; € A,
el ag ai a

unde A = <¢%’ W] N N* este o multime finitd. Pentru a; € A, fixat, notam ¢; = ﬁ.
Avem ¢; € Q, ¢1 > 1. Conform P(n), numarul de alegeri a n numere naturale ag < -+ < apy1,
n+1
cu proprietatea H <1 + ) = q1, este cel mult finit. Deducem ca numarul de alegeri a n + 1
k
k=2

n+1
numere naturale nenule a; < az < --- < a1, cu proprietatea H <1 + ) = ¢, este finit.
ag
k=1

Rezulta ca propozitia P(n 4 1) este adevarata. ......... ..., 3p

Problema 4. Fiea,b € R, cu0 < a < b, iar f : R — R o functie care satisface proprietatea
f (x2 + ay) > f (:c2 + by) , pentru orice z,y € R. ()

a) Aratati ca f(s) < f(0) < f(t), pentru orice s < 0 si t > 0.
b) Demonstrati ca f este constanta pe intervalul (0, 00).
c¢) Dati un exemplu de functie nemonotona f : R — R cu proprietatea ().

Solutie. Pentru u,v € R, conditia necesara si suficienta ca sistemul de ecuatii

2+ ay = u
>+ by=v
sa admita solutii este av < bu, o solutie fiind (:E = bz:gv,y = %) In acest caz, rezultd ci

f(u) > f(v).
a) Pentru s < 0, alegand = = /7% si y = ;% avem f(0) = f(z? 4+ ay) > f(2® + by) = f(s).



............................................................................................ 2p
b n
b) Fie ¢ = f(1). Vom demonstra prin inductie dupa n € N* ca f(u) = ¢,Vu € [(Z)n, <> ]
a
: a bl .
Pentru orice u € [b’ ] , sistemele
a
22 +ay=1
22 +by=u
si
x +ay=u
2?2+ by =1

admit solutii, de unde rezulta ca ¢ = f(1) > f(u) > f(1) = ¢. Atunci f(u) €[4 f}.

=c,Vu
Presupunem acum cd pentru un n € N* are loc f(u) = ¢,Vu € [ % n g ] Pentru orice

U € [( )n—H , (g)nﬂ}, sistemele

22+ by =u

si
m2+ay:u
2 +by = (3)"

admit solutii, astfel ca ¢ = f ((Q)n) > fu)>f ((%)n) =c.

a

Rezulta f(u) = e, ¥ € [(£)", (2)"] o 2p

a

Pentru orice t > 0 exista n € N* cu proprietatea ca t € [ T

= 1+ n] Din inegalitatea lui

Bernoulli avem [Hnlba“ ;14 nb;a} C [(%)n ) (3)”}, deci t € [(%)n ) (S)n}

Obtinem U [(%)”, (Q)n] = (0,00), de unde rezulta ca f este constanta pe (0, oo) .......... 1p

a

) Fiet < 6 oarecare. Daca =,y € R au proprietatea ca %+ ay < t, atunci y < - §1 rezulta ca
?+by=a+ay+ (b—a)y<t(l+ T) = %. Functia f; : R — R definita prln

1 , daca x € [t,00)
_ ) alt—=)
fi(x) = fla—p) - dacazc ( ,t)
0 , daca x € ( o, %]
satisface conditia din enunt si nu este MONOLONA. . .. ....vvtrt ittt 2p
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Problema 1. Fie a € (0,1). S& se rezolve in R ecuatia
a®l +log, {z} = =

Solutie. Evident, z ¢ Z si cum al®! > 0, log,{z} > 0, trebuie ca z > 0. Dacd = € (0,1),

avem 0 < log, x =z — 1 < 0, absurd. Prin urmare = € (0,00) \N.......... ..., 1p
Fie f : R — (0,400), f(z) = a”, evident bijectiva si descrescatoare. Ecuatia se scrie echiva-
lent f([z]) + f~1({z}) =[] + {a;} ......................................................... 1p

Sa notam f~l({z}) = y. Atunci {z} = f(y) si relatia precedenti devine f([z]) +y =
[z] + f(y) & f([2]) =[] = f(y) -

Cum functia ¢g(t) = f(t) — t e strict descrescatoare, deci injectiva, deducem ca [z] =y, deci

FUx]) = ) o 3p
In fine, dacd [x] = n € N, deducem a" = x — n, deci solutiile ecuatiei sunt numerele
Tp =4 a”, pentru n € N¥ 2p

Problema 2. Spunem ca o functie f : Q7 — Q are proprietatea P daca

a) Demonstrati ca nu exista functii injective cu proprietatea P.

b) Exista functii surjective cu proprietatea P?

Solutie. a) Pentru x = y = 1 deducem ci f(1) = 0. Pentru = = y obtinem f(2?) = 2f(x),

si apoi rezulta ca f(a™) =nf(x), Vn € Z,Vr € Q... ... .. ... 1p
Fie p si ¢ doua numere prime distincte. Exista atunci a,b,c € Z* astfel ca f(p) = %, f(q) = %.
e b_f0") _a Fg")
fo)fla)=fw)- - == ~=—_ fla="
Daca f ar fi injectivi, ar rezulta p® = ¢%, deci a = b = 0, contradictie....................... 3p
b) Daca = > 0 e numar rational, existd unic numerele prime distincte p1,pa,...,p, si nu-
merele intregi ai,as, ..., an, astfel ca z = p{'p3? ... plr. Se verificd usor ca

f(x) = a1 f(p1) + a2 f(p2) + ...+ anf(pn),

1
H.

Astfel, pentru a € Z, avem f(p®) = 1%' Sa aratam ca f e surjectiva. Fie y € Q,y = 3, cu

deci e suficient sa definim f pe multimea numerelor prime. Definim, pentru p prim, f(p) =

a,b € Z; alegem p prim, suficient de mare astfel ca b sa divida p!. Atunci ply = p!¢ € Z, asadar
f(pPv) = p}” e TS 3p



Problema 3. Demonstrati inegalitatea

sin >

¥S

T
4n
unde n este un numar natural nenul.

Solutie. Daca a = cos 5. + isin 5, atunci |a| = 1 §i a” = 4. Deducem
i—1=da"—1=(a—1)(a" 1 +a"2+...+1),

de UNAE V2 <@ — 1] - Mhee vt 4p

v _ 20T .. T T _ . T .
Pe de alta parte, |a — 1| = | — 2sin® - + 2isin g cos 5-| = 2sin £, de unde concluzia. .. 3p

Problema 4. Fie A si B doua multimi finite. Sa se determine numéarul de functii f: A — A
cu proprietatea ca exista doua functii g : A — B si h: B — A astfel incat g(h(x)) = x, Vo € B
si h(g(z)) = f(z), Yz € A.

Solutie. Fie f, g, h functii cu proprietitile din enunt. Din conditia g o h = 1p, deducem ca
g e surjectiva i h e injectiva. Cum si f = ho g, rezulta ca |B| = [Imf| < |A|............... 2p

Observam ca f(f(z)) = h(g(h(g)))) = h(g(x)) = f(z), deci, pentru y € Imf, f(y) = y.
Astfel, orice functie cu proprietatea din enunt are forma

T, daca z € Imf

flw) = U
¢(x), dacaxe€ A\Imf

unde ¢ : A\ Imf — Imf e o functie arbitrara.
Fie A’ C A, astfel ca |A’| = |B] (in ipoteza |B| < |A|). Definim

T, daca v € A’
flx) =
o(x), dacaze A\ A
unde ¢ : A\ A" — A’ e o functie arbitrard. ....... ... 2p

Observam ca Imf = A’ i aratam ca f are proprietatea din enunt. Fie h: B — A’ C A o

bijectie arbitrard si g : A — B definita prin

h1(z), daca x € A’

g@) =9 _, )
h='(p(x)), dacaze A\ A.
Se verifica ugor ca g(h(z)) =z, Vx € B gi h(g(x)) = f(z), Ve € Aot 2p
Submultimea A’ poate fi aleasa in (“gb moduri, iar functia ¢ in \B["‘”“B‘ moduri, astfel
incat numarul functiilor cerute este (“g“) IBIAIIBL 1p
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Problema 1. Spunem ca o functie f : R — R are proprietatea (P) daca oricare ar fi un
ir de numere reale (z,),>1 cu proprietatea ca sirul (f(zy))n>1 este convergent, rezulta ca sirul

S
(xn)n>1 este convergent. Demonstrati ca o functie surjectiva cu proprietatea (P) este continua.

Solutie. Fie a,b € R astfel incat f(a) = f(b). Sirul (2, ),>1 definit prin formula urmatoare
a, n par

Ty = este convergent deoarece sirul ( f (xn))

. este convergent. Rezulta f
b, n impar

n>1

injectiva. Cum f este presupusa surjectiva, este de fapt inversabila ........................ 2p
Fie g € Rsi (zp)n>1 un sir convergent la xg. Sirul (f(f_l(xn)))n>1 este convergent, prin ur-

T, n =2k

rg, Nn=2k-—1

COMVETEE 1A )« oottt e e e e e e 2p

mare sirul ( f _1(mn))n>1 este convergent. Sirul (y,)n,>1 dat de formula y,, = {

Rezulta ca sirul (f_l(yn)) -, este convergent, deci lim f yan) = lim £~ Y(y2n-1), adica
n=>1 n—00 n—00
lim f~Y(z,) = f(zo). Deoarece g a fost ales arbitrar, rezulti ca f~' este continua pe R . 2p
n—oo

Cum inversa unei bijectii continue este functie continua, f rezulta continua pe pe R ....1p

Problema 2. Fie Ay, Ay, ..., A € M, (R) matrice simetrice. Demonstrati ca urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

1) det(A3 + A3+ .-+ A2) =0;
2) pentru orice matrice By, Ba, ..., Bx € M,(R) are loc relatia

det(A131 + A9By 4+ -+ + AkBk) =0.

(O matrice X este simetrici daci ea coincide cu transpusa sa X*).

Solutie. Demonstram 1) = 2). Din det(A% 4+ A3+ -+ A?) = 0 rezultd c4 existd o matrice
X € Mp1(R),X # Oy, astfel ca (A2 + A2+ .-+ A2)X = O, (sistemul omogen atasat are
solutie nebanala). ... ... . 2p

Rezultd X'(A2+ A3+ +A2)X = Oy, deci XTA A1 X + X AL Ao X ++ -+ X ALALX = O,
Dacd notam A; X =Y, =1,2,...,k, obtinem Y'Y} + YJY5 + -+ + Y'Y}, = O,,. Rezulta astfel
AiX:OnJ, adica AﬁXZOnyl,Z': 1,2,...,]{3 ............................................. 3p

Pentru orice matrice By, B, ..., B € M, (R) avem (BjA! + BAL + -+ B AL )X = O, 1,
adica sistemul (B{A; + BYAs + - 4+ BLAL)X = O, are solutie nebanald si deci

Implicatia 2) = 1) este evIdenta. ............ooiuiiiiii i 2p

Problema 3. Fie n > 2 intreg si A, B € M,(C). Daci (AB)? = O,, rezulti oare ci
(BA)? = 0,7 Justificati raspunsul.



Solutie. Vom arita ca raspunsul este afirmativ pentru n < 3 si negativ pentru n > 4.
Matricele C = AB si D = BA au aceeasi urma si determinatul fiecireia este nul. Daci C? = O,,
atunci D3 = BOZA = O oo 2p

Pentru n = 2, matricele C si D au acelasi polinom caracteristic Po(X) = Pp(X) = X?—aX,
cua = trC = tr D. Din ipotezi si teorema Cayley-Hamilton se obtine O,, = C3 =
ci a = 0 sau C? = 0. Ambele variante conduc la concluzia D> =aD =0, ................. 1p

In continuare putem presupune ca C? # O,,.

Pentru n = 3, polinoamele caracteristice sunt Po(X) = X3 —aX?2+bX si respectiv Pp(X) =
= X3 —aX?+cX. Din aC? = bC rezultd bC? = O,, incat b = 0. Prin urmare, avem aC? = O,,
de unde @ = 0 ..o 1p

Aplicand inca o dati teorema Cayley-Hamilton, se obtine D* = —¢D?. Cum D* = BC3A =
= O, rezultd cD? = O, astfel ca fie D? = O,,, fie ¢ = 0. Ambele variante conduc la concluzia
D3 = O o 1p

Fie acum n = 4. Exemplul

1 000 0100
A 0001 . B= 0001
0010 1 000
0010 00 0O
arata ca este posibil s avem (AB)3 = O, 81 (BA)? # Op o ovoovii i 1p

Pentru n > 5 construim un exemplu punand in coltul din stanga-sus al matricei nule O,
matricele A, B de ordin 4 de mai SUS . ... ...utttt it e 1p

Problema 4. Fie f : [a,b] — [a,b] o functie derivabild cu f’ continui si strict pozitiva.
Demonstrati ca exista ¢ € (a,b) astfel incat

FUF®) = £(£(a) = (f'()* (b~ a).

Solutie. Se observa ca functia f este strict crescatoare.
Aplicand teorema de medie, pe intervalul [f(a), f(b)] gasim ¢; € (f(a), f(b))

Aplicand din nou teorema lui Lagrange pe intervalul [a, b] gasim cs € (a,b) astfel incat

fb) = fla) = f(c2)(b - a).

Din relatiile precedente rezulta

FUF®) = f(f(a) = f'(cr) [ (c2) (b — a).



Cum f' > 0 rezulta ca /f’(c1)f'(c2) este cuprins intre f/(c1) si f'(cz). Cum f’ are pro-
prietatea lui Darboux existd ¢ intre ¢ si co astfel incat f/'(¢) = v/ f'(c1)f'(c2), ceea ce este
echivalent cu

filen)f'(e2) = £'(e)*.

In concluzie
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Problema 1. Fie f: [0,00) — (0,00) o functie continua. Aratati ca:
(a) Existd un numar natural ng, astfel incat oricare ar fi numarul natural n > ng, exista un
unic numar real x, > 0 pentru care

n/o F(t)dt=1;

(b) Sirul (nx,)n>n, este convergent si determinati limita sa.

Solutie. (a) Fie F: [0,00) — R, F(z) = [} f(t)dt. Rezulta c& F este derivabild gi strict
crescdtoare, in particular, injectiva. Daca a = sup,>q F’ (z) € R, alegem ng € N*, astfel incat
OO > L o 2 puncte

Daca n € N, n > ng, atunci F(0) =0 < 1/n < 1/ng < a si cum F este continua si injectiva,
exista un unic z, > 0, astfel Incat F(zy) =1/n. ..o 1 punct

(b) Cum F(xzpy1) =1/(n+1) <1/n = F(x,), n > ng, si F este strict crescatoare, rezulta
ca sirul (z,,)n>n, este strict descrescator, deci convergent. ...................c.o.oi... 1 punct

Din continuitatea lui F' rezulta ca F(limy, oo xn) = limy o0 F(x,) = 0 = F(0), iar din
injectivitatea lui F' obtinem lim,, oo T, = 0. .. o 1 punct

Din teorema de medie, aplicata functiei f pe intervalul [0, x,,], exista t,, € (0, z,,), astfel incat
F(xn) = xnf(tn), deci nx, = 1/f(t,). Cum lim, ,~ t, = 0, din continuitatea lui f rezulta ca
My, oo Ry = 1/ F(0). oo 2 puncte

Problema 2. Fie n un numar natural nenul, fie a1 < --- < a, numere reale si fie by, ..., b,
numere reale arbitrare. Aratati ca:

(a) Daca toate numerele b; sunt strict pozitive, atunci exista un polinom f cu coeficienti
reali, care nu are nicio radacina reala, astfel incat f(a;) =b;, i =1,...,n;

(b) Exista un polinom f de grad cel putin 1, care are toate radacinile reale, astfel incat
f(al) :bi, 1= 1,...,77,.

Solutie. (a) Daca ay, ..., a, sunt numere reale distincte doua cate doua si by, ..., b, sunt
numere reale arbitrare, polinomul de interpolare

are gradul cel mult n — 181 g(a;) =bi, i =1, .. n. oo 1 punct

Fie b = min (by,...,by), fie b, = \/b; —b/2, i = 1,...,n, i fie g polinomul de interpolare
pentru punctele ai, ..., a, si valorile b}, ..., b},. Polinomul f = g? + b/2 are proprietatea din
CIIUII. oo e 2 puncte

(b) Procedam prin inductie dupa n. Daca n = 1, polinomul f = X — a; + by indeplineste
conditia din enunt. Fie n > 2 si presupunem proprietatea adevarata oricare ar fi numerele reale
a1 < --- < ap_1 $i oricare ar fi numerele reale by, ..., b,_1.



Daca exista un b; = 0, din ipoteza de inductie exista un polinom h, care are toate radacinile
reale, astfel incat h(a;) = b;/(a; — a;), oricare ar fi indicele j # i. Polinomul f = (X — b;)h
satisface conditiile din enunt. ...... ... . 2 puncte

Daca toate numerele b; sunt nenule, fie I = {i =1,...,n — 1| b;bj+1 > 0}.

Daca multimea I este vida, polinomul de interpolare g satisface conditiile cerute.

Daca I are k elemente, k > 1, pentru fiecare indice ¢ din I, alegem numerele reale a] si
b, astfel incat a; < a) < a;41 si bib, < 0. Polinomul de interpolare pentru punctele ay, ...,
an, @y, ..., ap si valorile by, ..., by, by, ..., b} are gradul cel mult n + k — 1 si cel putin
n—k—1+4+ 2k =n+ k — 1 radacini reale, deci indeplineste conditia ceruta. ........ 2 puncte

Problema 3. Fie G un grup finit care are urmatoarea proprietate: pentru orice automorfism
f al lui G, exista un numar natural m, astfel incat f(z) = a™, oricare ar fi z € G. Aratati ca
G este comutativ.

Solutie. Fie a si b doud elemente din G, astfel incat orda |ord b, fie f: G — G, f(z) = bxb~ !,
si fie m € N*, astfel incat f(z) = 2™, oricare ar i z € G. Cum b = f(b) = b"™, rezultd ca
b~ = e, deci ordb|m — 1. Atunci si a™ ! = e, deci a = a™ = f(a) = bab~!, de unde ab = ba.

(1) Fie |G| = p{* - - - pp* descompunerea canonicé in factori primi distincti a ordinului lui G si fie
Gi={x:z¢€ G,xp?i =e},i=1,...,k. Cum orda|ordb sau ord b |ord a, oricare ar fi a,b € G},
rezultd ca ab = ba, oricare ar fi a,b € G;. Daca a,b € G;, atunci (ab)p?i = aPi B = e, deci
ab € G;. Rezulta ca G; este subgrup comutatival lui G,i=1,... k. ............... 2 puncte
(2) Daca a € G; si ¢ € G, atunci (:Eax_l)p?i = zaPi 77! = e, deci zaz~! € G;. Prin urmare,
dacid a € G; sib € Gj, i # j, atunci aba b~ = a(ba=1b71) = (aba™ 1)o7t € G; NG = {e}, deci
D = B, oo 1 punct
(3) Fie n; = |G|/pi". Cum (ni,...,n,) = 1, existd f1, ..., By in Z, astfel incat Zle Bin; = 1.
Atunci, pentru orice x € G, rezultd ci z = z' = ATt = phine o pBee — gy gy
unde z; = 2™ € G, i=1,... k.

Din (1), (2) si (3) rezulta cerinfa. .......... ... 2 puncte

Problema 4. (a) Dati un exemplu de functie continua f: [0,00) — R, astfel incat

1
lim

Hoxz/0 fe)de=1,

dar f(z)/z nu are limita cand x — oc.

(b) Fie f: [0,00) — R o functie crescatoare, astfel incat

Y _
lim /0 f(t)dt =1.

z—o0 12
Aratati ca f(z)/x are limita cand = — oo i determinati valoarea acesteia.

Solutie. (a) Fie f: [0,00) — R, f(z) = 4x(cosx)?. Evident, f(r)/z = 4(cosz)? nu are
limita cand x — oo si

1 [* 1 1
lim / ft)dt = lim — <x2+$sin2x+2(:os2x) =1.
0

T—00 2 T—00 2

2



Un alt exemplu de astfel de functie este x + 2x + 22 cos 22, & > 0; verificirile sunt evidente.

..................................................................................... 1 punct
(b) Fie € € (0,1) si fie ac > 0, astfel incat
xX
(1_3n2</‘ﬂww<¢1+8m% (1)
0
OTICATE AT fl T > Ge. o vv ettt e 1 punct

Fie be = a./(1 —€) si > b.. Cum x — ex, x si x + ex sunt strict mai mari decat a., rezulta

ca

/%“ﬂwa<a+8m—@%2$ /Hﬂﬂwm<u+8m+q%? @)
0 0
..................................................................................... 1 punct
Din (1) si (2) rezulta ca
x B x B T—€x NS P 2
[ rwa= [ roa- [ pmars 0 - - a+ -

=2%e(1—€e)(2—e+€?) si

(3)
T+ex T+ex x
/ f(t)dt = / f(t)dt — / fO)dt < (1+ A1 +e)?x? — (1 - 2)a?
T 0 0
— 2 2
=z%€(1+€)(2+€e+€).
..................................................................................... 1 punct
Cum f este crescitoare, rezulta ca
T T+ex
[ tmazare s [ ezt
deci
1 T 1 T+ex
— f)ydt < flx) < — f(t)dt
€T T—€ET €T T
.................................................................................... 2 puncte
Tinand cont de (3), obtinem 2 — 3¢ + 2¢2 — 3 < f(x)/x < 2 + 3¢ + 262 + €3, oricare ar fi
T > be, e, f(x)/x =2 cAnd T — 00, ... 1 punct
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Problema 1. Determinati numerele prime a > b > ¢ pentru care a — b, b — ¢ si a — ¢ sunt
numere prime diferite.

Solutie. Daca a — b, b — ¢, a — ¢ sunt numere prime diferite, atunci a, b, ¢ nu pot fi toate impare.

Rezulta ¢ = 2 g1 @ — b = 2. o 2p
Avem a — b = 2,b— 2 = z,a — 2 = y, unde z gi y sunt numere prime si de aici numerele
a=b+2,x=0—2gl y=>bsunt numere Prime. ..............c.oiiiiiiiiiii 2p
Numerele prime b — 2, b, b + 2 sunt numere impare consecutive, deci unul multiplu de 3, de unde
b—2=3,pentrucare b=5gi b+ 2 =T sunt prime. ........... .. 2p
Deci a = 7,0 =5,c =2 sunt numerele cautate. ........... ... ... .. . . . 1p

Problema 2. Determinati numerele naturale nenule a, b, ¢ pentru care

a+b+a2+b2_7c+1
2 2 c+1°

2 2 2 2
Solutje. FieM:a+b+a +b :a+b+a +b :a(1+a)+b(1+b)

€ N, intrucat a(1+a) si

2 2 2 2
b(1 + b) sunt produse de numere naturale consecutive, deci pare. .............. ... ... 1p
Pe de al;é parte M = 7;_:_11 =7-— c—?l € N, deci ] €{1,2,3,6}...... 2p
Daca e 1, atunci M =6, deci a(1 4+ a) + b(1 4+ b) =12 cu solutia a =b =2 si ¢ = 5.
Daca c—?— 1= 2, atunci M =5, deci a(1 + a) + b(1 + b) = 10 fara solutie.
Daca, c—fl = 3, atunci M = 4, deci a(l +a) +b(1+b) =8 cusolutiilea =1, b =2, ¢c=1si

a=2,b=1¢c=1.

Daca =06, atunci ¢ = 0 NU CONVINE. ... ...t e 4p

c+
Problema 3. Pe o tabla sunt scrise numerele: 1,2,3,...,27. Un pas inseamna stergerea a
trei numere a, b, c de pe tabla si scrierea in locul lor a numarului @ + b + ¢ + n, unde n este un
numar natural nenul fixat. Determinati numarul natural n stiind ca, dupa 13 pasi, pe tabla este scris

numarul n?.

Solutie.

Remarcam mai intai ca dupa fiecare pas, dispar de pe tabla doua numere de fapt, asadar dupa
13 pasi dispar 26 de numere, deci ramane uUn SINGUL NUIMNAT. .. ...ttt ettt eiieee .. 1p

Dupa fiecare pas suma numerelor se mareste cu n, asadar dupa 13 pagi suma de pe tabla (adica

27 - 28
numarul ramas pe tabla) este 1 +2 4 --- + 274 13n = +13n=3718+13n............... 3p

Din 378 + 13n = n? rezultd 378 = n(n — 13). Divizorii lui 378 sunt
Dszs = {1,2,3,6,7,9,14,18,21,27,42, 54,63, 126, 189, 378} dintre care n = 27 verifica proprietatea
Ain ENUNY. . 3p




Problema 4. Se considera un numar natural n > 2 si un patrat n x n (vezi figura alaturata).
Diagonala principala a acestui patrat este formata din campurile hagurate. Completam campurile
aflate sub diagonala principala cu zerouri, iar in restul campurilor (inclusiv cele hagurate) scriem
numere naturale nenule. Dupa completarea tuturor campurilor calculam suma numerelor aflate pe
fiecare linie gi fiecare coloana, obtinand astfel 2n sume. Patratul se numeste norocos daca valorile
celor 2n sume sunt egale, intr-o anumita ordine, cu numerele 1,2, ..., 2n.

a) Aratati ca, pentru n = 5, nu exista patrat norocos.

b) Daca n = 4, determinati cel mai mare numéar natural care apare in completarea unui patrat
NOTOCOS.

Solutie. a) Presupunem ca exista un patrat norocos 5 x 5. Suma tuturor sumelor va fi 1 +
2+ --- 4 10 = 55. Suma sumelor pe linii este egala cu suma sumelor pe coloane, deci suma tuturor
sumelor este para. Dar 55 este impar, agadar nu exista patrat norocos 5 X 5. .................. 3p

b) Presupunem ca un camp este ocupat de un numar m > 7, acesta nu poate fi pe prima sau a
doua linie sau coloana, alfel suma ar fi cel putin egala cu m +2 > 9 > 8. Iar in restul campurilor se

afla zerouri, deci m < 6. .o 2p
Un patrat norocos pentru m = 6 este in figura alaturata. Deci cel mai mare numar natural care
apare in completarea unui patrat norocos este 6. ... 2p

11113

2111110

1{6/0]0

1{010]0
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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a VI-a

Problema 1. Aratati ca exista o infinitate de numere naturale a si b care verifica egalitatea
a-(a,b) =0b+[a,b],

unde cu (a,b) am notat cel mai mare divizor comun al numerelor a si b si cu [a, b] am notat cel mai
mic multiplu comun al numerelor a si b.

Solutie. Daca (a,b) = d si [a,b] = m, atunci a = ay -d, b = by -d si m = ay - by - d, unde

(@1,01) = Lo 2p
Deciay-d-d=0by-d+ay-by-d,adicaa;-d=0by4+ay-by, ..o 2p
de unde aq|by, dar (ag,b1) =1, deci ag = 1, oo ooii 1p
decid =10y +b; =2b;,a=2b; 51 b =27 ... 1p
Pentru orice numar natural by, obtinem o pereche de numere naturale cu proprietatea din enunt,

deci sunt o infinitate de astfel de numere. ........ ... . 1p

Problema 2. Se considera segmentele congruente AB, BC' si AD, unde D € (BC'). Aratati ca
mediatoarea segmentului DC', bisectoarea unghiului ADC' i dreapta AC' sunt concurente.

Solutie

E

I

:

I

IEAC
B~ D v

Fie F' mijlocul segmentului DC si E intersectia bisectoarei unghiului ADC si a mediatoarei
segmentului DC'.

In triunghiul isoscel DEC avem EDC = DCE. Pe de alti parte EDC = A/D\E, DE fiind

bisectoarea unghiului AD O 2p
Astfel in triunghiul isoscel ABD avem m(ABD) = m(ADB) = 180° — 2 - m(ADE). ........ 2p

—_— e~

Deci in triunghiul isoscel ABC masurile unghiurilor congruente sunt m(BAC) = m(ACB) =
180° — m(ABC)

. S (ECD). e 2p
Deci m(A/C'\B) = m(@), de unde punctele A, E si C' sunt coliniare, adica dreptele din cerinta
SUNL COMCUTEIEE. ..o\ttt ettt e e e e e e e e e e e e e e e e e 1p

Problema 3. Fie numerele naturale a # 0, b = 2a + 1000, c = a + 1 si d = 2a + 1002.

a c
a) Aratati ca 3 < 7
a—+n c+n

b) Pentru a = 9, determinati cel mai mic numar natural n pentru care > .
b+n  d+n
Solutie.
1 1000
a) c_a__af — ¢ = > 0 de unde rezulta concluzia. 3p
d b 2a+1002 2a+ 1000 (2a+ 1002)(2a + 1000)



b)a+n crn ) 10+ n n — 1000 > 0, rezulta n > 1000, iar cel
— = — = rezultd n iar
b+n b+n 1018+n 1020+n (1018 + n)(1020 + n) ’ ’

mai mic numar natural cu aceasta proprietate este n = 1001. ........ ... .. .. ... 4p

Problema 4. Fie n un numar natural nenul. Vom spune ca o multime A de numere naturale
este completa de marime n daca elementele ei sunt nenule, iar multimea tuturor resturilor obtinute
la impartirea unui element din A la un element din A este {0,1,2,...,n}. De exemplu, multimea
{3,4,5} este o multime completa de marime 4.

Determinati numarul minim de elemente ale unei multimi complete de marime 100.

Solutie. Raspuns: 27.

Un exemplu de multime completa de marime 100 cu 27 de elemente este
{76,77,78,...,100} U {51, 152}.

intr-adevér, la impartirile 100 : z, 76 < x < 100, obtinem resturile 0,1, 2,...,24, la impartirile
x : 51, 76 < x < 100, obtinem resturile 25, 26, ...,49, la impartirile 152 : z, 77 < x < 100, obtinem
resturile 52,53, ...,75, la impartirile x : 152, 76 < z < 100, obtinem resturile 76,77,...,100, la
impartirea 51 : 152 obtinem restul 51 si la impartirea 152 : 51 obtinem restul 50. ............... 4p

Aratam acum ca orice multime completa de marime 100 are cel putin 27 de elemente.

Observam ca daca A = {a; < ay < ... < a,} este o multime de tipul cerut, atunci cel mai mare
rest care se obtine la iImpartirea a doua elemente din A este a,_1, obtinut la impartirea a,_1 : a,.
Deducem ca a,,_; = 100.

Sa urmarim acum resturile > 50. Aceste resturi se obtin sigur cand impartim elemente > 51 la
elemente mai mari decat ele gi se mai pot obtine doar cand impartim a,, la elemente > 51. Astfel,
numarul resturilor > 50 obtinute este cel mult dublul numarului elementelor lui A cuprinse intre 51 si
100. Deoarece numarul resturilor > 50 care trebuie obtinute este 51, rezulta ca A trebuie sa contina
cel putin 26 de numere dintre 51,52,53,...,100. Cum A contine si elementul a,, > 100, reiese ca A
are cel putin 27 de elemente. . ... ... 3p
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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE - CLASA a VII-a

Problema 1. Determinati numerele naturale nenule distincte a, b, ¢, d, care au simul-
tan proprietatile:

(1) Exact trei din cele patru numere sunt prime;

(2) a® + b* + 2 + d* = 2018.

Solutie. 2018 = M4 + 2, doua numere sunt pare gi doua impare, un numar este 2

............................................................................ 1 punct.
2018 = M3 + 2, doua numere sunt multipli de 3 si doua M3 +£ 1, un numar este 3
............................................................................ 1 punct.
Dacd a <b < ¢ < d, atunci a = 2,b = 3, ¢ + d*> = 2005, ¢ = 6k sau d = 6k
........................................................................... 2 puncte.
k <7, analiza cazurilor ........... . . 2 puncte.
k=3, a=2 b=3,c=18, d=41 si permutarile lor circulare ............ 1 punct.

Problema 2. In patratul ABC'D punctul E este situat pe latura [AB], iar F este
piciorul perpendicularei din B pe dreapta DE. Punctul L apartine dreptei DE astfel
incat F este intre F si L, iar FIL = BF. Daca N si P sunt simetricele punctelor A si F
fata de dreptele DFE, respectiv BL, demonstrati ca:

a) Patrulaterul BFLP este patrat si patrulaterul ALN D este romb.

b) Aria rombului ALND este egala cu diferenta dintre ariile patratelor ABC'D si
BFLP.

Solutie.

a) AFLB dreptunghic isoscel, BFLP patrat .................cccoiiiiii... 1 punct.
m(@) = m(@) = 90°, AFBD patrulater inscriptibil, m(zﬁf\B) = 135°,
M(AFL) = 360° — 135° — 007 = 135° ..o\t 1 punct.
NAFL = ANAFB (LUL),AL = AB=AD, ALND romb .................. 1 punct.
b) LN intersecteaza AB si C'D in @ respectiv R, RQ L AB, AQRD dreptunghi,
AALQ =ADNR (]C), AALND = AAQRD ................................. 1 punct.

m(B/\FL) = m(L/Q\B) = 90°, BQF'L patrulater inscriptibil, m(fQ\B) = 135° 1 punct.
AAFL ~ ANAFB (UU), 48 = g—g,AB . BQ = BF? = BC - BQ),
ABCRQ = ABFLP7AALND = AABCD — ABFLP .............................. 2 puncte.

Problema 3. Pe laturile [AB] si [BC| ale paralelogramului ABC'D se construiesc
triunghiurile echilaterale ABE si BC'F', astfel incat punctele D gi E sunt de aceeasi parte
a dreptei AB, iar F' si D de o parte si de alta a dreptei BC. Daca punctele E, D si F
sunt coliniare, atunci demonstrati ca ABC' D este romb.

Solutie. AC' si DF sunt concurente, ACNDF ={T} ..................... 1 punct.
Cazul 1 m(BAD) < 60°, ordinea punctelor £ — D — T — F' sau



60° < m(@) < 120°, ordinea punctelor D — E — T — F:
Daca D = E, atunci ABC'D romb;

AABC = AEBF (LUL), BAT = BEF ... 1 punct.
AETB patrulater inscriptibil, m(BTA) = m(ATE) = 60°, [T'A bisectoarea lui DT B,
T A este mediatoarea lui [BD], ABCD romb .............................. 2 puncte.

Cazul 2 m(@) > 120°, ordinea punctelor D — T — E — F":
Daca T' = E, atunci ABC'D romb;

T +#FE,C € (AT), AABC = AEBF (LUL), BEF = BAT,BFE = BCA ...1 punct.
AT E B patrulater inscriptibil, m(ATB) = m(BTE) = 60° = m(DTC),
[T'C' bisectoarea lui DT'B, T'C' este mediatoarea lui [BD], ABC'D romb ...2 puncte.

20m — 187

Problema 4. Determinati numerele naturale n pentru care numarul 19
este numar rational.

Solutie. n =0 este solutie ......... . . 1 punct.
pentru n > 1, 2518 pitrat perfect, 20" — 18" = 1922, 2"(10" —9") = 1922,  natural
nenul; n par, n = 2m, m natural nenul ............. ... .. ... L 1 punct.
22m(10%™ — 9?™) = 1922, x natural nenul, x = 2™y, y impar, 10>™ — 92™ = 19y,
(10™ —9™) - (10™ 4+ 9™) = 1952, (10™ — 9™, 10™ +9™) =1 ..o, 1 punct.

Cazul 1: Existd a, b naturale impare, (a,b) = 1,a-b=y cu 10™ + 9™ = 194 si
10" — 9™ =% 10" =9" + b2 = M4+ 1+ M4+ 1= M4+2,
m=10=la=1lLy=1L2c=2n=2 .. 2 puncte.
Cazul 2: Existd a, b naturale impare, (a,b) = 1,a-b =y cu 10™ + 9™ = a? si

10™ — 9™ = 1962 10™ = 9™ + 195 = M8+ 1 + 19(MS + 1) = M8 + 4,

m = 2,b=1,a® = 181, contradictie

S =0, 2 2 puncte.



Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Nationala, Satu Mare, 4 aprilie 2018

CLASA a VIII-a - Solutii si barem

Problema 1. Demonstrati ca exista o infinitate de multimi formate din patru numere
naturale nenule care au proprietatea ca suma oricaror trei elemente ale multimii este patrat
perfect.

Solutie:
Evident, daca {a,b,c,d} este o multime cu proprietatea din enunt, atunci gi multimea
{n%a,n?b,n*c,n*d} este, pentru orice numar natural nenul n, o multime cu proprietatea
dorita, deci este suficient sa gasim o asemenea multime. ................. ... ... ..., 1p
Cum putem gasi o asemenea multime?
Daca a+b+c= 2% a+b+d=y? a+c+d= 2% b+ct+d=1> cux,y, 2t €N, atunci prin
?+ P+
3
e Tl S A T S A Py 2+
— 2% c= —y°,d= —x°. ..2p
3 3 3
Pentru ca aceste numere sa fie naturale gi nenule, trebuie sa alegem x,y, z,t astfel incat
3|22 +y2+ 22 +t% gl 2 + 9% + 22 + 12 > 3max{z? y?, 22, t?}. Existd multe alegeri con-
venabile pentru z,y, z,t. De exemplu {z,y, z,t} = {8,9,10,11} conduce la {a,b,c,d} =
{0, 22, A0, B8 . 4p

adunare obtinem 3(a +b+c+d) = 2* + y* + 2> + t?, de unde a = t2,

b:

Nota: Gasirea unei multimi cu proprietatea dorita, chiar si fara a indica modul de
gasire a ei va fi punctata cu 6p.

Problema 2. Fie a,b, ¢, d numere naturale astfel incat a + b+ ¢ + d = 2018. Aflati
valoarea minima a expresiei

E=(a—0b)*+2(a—c)?+3(a—d)?+40b—c)*+50b—d)?+6(c—d)>

Solutie:
Aratam ca minimul cautat este 14.
Aceasta valoare intr-adevar atinsa, de exemplu daca a =b=505si c=d =504. ....1p
Deoarece 2018 nu este divizibil cu 4, numerele a, b, ¢, d nu pot fi toate egale.
Daca trei dintre ele sunt egale, atunci trei dintre patrate sunt 0, iar celelalte trei sunt
nenule. In plus, cele patru numere trebuie sa aiba aceeagi paritate, deci celelalte patrate

sunt cel putin 4. Astfel E>44+2-44+3-4> 14, ... i 2p
Daca doua dintre numere sunt egale, iar celelalte doua sunt diferite (de acestea doua si
diferite intre ele), atunci £ > 1+24+34+4+5=15>14. ... ... .. 1p

Daca doua dintre numere sunt egale, iar celelalte doua sunt si ele egale, atunci:

a=0b,c=dimplica F>24+3+4+5=14,a=c,b=dimplica £ >14+3+4+6 = 14,
lara=d, b=cimplica E>14+2+5+6=14. ... .. .. 2p
In fine, daca a, b, ¢, d sunt diferite doua cate doua atunci £ > 1+2+3+4+5+6 > 14.



Problema 3. Fie a,b,c > 0 astfel incat ab + bc + ca = 3. Demonstrati ca

a . b . c_ - 3
a?+7 VP47 A4T778
Solutie:
Scriem ¢ a ¢ e 2p

2+7 a2+abtbctcatd (a+b)(a+c)+4
Din inegalitatea mediilor, (a +b)(a +¢) +4 > 2y/(a +b)(a +c) -4 = 4y/(a+ b)(a + ).

..................................................................................... 2p
Deoarece a +b > 0, a+c¢ > 0 (a+ b = 0 ar implica @ = b = 0 si ar contrazice
b+ be 4+ 3) ; ) a < 1 a 1 a a

a ¢ + ca = 3), putem scrie < - = - .
P az +7 4 J(a+b)a+rc) 4 a+b a+tc
a 1 a a

Aplicand di i litat diilor obti < - . Anal
plicand din nou inegalitatea mediilor obtinem T3 (a+b+ a—l—c) nalog se
bti latiil b <1 b . b . C <1 c . c 9
obtin relatiile —— < = i — e

>+7 " 8\b+c b+a 3 A2+778\c+a c+b p
Prin adunarea acestor trei inegalitati se obtine inegalitatea din enunt. .............. 1p

(Egalitatea are loc daca gi numai daca a =b=c = 1.)

Problema 4. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA’'B'C’D’ notdm cu M centrul
feteit ABB'A’. Notam cu M; si My proiectiile lui M pe dreptele B'C' si respectiv AD'.
Demonstrati ca:

a) [MM,] = [M M,];
b) daca (M M;My) N (ABC) = d, atunci d || AD;

.. BC BB  BC
c) m(Z((MMiMy), (ABC))) = 45° & — = == + .
Solutie:

D c’

S
.
A
Al o B
.

a) Triunghiurile AB’C' i B’AD’ sunt congruente (L.L.L.), deci ZAB'C = ZB'AD’ Cum
[MB'] = [MA], ZMB'M, = ZMAM, i ZMM,B' = ZMM,A, triunghiurile MM,A si
MM, B’ sunt congruente (I.U.) si de aici [MM;] = [MMs]. ..., 1p
b) Construim M;J L B'C', J € B'C' si MyT' 1L AD, T € AD. Atunci MyJ || M;T

2



(ambele perpendiculare pe (ABC)). In plus, B'M, = AMy si ZMB'J = /M, AT implici
AMB'J = AMAT (1.U.), deci MyJ = MyT. Rezulta ca M;JM,T este paralelogram.
Fie K punctul de intersectie a diagonalelor sale. Dar AT = B'J ’si AT || B'J implica
AT JB' - paralelogram, deci MK || AT. Cum MK C (MM, M) si AT C (ABC), rezulta
CAA || AD. 3p

c) Fie MM, N AC = {L} si MM, N (ABC) = {S}. Atunci AS || BD || B'D’ deoarece
B'D' C (AB'D'), BD' | BD si BD C (ABC). Deci d = LS. Fie AV L LM,.
Atunci triunghiurile AV M si B'’MiM sunt congruente (1.U.), deci AV = B'M; = AM,.
Din AV || B'C rezulta ca LLAV = LACB' = ZAD'B’ = ZSAM, (alterne interne
deoarece AS || B'D’). Atunci triunghiurile AV L gi AM,S sunt congruente (C.U.), deci
AL = AS. Daca U este mijlocul lui [LS], cum AU L LS si AB L LS rezulta A, B,U
coliniare. Planul (M AB) este planul mediator al lui [LS], deci MU L LS si AU L
LS. Cum MU C (MM;M,) si AU C (ABC), deducem c& m(Z((MM,Ms), (ABC))) =
m(ZMUA). Atunci m(ZMUA) = 45° < BE = AB 4 AU & BB’ — AB = 24U.
Daca BI L B'C, I € B'C, din teorema celor trei perpendiculare rezulta AI 1 B'C.
In triunghiul BB'C avem BI = ZE.BC deci AI? = AB? + BEBEB (]2 = AB? +

. BC. BC2+B'B2>
B02 - A[2, adica CI = % In triunghiul LMlC, Al H LMl, Mll = B/Ml,
deci % = % = Bg\fl. Cum B'M; = %, rezulta LA = % -V AB? + B(C?.
Deoarece A AUL ~ ACDA deducem ca ﬁ—g = \/%, deci AU = Afé%/QBQ. Atunci

m(ZMUA) = 45° & 2AU = ABBP — B'B_AB & AB-B'B*+AB-BC* = BC>B'B &
BC _ BB | BC 3
B T B T BBTc ettt e P
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CLASA a IX-a

Problema 1. Aratati ca daca intr-un triunghi ortocentrul H, centrul de greutate G
si centrul I al cercului inscris sunt coliniare, atunci triunghiul este isoscel.

Solutie. Daca triunghiul este echilateral, concluzia este verificata.

Daca triunghiul este dreptunghic, atunci o bisectoare este si mediana, deci concluzia
este valabila.

In caz contrar, deoarece G, H si centrul O al cercului circumscris triunghiului sunt
coliniare, deducem ca [ este pe OH

Bisectoarea din A trece prin mijlocul D al arcului BC din cercul circumseris triunghiu-
lui, care nu-l contine pe A. Daca triunghiul nu este isoscel, O, I si H sunt distincte, iar
OD || AH implica é—g = %, de unde AH = %R, unde R este raza cercului circumscris.
In mod analog deducem BH = %R, CH = %R, deci H coincide cu O, ceea ce contrazice
ipoteza din acest CAzZ . ....... .. 4p

Problema 2. Demonstrati ca, daca a,b,c > 0 si a + b+ ¢ = 3, atunci

a n b n c S 1 n 1 n 1
1406 14c¢ 14a  14a 1+4b 1+4+c¢

Solutie. Eliminand numitorii obinem inegalitatea echivalenta a?c+b*a+c*b+>_ a*+

Stab+>Y a>3+2> a+ . ab, adicd a’*c+b*a+ b+ > a*>6 ..., 2p
Avem a?c > 2ac — c si analoagele ........... ... ... 3p
Este deci suficient sa ardtam ca > a* +2> ab— > a > 6, adica (>_a)? — > a > 6,

ceea ce reiese imediat din ipoteza ........ ... .. . 2p

Problema 3. Fie f : R — R si g : R — R doua functii de gradul 2 cu proprietatea:
pentru orice numar real r, daca f(r) este numar intreg, atunci si g(r) este numar intreg.

Demonstrati ca exista doua numere intregi m si n astfel incat g(z) = mf(z) + n,
oricare ar fi numarul real z.

Solutie. Inlocuind, eventual, f cu —f, putem presupune f(x) =az? +bx +c, g(x) =
ar? + Bz + v, cu a > 0. Pentru t intreg, ¢ > min f, fie v}, r/ solutiile ecuatiei f(z) = t.
Atunci g(r}) = 2(t—br,—c)+Br;+y =mt+pri+n,undem = 2, p= -2 n = — 2,

analog PEntril g(1y) ..o 1p



Numarul A(t) = |g(r}) — g(r])| = |p||r; — ]| = %\/b2 — 4ac + 4at este intreg pentru
orice t > min f si avem

4/p|

h(t+1)—h(t) = :
( )~ h(®) Vb? — dac + 4at + /b? — dac + 4a(t + 1)

Daca p # 0, pentru ¢ ales astfel incat b*> — dac+ 4at > 4p* obtinem 0 < h(t+1) —h(t) < 1

sih(t+1) —h(t) € Z —fals. Rezulta p =0, adica 2 =2 ... 3p
Obtinem astfel g(r;) = mt+n pentru orice ¢ intreg, ¢ > min f, deci g(r,,) —g(r;) =m
este Intreg, adica a = ma, cu m INtreg ... ... 2p
In sfarsit v = n + em, cu n intreg, deci g(z) = max?® + mbxr + cm +n = mf(z) + n,
CU 1M, N UINETE TNETEET ..ot e ittt e e e e ettt e 1p

Problema 4. Consideram un numar natural nenul n, un cerc de lungime 6n si 3n
puncte care impart cercul in 3n arce mici, astfel incat n dintre aceste arce au lungimea 1,
alte n dintre aceste arce au lungimea 2, iar cele n arce ramase au lungimea 3.

Aratati ca printre punctele considerate exista doua care sunt diametral opuse.

Solutie. Punctele considerate sunt o parte dintre varfurile unui poligon cu 6n laturi,
inscris in cercul dat.

Presupunem contrariul. Atunci capetele fiecarui arc de lungime 1 au ca puncte diame-
tral opuse doua puncte situate in interiorul unui arc de lungime 3. Astfel, fiecarui arc de
lungime 1 i se asociaza un arc ,,diametral opus” de lungime 3 ....................... 2p

Fixam un arc de lungime 1 si arcul ,,diametral opus” de lungime 3. Capetele lor
determing dous arce mici AB si D de lungimi %(671 —4) =3n — 2. Fie p gi ¢ numarul
arcelor de lungime 1, respectiv 3, continute de AB. Atunci €D contine p arce de lungime
3 si q arce de lungime 1. Fie » numarul arcelor de lungime 2 continute de AB. Deoarece
@4— D au impreuna n — 1 arce de lungime 1 si n — 1 arce de lungime 3, obtinem
p+q=mn—1, de unde 3n—2=@=p+3q+2r:n— 1+ 2(q+r), cea ce conduce la
2n — 11 =2(qg+r) —imposibil . ... .. 5p
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Clasa a X-a

Solutii si bareme orientative

Problema 1. Fie n € N;n > 2 gi numerele ay, as, ..., a, € (1,00). Demonstrati ca functia f : [0,00) —
R, definita prin relatia

f(x) = (aaq...a,)" —aj —al — ... — a2,

pentru orice = € [0,00), este strict crescatoare.
Solutie si barem: Vom realiza demonstratia prin inductie matematica.

Pentru n = 2, fie a1, ay € (1,00). Avem
f(z) = (a1a2)" —ai —a3 = (af — 1) (a3 — 1) — L.

Deoarece functiile fi, f : [0,00) — R, definite prin relatiile fi () = af — 1 i fo (z) = af — 1, oricare ar
fi x € [0,00), sunt strict crescatoare gi pozitive, rezulta ca f este strict crescatoare. ............... 3p
Presupunem proprietatea este adevarata pentru oricare n numere din (1, 00) si 0 demonstram pentru

n + 1 numere ay, ag, ..., Ay, app1 € (1,00) . Avem

f(z) = (mas...anan41)” —ai —a5 — ... —a;, —ap,
= ((ma2..apa041)" = (a102...a,)" — a2 ) + ((1a2...a,)" —a} —a§ — ... — a?).

Functia g : [0,00) = R, g (2) = (@1a2...an0,11)" — (a109...a,)" — al, | este strict crescatoare deoarece
a1ay...a, > 1 §i a1 > 1 (cazul n = 2).

Functia h : [0,00) = R, h(z) = (a1az...a,)" — af — a3 — ... — a® este strict crescatoare conform
ipotezei de inductie. Atunci f = g + h este strict crescatoare.

Rezulta ca proprietatea din enunt este demonstrata. ............ ... ... ... . . ... 4p

Problema 2. Triunghiul ABC' este inscris in cercul C (O, 1). Fie Gy, G2, G5 centrele de greutate ale
triunghiurilor OBC, OAC si respectiv OAB. Demonstrati ca triunghiul ABC' este echilateral daca si
numai daca AG, + BG4y + CG3 = 4.

Solutie si barem: Daca triunghiul ABC este echilateral, avem AG; = BGy; = CG3 = %, de unde

obtinem AG1 + BGa 4 CG3 = 4. oo 1p
Reciproc, consideram planul complex ABC' cu originea in O. Notam cu p afixul unui punct P din
) b+ c ct+a . a+b
planul complex considerat. Avem g, = T3 92 = 5 sl g3 = e 1p
b+c

Egalitatea AG; + BG2 + CG3 = 4 este echivalenta cu ) |a —

=4,sau ) [3a—b—c|=12.

3
Fie H ortocentrul triunghiului ABC. Deoarece h = a + b+ ¢, conform teoremei lui Sylvester, egalitatea

precedenta este echivalentd cu Y [4a — h | = 12. ... 2p



Atunci
144 = <Z|4a— h |>2 <3> Ma—h["=3)(16|a]* — 4ah — 4ah + |h|*)
= 144-12h) a—12h) a+3[h* =144 - 21 |h[*.
Obtinem |A|*> < 0, deci |h| = 0. Rezultsa O = H, deci triunghiul ABC este echilateral. ............. 3p

Problema 3. Fie n € N*, n > 2. Demonstrati ca, pentru orice numere complexe aq, as, ..., a, si

b1, b, ... bn, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) Z |2 —ag|” < z |z — by|”, pentru orice z € C;
b) Yar = Ybisi O |l < 3 [l
= k=1 k=1 k=1
Solutie si barem: b) = a) Avem

n n
Z|z—ak|2 = nlz? —zZak—zZak+Z|ak|2
k=1 k=1

k=1

< nlzl* = ZZZ_)k —§Zbk + i bk
k=1 k=1 k=1
= Y |z—bl,
k=1

PENtIU OTICE 2 € . Lo 1p
a) = b) Alegand z = 0, obtinem Z la|? < Z [N 1p

Notam a = Zak sib= Zbk Presupunem, prin reducere la absurd, ca a # b. Fie z = (1 — t) a + tb,
k=1 k=1
unde ¢ € R. Atunci

n

n n n
Z lz— ) = nlz]>— dek —ZZak +Z |ag.|?
k=1 k=1 k=1

k=1
= (n—1)|z>+ |2 — za—za +|a)* + (Z |ay,|* — w)

k=1
= (=1’ + |z —af + (Z lag|* — |a|2>
k=1
= (n=1z+b—a]* + (Z o \a|2> .
k=1
Analog avem > |z — b = (n—1)|2)* + (1 = t)*|b—a]* + (Z |bk]* — |b|2> e 2p
k=1 k=1
Atunci
S lr—al =) |z bl
k=1 k=1
= 2lb—al’ + (kaﬁ — |a|2) — <Z|bk|2 - |b|2> —|b—al?.
k=1 k=1

2



Pentru

b—af + (2 b W) - (z al? W)
k=1 k=1
20b—al

este contrazisa ipoteza. ATUNCE @ = D. ... ... 3p

t>

)

Problema 4. Fie n € N*, n > 2. Pentru numerele reale ay, as, ..., a,, notam Sy = 1 si

Sk = E Ay Ay - .. Qg

1< <2<, < <n

suma tuturor produselor de cate k numere alese dintre ay, ag, ..., a,, k € {1,2,...,n}.
Determinati numarul n-uplurilorr (a, as, ..., a,) pentru care are loc relatia:

(S — Spg4Sn-s— )"+ (Sne1 — Sp_g+ Sns — ...)> = 2"S,,.

Solutie si barem: Are loc identitatea

[ L@ +9) = (Su = Sua+ Suca =) +i(Sums = S + Sus — ).

k=1
................................................................................................... 1p
Rezulta
(Sn - San + Snf4 -t )2 + (Snfl - Sn73 + Snf4 -t )2
n 2 n n
= |[J(ax+d| =[]l ax+i*=]](ai+1).
k=1 k=1 k=1
Relatia din enunt, este echivalenta cu
H( ai—i— 1) =2"aias - - - ay,.
k=1
................................................................................................... 2p
Din inegalitdtile af + 1 > 2ag|, pentru orice k € {1,2,...,n}, rezultd cd egalitatea in relatia din
enunt are loc daca si numai daca |a;| = |ag| = -+ = |a,| = 1, iar numarul de valori egale cu —1 este
S22 2p

Prin urmare, numarul n-uplelor (ay, as, ..., a,) pentru care are loc relatia din enunt este

CO4+C24+CEt . =21



Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Finala, 4 aprilie 2018

CLASA a XI-a

Solutii si barem orientativ

Problema 1. Pentru orice numar natural nenul n si orice matrice coloana

T
T2
X = , e M,,1(Z),
Tn
notam cu §(X) cel mai mare divizor comun al numerelor z1, xs, ..., x,. Fien € N, n > 2,

si A € M, (Z). Aratati ca urmatoarele doua afirmatii sunt echivalente:
(a) |det A| =1si
(b) 6(AX) = §(X), oricare ar i X € M,, 1(Z).

(Cel mai mare divizor comun al unor numere intregi este numar natural.)

Solutie. Aratam ca (a) implica (b). Fie B = (b;;) € M, (Z), fie X = (z;) € M,,1(Z)
si fie BX = (y;) € My, 1(Z). Cum y; = 377 byywy, i = 1,2,...,n, rezulta ca 0(X) divide

fiecare y;, deci 0(X) < G(BX). oottt 2p
Cum A este inversabila in M,,(Z), rezulta ca §(X) < 6(AX) < §(A1(AX)) = §(X),
oricare ar fi X din My, 1(Z). ..o 1p

Aratam ca (b) implica (a). Fie d = det A. Daca d = 0, atunci sistemul omogen
AX = O, are solutii nenule in M,, ;(Q) si, prin iInmultirea uneia dintre aceste solutii
cu produsul numitorilor componentelor sale nenule, obtinem un X € M,,1(Z), X # O,,1,
astfel incat AX = O,,1. Deci 0 < §(X) = §(AX) = §(0,,1) = 0, o contradictie. Prin
UrMATre, d 7 0. oo 1p

Fie X; coloana ¢ a matricei A*, ¢ = 1,2,...,n. Cum matricea coloana AX, are
toate componentele nule, cu exceptia componentei ¢, care este egala cu d, rezulta ca
d = §(AX;) = §(X;), i = 1,2,...,n, deci toate elementele lui A* sunt divizibile cu d.
Prin urmare, det A* este divizibil cu d®. Cum det A* = d" ! si d # 0, rezulta ca d = %1.

Remarca. O matrice patrata cu elemente intregi si determinant +1 se numeste unimod-
ulara. Evident, produsul a doua matrice unimodulare este unimodular si orice matrice
unimodulara este inversabila, iar inversa ei este si ea unimodulara. Prima parte a solutiei
1 arata ca singura dificultate consta in a deduce unimodularitatea lui A din conditia
§(AX) = 0(X), oricare ar fi X din M,, ;(Z).

Conform unei teoreme a lui Frobenius, pentru orice matrice A € M,, ,,(Z), exista un
numar natural 7 < min (m, n) si doua matrice unimodulare P si Q, astfel incat PAQ =
diag (dy,...,d,,0,...,0), unde toti d; sunt numere naturale si fiecare d; il divide pe d;;.

Fie m = n si fie §(AX) = §(X) oricare ar fi X in M,,;(Z). Unimodularitatea lui
Q implica §(X) = §(QX); prin ipoteza, 6(QX) = 6(AQX), iar unimodularitatea lui



P implica §(AQX) = 6(PAQX). Deci §(X) = 6(PAQX), oricare ar fi X in M,, ;(Z).
Intrucat PAQ are forma diagonala de mai sus, rezulta ca r = n si toti d; = 1, deci
A = P !Q! este unimodulara.

Problema 2. Aratati ca 27% + 9-1/z < 1, oricare ar fi numarul real = > 0.

Solutie. Fie f: (0,00) — R, f(z) = 27 + 272 Cum f(x) = f(1/z), este suficient sa
aratam ca f(z) < 1, oricare ar iz € (0,1]. ..o 1p

Cum f este derivabila gi lim, o f(x) = 1 = f(1), pentru a demonstra inegalitatea din
enunt, este suficient sa aratam ca valoarea lui f in orice zero al derivatei f’ din (0, 1) este
cel MUt L. oo 2p

Fie a € (0,1), astfel incat f'(a) = 0. Rezulta ca 27Y/9/a% = 272, deci 271/ = 27%2.
Cum f(a) = 2794271/% = 279(1+a?), inegalitatea f(a) < 1 este echivalenti cu 1 < 29—qa?2.

Fie g: [0,1] = R, g(z) = 2* — z%. Cum g este de doua ori derivabila si ¢"(z) =
27(In2)? —2 < 2((In2)?> — 1) < 0, oricare ar fi z in [0, 1], rezultd ci g este concavi, deci
gx)=g((1—2)-0+2-1)>(1—2)g(0) +zg(l) =1. ..o, 2p

Problema 3. Fie f: R — R o functie care are proprietatea lui Darboux. Aratati ca,
daca f este injectiva pe multimea numerelor irationale, atunci este f este continua pe R.

Solutie. Vom arata ca f este injectiva pe R. Atunci, cum f are proprietatea lui Darboux,
f este (strict) monotona si, prin urmare, CONtINUA. ............ooiiiriiiiienne.... 1p

Presupunem ca f nu este injectiva. Fie a,b € R, a < b, astfel incat f(a) = f(b). Cum
in intervalul (a, b) exista cel putin doua numere irationale, iar f este injectiva pe multimea
numerelor irationale, exista ¢ € (a,b), astfel incat f(c) # f(a). Fara sa restrangem
generalitatea, putem presupune ca f(c) > f(a).

Fie A = (a,b) N Q. Cum A este numarabila, rezulta ca f(A) este cel mult numarabila,
si cum (f(a), f(c)) este nenumarabila, rezulta ca (f(a), f(c)) \ f(A) este nevida. ...4p

Fie d € (f(a), f(¢)) ~ f(A). Cum f are proprietatea lui Darboux, exista z; € (a,c)
si z9 € (¢,b), astfel incat f(z1) = d = f(x2). Din alegerea lui d, rezulta ca x; i xo sunt
irationale, ceea ce contrazice injectivitatea lui f pe multimea numerelor irationale. ..2p

Problema 4. Fie n un numar intreg, n > 2, si fie A o matrice din M,,(C), astfel incat
A si A? si aibd ranguri diferite. Aritati ci existd o matrice nenuld B in M,,(C), astfel
incat AB=BA =B?>=0,,.

Solutie. Intrucat A si A? au ranguri diferite, A este o matrice singulara nenula.

Daca n = 2, atunci A? = (trA)A, conform teoremei Hamilton-Cayley. Deoarece A si
A? au ranguri diferite, rezulta ca trA = 0, deci A2 = O, si putem lua B=A. ...... 1p

Fie n > 3. Intrucat A este singulara, 0 este o valoare proprie a lui A.

Daca toate valorile proprii ale lui A sunt nule, atunci A este nilpotenta, si putem lua
B = A* unde k este cel mai mare numar intreg pentru care A* este nenula. ........ 1p



Daca A are si valori proprii nenule, fie Ay, ..., A,,, unde 1 < m < n — 1, valorile sale
proprii nenule (nu neaparat distincte) si fie

F=X][(X =) = X" 40, X7 + -+ ar X,

=1

unde a; = (=1)™A; -+ Ay # 0. Atunci f(A) # O, deoarece, in caz contrar, rang A =
rang (—ayA) = rang (apA% + - - - + A" <rang A? < rang A, contradictie. ........ 2p

Fie fa polinomul caracteristic al lui A. Conform teoremei Hamilton-Cayley, fa(A) =
O,,. Cum f este un factor al lui fa si f(A) # O, rezulta can = deg fa > deg f =m+1.

Deci ATTZ (A —NL,) = f(A) £ O, st A" [ (A —A\IL,) = fa(A) = O,,. Prin
urmare, existd un numdr natural nenul k < n — m, astfel incat A* [", (A — A1) # O,
si AT (A — \1,) = O,. Evident, B = A*T]™,(A — \1,,) indeplineste conditiile
cerute In enuntul problemei. ........ .. 3p

Remarci. Intrucat A si A? au ranguri diferite, exista o celula Jordan de dimensiune
cel putin 2 corespunzatoare valorii proprii 0. Prin urmare, polinomul minimal ¢ al lui A
are in 0 o radacind de multiplicitate cel putin 2, deci ¢ = X**1h, unde k este un numér
natural nenul, iar h este un polinom care nu se anuleazd in 0. Atunci B = A*h(A) este
nenuld si AB = BA = B? = 0,,.

Fie n > 3. Daca A si A? au acelasi rang, existenta unei matrice nenule B, astfel incat
AB = BA = B? = O, este conditionati de multiplicitatea valorii proprii 0 in polinomul
caracteristic al lui A.

De exemplu, daca A = diag (0,ay,...,a,-1), unde ay, ..., a,_1 sunt numere complexe
nenule, distincte dou cate doud, atunci A si A? au rangul n — 1. In acest caz, polinomul
caracteristic al lui A are o ridicind simpla in 0. Intrucat singurele matrice din M,,(C),
care comuta cu A, sunt cele diagonale, rezulta ca nu exista matrice nenule B in M,,(C),
astfel incat AB = BA =B?>=0,,.

Pe de alta parte,
O, Oz,2
A= ’
( On—2,2 In—2 )

este o matrice idempotentd, A? = A, de rang n — 2 si orice matrice B = (b;;) din M,,(C),
al carei unic element nenul este by, satisface conditia AB = BA = B? = O,,. In acest
caz, polinomul caracteristic al lui A are o radacina dubla in 0.



Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Nationala, Satu Mare, 4 aprilie 2018

CLASA a XlII-a - Solutii si barem

1. Fie A un inel finit i a,b € A cu proprietatea ca (ab— 1)b = 0. Ardtati ca b(ab—1) = 0.
Solutie:
Egalitatea din ipoteza este echivalenta cu ab? = b, iar cea de demonstrat cu bab = b.
Daca elementul b este idempotent(i.e., b* = b), atunci bab = bab® =b-b = b* = b.
Daca b™ = b, cu m > 2, atunci bab = bab™ = bab’*b™ 2 =b-b-b" 2 = ph™ = b.

..................................................................................... 2p
Este suficient sa aratam ca exista m > 2 cu proprietatea ca ™ =b................... 1p
Inelul A fiind finit, exista 1 < k < m numere naturale, cu k£ minim, cu proprietatea ca
B = D 1p
Aratam ca k = 1.

Daca k > 1, atunci ab® = ab™ = ab?b™ =2 = 0™ . 1p
Daca k = 2, rezulti ca b = ab® = ™!, contrazicand minimalitatea. ................. 1p
Daca k > 2, atunci b* ! = b- b2 = ab?b"2 = ab¥ = b™!, contrazicind de asemenea
minimalitatea. . ... 1p

Observatie: Nu se acorda puncte pentru discutarea cazului unui inel comutativ.

2. Fie F multimea functiilor continue f : R — R care satisfac conditia
Oy flz) > w41,

pentru orice x numar real. Determinati valoarea minima pe care o poate lua integrala

1) = [ fa)ds.

atunci cand f parcurge F.

Solutie:
Vom arata ca valoarea minima este %
Consideram functia g : R — R, g(z) = e + 2 — 1.
Aceasta este strict crescatoare i continua, cu Im(g) = R, deci inversabila,. .......... 1p
cu inversa de asemenea continua si strict crescatoare.............. ... ... i 1p
Inegalitatea din enunt se scrie sub forma g(f(z)) > z, Vo € R, de unde



F(x) > g7 @), Vo € R 1p
Cum g ' e F,si I(f) >1(g7"), Vf € F, valoarea minima este [ (g71)............... 2p
Cu substitutia t = g~!(z), avem

..................................................................................... 2p
Observatie: Ultimul calcul reface demonstratia teoremei lui Young, care se poate de aseme-

nea invoca pentru obtinerea concluziei.

3. Fie f :[a,b] — R o functie integrabila, iar (a,)n>1 un sir de numere reale strict pozitive

cu proprietatea ca nh_glo a, = 0.

a) Daca A ={m-a,|m,n € N*} ardtati ca orice interval deschis de numere strict pozi-
tive contine elemente din A.
b) Daca pentru orice n € N* gi orice x,y € [a,b] cu |x —y| = a, are loc inegalitatea

Y
/f(t) dt| < |z —vy|, ardtati ca:

Yy
/f@dtspwwm Va,y € a,b].

Solutie:

a) Deoarece lim a, = 0, pentru orice ¢,d > 0, cu ¢ < d, exista n € N* cu a,, < d — c.
n—oo

Pentru m = | %] + 1 rezultd atunci ca m-a, € (c,d)NA. .......................... 1p

b) Functia f fiind integrabila, este marginita. Fie M > 0, cu Im(f) C [-M, M].
Fie m,n € N* fixate §i z,y € [a,b] cu |z — y| = m - a,. Aratam ca

y
[ ] <1z -
Definim, pentru k& = 0, m, numerele z;, € [a, b] prin

k k k
gp=x+— (y—2)=(1——) o2+ —-y.
m m m



Rezulta ca |z, — zx_1| = an, pentru orice k = 1,m, si

[ i) =| [ ra| =[5> [ rwa] <3°
roa=\f o=l o=

z

k m
Fyd) <7 o — 2] = e —yl.
k=1
1

..................................................................................... 2p
Fie acum z,y € |[a,b] oarecare si d = |x — y|. Pentru d = 0, inegalitatea ceruta este

evidenta. Presupunem in continuare d > 0. Cum A este densa in [0, 00), exista un sir
(dn)n>1 C A cu proprietatea ca d,, /* d. Consideram

SRR RS B
Yn=1r+-5(y—z)= )Tt

Atunci y, € [a,0], [y — 2| € AL Un = Yo v ovee 2p
Rezulta ca

Yy
/fmﬂSMw—m—w.
Yn

..................................................................................... 1p
Obtinem atunci ca

Yy Yn Yy Yn y y
/f(t)dt _ /f(t)dt+/f(t)dt < /f(t)dt +/ f(t)dt‘ < ]:c—yn|+/ f(t)dt‘.
J J o J Yn Yn
Trecand la limita in ultima inegalitate, obtinem inegalitatea ceruta.
..................................................................................... 1p

. Pentru k € Z definim polinomul Fy, = X* +2(1 — k) X? + (1 + k)%. Sd se determine toate
valorile k € Z, astfel incat Fy, sa fie ireductibil peste Z si reductibil peste Z, pentru orice
P prim.

Solutie:

Vom arata ca numerele care satisfac conditia ceruta sunt toate numerele k € Z care nu
sunt de forma %2, cu l € Z.

Aratam ca F}, este reductibil peste Z daca si numai daca F}, se descompune ca produs de
doua polinoame monice de grad 2.

intr—adevér, daca F} are o radacina intreaga m, atunci

a) daca m = 0, atunci k = —1, 51 F_; = X?(X? +4).

b) dacd m # 0, atunci —m este de asemenea radacing, si X2 — m? divide Fy.



Deci F}, este reductibil peste Z dacd si numai daca Fy, = (X? +aX +b)(X?+cX +d), cu
a,b,c,d € 7Z. Prin identificarea coeficientilor, avem ca a +c¢ =0, ac+ b+ d = 2(1 — k),
ad +bc=0gi bd = (1+ k)%

Daca a = 0, atunci c = 0, b+d = 2(1 — k), bd = (1 + k)?, de unde obtinem (b — d)? =
41— k)* —4(1 + k)? = —16k, astfel ca k = —I1* cul € Z.

Dacd a # 0, atunci ¢ = —a, b=d, b* = (1 + k)2, 2b — a* = 2(1 — k).

Daca b = —1 — k, rezultd a®> = —4, imposibil. Deci b = 1 + k si a® = 4k, de unde k = [2,
cul € Z.

Prin urmare, F}, este reductibil peste Z dac# si numai dacd k = +I%, cul € Z. ....... 2p
Aratam ca Fj, este reductibil peste Z, cu p prim, pentru orice k € Z.

Pentru p = 2 avem ci F, = X* sau F, = X* +1 = (X 4 1)%, deci Fj, este reductibil. . 1p
Fie p numar prim impar. Putem presupune ca k # 0 (mod p) si k # —1 (mod p).

Ca mai sus, Fj, este reductibil peste Z,, daca si numai daca Fj, = (X24-aX+b)(X2+eX+d),
cu a,b,c,d € Z, care verifica conditiile a + ¢ = 0 (mod p), ac+ b+ d = 2(1 — k) (mod p),
ad + bc = 0 (mod p) si bd = (1 + k)? (mod p).

Dacd a = 0 (mod p), avem cd ¢ = 0 (mod p) si (b — d)? = —16k (mod p).(1)

Daci a # 0 (mod p), atunci ¢ = —a (mod p), b = d(mod p), b* = (1 + k)? (mod p) si
20 — a* = 2(1 — k) (mod p).

Pentru b = —1 — k (mod p) avem c& a? = —4 (mod p).(2)

Pentru b = 1 + k (mod p) avem c&d a? = 4k (mod p).(3)

..................................................................................... 1p
Cum —16k = —4 - 4k, cel putin unul dintre elementele —16k, —4 si 4k este rest patratic
modulo p, astfel ca cel putin una dintre ecuatiile (1), (2) sau (3) are solutii........... 1p

Cum Fj, = (X2 +(1—k))?—(=16k) = (X?— (1+k))2—(—4) X2 = (X2 +(1+k)) — (4k) X?,
rezulta ca Fj, este reductibil peste Z,, pentru orice k € Z. ................ ... ... 1p
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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Nationala, Hunedoara, 23 aprilie, 2019

CLASA a V-a, Subiecte

Problema 1. Determinati numerele de trei cifre abc al caror patrat are cifra sutelor
a, cifra zecilor b si cifra unitatilor c.

Problema 2. Fie n > 2 un numar natural. Care este numarul maxim m < n (m
depinde de n), pentru care putem alege m numere dintre 1,2,...,n cu proprietatea ca
pentru oricare doua dintre acestea, a, b, cu a > b, numarul a — b nu divide numarul a + b7

Problema 3. Pentru fiecare numar natural n > 2, notam cu s(n) numarul de perechi
(x,y) de numere naturale, alese dintre 1,2,...,n, cu z > y, astfel incat x gi y sa aiba
exact r — y divizori comuni.

a) Exista n astfel incat s(n) = 20197

b) Exista n astfel incat s(n) = 20207

Justificati raspunsurile.

Problema 4. Numerele naturale de la 1 la 49 sunt agezate la intamplare, cate unul
in fiecare casuta a unei table de sah 7 x 7. Aratati ca exista un patrat 2 x 2 al tablei,
format din patru casute vecine, astfel incat suma celor patru numere din interior sa fie
cel putin 81.

Timp de lucru 2 ore. Se adauga 60 de minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Nationala, Hunedoara, 23 aprilie, 2019

CLASA a V-a, Solutii si Baremuri

Problema 1. Determinati numerele de trei cifre abc al ciror patrat are cifra sutelor
a, cifra zecilor b gi cifra unitatilor c.

Solutie si barem. Fie n = abc. Avem n?> = M - 1000 +n..........cooonn... 1 punct
Rezulta n(n — 1) = M - 1000 deci n(n — 1) este divizibil cu 2% i cu 5. Cum numerele
n si n — 1 sunt relativ prime, atunci n sau n — 1 se divide cu 53, respectiv n sau n — 1 se
divide cu 23 . 3 puncte
Din divizibilitatea cu 125, n poate fi unul dintre numerele 125, 126, 250, 251, 375, 376,
500, 501, 625, 626, 750, 751, 875, 876. In fiecare caz n sau n — 1 trebuie si se dividi cu 8.
Prin verificare raman doar solutiile 376 §1 625............ ... ... .. L. 3 puncte

Problema 2. Fie n > 2 un numar natural. Care este numarul maxim m < n (m
depinde de n), pentru care putem alege m numere dintre 1,2,...,n cu proprietatea ca
pentru oricare doua dintre acestea, a, b, cu a > b, numarul a — b nu divide numarul a + b7

Solutie si barem. Sa notam cu A o astfel de familie de numere, alese dintre
1,2,...,n. Pentru a > b din A, deducem ca a — b nu poate fi 1 sau 2. Altfel 1 ar
divide a + b, respectiv 2 ar divide a +b =2+ 2+2b........ooo i 2p

Rezulta ca diferenta minima dintre doua numere consecutive din A este 3. In plus,
daca a — b = 3k si b nu se divide cu 3, atunci a + b = 2b + 3k nu se divide cu a — b .. 2p

In functie de restul impartirii lui n la 3, vom avea urmatoarele secvente de numere din
1,2,...,n, cu numar maxim de elemente:

Daca n = 3k, A cu numar maxim poate fi 1,4,7,...3k —2decim=%k. .......... 1p

Dacan=3k+1, Apoatefil,4,...,3k—2,3k+1decim=k+1............... 1p

Daca n = 3k + 2 o astfel de multime este 1,4,7,...,3k —2,3k+1decim=k+11p

Problema 3. Pentru fiecare numar natural n > 2, notam cu s(n) numarul de perechi
(x,y) de numere naturale, alese dintre 1,2,...,n, cu z > y, astfel incat x gi y sa aiba
exact x — y divizori comuni.

a) Exista n astfel incat s(n) = 20197

b) Exista n astfel incat s(n) = 20207

Justificati raspunsurile.

Solutie si barem. Observam ca daca dly §i d|z atunci d|z —y. ................. 1p
Prin urmare daca (x,y),x > y, este o pereche cu proprietatea din enunt, atunci z — y
are exact x — y divizori, deci toate numerele 1,2,...x —y. Daca x —y = 1 atunci z si y
au un singur divizor, adica 1 ... ... ... 1p
Altfel z —y > 2, deciz —y—1>1,iar z — y — 1|z — y implica v —y — 1 = 1, adica
r —y = 2. Prin urmare x si y au aceeasi paritate. Pentru ca = si y sa aiba in comun 2
divizori, ele nu pot fi impare, deci sunt ambele pare. Asadar perechile de acest tip sunt
de forma (y + 1,y) si (2y +2,2y), cu y natural nenul ............ ... ..., 2p



Rezulta ca pentru n = 2k, k numar natural, avem s(n) = (2k — 1)+ (k — 1) = 3k — 2,
iar daca n =2k + 1, k > 1 avem s(n) = 2k + (kK — 1) = 3k — 1. Cum s(n) nu poate fi

multiplu de 3, raspunsul la a) este nu............ . 2p
Cum 2020 = 3 - 674 — 2 obtinem ca s(1348) = 3 - 674 — 2 = 2020, agadar ,da” pentru
D) 1p

Problema 4. Numerele naturale de la 1 la 49 sunt agezate la intamplare, cate unul
in fiecare casuta a unei table de sah 7 x 7. Aratati ca exista un patrat 2 x 2 al tablei,
format din patru casute vecine, astfel incat suma celor patru numere din interior sa fie
cel putin 81.

Solutie si barem. Exista 6 x 6 patrate de tipul celor din enunt. ................ 1p
Fie s1 < s9 < --- < s34, sumele numerelor scrise in interiorul acestora. Deducem ca
8281+82+"'+836§36836 ....................................................... ].p

Pe de alta parte, in suma de mai sus, patratelele din colturi sunt numarate o data,
cele de pe margini, dar nu in colturi, de doua ori, iar celelalte de patru ori. Avem deci

§>49+48 4+ 47+ 464+ 2(45+ - +26) +4(25+ 24+ -+ 1) oo 3p
Calculand sumele, deducem s > 2910. Asadar 36s35 > 2910, deci s36 > % > 80, 8 si,
cum S3g € Intreg, rezulta Sgg = 8. .o 2p
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CLASA a VI-a — subiecte

Problema 1. Se considera un numar rational r si numerele naturale
ai,as,...ag, by, ba, ... b astfel incat 1 < by < by < ... <bg <11 si

a a2 a3 Qy as Qg

b b by b by b

r

Aratati ca r este numar intreg.

Problema 2. Determinati toate perechile (a,b) de numere naturale pen-

tru care fractiile
Ja+8+2 . 88a+b+3

0a+20+1 ¥ 2a+7b+3

reprezinta, simultan, numere naturale.

Problema 3. Determinati cel mai mare numar natural n pentru care
este indeplinita conditia

exista n semidrepte distincte doua cate doud, cu aceeasi origine,
astfel incat masura oricarui unght format de aceste semidrepte
este un numar natural care nu este prim.

Problema 4. In interiorul unghiului propriu AO0D considerim punctele
B si C astfel incat OA = OB, OD = OC, segmentele AC' si BD se inter-
secteaza in punctul P, iar semidreapta (PO este bisectoarea unghiului APD.
Aratati ca unghiurile AOB si COD sunt congruente.

Timp de lucru 2 ore. Se adauga 60 de minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa nationala, Hunedoara, 23 aprilie 2019
CLASA a VI-a — solutii

Problema 1. Se considera un numar rational r si numerele naturale aq, as, ..., ag,
bl,bg,...,b6 astfel Incat 1 < by<by<...< b6 <11 §1

ar a2 a3 a4 G5 _ Us
T === — = — = — = —,
by by by bs b5 bg

Aratati ca r este numar intreg.

Solutie. Daca by =1, atuncir =a; € N 2p
In caz contrar, printre cele 6 numere naturale distincte by, b, . . ., bg, facand parte din
multimea {2,3,4,...,11}, exista doud consecutive................coiiiiiiiiiiii.. 2p
In acest caz, din b;; = 1 + b; rezultd r = Z— = 'ZE = 'Zfr% EN...... 3p

Problema 2. Determinati toate perechile (a,b) de numere naturale pentru care
fractiile
3a + 8b+ 2 . 8a+b+3

e — S —
10a+2b+1 ° 2a+7b+3
reprezinta, simultan, numere naturale.

Solutie. Pentru ca ambele fractii sa fie, simultan, numere naturale este necesar ca
3a+8b+2 > 10a+2b+1si 8a+b+3 > 2a+T7b+ 3, de unde, prin adunare, 11a+9b+5 >

12a + 9b + 4, ceea ce implica a € {0, 1} .. ..o 2p
Pentru a = 0 a doua fractie este 7bbL+33? pentru ca ea sa fie numar natural trebuie ca
b > 7b, deci b = 0, caz in care si prima fractie este numar natural .................... 2p
Pentru a = 1 a doua fractie este %“—jé; pentru ca ea sa fie numar natural trebuie ca
b+ 11 > 7b+ 5, deci b € {0,1} si convine doar b = 1, caz in care gi prima fractie este
NUMAr NAUTAl . ... 2p
Asadar, perechile cerute sunt a =0,0=0sia=1,b=1.......................... 1p

Problema 3. Determinati cel mai mare numar natural n pentru care este indeplinita
conditia

exista n semidrepte distincte doua cate doud, cu aceeasi origine, astfel incat
masura oricarut unghi format de aceste semidrepte este un numar natural care
nu este prim.

Solutie. Daca luam 90 de unghiuri de 4°, formate in jurul unui unui punct, obtinem
90 de semidrepte care fac intre ele unghiuri cu masuri intregi, multiplude 4 ......... 2p

Sa aratam ca, daca luam 91 sau mai multe semidrepte, conditia nu este indeplinita.
Notam unghiurile formate in jurul originii comune a semidreptelor, in sensul migcarii
acelor de ceas, Incepand cu un unghi oarecare, u, us,...,u,, n > 91. Atunci sumele
Uy + U, U3z + Uy, ..., Usg + Ugg al, Impreuna, cel mult 359°. Deoarece sunt 45 de sume
si 8 -45 = 360, exista o suma S < 8. Cum S > 2, rezulta ca S este numar prim sau
S=4=24+2sauS=6=2+4=3+43; in toate cazurile deducem ca S sau unul dintre
termenii sai este NUMAT PIIINL . .. ...ttt e e e 4p



Asadar, numarul cerut este 90 .. ... .. 1p

Problema 4. In interiorul unghiului propriu A0D considerim punctele B si C astfel
incat OA = OB, OD = OC, segmentele AC si BD se intersecteaza in punctul P iar
semidreapta (PO este bisectoarea unghiului APD. Aratati ca unghiurile AOB si COD
sunt congruente.

Q D
F
B —_— —_—
Solutie. Cerinta este echivalenta cu AOC = BOD .......... ... ... 1p

Fie E gi F picioarele perpendicularelor duse din O pe AC respectiv BD. Atunci
OF = OF (deoarece PO este bisectoarea unghiului @) si AO = BO (din ipoteza),
deci triunghiurile dreptunghlce OAFE i OBF sunt congruente. Astfel OAE = OBF.
Analog aratam ca OCE = ODF ..o 4p

Deoarece segmentele AC' si BD se intersecteaza, unghiurile A/O\B, BOC si COD
sunt adiacente, iar punctele O si B sunt pe parti diferite ale dreptei AC. Deducem

OAC < OAB < 90°, ultima inegalitate avand loc deoarece unghiul OAB este unghi de
la baza trlunghmlul isoscel OAB. Cum PO este bisectoarea unghiului ﬁ unghiurile
APO si OPD sunt ascutite, iar unghlul OPD este unghi exterior triunghiului OB P, deci
OPD > OBP de unde rezulti ci OBP este unghi ascutit. Analog se arata ca unghiurile
ODB si OCA sunt ascu‘glte Astfel £ §1 F sunt in mterlorul segmentelo/réC respectiv

BD, deci OAC = OAE OCA = OC’E OBD = OBP si ODB = ODP. Deducem
ca unghiurile triunghiurilor OAC, OBD sunt respectiv congruente si, folosind observatia
initiala, obtinem concluzia. ....... ... .. 2p
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CLASA a VII-a

1 1 2
Problema 1. a) Demonstrati ca, daca z,y > 1, atunciz+y — — — — > 2,/7y — ——
Ty Ty
.. . . . 1 1 1 1
b) Demonstrati ca, daca a, b, c,d > 1 si abed = 16, atunci a+b+c+d——— 7o d > 6.
a c

Solutie si barem de corectare
a) Inegalitatea se scrie echivalent (zy — 1)(vz — \/y ) ......................... 3p
b) Scriind inegalitatea de la a) mai intai pentru a si b apoi pentru c si d, obtinem

1 1 2 1 1 2
a+b———->2Vab— —sic+d— - — - > 2vVed — ——. Adunand aceste doua
a b Vab c d Ved

1 1 1 1
inegalité’giob‘ginema—l—b—l—c—i-d—a—5—Z—E>2<\/_—|—\/_—\/—_—\/—_)
Aplicand acum inegalitatea de la a) pentru z = Vab > 1si y = ved > 1 se obtine ci

1 1 1 1 2
at+btctd————-—=—= >2(2vVVab-Ved — ————= | =6. ........... 2p
a b ¢ d ( \/%\/@)

Problema 2. Fie ABCD un pitrat si £ un punct oarecare pe latura (C'D). In
exteriorul triunghiului ABFE se construiesc patratele ENM A si EBQP. Demonstrati ca:
a) ND = PC;

b) ND L PC.

Solutie si barem de corectare:
a) Fie U ¢i V proiectiile punctelor N gi P pe dreapta C'D. Triunghiurile dreptunghice
NUE si EDA sunt congruente (IU), deci, daca notam DE = z, CE = y, deducem ca
NU =z, EU = AD = CD = x +y si DU = y. Analog, triunghiurile EPV gi BEC sunt
congruente, deci PV = EC = y i CV = EV — EC = (x +y) — y = 2. Deducem ca

triunghiurile NUD gi CV P sunt congruente (CC), prin urmare ND = PC. ......... 4p
b) Daca {T} = ND N PC, m(£CDT) + m(£DCT) = m(LNDU) + m(£LPCV) =
m(LNDU) +m(£LDNU) = 90°, de unde concluzia. ................oooiiiiiiiii... 3p



Schita de solutie alternativa:

a) Dacd DE =z, CF =y, atunci NE? = AE? = 22+ (2+y)?, PE? = BE? = y?+(2+y)~

Din teorema cosinusului in triunghiurile NDE si EC'P rezulta ND? = PC? = 22 + 1.

b) Tot din teorema cosinusului, daci {7} = N DNPC, atunci cos?(£CDT)+cos?*(DCT) =
2

2
cos2(LNDE) + cos(ECP) = —*— + " =1, de unde rezultd ci DT L CT.
T4 +y Tt +y

Problema 3. Fie ABC un triunghi in care m(£ZABC) = 45° si m(LBAC) > 90°.
Fie O mijlocul laturii [BC]. Consideram punctul M € (AC) astfel incat m(ZCOM) =
m(£ZCAB). Perpendiculara in M pe AC intersecteaza dreapta AB in punctul P.

a) Aflati masura unghiului ZBCP.
b) Aratati ca, daca m(£LBAC) = 105°, atunci PB = 2MO.

Solutie si barem de corectare:
a) Fie P’ punctul in care mediatoarea laturii [BC] intersecteaza dreapta AB si M’ proiectia
punctului P’ pe dreapta AC. Atunci triunghiul P’BC este dreptunghic isoscel. Din
teorema catetei obtinem ca P'C? = CM'-CA s P'C? = CO - OB.
cM CO

Avem agadar B —CA si ZOCM' = ZACB, deci triunghiurile OCM’ si AC'B sunt

asemenea. Deducem ca ZM'OC = LZBAC = ZMOC, ceea ce arata ca punctele M si M’
coincid. Atunci si punctele P si P’ coincid, deci m(£ZBCP) = m(£ZBCP') =45°. ...5p
b) Fie D mijlocul segmentului [PC]. Daca m(£BAC) = 105°, atunci obtinem succesiv:
m(LACB) = 30°, m(LMCP) = 15°, m(ZMDP) = 30° si m(£LMDO) = 60°. In plus,

MD = OD = CD, deci triunghiul M DO este echilateral, de unde MO = MD = CD =

PB
B R IR 2p




B O C
Problema 4. O bucata de hartie dreptunghiulara 20 x 19, impartita in patratele uni-
tate, este taiata In mai multe bucati de forma patrata, taieturile facandu-se de-a lungul
laturilor patratelelor unitate. O astfel de bucata patrata se numeste patrat impar daca
lungimea laturii sale este un numar impar.

a) Care este numarul minim posibil de patrate impare?
b) Care este cea mai mica valoare pe care o poate lua suma perimetrelor patratelor impare?

Solutie si barem de corectare:
a) Daca notam cu k numarul bucatilor patrate obtinute si cu xy, zs,. .., z) dimensiunile
lor, atunci scriind in dous moduri aria dreptunghiului obtinem 19-20 = z? + 23+ ...+ z3.
Deoarece 19 - 20 = 380 este divizibil cu 4, patratul unui numar par este un multiplu de 4,
iar patratul unui numar impar este un numar care da restul 1 la impartirea cu 4, deducem
ca numarul bucatilor patrate de dimensiune impara trebuie sa fie multiplu de 4. .... 1p
Sa observam in continuare ca acest numar nu poate fi 0: la latura de dimensiune 19 nu
pot contribui numai patrate de dimensiune para. (Alt argument: daca am colora bucata
de hartie pe coloane, alternativ cu alb si negru astfel incat prima si ultima coloana sa fie
negre, am avea cu 20 mai multe patratele negre decat albe, ori un patrat de dimensiune
para ocupa la fel de multe patratele albe ca si negre, deci nu putem avea numai din
T CIS171CY: 1p
Un exemplu cu 4 patrate de dimensiune impara este usor de dat: de exemplu decupam
din ultimele 5 coloane 4 bucati patrate 5 x 5 (acestea sunt cele 4 patrate de dimensiune
impara). Ramane o bucata dreptunghiulara 20 x 14 care se poate taia in bucati 2 x 2. 1p
b) Coloram bucata de hartie pe coloane, alternativ cu alb gi negru astfel incat prima
si ultima coloana sa fie negre. Vom avea cu 20 mai multe patratele negre decat albe,
iar un patrat de dimensiune para ocupa la fel de multe patratele albe ca si negre. Un
patrat de dimensiune ¢ impara ocupa fie cu £ mai multe patratele albe decat negre, fie
cu ¢ mai multe patratele negre decat albe. Asadar suma dimensiunilor patratelor care
acopera mai multe patratele negre decat albe trebuie sa fie cu 20 mai mare decat suma
dimensiunilor patratelor care acopera mai multe patrate albe decat negre. Rezulta ca
suma lungimilor patratelor care acopera mai multe patratele negre decat albe trebuie sa
fie cel putin 20, deci suma dimensiunilor patratelor de dimensiune impara trebuie sa fie
cel putin 20, agsadar suma perimetrelor patratelor impare este cel putin 80. ......... 3p
Un exemplu in care suma ceruta este chiar 80 este cel dat laa). .................... 1p



Olimpiada Nationala de Matematica
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SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE - CLASA a VIII-a

Problema 1. Consideram A, multimea numerelor naturale cu exact 2019 divizori
naturali, si pentru fiecare n € A, notam

1 1 1
+ b ———
di++vn  da++/n daorg + /1

unde dq, ds, ..., dsg19 sunt divizorii naturali ai lui n.
Determinati valoarea maxima a lui S,, cand n parcurge multimea A.

S, =

Solutie. Deoarece 2019 = 3 - 673 si 673 este prim, rezulta ca orice numar din A are

una din formele: p?°'®, cu p numér prim, sau p? - ¢°72, cu p, ¢ prime distincte. Astfel, cel
mai mic numar din multimea A este 32-2572 .. 2p
n
Deoarece d; divizor al lui n < — divizor al lui n obtinem ca
25_%19 1 1 _ﬂ’i)( L1 d; >_2019
" Gt THvn) S \di+vn Voo odi+yn) o
................................................................................. 4p
2019 3673 673
Rezulta S,, = RV RNC R = om0 valoarea maxima a lui S,, cand n par-
curge A. Egalitatea se atinge pentru n = 32 - 2672,
................................................................................. 1p

Problema 2. Aratati ca daca numerele a,b,c € (0, 00) verifica relatia a + b+ ¢ = 3,
atunci:

a b c < 3

3a+bc—|—12+3b+ca+12+3c+ab+12 - 16

Solutie. 3a—|—bc+12:(a—l—b+c)a+bc+4+8:a2+ab+bc+ca+4+8:
(a+b)(a+c)+4+8>2\/a+b a—i— )-44+8=4y/(a+b)a+c)+8............. 2p

Folosind megahtatea +y < == —|— =), urmeaza ca

a

a a 1 a 1
< =~ =16 *
3a+bc+12 7 4\/(a+b)(atc)+8 4/ (a+b)(atc)+2 16( (a+b)(a+c)

N | —



a < 1 a N a n
_— < — a
3a+bc+12 — 32 \a+b a+c

si analoagele

IN

S N L L
3b+ca+12 ~ 32\b+c b+a ’

c < 1 c n c n
— < — c
3c+ab+12 — 32 \c+a c+b
care prin adunare conduc la inegalitatea ceruta................ ... ... ... . ... 3p

Problema 3. In prisma hexagonala regulata ABCDFEF A, B,C1D,FE;F;, construim
P, Q, proiectiile punctului A pe dreptele A; B respectiv A;C' si R, S, proiectiile punctului
D pe dreptele A1 D respectiv CqD.

a) Determinati masura unghiului dintre planele (AQP) si (D1 RS).

b) Aratati ca 1@ = ﬁg

Solutie. a) Fie T, proiectia punctului A pe dreapta A;D. Din proprietatile hexagonului
regulat, DB 1 AB, iar din AA; L (ABC) avem DB 1 AA;, deci DB L (A;AB), plan
ce include dreapta AP. Rezulta ca AP este perpendiculara pe DB si A; B, deci pe planul
lor, (A;BD). Conform reciprocei intai a teoremei celor trei perpendiculare obtinem ca
PT 1 A\D.

Analog, DC L (A;AC), AQ C (A1AC) deci DC L AQ. Deoarece AQ L A,C
obtinem AQ) L (A;DC). Conform reciprocei intai a teoremei celor trei perpendiculare
rezulta ca QT L Ay D.

Intrucat dreptele TA, TP, TQ sunt toate perpendiculare pe 4; D, ele sunt sunt incluse
in unicul plan dus prin 7', perpendicular pe A1D.......... .. ... ... . . . 3p

Analog A;Cy; L (CDC1Dy), deci A;Cy este perpendiculara si pe dreapta D;.S, ca
dreapta inclusa in acest plan. Asadar DS este perpendiculara pe doua drepte concurente
, DCY ¢i A;C4, incluse in planul (DA;C), deci este perpendiculara pe el gi apoi pe A;D,
ca dreapta inclusa in el. Asadar A;D este perpendiculara pe D1 R si DS deci pe planul
IOI', (DlRS)

In concluzie planele (AQP) si (D1 RS) sunt perpendiculare pe A; D, deci vor fi paralele
si vor forma un unghi de 0°. ... .. 2p

b) Mijlocul O al muchiei AA; este egal departat de punctele A, P, @, T, deci este
centrul sferei ce contine aceste puncte. Din coplanaritatea demonstrata la la punctul ante-
rior, rezulta ca punctele A, P, ), T sunt conciclice deci A/Q\P = ATP. Tnsi triunghiurile
D1SR i APT sunt dreptunghice in S respectiv P si au D1S = AP i D1 R = AT, deci sunt
congruente, rezultand m = ATP. Din egalitatile de mai sus deducem A/Q\P = m .

................................................................................. 2p






Problema 4. Aflati numerele naturale x, ¥y, z care verifica ecuatia:

2% 4 3.11Y = T7°.

Solutie. Daca x =0, 14+ 3-11Y = 7%, imposibil din motive de paritate.

Deoarece 7 = M3+ 1,3-11Y = M3 deducem ca x estepar . .................... 1p

Daca z este impar atunci x = 2, altfel, daca prin absurd z > 4 obtinem 2* = MS,
si in functie de paritatea lui y, 3-11Y = M8+ 3 sau 3-11Y = M8 + 1, imposibil caci
7" =M8—-1.

Daca x = 2 atunci 4 + 3 - 11¥ = 7 = y = 0, altfel daca y > 1 = 7* = 4 (mod 11),
imposibil pentru z impar, ciaci 7'% = 1 (mod 11), 7%+l = 7 (mod 11), 710%+2 = 5
(mod 11), 71%+3 = 2 (mod 11), 71%+* = 3 (mod 11), 7'%+5 = 10 (mod 11), 7'%%+6 = 4
(mod 11), 7*%+7 =6 (mod 11), 7*%*+8 =9 (mod 11), 71%*+9 =8 (mod 11).

Obtinem astfel solutia z =2,y =0, 2 =1 .. ... . . 2p

Daca z este par, z = 221,21 > 1 si @ = 421, 2, > 1 obtinem 3 - 11Y = 721 — 2401 —
(7z1 _ 22:51) . (7z1 + 22951).

Deoarece (771 — 2221 771 4 2221) = 1 gi 71 + 2271 = M3+ 2, obtinem sistemul de ecuatii
T 2% = 3 77 4 22% — 11Y | Dacd 2, ar fi par, z; = 22, din prima ecuatie am
obtine (772 — 271) . (72 + 2%1) = 3, ceea ce este imposibil. Deducem ca z; este impar si
trecand in a doua ecuatie, 22%1 = 11Y — 7% este fie M8 + 2 fie M8 + 4. Concluzionam ca
xr1 =1,z = 1gideaici solutiax =4,y =1,z = 2.

Daca z este par, z = 221,21 > 1 gix = 4x1+2, 21, > 0, obtinem analog descompunerea,
3-11Y = 725 — 24:F2 — (771 _ 2mHly (721 4 92:iHl) i cym T — 2201FL = M3 + 2 i
(771 —22etl 7z 4 92+ ]) — 1 rezultd sistemul de ecuatii 771 —221 ! = 11Y, 77142201+ = 3
care evident nu are Solutie. .. ... ... 4p
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Clasa a IX-a

Solutii si bareme orientative

Problema 1. Fie ABC un triunghi oarecare si P un punct interior astfel incat BP = AC.
Notam cu M mijlocul segmentului AP si cu R mijlocul segmentului BC. Fie BP N AC = {E}.
Demonstrati ca bisectoarea unghiului £ BE A este perpendiculara pe M R.

Solutie si barem: Fie N mijlocul lui AB. Atunci M N este linie mijlocie in triunghiul APB,
deci MN = %. De asemenea N R este linie mijlocie in triunghiul ABC, deci NR = A—QC. Atunci

triunghiul NM R este isoscel in N. Obtinem A NMR=ANRM. ......... ... 3p
Fie Q@ € BC astfel incat M@Q || AC. Atunci MQ || NR, deci LQMR = ANRM, adica
LAQMR = ANMR, de unde rezulta ca M R este bisectoarea unghiului A NMQ. .............. 2p

Unghiurile L BEC si £ NM(@Q au laturile paralele si sunt congruente, prin urmare, bisectoarele
lor sunt paralele. Cum bisectoarele unghiurilor £ BEC' si £ BEA sunt perpendiculare, se obtine
CONCIUZIA. . . 2p

Observatie: Alternativ se poate demonstra vectorial. Se arata ca 2]\7§ = QW + 2ﬁ =
ﬁ+ﬁ+ﬁ:ﬁ+ﬁ:ﬁ+ﬁ:2ﬁ,undeX€(EBcuﬁ:ﬁ,YE(ECcu
ﬁ}/ = 1@ , lar Z este mijlocul segmentului XY. Triunghiul EXY este isoscel cu varful in E, deci
MR || EZ, iar EZ este bisectoarea unghiului £ BEC'. Se finalizeaza ca mai sus.

Problema 2. Determinati toate numerele naturale n, n > 3, pentru care exista o multime M,
formata din n vectori diferiti, nenuli si cu module egale astfel incat ) -, U = ﬁ, stiind ca
oricare ar i U, W € M avem U + W # 0.
Solutie si barem: Cazul n impar este conven\abil. De ex\emplu\considerém un poligon regulat
A1 As.. A,. Atunci multimea M, = {AlAQ, AsAs, ..., A1 A, AnAi} satisface conditiile. ..... 2p
Demonstram ca n nu poate fi egal cu 4. Presupunem contrariul. Atunci M = {7, 7, W, 7} :
Fie O un punct din plan. Atunci existd U, V, W, Z astfel incat @ = 07, v = O—‘}, W = O—I/I}
si 7 = 07 . Cum vectorii au acelagi modul, deducem ca aceste patru puncte sunt varfurile unui

patrulater inscriptibil. Fara a restrange generalitatea, fie UV ZW acest patrulater. Fie P, Q)

simetricele lui V' si Z fata de O. Din OU+OV+OW+OZ = ﬁ obtinem OU +OW = O?’+OZ§,
— =

deci U PW () este paralelogram, eventual degenerat, deci dreptunghi. Atunci OU +OW = ﬁ, ceea

Lo 8 10 60 134 s TS 2p



In continuare demonstram c& orice numér natural par, mai mare sau egal cu 6, este convenabil.
Consideram o multime de puncte {A;, As, ..., A,} astfel incat A;AyAs este triunghi echilateral,
AzAy... A, este poligon regulat cu n—3 laturi de aceeasi lungime cu a triunghiului anterior si masura
in radiani a unghiului A;A3A, este de forma « - m, unde « este numar iratjiional (spre \exemplu
misura unghiului sa fie ). Atunci multimea M = {AIAQ, Ay A AsA, AsA . AL A AnA;,}
satisface conditia din problema, irationalitatea lui v asigurandu-ne ca nu exista vectori de aceeasi
directie. In concluzie n € N\ {0,1,2,4} ... . oo 3p

Observatie: Alternativ se poate demonstra pentru n impar si n = 4 ca mai sus. Se arata

apoi ca daca n convine atunci n + 3 convine. Pentru aceasta, fie n vectori care respecta conditiile
\ N\

OA1,04;,...,04,, . Dreptele OA;,OA,, ..., OA, impreuni cu cele 2n care fac unghiuri de %

respectiv %’T cu primele n drepte, intersecteaza cercul pe care se afla punctele Ay, Ay, ..., A, 1n cel

mult 6n puncte. Alegem un punct A, diferit de acestea, situat pe cerc si consideram triunghiul

. ~ . ~ .o 4 .
echilateral A, 1A, 24,3 Inscris in acest cerc. Vectorii OA;,OA,, ..., OA, 3 sunt n + 3 vectori

ce respecta conditiile. Pentru n > 6 par, avem ca n — 3 > 3 este impar §i convine, deci n convine.

Problema 3. Pentru orice numar natural nenul n definim multimea

An:{(az,y)GNXN’\/SCQ—i—y—i—n—i—\/y?—l—x—l—neN}.

Demonstrati ca pentru orice n > 1 multimea A,, este nevida si finita.

Solutie si barem: Din /22 +y +n+ /y2 + 2 +n € N demonstram ci 22 +y+nsi y> +z+n

sunt patrate perfecte. ... ... .. 2p
Perechea (n —1,n —1) € A,, deci A,, este nevida. ........... ... i, 1p
Daca (x,y) € A, atunci 2° +y +n > z?. Daci presupunem ci 2 +y +n < (z + 1)2 , atunci

r? + ¥y + n nu mai poate fi patrat perfect, ceea ce nu convine. Rdmane 2% +y +n > (v + 1)2 . 2p
Analog avem si ¥ +x +n > (y + 1)2 . Adunand cele doua relatii obtinem 2n — 2 > x + y, ceea
ce Implica A, Iba. ... 2p

Problema 4. Determinati toate functiile f : R — R care satisfac relatia

flaty) < f(a®+y),

pentru orice z,y € R.
Solutie gi barem: Vom demonstra ca singurele functii convenabile sunt cele constante.

Cu alegerea y = —ux, obtinem f(0) < f(2? —z), pentru orice z € R. Deoarece imaginea
functiei g : R — R, g (x) = 2% — x este [—i, oo) , atunci f (0) < f (), pentru orice ¢t > —%. Apoi,
alegerea y = —x? conduce la f (z — 2?) < f(0), pentru orice z € R. Similar obtinem f (¢) < f(0),

pentru orice ¢ < 1. Obtinem f (¢) = f (0), pentruorice t € [—3, 1] . ... 3p
Prin inductie, demonstram ca, oricare ar fi n € N*| f (t) = f(0), pentru orice t € [—%, ﬂ :

Pentru n = 1 este verificat, presupunem adevarat pentru n gi demonstram pentru n + 1. Alegem

y = —x — 7. Atunci f (—%) < f (1.2 —x— %), pentru orice z € R. Cum imaginea functiei



h:R =R, h(z)=12?—z—2 este [~ 00), obtinem f(0) < f(¢), pentru orice ¢ > —%H.

4

Similar, alegerea y = —a? + 7, conduce la f (—:(:2 +x+ %) <f (%) , pentru orice x € R. Suntem
condusi la f (t) < f(0), pentru orice t < "TH si inductia este finalizata. ...................... 3p
Acum, fie z € R. Fie n = [4|z]] +1 > 4|z|. Atunci —§ < z < §. Obtinem f () = f(0),
PENETU OTICE T € R. Lo 1p
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CLASA a X-a

Problema 1. Fie a, b, ¢ numere reale strict pozitive. Sa se arate ca

1 1
— +1>3 :
ae 77 <a2+b2+02+a+b+c>

Solutie. Folosind inegalitiitile a? 4+ b + ¢ > 3vVa2b2c2 sia+b+c>3Yabe, . .............. 2p
obtinem

1 1 1 1
3 < .
<612+b2 + c2 + a~|—b—l—6> ~ Va2b2¢2 * Vabe

........................................................................................ 2p
Notand ﬁ = t, este suficient si ardtam ca 3+ 1 > 2 + ¢, sau (t — 1)2(t + 1) > 0, ceea ce
ESTE EVIARIIE. « o et e 3p

Problema 2. Fie A;As ... A, un poligon regulat. S& se determine numéarul de submultimi
{Ai, Aj, Ay, A} ale caror elemente sunt varfurile unui trapez (patrulaterul cu doua laturi paralele
si inegale).

Solutie. Daca n este impar si A;A;||A;A;, atunci un diametru al cercului circumscris
poligonului care trece printr-un varf al acestuia va fi mediatoare a celor doua segmente. .... 1p

Acesta poate fi ales in n moduri, iar apoi perechea de segmente in (("721)/ 2) moduri. Seg-
mentele nu pot fi congruente, altfel patrulaterul determinat de acestea ar fi dreptunghi, deci

poligonul ar contine puncte diametral opuse, imposibil. Asadar numarul cautat este n(("}l)/ 2) =

MO0 e %

Daca n este par, perechile de segmente paralele sunt de 2 tipuri: paralele cu o latura a
poligonului, respectiv perpendiculare pe un diametru care trece printr-un varf al poligonului.
Numarul de alegeri (numéarand de doua ori perechile de segmente congruente) este, in primul

caz, %(”42), iar in al doilea caz, %((”_22)/2) .................... REEEEEE R TR T REE PR PR 2p
Numarul de perechi de segmente congruente este ("42) In concluzie, numarul cerut este
2 —2)/2 2\ _ n(n—2)(n—4)

m(n2) | on(0-2)/2) _g(n/2y _mvnsd) 2

Problema 3. Determinati numerele naturale n > 4 pentru care este adevarata proprietatea:
orice numere complexe distincte, nenule a, b, ¢ care verifica

(@=b)"+(b—c)" + (c—a)” =0,

sunt afixele varfurilor unui triunghi echilateral.
Solutie. Vom ardta cdn € {4,5,7}. Fiex =a—b, y =b—c. Evident, ,y # 0,0 = 7 # —1.
Relatia din enunt devine

Daca n este impar, obtinem 2" +y" — (z+y)" =0,sau o +1— (a+1)" = 0. Cum « # —1,
deducem
A"t 41— (a+ )" =0,



echivalent cu

(2 )=

Pla) = g <(" . 1) + (—1)’““) aF1 = 0.

Pentru ca a, b, ¢ sa fie afixele varfurilor unui triunghi echilateral, trebuie ca « sa fie o radacina
n—3
n=3 n—>5

Cum « # 0, obtinem

primitiva de ordinul 3 a unitatii, deci P(a) = n(a?+a+1) 2 . Identificind coeficientii lui o

deducem n € {5,7}. Pentru n = 5 obtinem P(a) = 5(a? + a + 1), iar pentru n = 7, P(a) =

T A L) 3p
Daca n este par, obtinem similar ca polinomul

n—1
n Lin k
Qla) =« +1+22<k>a
k=1
trebuie si coincidi cu (o2 + a4+ 1)2, de unde obtinem n = 4, iar Q(a) = (o2 +a+1)%. ... 3p
Problema 4. Fie A, B C N doua multimi finite, nevide. Notam cu F multimea functiilor
f:P(A) = B cu proprietatea
(X AY) = min(f(X), /(Y)), VX, C 4,
i cu G multimea functiilor g : P(A) — B cu proprietatea
g(X UY) =max(g(X),g(Y)), VX,V C A.

Sa se arate ca multimile F si G au acelagi numar de elemente gi sa se determine acest numar.
Solutie. Definim o bijectie ® : F — G prin formula ®(f) = g, unde f € F iar g(X) =
IBl +1—f(X), X CA,junde X = A — X ottt 2p
Aratam ca functia este bine definita: daca f € F, atunci
g(XUY)=|B|+1- f(XUY)=|B|+1- f(XNY) =B+ 1—min(f(X), f(Y))
=max(|B| + 1 — f(X),|B] +1 - f(Y)) = max(g(X),g(Y)).

Functia ® este bijectivi si avem, pentru g € G, ®~(g) = f, unde f(X) = |B| + 1 — g(X).
Deducem ca |F| = |G|. Sa observam ca daca g € G i X C Y, atunci g(Y) = g(X UY) =
max(g(X), g(Y)), deci g(X) < g(Y), adica functia g : (P,C) — (B, <) este crescatoare. Fie

A={a1<az<...<ap}, B={b1 <by<...<bpy}.

Daca valoarea minimé a unei functii g € G este b;, atunci g(0)) = b;. Consideram G = G; UG U
...UGp,, unde G; = {g € G |g(0) = b;}. O functie g € G; este unic determinata de valorile luate
in multimile {a;}, {az},...,{an}, unde g poate lua arbitrar valorile {b;, bj11,...,bn}, rezultand
(m — i+ 1)" functii. In rest,

g({ailvai27 s 7aik}) - max(g({ai1})7g({ai2})7 s 79({aik}))‘
In concluzie, |G| = 1 2 3p



Olimpiada Nationala de Matematica
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Solutii si barem orientativ de corectare la CLASA a XI-a

Problema 1. Fien € N, n > 2, i A,B € M,(C) cu proprietatea ca existd o matrice
idempotentd C' € M, (C), astfel incit C* = AB — BA. Ardtati ci (AB — BA)? = O,

(C se numeste idempotentd dacd C* = C; matricea C* este adjuncta matricei C'.)

Solutie si barem:

Aratam ca matricea C' nu poate fi inversabila. Daca C' ar fi inversabila, din idempotenta
rezulta ca C' = I,. Dar atunci AB — BA = C* = [} = I,, egalitate imposibila deoarece

tr(AB — BA) = 0 F 1 =1 (Ln). oo 2p
Matricea C' fiind neinversabila, are rangul rang(C') < n — 1. Distingem cazurile:
i) rang(C) <n —2. Atunci AB— BA=C*=0,, deci (AB—BA?=0,................. 1p

ii) rang(C) =n — 1. Atunci C* # O,, si cum C - C* = O, din inegalitatea lui Sylvester rezulta
ca 1 < rang(C*) = rang(C) + rang(C*) —n + 1 < rang(CC*) + 1 = 1, deci rang(C*) = 1.

Dar atunci, (AB — BA)? =tr(AB —BA)- (AB—BA) =0y ..o 2p

Problema 2. Fie f :[0,00) — R o functie continud, constantd pe N.
Daca pentru orice numere reale 0 < a < b < ¢ < d, pentru care f(a) = f(c) si f(b) = f(d) are
loc f (‘IT“’) =f (ﬂl), ardatati ca f este constanta.

Solutie si barenf:

Fie k = f(0) si pentru orice n € N multimea A,, = % -N. Aratam prin inductie dupa n € N ca
f(z) = k, pentru orice z € A,,.

Pentru n =0, f(m) =k, Vm € N, conform ipotezei. ............. .. ..o, 1p
Fie acum n € N pentru care f(x) = k, Vo € A,. Daca z € A,11 \ A,, exista m € N, astfel
incat x = 22”7}111 ............................................................................ 1p
Alegand a = 2+, b = 2t ¢ = (m + 2) §iZZ: (m+4), avem 0 < a < b < ¢ < d, cu

at

f(a) = f(b) = f(c) = f(d) = k. Atunci z = 432 si

r@ =1 ("57) =1 (S50) = rm 3 =k

Rezulta ca f(z) =k, V& € Api. oo 3p

Cum multimea A = (J A, este densa in [0, 00), iar f este continua si constanta pe A, rezulta
neN

ca f este constanta Pe [0, 00). o .ttt 2p

Problema 3. a) Aratali ca exista functii derivabile f : (0,00) — (0,00) cu proprietatea ca
f(f'(x)) =z, pentru orice x > 0.



b) Aratali ca nu exista functii derivabile f : R — R cu proprietatea ca f(f'(x)) = z, pentru
orice x € R.

Solutie si barem:

a) Fie ¢ solutia pozitiva a ecuatiei r* — 7 — 1 = 0. Atunci functia

F1(0,00) — (0,00) s 2+ fl) = (é)x

satisface conditia din enunt: f'(x) = ¢ a9 g f(f'(z)) = gp‘”fl*é cxP) =g Vo > 0.

PP 2p.
b) Sa presupunem ca ar exista o functie derivabila f : R — R cu proprietatea ca f(f'(z)) = =,
pentru orice x € R. Atunci f este surjectiva, iar f’ este injectiva........................... 1p
Cum [’ are proprietatea valorilor intermediare (proprietatea lui Darboux), rezulta ca f’ este
strict monotona (§i CONTIMUA). .. ...ttt e Ip

Daca exista a € R cu proprietatea ca f'(a) = 0, atunci fie f'(x) < 0 < f'(y) pentru orice
r < a <y, de unde f(z) > f(a) pentru orice x € R, fie f'(z) > 0 > f'(y) pentru orice
r < a <y, sidec f(x) < f(a) pentru orice x € R. Rezulta ca functia f nu este surjectiva,

CONETAdICHIe. . 1p
Daca f’ nu se anuleaza, atunci f’ are semn constant, astfel ca intervalul J = I'm(f’) este inclus
fie in (0, 00), fie in (—o0,0). Rezulta ca f este strict monotona, deci injectiva.............. 1p
Obtinem ca f(J) = R = f(R), contrazicand injectivitatea lui f............................ 1p

Problema 4. Fie p un numar prim. Pentru orice permutare o € S, consideram matricea
Ay = (aij); j=15 € Mp(Z), cu elementele a;; = o'1(4), pentru orice i,j = 1,p, unde o° este
permutarea identicd, iar oF =gooo---o0a, pentru orice k € N*.

—_—

de k ori
Ardatati ca multimea D = {|det(A,)| : o € S,} are cel mult 1+ (p — 2)! elemente.

Solutie si barem:

Aratam ca det(A,) = 0, pentru orice permutare care nu este un ciclu de lungime p.

Notam cu C; coloana cu numarul 7 din matricea A,. Cum fiecare linie a matricei contine toate
numerele 1,2, ... p, avem

1

+1) |1
01+02+---+cp:p(p2> :
1

Daca ¢ nu este un ciclu de lungime p, descompunerea sa in cicluri disjuncte contine un ciclu



de lungime k, pentru un £ € N, cu 1 < k < p. Fie ¢ = (1,19, ...,1) un astfel de ciclu din

descompunerea lui 0. La intersectia fiecarei linii a matricei A, cu coloanele C;,, Cy,, ..., C;
ale sale se gasesc toate numerele din multimea {iy, s, ..., i}, astfel ca
1
. . . 1
Ci1+C’Z~2+~~-+Ci :(21+22+"'+2k>' .
1
........................................................................................... 1p
Coloanele matricei A, sunt atunci liniar dependente, astfel ca det(A,) =0................. 1p

Fie acum o o permutare ciclica de ordin p. Deoarece p este prim, pentru orice k = 1,p— 1
avem

{Ukl|l:0,p—1}:{0l|l:0,p—1},

astfel ca liniile matricei A, x sunt aceleasi cu cele ale matricei A,, permutate intr-o anumita

ordine. Rezulta ca | det(Ayx)| = |det(A,)|, pentruorice k =1,p—1. ... ... .. Ip
Pentru orice numar k& € N* N D vor exista deci cel putin p — 1 permutari ciclice diferite o € .5,
astfel Incat k = [det(Ag )| .o v e Ip
Numarul permutarilor ciclice de ordin p este (p — 1)l ... 1p
Fie d = |D|. Atunci (d —1)(p — 1) < (p — 1)!, de unde obtinem inegalitatea din enunt...... Ip
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CLASA a XII-a — Solutii si barem orientativ

Problema 1. Fie a un numar real strict pozitiv. Determinati valoarea minima a expresiei

</01f(:c) dx)2 (a4 1) /le%f(x) dz,

cand f parcurge multimea functiilor concave f: [0,1] — R, cu f(0) = 1.
Solutie. Fie f: [0,1] — R o functie concava, astfel incat f(0) = 1. Cum
2 f(@) +1— 29 = 2 f(2) + (1= 29) £(0) < F(a® 2+ (1— 2) - 0) = f(a"H),
prin inmultire cu (a + 1)z, rezulta
(a+ e f(z) + (a+ 1)(2* — 2%) < (o + 1)a" f(a),

oricare ar i x In [0, 1], ..o 2p

Integrand pe intervalul [0, 1], obtinem

deci . .
(a+1)/ 2 f(x) dx + < [ f(z)dz
0 2a+1 7 Jo
..................................................................................... 2p
1 1 2
Cum f(x)dx§< f(x)da:) +Z,ob‘ginem
0 0
1f(x)dx 2—(a+1)/11'2“]“(91;)d:c e 1 2l
0 0 T 2a+1 4 Sa+4
..................................................................................... 1p

rezulta ca minimumul cerut este (2a —1)/(8a+4). ... ... 2p



Problema 2. Fie n un numar intreg par, n > 4, si fie G un subgrup de ordin n al
grupului multiplicativ al matricelor inversabile din My (C). Aratati ca G are un subgrup
H, astfel incat {I,} S HC Gsi XYX ™! € H, oricare ar fi X € G si oricare ar i Y € H.

Solutie. Multimea H = {X |X € G, det X = 1} contine matricea unitate Iy si este
multiplicativ stabila, deci este un subgrup al lui G. ............ ... ... .. ... ... ..., 1p

Daca {I,} € H C G, atunci subgrupul H are proprietatea ceruta. ............... 1p

Daca H = {I»}, atunci oricare douad matrice X si Y din G comuta, deoarece deter-
minantul comutatorului XY X 1Y ! este 1. Considerand o matrice X de ordin 2 in G,
subgrupul format din I, si X are proprietatea ceruta. ............... ... ... ... ... 2p

In fine, dacd H = G, considerand din nou o matrice X de ordin 2 in G, rezulta
(tr X) - X = 2I,, deci (tr X)?> = 4. Cum X # I, rezultd tr X = —2, deci X = —1[,. In
mod evident, subgrupul lui G format din £/, are proprietatea ceruta. .............. 3p

Simpla afirmatie ca, daca —Iy este in G, atunci subgrupul format din +15 are propri-
etatea ceruta in enuntul problemet, este notata 1 punct.

Problema 3. Fie f: [0,00) — (0,00) o functie crescatoare si fie g: [0,00) — R o functie
de doua ori derivabila, astfel incat ¢g” este continua si ¢”(x) + f(x)g(x) = 0, oricare ar fi
numarul real x > 0.

(a) Dati un exemplu de functii f si g, care indeplinesc conditiile din enunt i g este
neidentic nula.

(b) Aratati ca functia g este marginita.

Solutie. (a) Functiile f: [0,00) — (0,00), f(x) = 1, i g: [0,00) — R, g(z) = sinx,
indeplinesc conditiile din enunt. ....... .. . 1p

(b) Rescriem conditia din enunt sub forma ¢'(x)g”(x)/f(x) + g(x)g'(x) = 0, oricare

Functia z — 1/f(x), > 0, este descrescaroare gi ia valori strict pozitive. Conform
teoremei de medie, exista un punct ¢ intre 0 si ¢, astfel incat

t 1 " 0 / 2 / 2
/0 g(?)(i)(x) dp — f(lo) /O §(2)g"(x) dz = (9'(9))" — (4'(0)"




deci g este MAarginita. . ....... ... 1p

Problema 4. Fie n un numar intreg, n > 3, si fie a4, as, ..., a,_1, a, numere complexe
nenule, astfel incat |a;| < 1,7=1,2,...,n—1, si toti coeficientii polinomului [[}_, (X —a;)
sa fie intregi. Aratati ca:

(a) Numerele aq, as, ..., a,_1, a, sunt distincte doua cate doua,
(b) Daca a;, a;, ay sunt in progresie geometrica, atunci i = j = k.

Solutie. (a) Fie f =[], (X —a;). Cum ayay...a, = (—1)"f(0), rezulta ca f(0) # 0 si
laras ...an| > 1, dect |an] > 1. oo 1p

Presupunem ca f = gh, unde ¢ si h sunt polinoame monice neconstante cu coeficienti
intregi. Cum a, este radacina simpla lui f, putem presupune ca g(a,) = 0 si h(a,) # 0.
Fie m = degh si fie a;,, ..., a;,, radacinile lui . Cum h este monic, rezulta ca |h(0)| =
la;, ...a;, | <1, deci h(0) = 0, in contradictie cu f(0) # 0. Asadar, f este ireductibil in
Z[X], deci i in Q[X], de unde rezulta ca f nu are radacini multiple. ................ 2p

b) Presupunem ca exista a,, a,, a, In progresie geometrica, nu toate egale. Cum
py Yq> )
la,| > 1 |aa,] >1,i=1,2,...,n, rezulta ca p, q, r < n.
Fie g = [[<i<jcn (X —aia;). Coeficientii lui g sunt expresii simetrice in ay, ag, ..., ax,
deci sunt intregi. Daca a = apa,, atunci ¢ # p si ¢ # r, deci a; este radacina dubla a

7 2p

Cum ¢ este monic si are toti coeficientii intregi, exista un polinom monic h de grad
minim cu coeficienti intregi, astfel incat h(aZ) = 0. Rezulta cd g este divizibil cu h”.

Cum [aZ] < 1 si |h(0)] > 1, rezultd ca h are o raddcina complexa a de modul strict
mai mare deCat L. ... ... .. 1p

Din h?| g, rezultd cd a este radacind dubla lui g, in contradictie cu faptul ca singurele
radacini ale lui g de modul supraunitar sunt a;a,, i = 1,2, ..., n, care sunt radacini simple.
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Fiecare problema se puncteaza cu 1 punct

Alegeti varianta de raspuns. Pentru fiecare intrebare, un singur raspuns este cel corect.
1. Fie abc cel mai mic numar natural format cu trei cifre distincte, pentru care patratul unei cifre este

egal cu suma patratelor celorlalte doua cifre. Atunci suma a + b + ¢ este egala cu:
A 12 B8 C 16 D 19 E 14

R: A.

2. Daca restul impartirii numarului natural n la 9 este 7, iar restul impartirii numarului natural n la 8
este 5, atunci restul impartirii lui n la 72 este egal cu:

A 13 B 11 C 31 D 61 E 36
R: D
3. Cate numere naturale de patru cifre contin cifrele 2 gi 3 alaturate, in aceasta ordine?
A 280 B 279 C 300 D 243 E 100
R: B

4. Zece numere naturale consecutive se impart la 6 si se aduna resturile obtinute. Cea mai mare valoare
posibila a sumei acestor resturi este egala cu:

A 26 B 27 C 28 D 29 E 50
R: D

5. Ordinea crescitoare a numerelor a = 2%, b = 35! gi ¢ = 53 este:

Aa<b<ec Ba<c<b Ccec<b<a Di<a<c Ec<a<d
R: C.

6. Numarul N = 10"*2 .13 +27+2. 57+3 4 ont+2 . 5741 .11 1+ 10", unde n este numar natural nenul, este
divizibil cu:

A 2020 B 45 C 46 D 47 E 2022

R: D.

7. Se considera numerele prime a si b astfel incat a + a® + a® + a* + 730 = 2021. Atunci a + b este
A 44 B 28 C 26 D 22 E 20

R: D.

8. Daca elevii unei clase se asaza cate doi intr-o banca, atunci raman doi elevi in picioare, iar daca
se asaza cate trei elevi intr-o banca raman trei banci libere, iar intr-o banca stau doi elevi. Suma dintre
numarul elevilor si numarul bancilor din clasa este egala cu:

A 40 B 42 C 38 D 37 E 36
R: C.
9. Suma cifrelor numarului N =9+99 +999 4 ... +999...9 este:
2021 cifre
A 2043 B 2034 C 2022 D 2021 E 2020
R: A

10. Vom spune ca un numar de forma abc este simpatic daca cifrele a, b, ¢ sunt (in aceasta ordine)
numere pare consecutive. Suma tuturor numerelor simpatice este egala cu:



A 700 B 2220 C 2640 D 1926 E 3542
R: C.

11. Vom spune ca un numar natural A este ciudat daca, scris in baza 10, are 20 de cifre, iar suma

oricaror doua cifre alaturate ale lui A este un numar impar. Numarul de numere ciudate este egal cu:
A 5% B 2. 5% C2-52—-1 D 5%V — 519 E 2-5% — 5%

R: E.

12. 7 creioane si 5 pixuri costa 130 de lei, iar 8 creioane gi 7 pixuri costa 173 de lei. Cu cat ar trebui
sa se ieftineasca un pix pentru a putea cumpara, cu suma de 160 de lei, 5 creioane si 9 pixuri?

A3 B4 C2 D6 E1l
R: B.

13. Se considera toate cele 100 de numere naturale A = 2% 4+ 5° unde a si b sunt cifre. Notdm cu u(A)
ultima cifra a unui numar A. Suma tuturor numerelor u(A) este egala cu:

A 477 B 530 C 500 D 53 E 752

R: B.

14. Cifrele x si y verifica relatia 4* - 3¥Y = y30x. Atunci diferenta numerelor z, y este egala cu:
Al B2 C3 D4 E 5

R: B.

15. Numerele prime z,y si z verifica relatia 4322 + 129y + 10z = 1720. Numsirul x + y + z este egal cu:
A 12 B 43 C 63 D 53 E 23

R: D.

16. Suma numerelor prime p si ¢ pentru care p + g = 8p? — ¢* este egald cu:
A5 B8 C9 D7 E 10

R: D.

17. Vom spune ca un numar natural de patru cifre este echilibrat daca prima sau ultima sa cifra este
egala cu suma celorlalte cifre ale sale. Daca abed si abed + 1 sunt numere echilibrate, atunci suma a + d

este egala cu:
A 15 B 10 C11 D 13 E 14

R: E.

18. Se agaza in ordine crescatoare numerele naturale care se scriu numai cu cifrele 2 sau 7 ( primele
numere sunt 2,7,22,27,72,77,222,...). Suma cifrelor celui de-al 120-lea numar din sir este egala cu:
A 37 B 32 C 29 D 30 E 42

R: B.

19. Se considera numarul S = 1+ 2+ 22 +23 + ... + 2! Cel mai mic numar natural compus, de trei

cifre, care este divizor al lui S este egal cu:
A 101 B 111 C 105 D 123 E103

R: C.

20. Scriem toate numerele de patru cifre care se pot forma cu cifrele 1, 3, 4 §i 7 (un astfel de numar este,
de exemplu, 3347). Impartind fiecare dintre aceste numere la 3 obtinem un rest. Suma tuturor resturilor
obtinute este

A0 B 128 C 137 D 201 E 256
R:D

21. Pe o tabla sunt scrise numerele 2, 3, 4, 5, 8, 10, 11, 14, 16 si 17. O persoana A sterge niste numere,
iar o persoana B sterge alte numere astfel incat pe tabla ramane un singur numar. Daca suma numerelor

sterse de A este jumatate din suma numerelor sterse de B, atunci pe tabla ramane numarul
A 10 B4 C3 D 17 E5

R: C.



22. Suma cifrelor numarului abed pentru care 4 - abed = dcba este egala cu:
A 18 B 22 C 16 D 24 E 20

R: A.

23. Se considera sirul 8' 4 10', 8% + 102, 8% + 10%,..., 8 4 10'". Pentru fiecare termen din sir se
calculeaza suma cifrelor, apoi suma cifrelor numarului obtinut si tot asa pana cand obtinem ca rezultat

un numar de o singura cifra. Suma tuturor numerelor obtinute in acest mod este egala cu
A 2021 B 17 C 153 D 105 E 43

R: C.

24. Vom spune ca un numar natural p este special daca este prim si exista un numar natural nenul n si
numerele naturale prime z, y astfel incat x > y si p = 22" +y. Numarul numerelor naturale speciale, mai
mici ca 1000, este

A5 B 4 C3 D2 E1

R: D.
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Timp de lucru 120 de minute
Fiecare problema se puncteaza cu 1 punct

Alegeti varianta de raspuns. Pentru fiecare intrebare, un singur raspuns este cel corect.

1. Intr-o scoala de muzica sunt 45 de elevi. Dintre acestia, 10 elevi studiaza numai flautul, 29 elevi

studiaza vioara si 18 elevi studiaza pianul. Cati elevi studiaza si pianul si vioara?
A1l B 16 C21 D6 E 12

R: E.

- 6
2. Intr-un grup de elevi, raportul dintre numarul fetelor si numarul baietilor este £ Daca numarul

fetelor este cu 4 mai mare decat numarul baietilor, aflati cati elevi sunt in grup.

A 44 B 48 C 55 D 56 E 66

R: A.

3. Un obiect se scumpeste cu 25%. Cu cat la suta ar trebui sa se ieftineasca, pentru a ajunge la pretul
initial?
A 25% B 10% C 24% D 20% E 22%

R: D.

4. In interiorul unghiului ZAOB cu masura de 75° este inclusa semidreapta OC', iar punctul D nu
apartine interiorului unghiului ZAOB. Daca masura unghiului ZAOC' este egala cu 30°, semidreapta OB
este bisectoarea unghiului ZCOD, OF este semidreapta opusa semidreptei OA si OF este semidreapta
opusa semidreptei OD, atunci masura unghiului ZEOF este egala cu:

A 75° B 90° C 120° D 135° E 45°

R: C.

5. In triunghiul ascutitunghic ABC', punctul H este ortocentrul sau. Daca masura unghiului Z/BHC
te 130°. ; /ABC /ZACB
este , lar =

A 40° B 50° C 90° D &0° E 130°
R: B.

, atunci masura unghiului ZABC' este:

6. La un concurs de matematica participa elevi din clasele a IV-a, a V-a si a VI-a. Daca 60% nu sunt
in clasa a IV-a si 65% nu sunt in clasa a V-a, atunci procentul elevilor de clasa a VI-a care participa la
concurs este egal cu:

A 65% B 35% C 40% D 25% E 60%
R: D.

7. Se considera triunghiul ABC cu AB = AC si ZBAC = 120°. Daca AP | BC, punctul P apartine
laturii BC, CQ L AB si punctul @) apartine dreptei AB, atunci masura unghiului ZAPQ este egala cu:

A 30° B 60° C 90° D 120° E 15°

R: A.

8. Care este cel mai mare numar natural n, pentru care 3" divide numarul 19-18-...-2-1—18-17-...-2-17
A8 B 10 C 12 D6 E 2

R: B.



— b —b
9. Fie multimea M = {abc | ZI _ R a>bc> b} . Numarul de elemente ale multimii M este:
c  c—
A 36 B 126 C 45 D 117 E 153

R: D.

10. Multimea numerelor naturale impare se imparte in grupe, astfel:
{1}, {3,5},{7,9,11},{13,15,17,19}, .. ..
~N S~

grupa 1 grupa 2 grupa 3 grupa 4

Grupa 100 incepe cu numarul:
A 9901 B 101 C 4951 D 5051 E 10101

R: A.

11. Determinati numarul multimilor de patru elemente {a,b, ¢, d}, care sunt submultimi ale multimii
{1,2,3,...,2021} gi au proprietatea a +b = ¢+ d = 2021.
A 2020 - 2021 C 1010 - 2021 B 1010 - 1011 D 1009 - 1010 E 505 - 1009

R: E.

12. Multimea A este inclusa in multimea numerelor intregi si produsul elementelor sale este 330.
Numarul maxim de elemente ale multimii A este egal cu:

A4 B5 C6 D11 E 22
R: C.
13. Pe segmentul AB se considera punctele C' gi D astfel incat AC' = CD = DB. Daca cercurile cu

B
centrele in punctele C' si D si lungimea razei egala cu E se intersecteaza in punctele E gi F', atunci

masura unghiului ZEAF este egala cu:
A 30° B 60° C 90° D 120° E 150°

R: B.

14. Numerele naturale x,y, z sunt direct proportionale cu numerele prime p,q,r. Daca p-q-r = 30 si
x +y+ 2z = 100, atunci suma ultimelor 2021 de cifre ale numarului A = 22020 4 32920 4 »2020 egte egald cu:

A 2021 B 2020 C6 D4 E2
R: E.
/{32
15. Cat hi d intregi k ietat =7
Cate perechi de numere intregi (n, k) au proprietatea 13 B
A2 B4 C6 D8 E 16
R: B.
100 102 104 106 160
16. Cate fractii reductibil t in girul e, —7
ate fractl reductibile sunt n siru 3 5 7 6l
A 10 B 12 C 13 D9 E 14
R: B.

17. Ana igi pregateste in fiecare dimineata o bautura miraculoasa in felul urmator: toarna intr-un
vas gradat, care are capacitatea de 350 ml, 100 ml de miere de albine, dupa care toarna 200 ml de ceali,
apoi completeaza cu 50 ml dintr-un lichid care este ingredientul secret si amesteca. Intr-o dimineata nu
a fost atenta cand a adaugat ceaiul si a turnat pana s-a umplut vasul, dar fara sa verse pe jos. Care este
cantitatea minima de amestec ceai - miere care trebuie varsata astfel ca, dupa ce va adauga cantitatea de
miere continuta in amestecul aruncat, ceai si 50 ml din ingredientul secret, sa obtina 350 ml de bautura
dupa reteta stabilita?

A 50 ml B 55 ml C 65 ml D 70 ml E 75 ml

R: D.

18. Vom spune ca un numar natural se numeste interesant daca suma patratelor cifrelor sale este un
patrat perfect. Daca N este cel mai mic numar interesant de 4 cifre distincte atunci:
A N <1010 B 1010 < N <2000 C 2000 < N <3000 D 3000< N <4000 E N > 4000



R: B
x2+y2_ Ty

19. Fie multimea A = {(:C, v) | LT, Y € N*} unde [z, y] reprezinta cel mai mic multiplu

26 [z,
comun al numerelor = gi y. Numarul de elemente ale multimii A este:
A2 B6 C3 D4 E5
R: E.

20. Daca s este suma numerelor naturale nenule n cu proprietatea ca numarul n? are exact n divizori

numere naturale, atunci:
A3<s<5 B5<s<10 C 10 < s <100 D 100 < s <1000 E s> 1000

R: A.

21. O firma intentioneaza sa construiasca, de aceeasi parte a unei strazi, 8 case care vor purta numerele
1,2,3,...,8. Casele pot fi din caramida sau din lemn. Normele prevad ca se pot construi oricate case din
lemn, dar nu pot exista mai mult de trei case de lemn cu numere consecutive. Daca n este numarul de
variante pe care le are la dispozitie firma de constructii pentru a construi cele 8 case, atunci n este egal

cu:
A 256 B 232 C 208 D 156 E 128

R: C.

22. Cel mai mare numar natural p pentru care exista numerele naturale consecutive a; < as < ag <
... < a, astfel Incat a; +az +az+ ... +a, =5 este:
A 164 B 188 C 242 D 250 E 625

R: D.

23. Fie unghiul propriu ZAOB si punctele M, N astfel incat M este in interiorul unghiului ZAOB, iar
N in exteriorul unghiului ZAOB. Consideram semidreapta OP, unde P apartine interiorului unghiului
ZAOM, astfel incat masurile unghiurilor ZAOP i /PO M sunt direct proportionale cu 2 si 3, iar ZPOB =
60°. Daca ZBOM = 3-ZBON, iar OQ este bisectoarea unghiului ZAO P, atunci masura unghiului ZNOQ

este:
A 110° B 120° C 100° D 90° E &80°

R: E

24. Daca numarul natural n este divizibil cu 15 si n? are exact 91 divizori naturali, atunci numarul
divizorilor naturali ai lui n este:

A 18 B 41 C 40 D 28 E 13
R: D.
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Timp de lucru 120 de minute
Fiecare problema se puncteaza cu 1 punct

Alegeti varianta de raspuns. Pentru fiecare intrebare, un singur raspuns este cel corect.

1. Valoarea sumei |7 — /10| 4 |7 4+ v/10] este egala cu:

A 2410 BO C2r Dn Enrx—-10
R: A +2 2 4 2016
x x x — x — x—
2. Soluti iei o ——— =202 1a cu:
Solutia ecuatiei 1011 + 1010 + 1009 + 1008 +...+ 5 020 este egala cu
A 2021 B 2020 C 2019 D 2022 E 1011
R: B
3. Partea intreaga a numarului a = V2 — 3V/3 este egala cu:
A —6 B -5 C -4 D -3 E -2
R: C
4. Dacaa=1+3+54+ 7+ ...+ 2021, atunci radacina patrata a lui a este egala cu:
A 2021 B 2020 C 1010 D 1011 E 1012
R: D

5. Doi bicicligti pornesc, in acelagi moment, din doua orage A si B, situate la o distanta de 165 de km
unul de celalalt. Un biciclist merge din A spre B cu viteza constanta de 30 de km pe ora, iar celalalt
biciclist merge din B spre A cu viteza constanta de 25 de km pe ora. Distanta dintre cei doi bicicligti, cu
12 minute nainte de a se intalni, este egala cu:

A 12 km B 9 km C 11 km D 10 km E 13 km

R: C
6. Laturile AB, BC, CD, DA ale unui patrulater convex au mijloacele M, N, P, respectiv R. Atunci :
A MP gi NR au acelagi mijloc BMP 1L NR CMP=NR DMP.1AB EMP| BC

R: A
7. Un trapez isoscel cu diagonalele perpendiculare are lungimea liniei mijlocii egala cu a. Aria trapezului

este egala cu:
2

A a2 B 242 C a? D aZ E a*V/5

R: C

8. Fie triunghiul ABC cu ZBAC = 60° si AI =4 cm, unde [ este centrul cercului inscris in triunghi.
Distanta de la [ la dreapta BC' este egala cu:

A 4cm B2cm C V2 cm D 4y/2 ¢m E /5 cm
R: B a
9. Consideram multimea A = {Z |a,be N* a+b= 2021}. Numarul fractiilor din A, ireductibile si

supraunitare, este egal cu:
A 1923 B 2020 C 1932 D 1011 E 966



R: E

13a — 120
10. Numarul perechilor de numere naturale nenule (a,b), prime intre ele, cu proprietatea ca a——l—b
a
este un numar intreg, este egal cu:
A 20 B 24 C 28 D 22 E 26
R: B

11. Cel mai mic numar real x > 0, pentru care x - (3\/5 — 4\/3) este numar intreg, este egal cu:

Agﬁwg B3v5+4v3  C-3544/3 D345 E V5 -3

R: A

12. Se considerd expresia £ = [{z} + {2z} + {3z}], unde z este un numar real ({a} si [a] reprezintd
partea fractionara, respectiv partea intreaga a numarului real a). Multimea valorilor posibile ale lui £
este egala cu:

A {0,2} B {0,1} C {1,2} D {0,1,2} E {0,1,2,3}

R: D

13. Intr-un triunghi oarecare ABC consideram punctele D € (AB) §i E € (AC), astfel incat 3AD =
2AB ¢i DE || BC. Daca M este mijlocul lui (AC), F este simetricul punctului E fata de M, iar
{Q} = BM N DE, atunci punctul @ este:

A centrul cercului inscris in AABC B centrul cercului circumscris AABC
C centrul cercului inscris in ABEF D centrul de greutate al ADCF
E centrul de greutate al ABEF
R: E
14. Fie ABC un triunghi oarecare si D € (BC') piciorul bisectoarei din A. Atunci:
AB + AC AB? AC?
A AD <+AB- A BAD = ——— AD =
< : ¢ 2 5 C 5 AC 2. AB
AB*+ A
DAD:,/+C E AD? = AB- AC
R: A

15416. Consideram patratul ABCD si punctele E pe (BC) si F pe (CD), astfel incat triunghiul AEF
sa fie echilateral. Notam cu M, N, P mijloacele segmentelor (AE), (CE), si respectiv (DF'). Atunci:

A ZAEB =170° B FE || PM CFE=MN DFEL1LMN E PM 1 AFE
A PM = AF B PN =NB C PM = PN D FE=AB E FN = AE
R1: D R2: C
17. Numarul solutiilor in Z x Z ale ecuatiei % - (y — 1) + y*- (x — 1) = 1 este:
A0 B1 C2 D3 E 4
R: E
18. Cel mai mare numar natural n, pentru care exista ay, as, ..., a, € {1,2,...,1000}, numere naturale
distincte, astfel incat suma oricaror trei dintre ele sa fie divizibila cu 15, este:
A 66 B 67 C 68 D 111 E 200
R: B |
19. Numerele reale nenule a, b, ¢ satisfac relatiillea <b < c,a-b-c=1sia+b+c=—+ 7 + —. Atunci:
a c
1
Aa+b>2 Ba+c<?2 C§<b<2 Dc<2 Ea+c=2b
R: C
20. Fie a,b,c,d patru numere rationale. Definim numerele z = |a — bl||c — d|, y = |a — ¢||b — d|,

z = |a —d||b — ¢|. Atunci produsul (z +y — 2)(y + z — z)(z + = — y) este egal cu:



Aa+b—c—d)°® Ba—b+c—d)° Cla+d—b—c)® DO
E (a—b)(a—c)(a—d)(b—c)(b—d)(c—d)

R: D

21+422. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC cu AB < AC, O centrul cercului sau circumscris,
H ortocentrul sau si inaltimile AE, BF i CG (E € BC, F € AC, G € AB). Fie I mijlocul lui AH si J
mijlocul lui BC. Presupunem ca IF = F'J. Atunci:

A FJ =BG BCH=AB C EF =BG D FE || AB E IJ =BG
A ZAOB =120° B LAOC =120° C LACG =Z0CB D LACG=/ZHCB E ZCOB = 120°

R1: B R2: C
23. Triunghiul ABC' are varfurile A si B fixe, iar varful C' se deplaseaza astfel incat mediana AM,
M € BC, sa aiba lungimea de 1 cm. Fie P multimea pozitiilor posibile ale lui C. Atunci P este inclusa:

A intr-o dreapta d || AB B intr-un romb C intr-o dreapta d 1. AB
D in reuniunea a doua segmente E intr-un cerc

R: E
24. In triunghiul ABC' se considera bisectoarea AE, E € BC' si mijlocul D al segmentului AB. Dreptele

CD si AF se intersecteaza in F'. Se stie ca BC' = 3C'E si AB =4FC. Daca LZCAB =z - ZABC, x € R,
atunci:

Azx=1 szg Cx:g Dx=2 Ex=5

R:D



‘Olimpiada Nationala

Societatea de Stiinte Matematice din Romania GAZETA

MATEMATICA
1902-2021

Olimpiada Nationals GAZETA MATEMATICA
Etapa II - 20 martie 2021

Timp de lucru 120 de minute
Fiecare problema se puncteaza cu 1 punct

Alegeti varianta de raspuns. Pentru fiecare intrebare, un singur raspuns este cel corect.

Tip I
1. Consideram x solutia ecuatiei

T n T n T n n x _2020
1-2 2.3 3-4 7777 2020-2021 43

Suma cifrelor lui z este:

ASb B8 C11 D 12 E 21

Raspuns C

2. Fie z si y numere reale care satisfac ecuatia 522 +y? + 20 = 2z + 3xy + 6y. Atunci x + y este egal cu:
A5 B8 C9 D 14 E 16

Raspuns B

3. Notam cu [z] partea intreagd a numarului z. Multimea A = {x € R | [z]*> — 5[x] + 6 = 0} este egald
cu:

A [2,4] B (2,4) C(2,3)U(3,4) D[23)U(3.4) E[24)

Raspuns E
4. Daci a,b € N astfel incat a + b = 101, iar valoarea sumei /a + Vb este maximi, atunci a - b este egal
cu:

A 1050 B 2500 C 2000 D 2550 E 1010
Raspuns D
5. Numarul elementelor multimii M = {(z,y) € Nx N | z* + 2? + 1 = 2¥} este:

A0 B1 C?2 D4 ES
Raspuns B

6. Fie VABC un tetraedru regulat de muchie [ = /3 + v/6 — 3, M mijlocul segmentului BC, VO L
(ABC), O € (ABC) si P mijlocul segmentului VO. Perimetrul triunghiului APM este egal cu:

A VG Bz(ﬁifé_g) CV3+v6+3 D2 E%

Raspuns : A
7. In tetraedrul regulat ABC'D notam cu Ay, By, C si Dy centrele de greutate ale fetelor BC'D, ACD,
ABD, respectiv ABC'. Atunci masura unghiului dintre dreptele A;C; si B D; este:
A 0° B 60° C 90° D 30° E 75°
Raspuns : C
8. Pentrun € N, definim A,, = {z € R| |[r+n+4| < 3n—4}. Numarul natural n pentru care multimea
A, contine exact 323 numere intregi este:

A 20 B 60 C 55 D 120 E 64

Raspuns : C

9. Numarul perechilor (x,y) de numere naturale, care sunt solutii ale ecuatiei 2* — 5¥ = 39 este:
A0 B1 C2 D3 E 4

Raspuns : B

10. Cel mai mare divizor comun al numerelor 22" — 1 si 22" — 4 este:
Al B2 C3 D 2021 E 22021



Raspuns : C
11. Se considera un plan «, o dreapta d || «, cinci puncte A, B, C, D, E, oricare 3 necoliniare, situate

in planul « si punctele P;, P, ..., Py, distincte doua cate doua, situate pe d. Care este numarul maxim
de plane distincte determinate de cate trei dintre cele 25 de puncte, exceptand planul «?
A 1150 B 205 C 206 D 201 E 200

Raspuns : B

12. Fie ABC’DA’ B'C’ D' un paralehplped dreptunghic si H ortocentrul triunghiului A’BD. Valoarea
expresiei sin? H HAB + Sln 2HAD + sin? HAA este:

3
A0 B = Cl1 D - E2
2 2
Raspuns : E
1 1
13. Daca x > 0 este numar real i —|— < 7, atunci valoarea maxima a expresiei 2> — — este:
x?
A5 B 45 e 21v/5 D 47 E 0
Raspuns : C
1 1 1 1 1 1 1 1 1
14. Fie A = , , , s siB= , , e . Car-
1-2°2-3"'3-4°4-5 2021 - 2022 2-4°3-54-6 2020 - 2022
dinalul multimii A U B este:
A0 B 2020 C 2021 D 4039 E 4040
Raspuns : E

15. Suma a trei numere rationale strict pozitive x,y, z este 3, iar suma inverselor lor este 5. Stiind ca
unul dintre numere este intreg, atunci numarul tripletelor (z,y, z) ce satisfac conditiile de mai sus este:

Al B2 C3 D4 EG6
Raspuns : E
16. Se considera paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’, cu AB = a, BC = b, AA" = ¢, astfel
1 1 1 1 1
incat — + —I— Fie w unghiul dreptei BD’ cu planul (ACC"). Atunci sinusul

= Vab " vae Ve

unghlulul U este egal cu:

1 1
A0 B - ¢V p Vo E
2 2 3 3
Raspuns : D
17. Notam partea fractionara a numarului x cu {z}. Suma solutiilor ecuatiei 25{x}*> — 10z +1 = 0 este:
1 1
Al g 6+V5 o 7TV5 D 18+3V5 E 3
D 5 ) )
Raspuns : C

18. Daci n este numar natural, notdm cu a, numarul intregilor din intervalul [nv/2,nv/3]. Cel mai mic
element al multimii {a, | n > 7} este
A0 B1 C2 D3 E 4

Raspuns : C
19. Se considera triunghiul dreptunghic ABC cu catetele AB = 40 cm i AC' = 30 cm. Pe planul (ABC)
)
se ridica perpendicularele AA’ gsi CC’, de aceeasi parte a planului, astfel incat AA’ = AB si CC' = ZBC :
Tangenta unghiului planelor (ABC') si (A’BC") este egala cu:
3 4

3
A - B - - D
4 2 C3

E

ot O
[@NIN|

Raspuns : A
20. Pe un cerc sunt dispuse 2014 numere reale, fiecare avand modulul 1. Se face suma celor 2014
produse de cate patru numere dispuse consecutiv pe cerc. Atunci suma poate fi:

A -100 B 1606 C 2018 D -8 E -51
Raspuns : B
21. Se considera multimea A = {1,2,...,2021}. Numaéarul maxim de submultimi ale lui A ce pot fi

alese, astfel incat intersectia oricaror doua submultimi distincte sa aiba exact 2019 elemente este:



A3 B 4042 C 2019 D 1011 E 2021

Raspuns : E

22. Fie ABCA'B'C' o prisma triunghiularii regulatd cu muchia bazei AB = 2v/3 cm si inéltimea
AA” = 1 ecm. Daca M este un punct din planul triunghiului A’B’C’, atunci valoarea minima a sumei
patratelor distantelor de la M la dreptele AB, AC si BC' este:
A2 B4 C6 D38 E 12

Raspuns : C

23. Fie a un numair natural si A(a) = {Va2 + 1,Va? + 2,va® + 3,...,v/a? + 29a + 201}. Valoarea lui
a pentru care suma elementelor multimii A(a) NN este 203 este:
A2 B5 Cc7 D9 E 11

Raspuns : C

24. Pe latura BC' a triunghiului ABC se considera punctele D si F astfel incat BD = DE = EC. Fie M
mijlocul segmentului AD, BM NAE = {P}, CMNAE = {Q}. Se construiesc RM si T D perpendiculare
pe planul (ABC), de aceeasi parte a acestuia, astfel incat 7'D = 2RM. Raportul dintre aria triunghiului
PRQ si aria triunghiului ET'A are valoarea:

A 1 B L C ! D
2 3 4
Raspuns : E

E

Wl o
| =
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Alegeti varianta de raspuns. Pentru fiecare intrebare, un singur raspuns este cel corect.

1. Sumal—4+9— 16+ ... + 992 — 100? este egala cu:
A —5050 B —4950 C —5000 D —5150 E —5100

2. Multimea valorilor reale ale lui m pentru care ecuatia |z — 1| 4 |z — 3| = m are cel putin o solutie
reala este egala cu:

A (0,00) B [0, 00) C [2,0) D [1; 3] E (2,00)

Problemele 3-5 se refera la urmatorul enunt,.

N — 2 —
In planul triunghiului ABC consideram punctele M, N, P si () astfel incat: AM = 3 uﬁ, 2NA+N2% =
2
0, AP = 5/@ 5304 +20B+0QC = 0.

s T
3. Daca x,y € R* astfel incat xQM = yQN, atunci valoarea raportului — este:
Y

A3 B -1 C -2 D2 E1l

4. Daca C@ = aQ? atunci a este egal cu:
A4 B9 C5h D6 E 8

A
5. Daca AQ N BC' = {R}, valoarea raportului % este:

4 4
A - B § C - D § E1l
3 4 5 4
6. Cel mai mic element al multimii {ab | a,b € R si a® + 2b*> = 1} este egal cu:
1 1
A0 B -1 C —— D—- E —

V2 2 2v2

7. Daca [a] si {a} reprezinta partea Intreaga, respectiv partea fractionara a numarului real a, atunci

1 —1
numarul elementelor multimii {x € R| V—;— } = {m 5 }} este egal cu:

A2 B1 C3 DO E4

8. Fie O centrul cer(n_ﬂ_u_i> circumgis triungilii_glui ascutitunghic ABC' si punctelﬂ\g , N, P in planul
triunghiului astfel incat OM = 2 - OA + OB, ON = 2- OB + OC, OP = 2. OC + OA. Daci punctul Q
este centrul de greutate al triunghiului M N P, atunci:

A AQ||BC B AQ L BC C BQ = [BA+BC| D AQ L AB E MN > AB + AC

9. Valoarea minima a expresiei |z + 1|+ [z 4+ 2|+ - - - + |z 4+ 2021|, cand x parcurge multimea numerelor

reale, este egala cu:
A0 B 2021 -1011 C 1010-1011 D 10112 E 10107

10. impér’gim un patrat prin paralele la laturi in 100 de patrate congruente. Care este numarul patratelor

de diferite dimensiuni care apar in figura obtinuta?
A 385 B 1000 C 200 D 220 E alt raspuns



11. Fie ABCDEF un hexagon regulat, P mijlocul laturii (BC') si punctele M € (AP), N € (CFE) astfel

AM CN
incat AP B r. Daca punctele B, M, leunt coliniare, atuncli r este egal cu: 1

1 2
A — B - C — D — E -
V5 5 V3 V2 3

12. Daca [a] si {a} reprezinta partea intreaga, respectiv partea fractionara a numarului real a, atunci

3 1 1
multimea { {2—} |lzeRs —+ — = Zz} este egala cu:
x

[z] ~ {«}
A {0,1,2} B {0} C {1,2} D {0,1,2,3} E {0,1}.
13. Fie M multimea tripletelor (a, b, ¢) de numere reale nenule cu proprietatea ca a, b, ¢ sunt in progresie
aritmetica, ab, be, ca sunt in progresie geometrica iar a+b+c = ab+bc+ ca. Atunci Z (la] + (6] + |e])

(a,b,c)eM
ste; 5 7 11 13
A - B - C - D — E —
2 2 2 2 2
. S . [Pz +1
14. Produsul dintre cel mai mic si cel mai mare element al multimii mkﬂ € R ; este egal cu:
2+
7 1 10
A3 B - C - D1 E —
3 3 3
15. Consideram sirul (a,)n>1, a1 = 2;a2 = 6 §i apy1 = @ , pentru orice n > 2. Atunci asgo; este egal
cu: et
1 1 1
A2 B6 C - D - E -
2 3 6

16. Pentru cate numere intregi k are loc inegalitatea a* + b* + ¢* + d* + kabed > 0, pentru orice numere
reale a, b, c,d?
Al B2 C5h D9 E alt raspuns

17. Daca sirul (a,)n>0, este definit prin ag = 2021 §i a,41 = 2a, + 1 pentru orice numar natural n,
atunci:
A47|CL48 B47]a47 C47|a46 D43|6L43 E43|CL44

18. Se considera functia f : N* — N* care satisface conditiile f(1) = 1; f(2n) = 2f(n) si f(2n+1) =
4f(n), pentru orice numar natural nenul n. Pentru cate valori ale lui n este indeplinita conditia f(n) = 167
A3 B 4 C5 D6 E7

19. Suma solutiilor reale ale ecuatiei 21*) = x4 {2}, unde [z] si {x} reprezinta partea intreags, respectiv
partea fractionara a numarului real x, este egala cu:
A0 B1 C1,5 D 1,75 E2

20. Daca numerele reale x,y, z, t indeplinesc conditiile (x — 3y + 6z — ) > 2021 si 22 +y? + 22 + 1> < 43,
atunci |z + y + z + t| este un numar din intervalul:

A (0,1) B (1,2) C (2,3) D (3,4) E (4,5)

21. Doua dintre medianele unui triunghi au lungimile 2 i 3. Daca aria triunghiului este egala cu 4,
care este lungimea celei de-a treia mediane?

A 2V2 B V13 C2V3 D /10 E 3v2
22. Suma elementelor multimii
{n € N* | existd a,b,c e N* | cun=a+b+csin’®=a’+0"+c’}

este egala cu:
A 23 B 15 C 14 D 19 E 16

dn — 2
€ t | cu:
- @}eseega cu

A0 B1 C2 D3 E alt raspuns

23. Cardinalul multimii M = {n €|



24. Din punctul M exterior cercului C(O,r) ducem tangentele M A si M B la cerc, unde A, B € C(O,r).
Paralelele prin A si B la M B, respectiv M A, intersecteaza cercul a doua oara in C, respectiv D, iar dreptele
MC si M D intersecteaza cercul a doua oara in E, respectiv F'. Fie {Q} = BF(\MAsi{P}=AE(\MB.

_>
Dacéxu@—l-y-z@%—z-@—i-t-]\/[ﬁ: 0, unde x,y, z,t € R*, atunci:
z—t AC Dz—i-t_AC' Ez—t_4AC

A2 =1 B =0 C = — S =
T+ z T+ z y WP y PB " B
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Timp de lucru 180 de minute
Fiecare problema se puncteaza cu 1 punct

Alegeti varianta de raspuns. Pentru fiecare intrebare, un singur raspuns este cel
corect.
1. Numarul rational r pentru care este adevarata egalitatea:
1 2 3
arctg — + arctg - + arctg — = arctgd
2 3 T
este egal cu:
6 25
E =

3
A - B - C D4
4 5 ! 3

2. Functia f : (—=3,400) = R, f(z) = x +log,y(3 + z) + 4" este inversabila, inversa ei fiind functia

1
g. Numarul A =g - ) + g(7) este egal cu:

4
29 7 4
A0 B2 C — D - E -
4 4 7
1 1
3. Daci z este un numér complex pentru care z + — = v/2, atunci numérul w = 2202 + —0a1 este
z z

egal cu:
A V2 B —i C -2 D V2 E 1

4. Se considera o functie injectiva f : R — R cu proprietatea ca:

f(@)-fly) == f(y) +y- f(z) = f(zy), pentru orice z,y € R.

Daca f(1) # 1, atunci numarul f(2021) este egal cu:
A 2022 B 2020 C 1010 D 1011 E 4042

5. Se considerd multimea B = {z € R|log, (32 + 4z) + log,>(3xz + 4) = 4}. Stabiliti care dintre
urmatoarele relatii este adevarata:

9 5 10 7 29 21 37 19 17
A B - BB - — B - — DB —, — EB —, =
(03) mecley) esc(zF) pre(R5) Pre(nn)
6. Suma inverselor elementelor multimii C' = {z € R|/z + 17 — v/ — 2 = 1} este egald cu:
1
ki B — Cc— D E
25 10 25 10 50
7. Fie f : C — C o functie cu proprietatea ca f(z) + f(azx) = z,Vo € C, unde o € C astfel incat
a? +a+1=0. Numarul f(a?) este egal cu:
Al B i Co D -1 E —i

8. Se considerd expresia F(r) = 2% — x - logyy + 2 - logy y — 3. Numérul numerelor naturale y

pentru care F(z) > 0, pentru orice = € R, este egal cu:

A 61 B 42 C3 D 59 E 43
9. Daca x,y € (0,+00) si log, x = logg y = logy(x + y), atunci numarul a = n este egal cu:
rTy
_ _ 1 9 _ _
A32\/5 B34\/5 C\/32 b 4\/3 E32x/§

10. Pentru orice numar real a se noteaza cu [a] partea sa intreaga. Numarul elementelor multimii
A={n=272021|1+ [logy(n — 1)] = [log,n]} este egal cu:



A1l B 1010 C 1001 D 1009 E 10

11. Se considerd multimea M = {z € R|z'8s~1) 4 2(z — 1)l°8s® < 322}, Numdérul elementelor
multimii M N N este egal cu:
A9 B 10 C4 D8 E7

12. Daca S = {(xl, y1), (T2, Y2),s ..y (T, yn)},n € N*, x1, yp € N* este multimea solutiilor sistemu-

T+
log, @ + logyy = ~— 7

lui de ecuatii 2 , atunci numarul t = >z + Yy este egal cu:
27— = % — g2 k=1 k=1
A4 B8 C 12 D6 E 10

13. Pentrun € Nsi k € {0,1,2,...,n}, se noteaza z, = (v/2)" % - (v/5)*. Suma numerelor nat-
urale n pentru care multimea X = {zy, 1, x2, ..., ,,} contine exact 10 numere rationale, este egala cu:

A 36 B 74 C 38 D 78 E 70
n—1 1
14. Fie (a,),>1 un gir de numere reale pozitive cu a; = 1 i Z — =aqa,—1,YneN,n > 2.
- =y Gk T Q1

Daca s, = Z , atunci numarul sgg9; este egal cu:
P log;, ay.
A 1052 B 4038 C 4042 D 1050 E 4040

15.
Fie f: (0,00) — R o functie injectiva astfel incat multimea

A={a€ (0,00)|functia g : R = R, g(x) = f(2°) + f (a®) este constanta},

este nevida.

Atunci:
1 1
A A este finita si HG:Z B A este finita si Ha:§ C A este finita si Hazl
acA a€A a€A
D A este finita si H a=2 E A este infinita
acA

16. Fie a,b € N, 1 < a,b < 100. Numarul functiilor f : R — R pentru care functiile g : R — R,
g(x) = flar+b—1)si h: R — R h(z) = f(bx + a — 1) sunt strict monotone, de monotonii diferite,
este egal cu:

A 9801 B 10000 C 9900 D 4950 EO
in 2 in 3
17. Numarul solutiilor, din intervalul [0, 47|, ale ecuatiei sinxz — SIHQ < + smg T 0, este egal cu:
A3 B6 C4 D5 ET7

18. Se noteaza cu A multimea punctelor My (z, yx) dintr-un reper zQOy, ale caror afixe z verifica

inegalitatile |zx — 1| <24l |2, — 4+ 2i] < 3. Numarul 7= ) (xx + yx) este egal cu:
MpeA

1 1 22
A2 B 1 c D! E 2
5) 10 10 5) 15
L R 1 1 1
19. Se considera numerele a,b,c € (2,400) astfel incat 1 + - + .= 1. Valoarea
a— — c—
minima a produsului p = abc este egala cu:
27 125
A 3 B8 C 64 D 27 E =

T
20. Numarul numerelor intregi m pentru care exista x € [0, Z] astfel incat:

cosdx + (m +3) - (sinz + cosz)? — 3m — 2 = 0, este egal cu:
A3 B5 C2 DO E1l

21. Produsul solutiilor ecuatiei 2¢/2z — 1 = 2® + 1 este egal cu:
A0 B 1 C -1 D -3 E V4



22. Pentru orice numere naturale m,n > 2 si orice numar real z > 0 se noteaza

Numarul perechilor (m,n) pentru care F(z) = 23, Vz € (0, +00) este egal cu:

A3 B6 C2 D4 E1l

23. Se considera numerele complexe z, 29,25 cu |z1] = |22] = |23] = 2, 21 + 20 + 23 # 0 si
22 4+ 22 + 22 = 0. Numarul |2 + 29 + 23] este egal cu:
Al B6 C2 D4 ES

24. Fie f : R — R este o functjie surjectiva cu proprietatea ca f(f(x)+y) = f(x)+ f(y),Vz,y € R.
Daca f%(2) — f%(1) = 2003, numarul f(2021) este egal cu:
A 1021 B 3021 C 4042 D 4021 E 6063
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Timp de lucru 180 de minute
Fiecare problema se puncteaza cu 1 punct

Alegeti varianta de raspuns. Pentru fiecare intrebare, un singur raspuns este cel

corect.

1. Sirul (z,),>1 are proprietatea ca lim x9, 1 = a si lim zy, = b, unde a,b € R, a > b > 0.
- —00

n n—00
1+ X2+ ... + 2,

Notam u,, = , n > 1. Atunci:
n
. : . . a+b
A lim u, =a B lim u, =b Clmu,=a+b D limu,=—— E (u,),>1 nu are
n—00 n—o0 n—o00 n—00 YRS -
limita

2. Fie f : R — R o functie cu proprietatea ca sirul (f(z,))nen este convergent, pentru orice gir
convergent (z,)nen. Atunci functia f este:
A continua B crescatoare C descrescatoare D marginita E constanta

3. Daca functia continua f : R — R satisface relatia

st [ (552 1 () < (252 5 (222)] - o

pentru orice numar natural nenul n, atunci numarul f(1) este egal cu:

A -2 B -1 Co D1 E2
4. Sirul z, =n — kz:;cos nik" n € N*, are limita:
A B1 C 7n?/4 D 72/2 EO

Problemele 5 si 6 se refera la urmatorul enunt;:
Fie M multimea matricelor patrate de ordinul 3 cu elementele egale cu -1 sau 1.
5. Numarul elementelor multimii M este egal cu:

A8 B9 C 81 D 256 E 512
6. Fie D = {det(A)| A € M}. Numarul elementelor multimii D este egal cu:
A2 B3 C8 D9 E 13

7. Fie A, B € My(R) astfel incat det(A + 2B) = det(B + 2A), iar matricea A este inversabila.
Atunci:
A det(B)=0 B det(B) = det(A) C det(B) = —det(A)
D B2 =Ti(B)- B E | det(B) — det(A)| = 2

. . 11 1 2 1 3 1 n
8. PentrunEN,nZQ,deﬁnlmmatrlceaAn—(O 1>'<0 1)~<0 1)--~(0 1).

Atunci:
A exista n > 2 astfel ca det(A,) =0 B exista n > 2 astfel ca Tr(A,) =3
C exista n > 2 astfel ca A, sa fie neinversabila D A2,,, = Ao
E suma elementelor matricei Agy este 212
9. Fien > 251 A € M,(R) o matrice inversabila cu proprietatea ca suma elementelor fiecarei linii
este egala cu 1. Notam cu E matricea coloana din M, ;(R) cu toate elementele egale cu 1. Atunci



A det(A—-1,) >0 B suma elementelor matricei A™! este 2n
C suma elementelor matricei A% este n? D det(AT —1,,) # 0
EAE=F
10. Pentru fiecare n € N*, notam cu x,, unica solutie pozitiva a ecuatiei ™ + nx = 1. Atunci

lim n/xyxy - - -z, este egala cu:

n—oo

A0 B1 C?2 De E
a € ]R}.

—a

Fie P = X(1)- X(2) - ... - X(2021), P € M5(R). Atunci:

A exista t € (10%9°, 101997 astfel incat P = X (t)

B exista t € (10109102097 astfel incat P = X (¢)

C exista t € (10209, 1010%] astfel incat P = X (¢)

D existd t € R, t > 10190 astfel incat P = X ()

E nu exista t € R astfel incat P = X (t)

12. Fie matricele inversabile A, B € M,,(R), unde n > 2, astfel incat A + B este inversabila, cu
(A+B)'=A"1+ B7!. Atunci Tr(A™'B + AB™!) este:
A0 B1 C2 Dn E —n
2

13. Numarul functiilor f : R — R care au proprietatea lui Darboux si verificd relatia f2(z) = 22,
pentru orice x € R, este:

11. Se considera multimea de matrice {X(a) = ( L 2a 12_aa )

A infinit B1 C2 D3 E 4
14. Pentru orice matrice A € M3(R), cu proprietatile det(A) = 1 si Tr(A) = —1, are loc relatia:
A det(l3—A) >0 B det(I3+ A) >0 CTr(A™H) >0
D Tr(43) >0 E det(I3 — A?) > 0

A0 B 1/2 Cln?2 D1 E oo

16. Fie A € M3(R) \ {—1I3, I3} cu proprietatea A® = 3. Notdm cu A* adjuncta matricei A.
Atunci:

e 1 1 1 1
15. Valoarea limitei lim + + + -4 este:
n+1

A A2 =, B det [4% — (A*)}] =0 C det [A% — (A*)}] <0
D det [A% — (A*)?] >0 E matricea A?%?? — [3 este inversabila
17. Fie f : [0,00) — (0, 00) o functie continua, cu f(0) = 2. Consideram un sir (x,,),en, cu g > 0,
1 n .
definit prin relatia de recurenta x,1 =z, + f [ — ), n € N. Notam y,, = x—, n > 1. Atunci:
Tn n
A lim y, = © B lim y, =0 C lim y, =1 D lim y, =2 E (y,)n>1 nu are

n—oo n—o0 n—o0 n—oo TR -

limita

18. Fie a > 0 si functiile f,¢g : R — R, cu proprietatea ax < f(x) + g(y) < ay, pentru orice
z,y € R,  <y. Rezulta ca functiile f si g satisfac conditia:

A sunt de monotonii diferite B sunt ambele marginite
C sunt ambele monoton crescatoare D sunt ambele monoton descrescatoare
E una dintre functii este constanta
1
19. Fie sirul (z,),en definit prin zo = 3 §i 1 = 23 — 22 + 1, pentru orice n € N. Atunci sirul
Un = (Tox1 -+ n)/n, n € N*, are limita:
Al B V2 C?2 D2++2 E oo
a b ¢ d
. . b —a d —c .
20. Fie matricea A = ¢ —d —a b , avand elementele numere reale nenule.
d ¢ —-b —a

b
Daca (36a + 8b + 6¢ + 25d)* = 2021/| det(A)| atunci raportul %—l—c este egal cu:



A 2021/75 B5 C3 D2 E1/2

21. Fie A, B € My(R) astfel ca AB — ( o ) Stiind cf existd k € N, k > 2, astfel incat
(AB)k = (BA)¥, atunci matricea BA este:

8 6 8 9 6 8
A(98) B(68) C(SQ) D I, E O

22. Fie f : R — R o functie continua cu proprietatea f(f(z)) = x, pentru orice z € R. Daca
f(1) = 2021, atunci limita lim f(z) este egala cu:
T—>00
A0 B 2021 C1 D E —oc0
Problemele 23 si 24 se refera la urmatorul enunt;:

Fie k € N, k > 2. Presupunem ca G = {A;, A, -+, Ay} C M, (R) este o multime de k& ma-
trice inversabile de ordinul n, cu proprietatile A;A; € G, pentru oricare i,j € {1,2,---,k}, si

i Tr(A;) =0.

23. Are loc relatia:
AO,edG BAl_lgéG Cl,eG D AjAy--- Ay ¢ G E alt raspuns
k
24. Notam A = Z A;. Atunci:

=1

AA=0, BA=1, C A? =21, D A% = kI, E alt raspuns
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Timp de lucru 180 de minute
Fiecare problema se puncteaza cu 1 punct
Alegeti varianta de raspuns. Pentru fiecare intrebare, un singur raspuns este cel corect.

. Fie operatia "+” definita prin x x y = xy — 5x — by + m. Multimea tuturor valorilor posibile ale numarului
real m pentru care operatia ”*” este lege de compozitie pe multimea A = [5,00) este:

A {30} B (—o0, 30] C [30,00) D R\ {30} E 0.
. Fie f : R — (0,00) o functie continua gi F' primitiva ei cu proprietatea ca F'(0) = 0. Valoarea limitei

1
lim zF (—) este:

T—00 x

A0 B f(1) C Nu exista limita D f(0) E oo

. Fie f : R — R o functie bijectivd. Pe R definim legea ”"*” prin z xy = f (2021 - f~' (z) - f~! (y)), pentru
orice z,y € R. Elementul neutru al acestei legi este:

1
A £(0) B f(2021) C f(1) Df (M) E Nu exista
1
. Fie I, = / v dz, unde n € N*. Atunci lim nl, este egala cu:
v+ 2z + 3 n—o0

0

1 1 1

A B C - D - E -

’ > 6 3 2

. Fie (G, 0) si (H, %) doua grupuri cu cate trei elemente. Numarul izomorfismelor de grupuri f : G — H este:

A2 B1 C9 D6 EO

1

. Fie A multimea tuturor functiilor continue f : [0,1] — R cu proprietatea ca / f*(x)dx < 1. Daca

0
1

M = max /xf (x) dz| f € A ), valoarea lui M este:

0
1 1

1
Al B - C — D — E Nu exista
3 V3 V2
. O lege de compozitie 70" definita pe o multime M C R se numeste autodistributiva daca z o (yoz) =
(xoy) o (xoz), oricare ar fi x,y,z € M. Fie a,b € R*. O conditie necesara si suficienta ca legea de
compozitie 70" definita pe R prin x o y = ax + by sa fie autodistributiva este:

Aa+b=1 Ba=5b Ca=-b Da=2"% Ed’=0b



8. Fie f : R — R o functie continua si F' o primitiva a ei astfel incat lim F' () = oo. Se stie ca exista
Tr—00

a € R* i b € R astfel incat lim f (z) = a si lim (F (x) —xf (z)) = b. Valoarea limitei lim (F (z) — ax)
Tr—00 T—r 00 T—00
este:

A0 Ba Chb Da+b Ea-»b

9. Fie multimea A = {1,2,3,4,5}. Numarul legilor de compozitie comutative care se pot defini pe A este:
A 15° B 5° C 15" D 5% E 5

b

10. Fie f : [a,b] — R o functie continua, strict crescatoare, astfel incat / f(x)dx =0. Fie F : [a,b] — R

a
o primitiva a lui f. Pentru fiecare k € N definim multimea

A ={m € R| ecuatia F () = m are exact k solutii reale distincte }.

Care dintre urmatoarele propozitii este falsa?

A Ay #£0) B Ay #0 CA #£0 D A, are cel putin E Az =0

doua elemente

11. Fie (G, -) un grup cu 63 elemente, iar f : G — G un endomorfism cu proprietatea ca (f o f o f) (z) = x,
pentru orice € G. Fie multimea M = {x € G| f (x) = x}. Consideram propozitiile:
El: M # 0.
E2: M are exact un element.
E3: M poate avea exact 3 elemente.
E4: M poate avea 63 elemente.
Numarul de propozitii adevarate este egal cu:

A3 B1 C2 DO E4

12. Fie f: R — R o functie derivabila si strict descrescatoare, iar I’ o primitiva a ei. Fie a,b,c,d € R, cu
a<b<c<dsia+d=>b+ c. Care dintre urmatoarele propozitii este adevarata?
A F" (z) > 0, pentru orice x € R.
B F(b) <max{F(a), F(d)}.

C F(c) <max{F(a),F(d)}.

D F(a)+ F(d) < F(b) + F (c).

E F(a)+ F (d) > F (b) + F (c).

13. FieD = {f:R — R| f este derivabila} si P = {¢g : R — R| g admite primitive }. Se stie ca (D, +) si
(P, +) sunt grupuri abeliene. Definim aplicatia 7" : D — P prin relatia 7' (f) = f’. Fie propozitiile:
E1l: T este morfism de grupuri.
E2: T este morfism surjectiv.
E3: T este morfism injectiv.
E4: T este izomorfism de grupuri.
Cate dintre aceste propozitii sunt adevarate?

A0 B1 C2 D3 E4

xT

14. Numarul numerelor reale = care verifica egalitatea / sin ( ) dt = 0 este

2 +1

A0 B1 C2 D3 E4



15. Pe R definim legea de compozitie asociativa ” L” prin x L y = xy — 2o — 2y + 6, pentru orice x,y € R.

5 8 11 3 2
Definim sirul (ay),,>, prin a, = 3 1 3 € 1 1.1 7?_:_1 , pentru orice n > 1. Valoarea limitei nh—>I£10 ap

este

Al B2 C3 D oo E Alt raspuns

s

1
16. Fie a,, = / dx,n € N*. Fie L = lim a,,. Valoarea lui L este:
cos™x n—00
0

A0 B V2 C +0 D E Limita nu exista.

ol

17. Fie A multimea tuturor valorilor posibile ale numarului natural n > 3, pentru care ecuatia 22> = x + 1
admite solutie unica in Z,. Atunci:
A A=
B A are exact doua elemente.
C A are o infinitate de elemente.
D A contine doar numere pare.
E A are un singur element.

us

, . [z +sin?z +cosz
18. Valoarea integralei / dz este

1+sinx +cosz
0

Al B I +42 CZ(1+mn2) D 2In2 E Alt raspuns
19. Fie (G, -) un grup abelian cu elementul neutru e. Pentru un numar n € N*, notam H,, = {z € G|2" = e}.
Fiind date doua numere m,n € N*, definim multimea

H,H,={ab|a€ H,,be H,}.

Care dintre urmatoarele propozitii este adevarata in orice grup abelian G?

A H, H, = H(y,»), unde (m,n) reprezinta cel mai mare divizor comun al numerelor m si n.
B HmHn = Hmin{m,n}-

C H,H, = Hmax{m,n}‘

D H,,H, = Hy, ), unde [m,n| reprezinta cel mai mic multiplu comun al numerelor m si n.
E Niciuna de mai inainte.

20. Fie a,b,c,d € R patru numere reale distincte, M = {a,b,c,d}, iar functia F : M% — R fie definita
prin F(zy, %9, T3, T4, Ts, Tg) = TrTo + 1373 + 1371 + T4 + T5 + T6. Numarul maxim posibil de elemente ale
imaginii Im(F") este:

A 240. B 360. C 400. D 480. E 720.

21. Fie (A,+,:) un inel cu proprietatea 1 +1+4+1+...4+1=0. Fie a,b € A doua elemente, astfel incat

2021 de 1
ab = ba, pentru care exista m,n € N, impare, cuoam = b" = 1. Fie propozitiile:
E1l: 1+ 1 este inversabil.
E2: a + b este inversabil.
Atunci:
A Ambele propozitii sunt false.
B Doar E1 este adevarata.
C Doar E2 este adevarata.
D Ambele propozitii sunt adevarate.
E Ipotezele problemei sunt insuficiente pentru a stabili cu exactitate valorile de adevar ale propozitiilor




El si E2.

SINT — T COST
22. Fie f : (0,00) — R, f(r) = ————. Notam cu F o primitiva a acestei functii. Atunci

22 + sin® x
F (m) — F (%) este egal cu

2 2 2 2
A0 B —arctg — C arcsin — D arctg — E —arcsin —
T T T T

23. Fie D = {f : R — R| f este derivabila}. Se stie ca (D, +,-) este inel. Fie S un subinel cu proprietatea
ca orice element al lui S este fie functie convexa, fie functie concava. Fie g € S. Atunci:
A Daca g este constanta, atunci g(x) = 0, pentru orice x € R.
B g este o functie constanta.
C Functia g poate fi strict crescatoare.
D Functia g poate fi strict descrescatoare.
E Nu exista un astfel de subinel.

+y T Y
24. Fie functiile continue f,g,h :[0,00) — R astfel incat / f(t) dt = /g (1) dt+/h (t) dt, pentru orice

0 0 0

x,y > 0. Care dintre urmatoarele enunturi este fals?

A Exista functii f, g, h care indeplinesc conditiile din ipoteza.

B Toate cele trei functii pot fi constante.

C Printre functiile f, g, h pot exista si functii neconstante.

D Functiile f, g, h sunt marginite.

E f(z) = g(z) = h(x), pentru orice = > 0.
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Olimpiada Nationald GAZETA MATEMATICA
Etapa a lll-a, 23 mai 2021

Subiect - Clasa a V-a

Problema 1
Aflati ultima cifrd a numarului natural n, stiind cd penultima cifra a lui n? este 9.

Problema 2
Dacd numarul natural g are n cifre, iar numarul natural a* are m cifre, aratati cd suma
m+n nu poate fi egala cu 2021.

Problema 3
Se poate pava o tabla dreptunghiulara de 48 de patratele (mxn, unde m si n sunt
numere naturale mai mari sau egale cu 2), utilizand piese de 4 patratele,

de forma | (tip 1), respectiv (tip 2), astfel incat sa folosim un

numar egal de piese din fiecare tip?
Prin pavare intelegem acoperirea completd, cu piese, a tuturor patratelelor tablei,
astfel Tncat sa nu existe piese care se suprapun sau care ies partial in afara tablei.

Problema 4

Aflati numerele naturale x<y<z avand suma 2021, stiind ca indeplinesc simultan

urmatoarele conditii:

a) Fiecare numar are cifrele distincte;

b) Exista 3 cifre distincte a,b,c astfel incat fiecare cifra a numerelor x,y si z este a,b
sau C.

Timp de lucru: 3 ore

Fiecare subiect valoreazd 7 puncte.
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Olimpiada Nationald GAZETA MATEMATICA
Etapa a lll-a, 23 mai 2021

Barem - Clasa a V-a

1. Aflati ultima cifrd a numarului natural n stiind ca penultima cifra a lui n?este 9.

Ultima cifra a lui n? nu poate fi 2,3,7,8, astfel incat ultimele dou3 cifre ale lui n? ar 1p
putea fi 90,91,94,95,96 sau 99

n? nu poate avea ultimele 2 cifre 95 pentru ca un patrat perfect impar, divizibil cu 5, 1p
trebuie sa se termine in 25 (sau 5|n si 25 + n = n? nu este patrat perfect)

Cum 90=M4+2, 94=M+2 = n’*= M4+2, dar un patrat perfect nu poate fi Ms+2 1p
Cum 91= My+3 si 99=Ms+3 = n?= My4+3, dar un patrat perfect nu poate fi Ms+3 1p
n concluzie rimane singura variantd ca n? sa aiba ultimele 2 cifre 96 =ultima cifrd a 1p
lui n poate fi4 sau 6

Ambele variante sunt corecte, de exemplu 142=196 si 362=1296 2p

Obs. 1: Pentru justificarea ,,95= Ms+3= n? nu este patrat perfect” se acorda 1p.

La fel pentru 2|n si 4 + n = n? nu este patrat perfect, in situatiile in care ultimele doud cifre ale lui n?
sunt 90, respectiv 94 se acorda tot 1p

Obs. 2

Dacd elevii obtin ultimele doua cifre posibile ale lui n? prin analiza ultimei cifre a lui n se acorda 1p.

2. Dacd numarul natural a are n cifre, iar numarul natural a* are m cifre, aratati cd suma m+n
nu poate fi egala cu 2021.

aarencifre © 10" 1 < aq < 10" 1p
Atunci 104" % < g* < 10*" = 1p
numarul a* poate avea 4n-3, 4n-2, 4n-1 sau 4n cifre 1p
Deci m+n este egal cu 5n-3, 5n-2, 5n-1 sau 5n, 1p
adica este de forma Ms+2,Ms+3,Ms+4 sau Ms 1p
Cum 2021=Ms+1=suma m+n nu poate fi egala cu 2021 2p
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3. Se poate pava o tabla dreptunghiulara de 48 de patratele (mxn, unde m si n sunt numere
naturale mai mari sau egale cu 2), utilizand piese de 4 patratele,

de forma (tip 1), respectiv (tip 2), astfel incat sa folosim un
numar egal | de piese din | | fiecare tip?

Prin pavare intelegem acoperirea completa, cu piese, a tuturor patratelelor tablei, astfel
incat sa nu existe piese care se suprapun sau care ies partial in afara tablei.

48:4=12 (piese de ambele tipuri), deci trebuie folosite 6 piese de tipul 1 si 6 piese
de tipul 2.

O tabla dreptunghiulara cu 48 de patratele poate avea urmatoarele dimensiuni:
8x6, 12x4, 16x3 sau 24x2, deci avem de analizat urmatoarele 4 cazuri:

. Pentru tabla de forma 8x6 raspunsul ‘
este DA si se puncteaza orice exemplu _] |_
corect.
ENEEN 2p
[ | Lr
1l Pentru tabla de forma 12x4
raspunsul este DA si se | _l
puncteaza orice exemplu J J _]_ 2p
corect. I

[ [

1. Pentru tabla de forma 16x3, vom demonstra ca NU se poate.
Coloram tabla in felul urmator: prima linie cu negru, a doua cu alb si cea de-a
treia tot cu negru. Vom avea astfel 32 de patratele negre si 16 albe.

O piesa de tipul 1 poate acoperi fie 3 patratele albe si una neagr3, fie 3
patratele negre si una alba, iar o piesa de tipul 2, indiferent cum este asezata, 2p
va acoperi 2 patratele albe si 2 patratele negre.

Cele 6 piese de tipul 1 pot acoperi cel mult 18 patratele negre, iar cele 6 piese
de tipul 2 acopera 12 patratele negre, deci, in total, putem acoperi cel mult 30
de patratele negre. Cum noi avem de acoperit 32 de patratele negre, rezulta ca
tabla nu se poate pava.

Iv. Pentru tabla de forma 24x2, putem incepe fie cu o piesa de tipul 1,

. [
dupa cum urmeaza sau | , fie cu o piesa de tipul 2,

situatie Tn care va ramane o patratica neacoperita: E (sau analog).
Dacd am inceput cu piesa de tipul 1 si continuam cu o piesa de tipul 2, iarasi

1p
ramane o patratica neacoperita: ﬁ (sau analog).

Daca vom continua tot cu o piesa de tipul 1, \_‘ revenim in situatia
de la inceput.
n concluzie, nu putem pune pe tabl3 piese de tipul 2 fard si rdmand patratele
neacoperite, prin urmare tabla nu se poate pava.
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4. Aflati numerele naturale x<y<z avand suma 2021, stiind ca indeplinesc simultan
urmatoarele conditii:

a) Fiecare numar are cifrele distincte;

b) Exista 3 cifre distincte a,b,c astfel incat fiecare cifra a numerelor x,y si z este a,b sau c.

Deoarece 99+99+999<2017 = trebuie sa avem cel putin 2 numere de 3 cifre 1p
Daca toate cele 3 numere vor fi de 3 cifre =aceste cifre vor fi a,b,c, deci numerele
vor avea aceleasi cifre (dar in alta ordine) =numerele vor avea acelasi rest la 2p

impartirea cu 3 =suma numerelor va fi divizibila cu 3.
Cum 342021= nu se poate = exact 2 numere vor fi de 3 cifre.

Deoarece 98+897+987<2021=cele doud numere de 3 cifre trebuie sa aiba 1p
amandoua prima cifra egala cu 9

Avem de rezolvat ecuatia x + 9bc + 9cb = 2021, unde b < ¢ < 9 cifre si x < 98,

<=11(b+c)+x=221 1p
Cumx <98=11(b+c)>123=>b+c>12= b+ c € {12,13,14,15}
b+c=12=>x=89=>c=8=>b=4=89+948+ 984 = 2021, 1p

deci avem solutiax = 89,y =948,z = 984

b+c=13=>x=78,dar7+8 # 13
b+c=14=>x=67,dar6+7 # 14 1p
b+ c=15= x =56,dar 5 + 6 # 15, deci solutia gasita anterior este unica
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Olimpiada Nationald GAZETA MATEMATICA
Etapa a lll-a, 23 mai 2021

Subiect - Clasa a Vl-a

Problema 1
a) Scrieti numarul 2021 ca suma de puteri distincte cu baza (-2).
b) Aratati ca numarul 2021 nu se poate scrie ca suma de puteri distincte cu baza (-3).

Problema 2

Pe o tabla sunt scrise numerele de forma n(n+1), cu n=1,2,3,...,2020. Un copil alege
abc

ab+ac+bc’

Dupa 1009 astfel de operatii, unul dintre numerele ramase pe tabla este 47.

a) Calculati suma inverselor numerelor scrise initial pe tabla.

b) Aflati celelalte numere ramase pe tabla.

trei numere a, b si c de pe tabla, le sterge si scrie pe tabla numarul

Problema 3

Fie AABC cu m(xA) > 90°. Consideram (BE bisectoarea <ABC, E € AC si (CF
bisectoarea XACB, F € AB, BE n CF = {I}. Stiind ca IE = IF, ardtati ca AABC este
isoscel.

Problema 4

Se considera n unghiuri in jurul unui punct avand masurile in grade exprimate prin n
numere prime distincte. Stiind ca unghiurile formate de bisectoarele oricaror doua
unghiuri adiacente dintre cele n unghiuri date initial au masurile in grade exprimate
prin numere prime, sa se determine valorile posibile ale lui n.

Timp de lucru: 3 ore

Fiecare subiect valoreazd 7 puncte.
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Barem - Clasa a Vl-a

1. a) Scrieti numarul 2021 ca suma de puteri distincte cu baza (-2).

K

b) Aratati ca numarul 2021 nu se poate scrie ca suma de puteri distincte cu baza (-3).
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a) 2021=(-2)%2+(-2)+(-2)5+(-2)%+(-2)° 3p
b) (-3)=Ms, pentru orice k> 1 1p
O suma de puteri distincte cu baza (-3) ar putea avea ca termen pe (-3)° sau nu.
Prin urmare, o suma de puteri distincte cu baza (-3) poate avea urmatoarele forme: 2p
Mssau Ms+(-3)°= Ma+1
Cum 2021= M3+2= 2021 nu se poate scrie ca suma de puteri distincte cu baza (-3) 1p

2. Pe o tabla sunt scrise numerele de forma n(n+1), cu n=1,2,3,...,2020. Un copil alege trei

abc
ab+ac+bc’
Dupa 1009 astfel de operatii, unul dintre numerele ramase pe tabla este 47.

a) Calculati suma inverselor numerelor scrise initial pe tabla.
b) Aflati celelalte numere ramase pe tabla.

numere a, b si c de pe tabl3, le sterge si scrie pe tabla numarul

1 N 1 N 1 by 1 _2—1+3—2+4—3+ +2021—2020
a)1_2 2:3 3-4 2020-2021 1-2  2-3  3-4 2020-2021 2p
1 1+1 1+1 1+ N 1 1 _q 1 2020
1 2 2 3 3 4 2020 2021 2021 2021
b) La fiecare operatie se sterg 3 numere si se adauga 1, deci dupa 1009 operatii se pierd | 1p
1009 - 2 = 2018 numere din cele 2020 scrise initial = pe tabla raman 2 numere

ab+ac+bc 1 1 1 . o .
Deoarece ————— = — + — + — = inversul numarului scris pe tabla
abc a b c 2p
dupa stergerea numerelor a, b, ¢ este egal cu suma inverselor celor 3 numere =
suma inverselor numerelor scrise pe tabla in orice moment este constanti,
2020 1p
fiind egala cu suma inverselor numerelor scrise initial si anume cu 021
I luzie, obti a +1 2020 d te celalalt ar ra tabla
N — =
n concluzie, obtinem ¢ = + — = -, unde x este celdlalt numdr ramas pe tabla 1p

2021

202
43x 4+ 2021 = 2020x = x = ——==, deci pe tabla au ramas numerele 47 si 1977

1977
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3.

Fie AABC cu m(<A) >90°. Consideram (BE bisectoarea <ABC, E € AC si (CF bisectoarea
ZACB, F € AB, BE n CF ={I}. Stiind ca IE = IF aratati ca AABC este isoscel.

FieIN L ABsiIM 1 AC
Deoarece I este centrul cercului inscris AABC = (Al bisectoarea <BAC = IN = IM 2p
I.C.
[IF]=[IE]si[IN] = [IM] = AIFN = AIEM = «IFN = XIEM = «IFB = 2IEC 2p
AFB = «IEC) 4,4
[IF] = [IE] (=== AIFB=AIEC=> 2p
<FIB = <EIC
= [IB] =[IC] = [BE] = [CF] = AABC isoscel 1p
4. Se considera n unghiuri in jurul unui punct avand masurile in grade exprimate prin n

numere prime distincte. Stiind ca unghiurile formate de bisectoarele oricaror doua unghiuri

adiacente dintre cele n unghiuri date initial au masurile in grade exprimate prin numere
prime, sa se determine valorile posibile ale lui n.

Notam p1, pz, p3, ----, Pn Cele nmasuri care sunt numere prime distincte =
p1t P2 P2 T3 Pnt D1 . 1p
I sunt numere prime

< . < . itDi .
Daca pi=2 = pi+1impar (pentru ca numerele sunt distincte) i% ¢ N, deci pi>2,

iar toate — > 2 si sunt prime, deci impare

DitDi+1 1p

Numerele prime impare sunt fie 3, fie de forma M;, + r,unde r € {1,5,7,11}

Daca exista doud numere p; = My, + 1y Sipiyq = Myy + 19,110 #15,cur,rp, € {1,57,11} | 1p

atunci

p; sunt de forma M;, + r,cur € {1,5,7,11} sau, eventual, unul dintre numere este 3.

2

€ {M,, + 2; M, + 3} contradictie = toate numerele

Daca toate numerele prime sunt diferite de 3 = 360 = M, + nr = n i 12

Dar cea mai mica sumi a 12 numere distincte de forma M;, + r,cur € {1,5,7,11} 1p
este12+12-(0+1+---+11) = 12-67 > 360, ceea ce nu se poate

. ) . i 3+1 5+1 1p
Daca unul dintre numerele prime p; este 3, atunci, deoarece > = 2 si > = 3,
=> ref{711}iar3+ M, + (n—1D)r=360=>n—1:3sinpar > n € {4,10,..}
Dacan > 10, cea mai mica suma a 9 numere distincte de forma M,, + r,cur € {7,11} 1p

este63+12-(0+ 1+ -+ 8) =495 > 357, nu se poate = n poate fi doar 4

Pentru n=4 avem, de exemplu, unghiurile cu masurile de 3, 59,167 si 131, iar masurile 1p

unghiurilor formate de bisectoare vor fi de 31,113,149, respectiv 67 de grade.
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Barem alternativ

Notam ps1, pz, ps3, ....., PnCele n masuri care sunt numere prime distincte =

p1t+Dp2 P2+ D3 Pnt+ D1 . 1p
, ) e sunt numere prime
2 2 2

Dacd pi=2 = pi+1impar (pentru cd numerele sunt distincte) ﬂ% & N, deci pi>2, iar 1p
% > 2 si prim, deci impar = p;, pz2, ps, ....., pr Sunt fie toate Ma+1, fie toate Ma+3

Cum p1+ p2 +P3 + ..... + pn = 360°=My = n trebuie s& fie M, 1p
Cum % # 3,prim = p; sip;,, trebuie sa aiba fie amandoua aceeasi forma 1p
(M5 + 1 sau M5 + 2), fie unul dintre ele sa fie M5, adica 3, iar celdlalt M3 + 1 sau M5 + 2

Cele mai mici 12 numere prime distincte de forma Ms+1 au suma 1p

5+13+17+29+37+41+53+61+73+89+97+101 > 360,

iar suma celor mai mici nr.prime distincte de forma M4 +3 este
3+7+11+19423+31+43+47+59+67+71+79 > 360 = n< 8.

Daca n=8, atunci putem avea fie unul dintre numerele p;=3, iar toate celelalte de aceeasi 1p
formd (M5 + 1 sau M5 + 2), fie toate cele 8 numere de aceeasi forma (M3 + 1 sau
M3 + 2) = suma celor 8 numere este de forma M3 + 1 sau M3 + 2

Cum 360=M3 = nu se poate = n=4 este singura varianta posibila.

Pentru n=4 avem, de exemplu, unghiurile cu masurile de 3, 59,167 si 131, iar masurile 1p
unghiurilor formate de bisectoare vor fi de 31,113,149, respectiv 67 de grade.
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Subiect — clasa a VII-a

Problema 1.

Se considera cercul C de centru O si punctul A in interiorul sau, A # O. Media-
toarea segmentului O A intersecteaza C in punctele B si C'. Dreptele AB si AC retaie
C in D, respectiv . Demonstrati ca cercurile circumscrise triunghiurilor OBC' si
ADFE sunt concentrice.

Problema 2.
Determinati toate perechile (a,b) de numere reale nenule care verifica relatia

5-b 4—a 10

a b a2+ b2

Problema 3.

Consideram triunghiul neisoscel ABC', cu ZBAC > 90°. Pe latura BC' a triun-
ghiului luam punctele D si E, astfel incat /BAD = ZACB i Z/CAE = ZABC.
Bisectoarea unghiului ZABC taie AE in M, iar bisectoarea unghiului ZACB taie
AD in N. Stim ca M N || BC.

Determinati masura unghiului dreptelor BM si C'N.

Problema 4.
Determinati cel mai mic numar natural n pentru care numarul

V(61 + 11)(6n + 14)(20n + 19)

este rational.

Timp de lucru: 180 de minute. Fiecare problema valoreaza 7 puncte.
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Solutii — clasa a VII-a
Problema 1.
Se considera cercul C de centru O si punctul A in interiorul sau, A # O. Media-
toarea segmentului O A intersecteaza C in punctele B si C'. Dreptele AB si AC retaie

C in D, respectiv E. Demonstrati ca cercurile circumscrise triunghiurilor OBC' si
ADE sunt concentrice.

Solutie. Deoarece centrul cercului circumscris unui triunghi este la intersectia a
doua mediatoare ale laturilor acestuia, este suficient sa aratam ca doua mediatoare
ale laturilor triunghiului O BC' coincid cu doua mediatoare ale laturilor triunghiului

AE D 2p
Aratam ca segmentele AD gi CO au aceeasi mediatoare (1); prin simetrie, rezulta
ca gi segmentele AE gi BO au aceeagi mediatoare.............................. 2p

Pentru a demonstra (}), aratam ca AOCD este trapez isoscel. Aceasta rezulta

din:

e AC =0C = OB = AB, deci ACOB este romb, de unde AD || OC ........ 1p
o /COA=1/COB = B0y si ZOCD = 180° — ZADC = 180° — 1 BClyyare =
%@mic, deci ZAOC = ZDCO, ceea ce incheie demonstratia................... 2p

Problema 2.
Determinati toate perechile (a,b) de numere reale nenule care verifica relatia
5—b 4—a 10
a b @+

Solutie. Din ipoteza si o proprietate a proportiilor obtinem
10 5-b 4—a (5-ba (4—a)b (5—bla+ (4—a)b

a2+ a b a2 a>+p2 P
Reiese 10 = 5a + 4b — 2ab, sau (a — 2)(2b —5) = 0, de unde a = 2 sau b = 2 . 2p
Dacd a = 2 rezultd b(5 — b) = 4, sau b> —4b— b+ 4 = 0, adica (b—1)(b—4) =0,
ceea ce duce la solutiile (2,1) §i (2,4).. ..ot 2p
Dacd b = 2 rezultd a(4 —a) = 2, sau a®> —4a+4+ % = 0, adica (a —2)*+§ =0,
ecuatie care nu are solutiireale ....... ... ... .. 2p

Agadar, perechile cerute sunt (2,1) si (2,4).

Problema 3.

Consideram triunghiul neisoscel ABC, cu ZBAC > 90°. Pe latura BC' a triun-
ghiului luam punctele D si E, astfel incat /BAD = ZACB si Z/CAE = ZABC.
Bisectoarea unghiului ZABC taie AE in M, iar bisectoarea unghiului ZACB taie
AD in N. §tim ca M N || BC.



Determinati masura unghiului dreptelor BM si C'N.
Solutie. Folosind proprietatea unghiului exterior pentru triunghiul delimitat de
BM, CN si BC, unghiul dreptelor BM si C'N are masura ZNCB + ZMBC =

$(LABC + ZACB) = 5(180° — ZBAC) ... 1p
A
B D E C
. . . . : . . ... AC
Din teorema lui Thales si teorema bisectoarei obtinem sgirul de egalitati 0
NA MA AB
= = d de AC-BE=CD-AB. () e veieiiiiiii .. 2
ND ~ ME ~ pg 4 mde A Ag . (1) py P
Apoi AABD;CQACBA (UU), deci B~ AB’ de unde BD = 5O Analog
obtinem O F = —— 1p

BC
Fie a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiului ABC'. Din (}7), b(a — %) = c(a — %)
Aceasta duce la a?(b — ¢) = b> — 3, sau a®(b — ¢) = (b — ¢)(b* + bc + ¢?) si, cum

b—c#0,rezulta a® = b2 +bc+ . 2p
Conform teoremei cosinusului, aceasta arata ca /BAC = 120°, deci unghiul
dreptelor BM si C'N are masura 30°. ... ..ot 1p

Problema 4.
Determinati cel mai mic numar natural n pentru care numarul

/(61 + 11)(6n + 14)(20n + 19)

este rational.

Solutie. Pentru ca numarul in cauza sa fie rational, este necesar si suficient ca
numarul N = (6n+ 11)(6n + 14)(20n + 19) sa fie patrat perfect. Numerele naturale
pot fi de forma Mg, Mg+ 1, Mg + 2, Mg + 3. Astfel, patratele lor pot fi de
forma Mg, Mg + 1, Mg + 4, Mg+ 3. Rezulta ca A = 6n + 11 = Mg+ 5 €i
B =6n+ 14 = Mg + 2 nu pot fi patrate perfecte pentru niciun numar natural n.

............................................................................. 1p

De aici reiese ca A si B au in descompunerea lor cel putin un factor prim la o
putere impara; acest factor prim trebuie sa apara la una dintre celelalte paranteze.

............................................................................. 1p

Dacap | Asip| B, atuncip | B— A =3. Dar 3 f A, deci A si B nu au factori
primi comuni.

Dacap | Agip | C = 20n+ 19, atunci p | 10A — 3C = 53, iar daca p | B si
p | C, atunci p | 10B —3C = 83. Astfel, pentru ca N sa poata fi patrat perfect, este

necesar ca numarul C' sa fie divizibil cu 83 -53 ....... ... ... ... 3p
Cel mai mic n pentru care se poate intampla acest lucru corespunde situatiei
20n+19=83-53,adican =219 .. ... . i 1p
Pentru n = 219 avem N = (53 - 25) - (83 -16) - (53 - 83) = 832 - 53?2 - 4% - 52 deci
n = 219 convine. Asadar, numarul cerut este 219 ......... ... ... ... ... .. 1p

Observatie. Deoarece nici C' = My + 3 nu este patrat perfect pentru nicio valoare
a lui n, rationamentul decurge la fel daca pornim de la oricare doi dintre cei trei
factori ai lui V.
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Subiectul — clasa a VIII-a

Problema 1.

In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’ cu dimensiunile AB = a, AD =
b, AA'=c,unde a > b > c >0, E gi F sunt proiectiile lui A pe A’D, respectiv pe
A'B;iar M i N sunt proiectiile lui C' pe C'D, respectiv pe C'B. Fie DFNBE = {G}
si DN N BM = {P}.

a) Demonstrati ca planele (A’AG) si (C'CP) sunt paralele si aflati distanta dintre
cele doua plane.

b) Demonstrati ca dreapta GP este paralela cu planul (ABC) si aflati distanta
de la dreapta GP la planul (ABC).

Problema 2.
Aratati ca, pentru orice numere reale a, b, c > 0, are loc inegalitatea
1 1>>%ﬁ+ﬁ+&

(a+b+c) L1y
a4 ¢ a b ¢ ab + be + ca

Cand are loc egalitatea?

Problema 3.
Determinati numerele reale = §i y care verifica relatiile

, 2021
(z+ V2 +Dy+/y2+1)=202siz+y =

V2022

Problema 4.

Elevii dintr-o clasa de n > 2 elevi au avut de rezolvat 2"~! probleme ca tem#
de vacanta. La verificare, profesorul constata ca, pentru orice pereche de probleme
diferite:

e exista cel putin un elev care le-a rezolvat pe amandoua si

e exista cel putin un elev care a rezolvat una dintre ele, dar nu si pe cealalta.

Aratati ca exista o problema rezolvata de toti elevii clasei.

Timp de lucru: 180 de minute. Fiecare problema valoreaza 7 puncte.
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Solutii si barem — clasa a VIII-a

Problema 1.

In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’ cu dimensiunile AB = a, AD =
b, AA' =c, unde a > b > c >0, E si F sunt proiectiile lui A pe A’D, respectiv pe
A'B, iar M i N sunt proiectiile lui C' pe C' D, respectiv pe C'B. Fie DFNBE = {G}
si DN N BM = {P}.

a) Demonstrati ca planele (A’AG) si (C'C'P) sunt paralele si aflati distanta dintre
cele doua plane.

b) Demonstrati ca dreapta G'P este paralela cu planul (ABC) si aflati distanta
de la dreapta GP la planul (ABC).

C

Solutie: a) Din AB L (ADA’) si AE L A’D reiese BE L A’'D; analog DF L
A’'B. Astfel, G este ortocentrul AA’BD, deci A’G L BD. Pe de alta parte, AA" L
(ABD) implica AA’ 1 BD. Astfel, BD 1 (A'AG) (1).

Analog rezulta BD 1 (C'C'P) (2). Din (1) si (2) rezulta (A’AG) || (C'"CP).

Intersectia planului (A’AG) cu BD este {H} = A'G N BD, intersectia planului
(C'CP) cu BD este {R} = C"P N BD iar distanta dintre cele doua plane este HR.

Din AG L BD si A’/A 1 (ABD) rezulta AH 1 BD; analog CR L BD. Cu

£ tetei pi — P4 & BR. deci HR = 2~V
eorema catetelr avem = = = s eCl = .
DB Va?+b? Vva?+ b?

b) Fie GG’ || AA, G' € AH (3)si PP' || CC', P' € CR (4). Atunci —— =
HG . PP RP
ma ¥ ccr T RCv

sunt ortocentrele acestor triunghiuri,

Dar, deoarece AA'BD = AC'DB (LLL) si G, respectiv P

;I—j/ = gg Rezulta astfel GG' = PP'. Pe
de alta parte, din (3) si (4) reiese ca G', P’ sunt proiectiile lui G, respectiv P pe
planul (ABC). De aici reiese ca G si P sunt egal distantate de planul (ABC) si de
aceeagi parte a acestuia, deci GP || (ABC), iar distanta de la GP la (ABC') este
eles

Din AE L A'D si BE L A'D obtinem A'D 1 (ABE); cum A'D C (A'BD),
obtinem (ABE) L (A’BD). Analog obtinem (ADF') L (A’BD), deci AG — dreapta
de intersectie a planelor (ABE), (ADF) — este perpendiculara pe (A’BD). Din




triunghiurile dreptunghice formate obtinem

AD - AB ab AH - AA AH?
Al = BD a2+ b AG = A'H ’GH—A’H
ao AG-GH AG-AH AH?.-AA a’b’c
- AH  AH  AH? a2 4+ b2 + 2a?’
Barem de corectare:
a) (AVAG) || (C'OP) e 2p
distanta dintre plane .......... . 1p
D) GP || (ABC) o 2p
distanta dintre dreapta GP gi planul (ABC) ..., 2p

Problema 2.
Aratati ca, pentru orice numere reale a, b, c > 0, are loc inegalitatea
1) - 2(a® + b* + )

(a+b+c) 1+1+
“ ¢ a b ¢ ab 4+ bc + ca

Cand are loc egalitatea?
Solutia 1: Scazand 9 din ambii membri, inegalitatea revine la

—b)? AV
e atn
ab ab + bc + ca
ceea ce este evident. Egalitatea are loc daca si numai daca a = b = c.
Barem de corectare:

scade 9 din ambii membri ... 2p
rescrie membrul StANg ... ... 2p
rescrie membrul drept ... 1p
CONCIUZIA .. . 1p
deduce cazul de egalitate ...... ... . . . 1p

Solutia 2: Eliminand numitorii se ajunge la a®b? + a?b3 — 2a?b*c+ a*c* — 2a*bc® —
2ab%c? + b3c? + a’c® + b?c® > 0. Aceastd inegalitate rezultd imediat din inegalitatea
lui Muirhead: [3,2,0] > [2,2,1] sau din inegalitatea mediilor, adunand relatia a®b*+
a’b? + b > 3a?b%c cu cele cinci relatii analoage ei si impartind apoi la 3.

Barem de corectare:

elimina corect NUMItOril ......... ... 1p
aplica inegalitatea Muirhead (sau altfel) si demonstreaza inegalitatea obtinuta 5p
deduce cazul de egalitate ...... ... ... . 1p

Nota: Nu se va acorda niciun punct pentru simpla ghicire a cazului de egalitate.

Problema 3.

Determinati numerele reale x si y care verifica relatiile
2021

r+vVei+ 1) (y+Vy2+1) =202 x+y = .
(+ v )y +Vy*+1) Y= o0
Solutie. Daca notam z =z + V22 + 1git =y + /y?> + 1, atunci avem z # 0 si

1 1 1
— =+v2?2 4+ 1—z. Rezulta ca 2z = z — — i, analog, 2y =t — e Avem 2zt = 2022 si
z z

11 2-2021 zt—1  2-2021

z+t———— = ———, adica (z+1)- = . Deducem ca z+t = 21/2022.
z t /2022 ( ) zt V2022

2022 —1/2022)?
Atunci z + —— = 2v/2022 revine la u = (0. Deducem ca z = /2022,
z z
2021

242022

apoicat = /2022, decicax =y = , valori care verifica intr-adevar sistemul.



Barem de corectare:

cu sau fara notatie, considera z si conjugata lui z ........................... 1p
deduce in mod corect unica solutie a sistemului ................ ... ... 5p
demonstreaza (sau afirma) ca perechea gasita satisface sistemul ............. 1p

Nota: Daca elevul foloseste inegalitatea mediilor fara ca din demonstratia sa sa
fie evident ca variabilele sunt pozitive, el va fi depunctat cu 1p.

Problema 4.

Elevii dintr-o clasa de n > 2 elevi au avut de rezolvat 2"~! probleme ca tema
de vacanta. La verificare, profesorul constata ca, pentru orice pereche de probleme
diferite:

e cxista cel putin un elev care le-a rezolvat pe amandoua si

e exista cel putin un elev care a rezolvat una dintre ele, dar nu si pe cealalta.

Aratati ca exista o problema rezolvata de toti elevii clasei.

Solutie. Numerotam problemele de la 11a 2"~!. Pentru orice k € {1,2,...,2" 71},
notam cu A; multimea elevilor care au rezolvat problema cu numarul k. Atunci
ipoteza ne spune ca multimile A; sunt doua cate doua distincte si ca A, N A, # @,
V{k,p} C {1,2,... 2771}

Consideram cele 2" submultimi ale multimii, £, a tuturor elevilor din clasa si
le grupam in perechi de forma {M, E \ M}. Aceste 27! perechi sunt disjuncte.
Multimile A;, Ay, ..., Asn1 sunt 27! submultimi distincte ale lui E, dar printre
ele nu putem avea doua submultimi dintr-o aceeasi pereche deoarece acestea ar fi
disjuncte. Asadar, in fiecare pereche putem avea cel mult una din multimile Ag.
Deoarece sunt 2"~ ! perechi si tot atatea multimi Ay, in fiecare pereche vom avea
exact una din multimile Ay. Astfel, in perechea {@, F}, cum Ay # @, V k, multimea
F este cea care trebuie sa fie egald cu un Ay, cul € {1,2,...,2" '}, Atunci problema
cu numarul ¢ a fost rezolvata de toti elevii.

Barem de corectare:

considera, pentru fiecare problema, multimea elevilor care au rezolvat-o ..... 1p
considera perechile de forma {M, E\ M} ... ... .. ... .. ... 2p
deduce ca in fiecare pereche avem exact un Ap ....... ... .. ... L. 2p

finalizeaza uitandu-se la perechea {@, E} ... ... i 2p



Olimpiada Nationala

Societatea de Stiinte Matematice din Romaéania

AZETA _
MATEMATICA
1902-2021

Olimpiada Nationalds GAZETA MATEMATICA
Etapa a III-a - 24 aprilie 2021

Subiecte — clasa a IX-a

Problema 1.

Se considera triunghiul ascutitunghic ABC. Fie O centrul cercului circumscris
acestuia i D piciorul inaltimii din A. Stiind ca OD || AB, aratati ca sin 2B = ctgC.

Problema 2.

Fie Py, Py, ..., Py puncte pe cercul trigonometric, de centru O i raza 1, astfel
incat, pentru orice n € {1,2,...,2021}, lungimea arcului de cerc parcurs in sens

0
trigonometric de la P,y la P, apartine intervalului [5, .

Aflati lungimea maxima a vectorului

O?0+O?1+"'+O?2021-

Problema 3.

Fie a, b, c numere strict pozitive, astfel incat a + b+ ¢ = 1. Aratati ca
1 n 4 S 13
abc a2+ b2+c2 " ab+be+ca

Problema 4.
Fie A o multime finita de numere naturale. Determinati toate functiile
f N — A cu proprietatea ca f(|x —y|) = |f(x) — f(y)|, pentru orice x,y € N.

Timp de lucru: 180 de minute. Fiecare problema valoreaza 7 puncte.
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Solutii si bareme — clasa a IX-a

Problema 1. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC'. Fie O centrul cercului circumscris acestuia si D
piciorul indltimii din A. Stiind c¢d OD || AB, arétati ca sin2B = ctgC.

Solutie.

- ; 2 5 J
Figura 1 Figura ]

Avem (Figura 1) tg¢ZDOM = tg/BAD = ctgB. Dar
DM = BM — BD =a/2 —ccos B= Rsin A —2Rsin C cos B,

iar OM = Rcos A, deci
sinA —2sinCcos B cos B

cos A " sinB’
........................................................................................................... 4p
Eliminand numitorii si transformand produsele in sume, ajungem la
cos(2B 4+ C) — cos(2B — C) = —2cos C,
sau
—2sin2BsinC' = —2cos C' < sin 2B = ctgC.
.......................................................................................................... 3p

Solutie alternativa. Din ipoteza, ABDO este trapez (Figura 2). Se stie cd dreapta care trece prin
punctul de intersectie a diagonalelor (punctul S) si prin punctul de intersectie a laturilor neparalele (punctul
E) trece prin mijloacele bazelor, agsadar F este mijlocul lui AB. Deducem cd OF 1 AB si cum triunghiul AOB
este isoscel, obtinem §i ZAOF = C. ..o 3p

Egalitatea sin 2B = ctg(C, sau 2sin B cos B = ctgC' se scrie echivalent

AD BD OF _AD BD OF

"AB AB _AF T AB 4B~ ap T AP BD=0F-AB,

........................................................................................................... 2p
relatie care exprima egalitatea ariilor triunghiurilor ABD si AOB si este evidenta deoarece ABDO este
1321 01778 PP 2p
Problema 2. Fie Py, P1,..., P21 puncte pe cercul trigonometric, de centru O i raza 1, astfel incat,

pentru orice n € {1,2,...,2021}, lungimea arcului de cerc parcurs in sens trigonometric de la P,y la P,



. . [T
apartine intervalului [5, 7Ti| .

Aflati lungimea maxima a vectorului

O¢0+Oj1+~--+0?2021-

Solutie. Vom arita ca \O—PS + O—Pl) + O—Pg)| <1.

Fie a = m(£LPyOPy) si 8 = m(£LP1OPs). Avem m(£LP,OFy) =21 —a— [ si

‘0?0—5-0?14-0?2‘2:(ﬁo+ﬁ1+ﬁ2>'<ﬁo+ﬁ1+ﬁ2>

= 3+2(cosa+ cosf +cos(2m —a — f3))
= 14+2(cosa+cosB+ 1+ cos(a+ )
a—+f «@ B

2

= 1+ 8cos COSs — COS —,
+ 8 cos 052 052
deci
‘(ﬁ)owLO?lJrO?Q‘§1@cosa;ﬂcos%cos§§0,
a f T a+p T
te adevirat, pentru ci %, 5 € [1,7] ¢ ]
ceea ce este a evar:;m,penruca2 26 19 5 S 2,7r

Analog se arata ca )0?3]6 + ﬁ3k+1 + 0?3;%2‘ < 1, pentru orice k, 0 < k < 673.
Asgadar,

2021 673
Z O?n < Z ‘ﬁ3k + 0?31%1 + 0?31”2‘ < 674.
n=0 k=0

.......... 2p

Putem obtine egalitatea luand, de exemplu, Py, P;, P, puncte pe cerc astfel incat arcele de cerc parcurse in
T

sens trigonometric PyP; §i P; P> sa aiba masura 5 apoi

Py, n=3kkec{l,...,673}
P,={P, n=3k+1ke{l,...,673}
Py, n=3k+2ke{l,...,673}.

Problema 3. Fie a, b, c numere strict pozitive, astfel incat a + b+ ¢ = 1. Aratati ca

ijL 4 S 13
abc  a?4+b24+c2 T ab+bc+ca’

Solutie. Inegalitatea este echivalenta cu

1 1 1 4(ab+bc+ ca)
S e L LA TS
a+b+c+ a?+b2+c2 ~

sau
1 1 4(ab + bc + ca)

1
b oo ) 4L > 13
(a+ +c)(a+b+c>+ PR 2

(a — b)? S 2(a —b)? < 2(a —b)?
ab T a?24b2 T aZ+02+4c2’




asadar

1
b

1 2 —p)? 4(a2 2 2 3 3 4
+C>29+Z(“b)=9+ (b7 +cf—ab—be—ac) _, dlabtbesca)

)

1
b —
(a+ +C)(a+ a2 + b2 + 2 a2 + b2 + ¢2 a? 4 b2 + ¢2

de Unde CONCIUZIA. . . . ..ottt e e e e e e e e e e 2p

Problema 4. Fie A o multime finitd de numere naturale. Determinati toate functiile f : N — A cu
proprietatea cd f(|x —y|) = |f(z) — f(y)|, pentru orice z,y € N.

Solutie.

Pentru z = y, rezulta f(0) = 0, deci dacd 0 ¢ A, nu existd astfel de functii..................... . ..., 1p

Consideram in continuare 0 € A.

Fie a € N*. Vom arata cd f(2a) = 0.

Numerele din girul f(a), f(2a), ..., f(na), ... apartin lui A, care e finitd, deci existd 1 < i < j astfel ca
flia) = f(ja). Pentru x = ia,y = ja, rezultd f((j —i)a) = 0.

Deci exista k € N* astfel ca f(ka) = 0. Alegem k € N* minim cu aceastd proprietate.

Daca k > 3, atunci ludm = = ka,y = a si obtinem f((k — 1)a) = f(a). Apoi, pentru z = (k — 1)a,y = q,
gasim ca f((k — 2)a) = 0, ceea ce contrazice minimalitatea lui k.

Deci k < 2, adicd f(a) = 0 sau f(2a) = 0. S& presupunem ci f(2a) # 0. Atunci f(a) = 0. Pentru
x = 2a,y = a, obtinem ca f(a) = |f(2a) — f(a)| & f(2a) = 0, contradictie.

Deci f(2a) = 0. Cum a € N* a fost ales arbitrar, rezulta ca f(n) = 0 pentru orice numar par n.......... 4p

Fie acum z,y impare. Desigur, |z — y| este par, deci f(|Jz — y|) = 0. Rezultd ca |f(z) — f(y)| = 0, asadar
f(x) = f(y) pentru orice z,y impare.

Gasim ca

Fn) = {c, dacaé T este impar
0, daca x este par

PENtTU € € A, arDIbTaAT. .. ..ot e 1p
Toate aceste functii verifica conditia din enung............ i e 1p
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Subiectele — clasa a X-a

Problema 1.

Determinati numerele complexe x, y, z, de acelagi modul, stiind ca numerele
r+y+zsi 23+ yP + 2% sunt reale.

Problema 2.
Fie a,b,c,d € N, d # 0 si fie functia f : N — N, definita prin

F(n) = [an—l—b

cn+d
unde [z] reprezinta partea intreaga a numarului real . Demonstrati ca urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:
1° f este surjectiva.
2°c=0,b<dsi0O<a<d.

} , oricare ar fin € N,

Problema 3.
Fie n > 2 un numar natural cu proprietatea ca multimea radacinilor de ordin n

ale unitatii are mai putin de olvil 1 submultimi cu suma elementelor nula. Aratati
ca n este prim. (Am notat cu [z] partea Intreaga a numarului real z.)

Problema 4.

Determinati numerele intregi nenule a pentru care exista functiile f,g : Q — Q
care verifica ecuatia functionala:

flx+9(y)) = g(x)+ f(y) + ay, oricare ar fi z,y € Q.

Determinati toate aceste functii.

Timp de lucru: 180 de minute. Fiecare problema valoreaza 7 puncte.
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Subiectele si baremele — clasa a X-a

Problema 1.

Determinati numerele complexe z,y, z, de acelasi modul, stiind ca numerele = +
y+ 2 si 2% + 32 + 2% sunt reale.

Solutie si barem. Din ipoteza avem x = r(cosa + isina),y = r(cosb +
isinb),z = r(cosc+isinc), r,a,b,c € Rjr > 0si Y sina = > sin3a = 0. Cum
sin3a = 3sina — 4sin® a, obtinem Y sin®a=0. ............ ... 2 puncte
Cum sin a, sin b, sin ¢ sunt solutiile ecuatiei t>*+at—3 = 0,unde a« = >_sinasinb, =

sinasinbsin ¢, rezultd Y sin*a +a Y sina — 38 =0, deci 5 =0. ....... 3 puncte

Presupunand sin a = 0, rezulta sin b = — sin ¢ si obtinem cosa = 1, cosb = *cosc.

In concluzie, (z,y,z) = (£|u|,u, —u) sau (z,y, z) = (£|ul, u, @) si permutarile, unde

WE G 2 puncte

Solutie alternativa. O solutie este © = y = z = 0. Presupunand ca |z| =

ly| = |z| = r > 0, pentru a = z,b = g,c — Z avem la| = [b] = |¢] = 1 si

T r r

at+bte A+ 4+ eER Atuncia+b+cE€R < a+btc=a+bt+c <
1 1 1

a—l—b+c:——|—g+—<:>abc(a+b+c):ab+bc—|—ca. .............. 1 punct
a c

Pe de altd parte, (a +b+¢)® — (a®> + 0* + *) = 3(a + b)(b+ ¢)(c + a) € R de unde
(a+b)(b+c)(ct+a) = (a+b)(b+c)(c+a) < (a+b)(b+c)(c+a)((abc)*—1) = 0.

......................................................................... 2 puncte
Daca (a4 b)(b+ ¢)(c + a) = 0 se obtin solutiile (a, b, c) = (£|u|,u, —u), v € C*. si
permutarile. ... ... 1 punct

Daca abc = 1 rezulta cd a,b, c sunt solutiile ecuatiei t* — st? + st — 1 = 0, unde
s = a+ b+ ¢, de unde obtinem (a, b, c) = (|ul,u,w), u € C* si permutarile.

.......................................................................... 1 punct
Dacd abc = —1 rezulta ci a,b, ¢ sunt solutiile ecuatiei t3 — st> — st + 1 = 0, unde
s =a+ b+ ¢, de unde obtinem (a, b, c) = (—|ul|,u,w), u € C* si permutarile.

.......................................................................... 1 punct
In concluzie, (z,y,z) = (|u|, u, —u) sau (z,v, z) = (£|u|, u, @) si permutirile, unde
W E G 1 punct

Problema 2.
Fie a,b,c,d € N, d # 0 si fie functia f : N — N, definita prin

[an—l—b

fn) = cn +d

} , oricare ar fin € N,

unde [z] reprezinta partea intreaga a numarului real . Demonstrati ca urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

1° f este surjectiva.

2°c=0,b<dsi0<a<d.



Solutie si barem. Admitem ca f este surjectiva. Daca am avea ¢ # 0,
cm—l—b<an+b_a+ b a+b

atunci pentru orice n € N* am avea < = -4+ — <
cn+d cn c cn c

a+b| . - D . : o

f(n) < , In contradictie cu surjectivitatea lui f. Prin urmare, trebuie sa
c
) an+0b )

avem ¢ = 0, deci f(n) = y oricarear fin e N. ......... ... .. 2 puncte
Se constata imediat ca f este crescatoare. Daca am avea b > d, atunci pentru orice

b
n € N am avea f(n) > f(0) = 31 > 1, de unde 0 ¢ Im f, in contradictie cu

surjectivitatea lui f. Drept urmare, trebuie sa avem b < d. Evident, avem a > 0
b
(altfel, f ar fi constanta gi nu ar fi surjectiva). Deoarece f(d) = |a + 3} = a, f este

crescatoare gi surjectiva, trebuie ca {0,1,...,a} C {f(0), f(1),..., f(d)}, de unde
S 2 puncte

Avem f(0) = L%} =0si0< fln+1)— fln) = {W} _

[ b b b

an; - [an;— + %} — [an+ } <1, deunde f(n+1)— f(n) € {0,1} oricare
ar fin € N

Daca f nu ar fi surjectiva, ar exista un ny € N cu proprietatea ca f(n) =
[ b b

Cm; = [Cmod+ } = f(ng) oricare ar fin > ng. Dar atunci ar trebui ca
i . . b +b
pentru orice n > ngy sa avem an+ < M = kil 7 + 1, ceea ce este absurd.
Contradictia obtinuta arata ca f este surjectiva. ...................... 3 puncte

Problema 3.

Fie n > 2 un numar natural cu proprietatea ca multimea radacinilor de ordin n

ale unitatii are mai putin de olvil _q submultimi cu suma elementelor nula. Aratati
ca n este prim. (Am notat cu [z] partea intreaga a numarului real z.)

Solutie si barem. Fie v = cos%r + ¢sin 27”, atunci 7" = 1. Daca n este
compus, exista o scriere n = ab cu a,b > 2. Presupunem ca a > b. Fie A =
{70, 9%, 2, ..., v~} Suma elementelor acestei multimi este S(A) = > 2 =

z€A
a1
];_:0(7) = =00 2 puncte

Consideram multimile A; = v'A = {y'z|r € A}, i = 0,1,...,a — 1. Afirmam c&
acestea sunt disjuncte dou cate doud i fiecare are suma 0. Intr-adevir, S (A;) =
S x=+"> x=0. Existenta unui z € A; N A;,i # j implicd x = ~iy% = i
€A, z€A

pentru 7,5 € 0,1,...,a — 1 si k,p € 0,1,...,b — 1. Atunci v**=3=® —= 1  deci
nli+ak—j—ap. Cum |i+ak—j—ap| < |i—j|+alk—p| < a—1+a(b—1) = ab—1 =n—1
rezulta ca i + ak = j + ap, deci ali — j. Dar cum |i — j| < a — 1 rezulta i = j,
contradictie. . ... 3 puncte

Atunci multimile din setul S = { |J Ax|M C {0,1,...,a — 1}} sunt diferite doua
keM
cate doua gi au suma elementelor 0. Acestea sunt in numar de 2 — 1, dar cum

a>b=a®>>n, decia > Vniar 24 —1 > 2[‘/5] — 1, contradictie. Deci n este prim.



Problema 4.

Determinati numerele intregi nenule a pentru care exista functiile f,g : Q — Q
care verifica ecuatia functionala:

flx+9g(y)) =g(x)+ f(y) + ay, oricare ar i z,y € Q. (1)
Determinati toate aceste functii.

Solutie si barem. Aratam ca a este produs de doi intregi consecutivi nenuli.
Observam ca daca (f, g) este solutie si ¢ € Q, atunci (f + ¢, g) este solutie, astfel ca
putem presupune f(0) = 0.

Daca in (1) punem (z,y) — (—g(0),0) rezulta g(—g(0)) =

Daca in (1) punem (z,y) — (—g(0), —g(0)) rezulta ag(0) = 0 deci a = 0 sau ¢(0) =
0. In cazul a # 0 continuéim cu g(0) = 0, f(0) =
Daca in (1) punem y = 0 rezulta f(z) = g(z), x € Q si revenind in (1) obtinem:

e+ fly) = fle)+ fly) +ay, 2,y € Q. (2)

Punem in (2), (z,y) — (z — f(x),z) si obtinem f(x — f(x)) = —ax, = € Q, deci f
este surjectiva.

Punem in (2), z = 0 si obtinem: f(f(y)) = f(y) + ay, y € Q. Folosind (2) rezulta
flx+ fly) = f(x) + f(f(y)) g1 cum f este surjectiva rezulta f(z + 2) = f(x) +
f(2), Y2,z € Q. Deci f este aditiva, prin urmare f(z) = azx, Vz € Q, a € Q*.
......................................................................... 3 puncte
Revenind in (2) obtinem: a(x+ay) = ar+ay+ay, ¥V r,y € Q deci o> —a—a = 0.

1+v1+4
Avem O{LQZ# €Q < V1+4a€Z,prin urmare a = k(k+ 1), k €
N*, 041:]{?—{—]_, 0[2:—]{5.

In concluzie, @ = k(k + 1), k € N* iar perechile de functii sunt f(z) = (k+ 1)z +
¢, g(x) =(k+ 1)z si f(z) = —kz +¢, g(x) =—kzrunde k € N*, ¢ € Q.

Aceste functii verifica relatia din enunt. .......... ... .. .o 1 punct
Observatie. Pentru gasirea, fara argumentare, a tuturor numerelor intregi a si a
functiilor asociate, se va acorda 1 punct.
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Subiectele — clasa a XI-a

Problema 1.

Fie f : [a,b] — R o functie cu proprietatea lui Darboux astfel ca f(a) - f(b) < 0.
Aratati ca existda a, 8 astfel caa < a < 8 <bsi f(a)+ f(B) = f(a)- f(B).

Problema 2.

Pentru n > 2 numere reale nenule a4, as, ..., a,, nu neaparat distincte, definim
matricea A = (a;;)1<ij<n € Mp(R) prin a;; = max{a;,qa;},Vi,j € {1,2,...,n}.
Aratati ca rang(A) = card{ai|k = 1,2, ...,n}.

Problema 3.
Fie f : R — R o functie derivabila de ordinul n > 2, astfel incat

xh_}IEo flz)=CeRsi JL%f(n)<x> =0.
Demonstrati ca gch_)rgo f®(x) = 0, pentru orice k € {1,2,...,n — 1}, unde f®
reprezinta derivata de ordinul k£ a functiei f.
Problema 4.
Fie n > 2 si matricele A, B € M,(R). Presupunem ca exista z € R\ {O, %, 1}
astfel incat tAB + (1 — ) BA = I,,. Aratati ca (AB — BA)" = O,,.

Timp de lucru: 180 de minute. Fiecare problema valoreaza 7 puncte.
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Solutii-Bareme — clasa a XI-a

Problema 1.

Fie f : [a,b] — R o functie cu proprietatea lui Darboux astfel ca f(a) - f(b) < 0.
Aratati ca exista a, § astfel caa <a < 8 <bsi f(a)+ f(B) = f(a) - f(B).

Solutie.
Conform ipotezei, exista ¢ € (a,b) astfel ca f(c) =0. ......... ... ... 1 punct
Presupunem f(a) < 0si f(b) > 0. (Cazul f(a) > 0si f(b) < 0 se trateaza analog.)
Fie m = min {3, f(b)} € (0,1/2]. Conform proprietatii lui Darboux a functiei f, au
loc incluziunile: [f(a),0] C f([a,c]) si [0,m] C [0, f(b)] C f([c,b]). ....... 2 puncte

Functia g : [0,m] — R, g(z) = x
I‘ J—

, este strict decrescatoare si continua, deci are

imaginea g([0,m]) = [-25,0] C (—00,0]. ... 2 puncte
Alegem y € (f(a),0) N (:25,0). Atunci existd a € (a, c) astfel ca f(a) =y si existd
z € (0,m) astfel ca g(x) = y, deci exista 8 € (¢, b) astfel ca f(5) = x. Rezulta
a<a<f<bsifla)= %, deci f(a)+ f(B) = f(a)- f(B). ...... 2 puncte

Problema 2.

Pentru n > 2 numere reale nenule aq,as, ..., a,, nu neaparat distincte, definim
matricea A = (a;j)1<ij<n € M,(R) prin a;; = max{a;,a;},Vi,j € {1,2,...,n}.
Aratati ca rang(A) = card{ax| k =1,2,...,n}.

Solutie.

Pentru i,7 € {1,2,...,n}, dacd a; = a;, atunci linia (coloana) i a matricei A este
egala cu linia (coloana) j a matricel A. ...... .. ... . i 1 punct
Presupunem ca printre numerele reale nenule aq,as, ..., a, exista r < n numere
distincte ag, < ag, < ... < ag,. Rangul unei matrice este egal cu numarul de linii
(coloane) liniar independente si este invariant la permutarea liniilor (coloanelor).
Rezulta rang(A) = rang(B), unde B = (ag, )1<ij<r € Mo (R). ....... ... 3 puncte
Avem

Ak by Al ks e (07739 Ak K, Afy Ak v Q. A,

ak2k1 akaQ PN akaT_l akzkr ak2 ak2 e (Zkr_l CLkT
det(B) = . =

Aky_rky Qkp_rky -+ Okp_ikey Qkyoiky kp—y Qkpy - Ay Ok

Ak kq A\ ko e Al ko1 Ak, k, ag,. ag,. R A, ag,.

Ay — Qfy Qg — Afg -+ Af,._; — Ak,  Af,.
0 Ay — Qfg - . Ak, — G, A, r—1
= :akTH(aki—akm);éO.
0 0 ce. Q. — Q. A, i=1
0 0 ce 0 ag,.

Rezulta rang(A) = rang(B) = r = card{ax| k =1,2,....,n}. ........ ... 3 puncte




Problema 3.
Fie f : R — R o functie derivabila de ordinul n > 2, astfel incat

lim f(z)=¢eRg lim f™(z)=0.
T—>00 Tr—00

Demonstrati ca rh_)rgo f®(x) = 0, pentru orice k € {1,2,...,n — 1}, unde f®
reprezinta derivata de ordinul k£ a functiei f.
Solutie. .

Definim functiile g : (0,00) — R, gx(z ZZ—: ,ke{l,2,...,n—1}. Fie
r>0s k€ {1,2,...,n—1}. Din forrnul_a lui Taylor cu rest Lagrange, exista
cp(x) € (x,x + k) astlel ca gi(z) = f(x + k) — f(z) — —f )(cx(x)) ...... 2 puncte
Avem lim ¢x(z) = o0, k = 1,2,...,n — 1. Atun(n conform ipotezei, rezulta
lim gkg;)w: 0, pentru oricare k € {1,2,...,n—1}. ... ... 1 punct
o 1 2 ... n—1

Fie A = S G € M, 1(R). Pentru orice x > 0, avem

12 L (n—1)m

W (z) @ (y (n=1) (g
(91(z) ga(z) ... gn-a(z)) = (f 1[( )1 2!( ! Jzn—i)g

Matricea A este inversabild deoarece det(A) = (n — 1)! H (j—1) #0.

> N 2 puncte

1<i<j<n—1

Fie A™' = (ai)1<ik<n_1. Obtinem f ®)(z) = k'ZgZ r)apg, >0, k=1,n—1.
n—1

Rezulta Ilgglo f®(z) = k! izlaik xh_)rglogz(x) =0, Vke {1,2,...,n—1}. ... 2 puncte

Problema 4.
1
Fie n > 2 gi matricele A, B € M,(R). Presupunem ca exista = € R\ {0, 2 1}

astfel incat ©AB + (1 — x)BA = I,,. Aratati ca (AB — BA)" = O,,.
Solutie.

Fie A1, Ao, ..., A\, € C valorile proprii comune ale matricelor AB si BA. ... 1 punct
Atunci matricea (1 —x)BA are valorile proprii (1—x)\;, i = 1,2, ..., n, iar matricea
I, — xAB are valorile proprii 1 —zXA;, 1t =1,2,....,n. ... 1 punct

Cum matricele (1 —xz)BA si I, — xAB sunt egale, ele au aceleasi valori proprii, deci

L D =N A= > (L=ad)(1—ah,) . (1—a),),

1<i1 <..<ip<n 1<i1 <...<ip<n
PENtIU b = 1,2, . M o 1 punct
Notam S, = Z Ay Aiy -+ Ny, k=1,2,...,n. Demonstram S, = C*.
1<iy<ldots<ip<n
n n
Pentru k = 1, avem (1 —x)Z)\i =n— a:Z)\i, de unde S; =n = C}.
i=1 i=1

Fie k € {2,...,n}. Presupunem S; = C", i = 1,...,k — 1. Atunci, conform (1),
(1—2)%S, = C’k—xC'k 1S +22Cr=28,+.. +( 2Oy Skt (—1)kab Sy, =
= OF —pCF 1O + 22CF2C% 4 4 (—1)F k’lC,ll_(k_l)Cﬁ’l + (=1)*2*S, =

= CF —2CkCL 4+ 22CFCE + ..+ ()M rORCE T - (—1)Rats), =



=C (1 —2)% — (=1)Fz*] + (=1)*a*Sy.

Obtinem [(1 — z)* — (=1)*z*] (S, — C¥) = 0. Avem (1—x)*—(—1)*z* # 0, deoarece
x # 3. Atunci Sy = CF. Conform principiului al II-lea al inductiei matematice,
rezultd S, = CF YV ke {1,2,....n}. .o 2 puncte
Fie pag(x) = det(xI, — AB) polinomul caracteristic al matricei AB. Avem:

n

pap(x) = H(:L‘ — ) =a" = S+ S 4+ (1S, =

i=1

=2" - Cla" '+ C2" 2+ (-1)"CF = (- 1),
Atunci (AB — 1,,)" = pap(AB) = O,,. Cum AB—1I, =(1—2)(AB— BA) siz # 1,
obtinem (AB — BA)" = A=) (AB—L)"=0n. «vviiiiiiiiiiii 2 puncte
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Olimpiada Nationalds GAZETA MATEMATICA
Etapa a 3-a - 24 aprilie 2021

Subiectele — clasa a XII-a

Problema 1.
Determinati functiile continue f : [0, 1] — [0, 00) care verifica relatia
1 1010
[ r@a [ pwar / = ( [ o i)
0 0 0
Problema 2.

Sa se determine inelele nenule finite, cu unitate, in care suma tuturor elementelor
este un element inversabil.

Problema 3.

Fie a € N, a > 2. Sa se arate ca

a) Exista un numar n € N*\ {1}, care nu este prim, astfel incat «" =1 (mod n).
b) Daca p este cel mai mic numar din N*\ {1} pentru care a? =1 (mod p), atunci
p este prim.

¢) Nu exista numere n € N*\ {1} pentru care 2" =1 (mod n).

Problema 4.
Fie f : [0,1] — [0, 1] o functie continua si bijectiva, cu proprietatea ca f(0) = 0.
Aratati ca pentru orice a > 0 are loc inegalitatea

(a—|—2)-/0 a® (f(z)+ f(z)) dz < 2.

Timp de lucru: 180 de minute. Fiecare problema valoreaza 7 puncte.
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Subiectele — clasa a XII-a

Problema 1.
Determinati functiile continue f :[0,1] — [0,00) care verifica relatia

/01f<$)dx~/01f2($)dx-..../Olfzozo(x)dx: </01f2021(x)dx)1010‘

Solutie: Daca f: [0,1] — [0, 00) este o functie constanta, cu f(x) = ¢ pentru orice
z € [0, 1], atunci

/ f(z)dz - / f2 ) /1f2020(55) di = ¢ 2. ... (2020 _ 20211010 _

0

= (7)™ = ( / 1 f2°21(x))

Fie f : [0,1] — [0, 00) o functie continua oarecare. Conform inegalitatii lui Holder,
pentru orice k£ € N* avem

([ dx)ki“(/ )= [

1010

................................................................................ 2p
de unde rezulta ca
k41

cu egalitate daca i numai daca f este o funclgle constanta. .................... 1p

1 k
Notand a; = <f () dx) , rezulti atunci ci

0

1 2
ap > Qp_q ( fF(x) dx) , pentru orice k € N*
0

................................................................................ 1p

Atunci



cu egalitate daca si numai daca f este o functie constanta. ..................... 2p
Pentru n = 2020, o functie care verifica egalitatea din enunt, este o functie constanta.
Prin urmare, functiile care verifica proprietatea din enunt, sunt functiile constante.

Problema 2.

Sa se determine inelele nenule finite, cu unitate, in care suma tuturor elementelor
este un element inversabil.

Solutie: Fie (A,+,-) un inel nenul unitar finit cu proprietatea ca suma tuturor
elementelor sale este un element inversabil u € U(A).

Deoarece functia f: A — A, f(z) = —z, este bijectiva, notand 2 =1 + 1, avem
2~u:u+u:2x+2(—x) :Z(a:+(—x)) =0.
€A €A z€EA
................................................................................ 3p
Atunci 2 =2-u-u"! =0, astfel c& a +a = 2 - a = 0 pentru orice element a € A.
................................................................................ 1p

Dam doua variante de continuare - punctajele nu se cumuleaza

var. 1

Inelul A fiind nenul, exista un numar natural nenul n si o multime de elemente
{a1,as,...,a,} C A cu proprietatile

a; #0, apy € A\ Ay, pentru orice k = 1,n — 1,

unde Ay = {> x| B C{a,an, ... ap}b} oo 1p
Pentru fiecare element a € A exista atunci o submultime unica M, C {ay,as, ..., a,},

cu proprietatea ca

rEM,
................................................................................ 1p
Atunci |A] = 2" i
O#uzZazQ” 1Zak,
acA k=1
astfel can =1, [A] =281 A Do oo 1p
var.2
Cu teorema lui Cauchy rezulta atunci ca exista n € N* astfel incat |A| = 2".
................................................................................ 1p

Definim pe A relatia
xwy—d—e—];x:ysaux—i-l:y.
Aceasta relatie este o relatie de echivalenta, astfel ca A se partitioneaza in 2"~ ! clase

de echivalenta de forma {@, 1+ x}. ... 1p
Considerand un sistem R de reprezentanti ai claselor de echivalenta, avem:

O#u:Za:Z(:c—i—1+x)221:2"’1&.
acA zER TER

Rezulta can =1, |[A| =281 A Zo. oo oo 1p
in concluzie:
Singurul inel care verifica conditia din enunt este Z,.

Problema 3.

Fiea € N, a > 2. Sa se arate ca
a) Ezista un numar n € N*\ {1}, care nu este prim, astfel incat a™ =1 (mod n).



b) Daca p este cel mai mic numar din N*\ {1} pentru care a®? =1 (mod p), atunci
p este prim.
c¢) Nu ezista numere n € N*\ {1} pentru care 2" =1 (mod n).

a
Solutie: a) Fie d > 1 un divizor al numarului a—1 si ¢ = — Daca n = d?, atunci
n nu este prim si

a"=(1+qd)"=1+ngd+ Md*=1 (modn).

................................................................................ 1p
b) Fie p cel mai mic numar natural, cu p > 1 gi a® = 1 (mod p). Rezulta ca
(a,p) =1 si G este un element inversabil al inelului Z,. ..................... ... 1p
In grupul multiplicativ U(Z,) avem atunci ca a? = 1 = a*®) si ord(a)|(p, ¢(p)).

................................................................................ 1p

a’=1+Mp=1 (modq),

ceea ce contrazice minimalitatea lui p....... ... ... ... 1p
Daca ord(a) = 1, atunci a = 1 (mod p), de unde a =1 (mod ¢) si a? =1 (mod q)
pentru orice divizor ¢ > 1 al lui p. Minimalitatea lui p implica deci ca p nu are
divizori proprii ¢ > 1, deci p este prim............... 1p
¢) Daca ar existan € N;n > 1, cu 2" =1 (mod n), fie p cel mai mic numar natural
cup>1gi2" =1 (mod p). Proprietatea de minimalitate a lui p implica ca in
grupul U(Z,) ord(2) = 1, adica

2=1 (mod p),

ceea ce este absurd. Rezulta ca nu exista numere naturale n, cu n > 1, astfel incat
2" =1 (MO M. o 2p

Problema 4.
Fie f :[0,1] — [0,1] o functie continua si bijectiva, cu proprietatea ca f(0) = 0.
Aratati ca pentru orice o > 0 are loc inegalitatea

(a+2)-/0 2 (f(z)+ [ (z)) de < 2.

Solutie: Functia f fiind continua si bijectiva este strict monotona, gi cum f(0) = 0,
rezulta ca f(1) =1 si f este strict crescatoare. ..., 1p
Conform inegalitatii lui Young, avem

/ f(t)dt +/ fHt)dt > 2? , pentru orice x € [0, 1],
0 0

cu egalitate daca si numai daca f(x) =x. ... 2p
Inegalitatea de mai sus se mai scrie

/w (fO) + fH (@) —2t) dt >0 pentru orice z € [0, 1].
0

Fie G : [0,1] — R functia definitd prin G(z) = [ (f(t) + f~*(t) — 2t) dt. Atunci
G(1) = G(0) =0, G(z) > 0 pentru orice x € [0, 1], G este derivabila i pentru orice
a > 0 avem

/01 2 (f(z) + f(2)) dz = 2/01 gotl dx—i—/olxa (f(x) + £ () — 22) da =



_05—0—2 a+2 a0

_ 2 +/01 G (x) dx = 2 lim (G(l)—G(a)-aa—/ala-x”lG(x) dx> <

Rezulta ca
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CLASA a V-a

Problema 1. Determinati numerele naturale de forma ab, care au proprietatea ca
restul impartirii lui ab la a + b este a - b.

Problema 2. a) Fie n un numar natural. Demonstrati ca, daca numerele 9 - n + 1 si
11 - n + 1 sunt simultan patrate perfecte, atunci n este divizibil cu 5.

b) Determinati cel mai mic numar natural nenul n pentru care numerele 9 - n + 1 si
11 - n + 1 sunt simultan patrate perfecte.

Problema 3. a) Determinati numerele prime a, b, ¢, cu a < b < ¢, pentru care
a® + b + 2 = 2022.

b) Exista cinci numere prime distincte care au suma patratelor egala cu 20227 Justi-
ficati raspunsul!

Problema 4. Determinati perechile (a,b) de numere naturale nenule, care au propri-
etatea ca 2-b+ 1 divide 3-a—1si2-a+1 divide 3-b— 1.

Timp de lucru 2 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebari
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a V-a — solutii si bareme

Problemzl 1. Determinati numerele naturale de forma ab, care au proprietatea ci restul
impartirii lui ab la a + b este a - b.

Solutie. Avem conditia a-b < a +b. Daca a si b ar fi mai mari sau egale cu 2, presupunand
ca a > b, obtinem a-b>2-a > a+b, contradictie. La fel pentru a <b. In concluzie a <1 sau
D e 3p

Cazul I. Pentru a < 1, deoarece a # 0 obtinem a = 1. Conform teoremei impartirii cu rest
avem 1b = (1 +b) - C + b, de unde 10 = (1 + b) - C, unde am notat cu C catul impartirii. Deci
b+ 1 divide pe 10, b putand avea valorile 0,1,4 sau 9. Obtinem solutiile 10,11,14,19....... 2p

Cazul II. Pentru b < 1 avem douéa subcazuri:

a) Daca b = 0, atunci obtinem solutiile 10, 20, ..., 90.

b) Dacd b = 1, din teorema impartirii cu rest obtinem al = (a + 1) - C + a, de unde
9-(a+1)=(a+1)-C+8. Obtinem ca a + 1 divide pe 8, deci a poate fi 1,3 sau 7. Se obtin
solutiile 11,31, T .. . 2p

Problema 2. a) Fie n un numar natural. Demonstrati ca, daca numerele 9-n+1si 11-n+1
sunt simultan patrate perfecte, atunci n este divizibil cu 5.

b) Determinati cel mai mic numér natural nenul n pentru care numerele 9-n+1si 11-n+1
sunt simultan patrate perfecte.

Solutie. a) Daca ultima cifra a lui n este 1,2,6 sau 7, atunci ultima cifra a lui 11-n + 1 este

2,3,7, respectiv 8, deci 11 - n + 1 nu este patrat perfect. ............ ... ... .. .. ... ........ 2p
Daca ultima cifra a lui n este 3,4,8 sau 9, atunci ultima cifra a lui 9-n + 1 este 8,7, 3,
respectiv 2, deci 9-n + 1 nu este patrat perfect. ........ ... .. 2p
Cum numerele 11-n +1 si 9-n + 1 sunt simultan patrate perfecte, deducem ca ultima cifra
a lui n trebuie sa fie 0 su 5, deci n este divizibil cu 5. ........ .. 1p
b) Considerand multiplii de 5 nenuli 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, obtinem pentru numarul 9-n+ 1
valorile 46,91, 136, 181, 226, 271, 316, care nu sunt patrate perfecte. ........................ 1p

Pentru n = 40 obtinem 9-n + 1 =361 = 192 i 11 -n + 1 = 441 = 212, deci n = 40 este cel
mai mic numar natural nenul pentru care 9-n+1 si 11-n+ 1 sunt simultan patrate perfecte.1p

Problema 3. a) Determinati numerele prime a, b, ¢, cu a < b < ¢, pentru care
a? + b* + ¢ = 2022.

b) Exista cinci numere prime distincte care au suma patratelor egala cu 20227 Justificati
raspunsul!

Solutie. a) Daca a,b, c ar fi toate impare, atunci a’® + b + ¢? ar fi impar, ceea ce contrazice
ipoteza. DeCl @ = 2. ... 1p



Din b + ¢? = 2018 si ¢ numir prim deducem ci ¢ < 43. Daci ¢ < 31, cum b < ¢, obtinem
b <29, deci b + ¢ < 1690 < 2018. Astfel ¢ poate avea valorile 37,41 sau 43. .............. 2p
Pentru ¢ = 37 si ¢ = 41 nu avem solutie, iar pentru ¢ = 43 obtinem b =13. ............ 1p
b) Presupunem ci existd a < b < ¢ < d < e numere prime cu a? + b + % + d? + e? = 2022.
Daca toate ar fi impare, atunci suma patratelor lor ar fi impara, ceea ce contrazice relatia. Deci

a =2 si obtinem b? 4+ ¢® + d? + €2 = 2018. ..ttt 1p
Dacd b = 3, atunci ¢? + d? + ¢ = 2009, si cum ¢, d, e sunt de forma M3 + 1 sau M3 + 2,
obtinem ci ¢ + d% + €2 = M3 7 2000. ... 0 ittt 1p
Daci b > 3, atunci b + ¢ + d? + > = M3 + 1 # 2018. In concluzie nu existd numere cu
proprietatea CErUbA. . ... ... it 1p

Problema 4. Determinati perechile (a,b) de numere naturale nenule care au proprietatea
ca2-b+1divided-a—1si2-a+1divide 3-b—1.

3a—1 3b—1
Solutie. Daca h b i tunci 1 = iy = t
olutie aca perechea (a,b) convine, atunci numerele x %1 siy %0t 1 sun
NATUTALE e e 1p
3a 3b 9 1 . . o .
Avem z-y < % %M1 25 si, cum 2 si y sunt numere naturale, deducem ca sunt posibile
a

doarcazurile z =y=1,z=1,y=2sic=2,y=1...... ... i 3p
Incazulx =y =1obtinema=0=2....... .. .. ... . 1p
Incazul x =1,y =2obtinema =12,b=17...... ... . .. .. . . . . i 1p
Incazul x =2,y =1obtinema=17,b=12...... ... ... . i 1p
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CLASA a VlI-a

Problema 1. Céte numere naturale n au proprietatea P(n) = S(n) = 8, unde
P(n) si S(n) reprezinta produsul, respectiv suma cifrelor numarului n (scris in baza 10)?
Justificati raspunsul!

Problema 2. O multime M va fi numita speciald daca indeplineste simultan conditiile:
- este nevida si are ca elemente doar numere naturale;

x
- daca x € M si x este par, atunci — € M;

- daca x € M si x este impar, atunci 3-z 4+ 1€ M.

a) Aratati ca, dacd M este o multime speciala si 12 € M, atunci M are cel putin 10
elemente.

b) Aratati ca exista o infinitate de multimi speciale care au exact doua elemente
impare.

Problema 3. Ana are 200 de monede, avand respectiv valorile 1, 2, 22, ..., 219, Ea
le imparte in 100 de grupe de cate doua monede, calculeaza sumele sy, So, ..., Sigo ale
valorilor monedelor din fiecare grupa si afla cel mai mare divizor comun D al numerelor
S1, 82, ..., 5100-

a) Aratati ca D este impar.

b) Determinati valoarea maxima a lui D pe care o poate obtine Ana.

Problema 4. a) Aratati ca orice triunghi poate fi impartit in trei triunghiuri cu
interioarele disjuncte, unul fiind dreptunghic, unul isoscel si unul ascutitunghic.

b) Aratati ca orice triunghi neisoscel poate fi impartit in cinci triunghiuri cu inte-
rioarele disjuncte: unul isoscel, unul echilateral, unul ascutitunghic, unul dreptunghic si
unul obtuzunghic.

Timp de lucru 2 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebari
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a VI-a — solutii si bareme

Problema 1. Cate numere naturale n au proprietatea P(n) = S(n) = 8, unde P(n) si
S(n) reprezinta produsul, respectiv suma cifrelor numarului n (scris in baza 10)? Justificati
raspunsul!

Solutie. Sunt posibile numere de trei tipuri.

I. Numere cu o cifra 4, o cifra 2 si doua cifre 1. Cifra 4 poate ocupa oricare dintre cele 4
pozitii posibile, iar pentru fiecare alegere a pozitiei lui 4 exista cate 3 alegeri a pozitiei lui 2,

restul cifrelor fiind 1. Obtinem astfel 12 numere de acest tip.............. ... ... ... ... 3p
II. Numere cu trei cifre 2 si doua cifre 1. Pozitiile celor doua cifre 1 se pot alege in 10 moduri,
restul cifrelor fiind 2. Obtinem astfel 10 numere de acest tip.............. ... ... ... ..., 3p
I11. Numérul 8. In total obtinem 23 de NUMEre . ..............co.oviiiieaieiaiaan... 1p

Problema 2. O multime M va fi numita speciald daca indeplineste simultan conditiile:
- este nevida si are ca elemente doar numere naturale;

- daca x € M si x este par, atunci ge M;

- daca x € M si x este impar, atunci 3-x+ 1€ M.

a) Aratati ca, daca M este o multime speciald si 12 € M, atunci M are cel putin 10 elemente.
b) Aratati ca exista o infinitate de multimi speciale care au exact doua elemente impare.

Solutie. a) Din 12 € M reiese ca M contine elementele 6, 3, 10, 5, 16, 8,4, 2, 1......... 3p
2% — 1
b) Daci n este numar natural nenul, atunci 22" = Mgz + 1, deci z,, = 5 este numar
NATUTAL . .. e 2p
Pentru n > 1, multimea M = {m,,2%" 22n=1 22n=2 " 1} este speciala si are exact dous
elemente impare: x,, si 1. Obtinem astfel o infinitate de multimi speciale care au exact doua
EleMENTE IMIPATE . . . ettt ettt e et e et e e e ettt e e e e e 2p
Problema 3. Ana are 200 de monede, avand respectiv valorile 1, 2, 22, ..., 2199, Ea le
imparte in 100 de grupe de cate doua monede, calculeaza sumele s1, s3, ..., Sigo ale valorilor
monedelor din fiecare grupa si afla cel mai mare divizor comun D al numerelor si, s2, ..., s100-

a) Aratati ca D este impar.
b) Determinati valoarea maxima a lui D pe care o poate obtine Ana.

Solutie. a) Una dintre grupe este de forma {1,2"}, cu n > 1, deci suma s atasata ei este

impara. Deoarece D divide s, rezulta ca D este impar .......... ..o, 2p
b) Vom arta cd D maxim este 1+ 2100 1p
Dacid Ana formeaza grupele {27, 27100} "cu 0 < n < 99, atunci se obtin sumele 2" (1 4 21%7)
iar in acest caz D = 14 2100 2p

Pe de alta parte, daca 2'%0 este grupat cu 2", n > 100, atunci D | 2" 2100 = 2100(] 4 9n—100)
si D impar duce la D < 1+ 277100 <1 429 jar daca 219 este grupat cu 27, n < 100, atunci



D | 2" + 2190 = 2n(1 4 2100-n) &i D impar duce la D < 1+ 219077 <1 4 2190 deci nu putem

obtine D > 1+ 28100

Problema 4. a) Aratati ca orice triunghi poate fi impartit in trei triunghiuri cu interioarele

disjuncte, unul fiind dreptunghic, unul isoscel si unul ascutitunghic.

b) Aratati ca orice triunghi neisoscel poate fi impartit in cinci triunghiuri cu interioarele dis-
juncte: unul isoscel, unul echilateral, unul ascutitunghic, unul dreptunghic si unul obtuzunghic.

Solutie. a) Un triunghi oarecare ABC are cel putin doua unghiuri
ascutite. Daca, de exemplu, acestea sunt ZB si ZC, atunci inaltimea
AD imparte AABC in triunghiurile dreptunghice ABD si ACD ....1p

Ducand in AABD si AACD medianele DE, respectiv DF, obtinem
triunghiurile isoscele ADE, BDE, ADF siCDF.................... 1p

Daca unul dintre ele este ascutitunghic, problema este rezolvata. In
caz contrar avem /DFA = /DEB = /DFA = Z/DFC = 90°, deci
AABC este dreptunghic isocel. In acest caz putem lua G pe BC' astfel
incat ZCAG > 45° si GH 1 AB, H € AB pentru a obtine AACG
ascutitunghic, ABGH isoscel si AAGH dreptunghic................ 1p

b) Fara a pierde generalitatea, putem presupune ZA > /B > ZC.

Atunci ZA > 60° si putem lua D pe segmentul BC astfel incat
ZCAD = 60°. Deoarece LZADC > /B > ZC, avem AC > AD, deci
putem lua punctul E pe segmentul AC astfel incat AE = AD. Obtinem
astfel ADFE echilateral, situat in interiorul AABC .................. 2p

Deoarece ZDEC = 120°, ADCE este obtuzunghic. Apoi, conform
a), AABD poate fi impartit intr-un triunghi dreptunghic, un triunghi

ascutitunghic si un triunghi isoscel.......... ... . ... ool

A
F
D C
A
G C
A
E
D C
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CLASA a VII-a

Problema 1. Determinati numerele naturale nenule n cu proprietatea ca numarul 6"
se poate scrie ca suma cuburilor a trei numere naturale consecutive.

Problema 2. Pe laturile AB si AC' ale triunghiului ascutitunghic ABC' se construiesc,
in exteriorul acestuia, triunghiurile ABP si ACQ cu <P = <Q = 90°si < BAP = < CAQ.
Notam cu M mijlocul laturii BC' si cu N piciorul inaltimii din A a triunghiului ABC.

Demonstrati ca punctele M, N, P si () sunt conciclice.

Problema 3. Pe latura BC a paralelogramului ABC'D se considera punctele E si F.
Notam cu G si H punctele in care dreapta C'D intersecteaza dreptele AE, respectiv AF,
si cu I punctul de intersectie a dreptelor EH si FG.

Demonstrati ca dreptele BD si C'I sunt paralele.

Problema 4. Numim multime interesantd o multime de 2022 de numere reale strict
pozitive cu proprietatea ca, atunci cand scriem elementele sale in ordine crescatoare, nu
exista niciun element care sa fie egal cu media aritmetica a vecinilor sai.

Oricarei multimi A 1i atasam multimea

A={z+y|xz,yeA}.
a) Determinati cardinalul maxim posibil al unei multimi A atunci cand A parcurge

toate multimile interesante.

b) Determinati cardinalul minim posibil al unei multimi A atunci cand A parcurge
toate multimile interesante.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a VII-a — solutii si bareme

Problema 1. Determinati numerele naturale nenule n cu proprietatea ca numarul 6" se
poate scrie ca suma cuburilor a trei numere naturale consecutive.

Solutie. Observam ca n = 1 nu convine, dar n = 2 si n = 3 au proprietatea dorita, deoarece
62=134+23 433 dar 6 =33+ 43 4 5%, 2p
Vom arata ca acestea sunt singurele valori convenabile ale lui n. Presupunem, prin absurd,
cd existd n > 4 si m € N* astfel incat 6" = (m — 1)> +m? 4 (m 4 1)*>. Cum 6" este numir par,
rezulta ca m trebuie sa fie par, prin urmare m = 2k, unde £ € N*. Dupa calcule obtinem ca

6" =12k (2K 4 1). oo 1p
Atunci 272 .37 =k (2/<:2 + 1). Cum numerele k si 2k% + 1 sunt prime intre ele, al doilea
fiind impar, rezultd ca 272 =k si 3" = 2k2 £ 1. 2p
Obtinem 371 = 227=3 11, Tnsi 2273 41 > 22773 = 32.47*4 > 27.37~% = 37! §j ajungem
la o contradictie. ....... ... .. 2p

Problema 2. Pe laturile AB si AC ale triunghiului asculitunghic ABC' se construiesc, in
exteriorul acestuia, triunghiurile ABP si ACQ cu <P = 4Q = 90° si {BAP = <CAQ. Notam
cu M miglocul laturic BC' st cu N piciorul inaltimii din A a triunghiului ABC.

Demonstrati ca punctele M, N, P si () sunt conciclice.

A




Solutie. Notam cu a masura unghiului A si fie x = BAP = C/’/E)

Cum APB = ANB = 90°, punctele A, P, B si N sunt conciclice. Atunci PNA = PBA =
90° — x. Analog se arata ca Q/m = @ = 90° — z, prin urmare m =180° — 2z. ..... 2p

Fie D si E mijloacele laturilor AB, respectiv AC. Patrulaterul ADM E este un paralelogram,
asadar DME = A = a. PD este mediana corespunzatoare ipotenuzei in triunghiul dreptunghic
PAB, deci PD = DA. Deducem ci PDA = 180° — 22. Analog, AEQ = 180° — 2z. ........ 1p

In cazul in care punctele M, D si P sunt coliniare, avem ca PDA = A\, de unde a+2x = 180°.
Rezulta ca punctele M, E, @) sunt, si ele, coliniare. Astfel, P/]W\Q — DME = a = 180° — 2z =
fm, asadar punctele M, N, P si () sunt conciclice. ................. ... ... oo 1p

Daca punctele M, D si P sunt necoliniare, atunci a+2x # 180°, iar punctele M, E, ) sunt, si
ele, necoliniare. In cele ce urmeaza, presupunem ca a + 2z < 180°, cealalta situatie tratandu-se
similar.

1 1 —_— —_—
Cum PD = fAB = MFE, DM = fAC’ = QFE si PDM = MEQ = a+ 2z, triunghiurile

PDM si MEQ sunt congruente Sl de aici, PMD = MQE

Rezulta ca PMQ PMD + DME+ EMQ MQE +a+ EMQ = a + 180° — ]\m =
a+180° — (a + 2z) = 180° — 2z = PNQ, deci punctele M, N, P si Q sunt conciclice. ...... 3p

Problema 3. Pe latura BC' a paralelogramului ABC'D se considerda punctele E si F'. Notam
cu G si H punctele in care dreapta CD intersecteaza dreptele AE, respectiv AF', si cu I punctul
de intersectie a dreptelor FH si F'G.

Demonstrati ca dreptele BD si CI sunt paralele.

Solutie. Notam cu a si b lungimile laturilor AB, respectiv AD, iar z si y vor fi lungimile
segmentelor CG, respectiv CH. Presupunem, fara a restrange generalitatea, ca = < y.

EC b
Din asemanarea triunghiurilor ECG si EBA obtinem cid —— = f, deci EC = T
’ ’ EB ab a +b T
Analog, din asemanarea triunghiurilor FCH si FBA deducem ca CF = Y ,lar BF = @
a—+y a+y
Atunci FF =CF — CE = ably—x) 2p

(a+z)(aty)
Fie J punctul de intersectie a dreptelor AF' si CI. Folosind teorema lui Ceva in triunghiul
FJ a

CFH si tinand seama de rezultatele de mai Inainte, obtinem ca — = . Insi din
3 5 3 JH a _|_ y
asemanarea triunghiurilor ABF' si HC'F deducem ca FH = Y AF , prin urmare F'J = 5 ?j_ ,
a a+y
iar JH = MAF e 3p
a(2a+y)
Fie K punctul de intersectie a dreptelor AF si BD. Din asemanarea triunghiurilor ADK si
BFK obtinem KF = CEY AR 1p
2a " 2a+ Y
H H
Atunci TKJ y_ Cg Folosind reciproca teoremei lui Thales in triunghiul H K D urmeaza
a
concluzia problemei. .. ... 1p



Problema 4. Numim multime interesanta o multime de 2022 de numere reale strict pozitive
cu proprietatea ca, atunci cand scriem elementele sale in ordine crescatoare, nu existd niciun
element care sa fie egal cu media aritmetica a vecinilor sai.

Oricarei multimi A % atasam multimea A = {z +y | z,y € A}.

a) Determinati cardinalul maxim posibil al unei multimi A atunci cind A parcurge toate
multimile interesante.

b) Determinati cardinalul minim posibil al unei mulfimi A atunci cind A parcurge toate
multimile interesante.

Solutie. a) Cardinalul maxim al unei multimi A se obtine atunci cand toate sumele = + v,

- ~ 20222023
unde x,y € A, sunt distincte. In acest caz, A‘ Sy 1p
Acest maxim se atinge, de exemplu, pentru multimea interesanta
A=1{1,33%...,39}.
........................................................................................... 1p

b) Fie a1 < ag < ... < agz2 elementele unei multimi interesante A.

Atunci sumele a; + az, az + az si a; + a3 sunt distincte; notam cu A; multimea formata
din aceste trei numere. Analog, sumele az + a3, az + a3 si az + a4 sunt distincte; notam cu Aj
multimea formata din aceste numere. Observam ca A; si Az sunt disjuncte, deoarece az + as,
cel mai mic element al lui As, este mai mare decat orice element al lui A;.

In aceeasi maniera definim multimile A3, A4, ..., A2g20, disjuncte doua cate doua. Atunci

{a1 + a1} UA1 U Ay U ... U Ao U {azo21 + a2022, az022 + ag022} C A.

Rezulta ca [A] > 1+ 32020 +2 = 6063. .........oootiniiitiiitiiiaeiiiie e 3p
Acest minim se atinge, de exemplu, pentru multimea interesanta

A=1{1,2,4,5,7,8,...,3031,3032} .

Multimea atasata este A= {2,3,4,5,...,6064}, de cardinal 6063. ......................... 2p
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CLASA a VIII-a

1 2
> .
T+ 1T+ 7 T+ab
b) Fie x,y, z € [0,00), cu proprietatea ca 2x + 2y + 2z + zy + yz + zx = 9.
Aratati ca:

Problema 1. a) Aratati ca, daca a,b € [1,00), atunci

1 1 1 3
+ + Z -
?24+2r+2 P +2y+2 224224275
Problema 2. Fie a,b € R cu proprietatea ca |ax + b| < 1, pentru orice x € [—1,1].
a) Aratati cd |a® + ab+ 2b| < 2.
b) Aflati numerele a si b pentru care |a? + ab + 2b| = 2.

Problema 3. In interiorul cubului ABCDA’B'C' D'’ se considers piramida patrulaters
regulatd SABCD cu baza ABCD, astfel incat < ((SA'B’), (SC'D')) = 30°. Fie punctul
M pe latura A’D’ pentru care XA’ B'M = 30°.

a) Aflati unghiul dintre apotema piramidei SABCD si planul (ABC).

b) Determinati tangenta unghiului dintre planele (M AB') si (SAB).

Problema 4. Se considera numarul natural n, cu n > 2. Spunem ca numarul S
este special, daca pentru orice scriere a lui n sub forma n = n; + ny + ... + ng, cu
k,ny,ng,...,n € N sing <ng < ... < nyg, exista numerele ag,aq,...,a; € N, astfel
incat a; < ag < ...<ap Si ang + amng + ... +apng = S.

a) Ardtati cd numarul n? — 2n nu este special.

b) Aflati toate numerele speciale.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a VIII-a — solutii si bareme

Problema 1.
1 2

> .
1+a? + 14627 1+ab

b) Fie z,y,z € [0,00) cu proprietatea cd 2x + 2y + 2z + xy + yz + zo = 9.
Aratati ca:

a) Aratati ca, dacd a,b € [1,00), atunci

w

1 1 1
= -
x2+2x+2+y2+2y+2+22—|—2z+2 5

Solutie. a) Inegalitatea este echivalenta cu (a—b)%(ab—1) > 0. Deoarece ab > 1, inegalitatea
din enunt este adevarata. .......... . ... 2p

b) Egalitatea 2z + 2y + 2z + 2y + yz + zx = 9 este echivalenta cu:

4+ Dy +D)+y+DE+D)+E+D)(@+1) =120 o, 1p
Fiea=x+1,b=y+ 1, c= z+ 1. Inegalitatea de demonstrat se rescrie
1 1 1 3
> = 1
TRt e M)

1+a?

unde numerele reale a, b, c > 1 verifica relatia ab + bc + ca = 12.

Folosind punctul a), obtinem succesiv:
1 N 1 S 2 1 n 1 < 2 , 1 N 1 < 2
= 3 = S1 = .
14+a? 1407 14ab 140 1427 14+bc ~ 142 1+4+a?7 1+4ca
Adunand membru cu membru inegalitatile precedente, deducem ca:
1 1 1 1 1 1
> 2) 2
e 1R T T e T @ 1vbe T Ttea D P
Utilizand inegalitatea dintre media aritmetica si media armonica pentru numerele 1 + ab,
1+bcsil+ ca, deducem ca:
1 1 1 9 3

> - >
1—|—ab+1—|—bc+1+ca (14+ab)+(1+bc)+(14+ca) 5

de unde, tinand cont de (2), obtinem inegalitatea (1), adica cerinta problemei. ........... 2p

Problema 2. Fie a,b € R cu proprietatea ca |ax + b| < 1, pentru orice x € [—1,1].
a) Ardtati ca |a® + ab+ 2b| < 2.
b) Aflati numerele a si b pentru care ’aQ + ab + 2b| = 2.

Solutie. a) Pentru x =0 in inegalitatea din enunt, rezultd ca [b] < 1. ................ 1p
Inlocuind = =1 si apoi x = —1, din ipoteza obtinem |a +b| < 1si |a — b < 1.
Asadar [2a| =|(a+b)+(a—Db)|<|a+b+]a—b <2,deci|a| <1. ...l 1p

a+b
2

+b' < 1, adica

Rezults ca si ¢ € [-1,1]. Ob‘ginem‘a- a’?+ab+2b| <2. ... 1p



b) Pentru a = 0, din |a® + ab + 2b| = 2 obtinem b € {—1,1}. Perechile (a,b) = (0,1) si
(a,b) = (0,—1) verifica proprietatea

(P) : |ax + b| < 1, pentru orice z € [—1,1],

deci sunt solutii ale problemei. ........ ... . 1p
Vom arata ca, pentru a # 0, nu se obtin alte solutii. Presupunem, prin absurd, ca exista o

pereche (a,b) de numere reale, cu proprietatea (P), astfel incat a # 0 si |a2 +ab + Qb‘ =2.
Consideram functia de gradul intai f : R — R, f(z) = ax + b. Egalitatea ‘aQ + ab+ 2b‘ =2

b
este echivalenta cu |f (a—;— ) ‘ = 1. Proprietatea (P) se rescrie:

|f(z)| <1, pentru orice z € [—1,1].

Singurele valori ale lui « pentru care este posibil ca |f(z)| = 1 sunt x = 1 si x = —1, deci
a+b a+b
este necesar fie ca =1, fie ca = =l 2p
In prima situatie, obtinem a = b = 1, iar in cea de-a doua, deducem a = b = —1.

Cu aceste valori ale lui a si b, proprietatea din enunt devine
|z + 1| < 1, pentru orice x € [—1,1],

ceea ce este absurd, deoarece afirmatia precedenta este falsa (un contraexemplu este x = 1).
Ca urmare, presupunerea facuta este falsa, deci problema nu are solutii (a,b), cu a # 0. 1p

Problema 3. In interiorul cubului ABCDA'B'C'D' se considerd piramida patrulaterd
requlatd SABCD cu baza ABCD, astfel incat <((SA'B'), (SC'D')) = 30°. Fie punctul M pe
latura A'D’ pentru care <A'B'M = 30°.

a) Aflati unghiul dintre apotema piramidei SABCD si planul (ABC).

b) Determinati tangenta unghiului dintre planele (M AB') si (SAB).

Solutie.




a) Intersectia dintre suprafata cubului si planul paralel cu (AA’ D’ D) care contine punc-
tul S este patratul UU'V'V, unde U € AB si V € CD. Evident, <((SA'B'), (SC'D’)) =
¥ (U’S,V'S), in consecintd <U’'SV’ = 30° sau <U’SV’ = 150°. Punctul S se afld in interiorul
patratului UU'V'V, deci <U’'SV’ este interior cercului circumscris patratului. Asadar obtinem

<U'SV' > %U’V’ = 45° > 30°, de unde rezulta ca SU'SV' =150°. ................oo... 1p

Se aratd usor ca triunghiul USV este echilateral (alegem punctul S in interiorul patratului
UU'V'V, astfel incat triunghiul UV'S’ sa fie echilateral, si se aratd ca punctele S si S’ coincid),
in consecinta <I(SU, (ABCD)) =ISUV =60, o 1p

b) Cum triunghiurile M A’A si M A’B’ sunt congruente (C.C.), deducem c&d <M AA" = 30°,
deci SMAD = 60°. Asadar <(MA, (ABCD)) = «(SU, (ABCD)) = 60°.

Rezultd ca SU || MA, deci SU || (MAB'). ..o 1p
Asadar dreapta de intersectie a planelor (M AB') si (SAB) este paraleld cu SU si trece prin A,
adicd (MAB')N(SAB) = MA. ... . 1p

Fie T € AM, astfel incat B'T 1| AM.

Deoarece AB C (SAB) si AB L AM, rezultd c& <((MAB'), (SAB)) = <(B'T, AB). Cum
A'B' || AB, rezultd ci < ((MAB'), (SAB)) = <(BT,A'B") = <A'B'T. .................. 1p
av/b
Ta

unde a reprezinta latura cubului. Din triunghiul dreptunghic TA'B’, cu <TA'B’ = 90°,

Egaland aria triunghiului isoscel M AB’ scrisd in functie de doua baze, rezultd B'T =

a AT 1
deducem A'T = —, iar tg(AXA B/T) = —— = —. . 2
2’ 8 ) =5 =3 P
Problema 4. Se considera numadrul naturaln, cun > 2. Spunem cd numdarul S este special,
dacd pentru orice scriere a lui n sub forma n=mn1+ns+...+ng, cu k,ni,ng,...,ni € N*
sing < ng < ... < ng, ewista numerele ay,az,...,ar € N, astfel incat a1 < az < ... < ap §t

ainy +asno + ... +apng = S.
a) Ardtati cd numdrul n? — 2n nu este special.
b) Aflati toate numerele speciale.

Solutie. a) Presupunem ci numarul n? — 2n este special. Deoarece n = 1 + (n — 1), ciutam

a,beN, cua<b, astfelincat n2 —2n=a-1+b(n —1). ..o, 1p
Cum a < b, rezultd cd n? —2n = a+b(n —1) < b+ b(n — 1) = bn, deci b > n — 2, adici
B 1 1p
In consecinti, n?> —2n=a+b(n —1) > b(n —1) > (n —1)> =n? — 2n + 1, fals.
Asadar numirul n? — 2n nu este SPecial. ... ...l 1p

b) Daca S este un numar special, atunci pentru scrierea n = n exista a € N, astfel incat
S =an, deci S este un multiplu al lui m. ... 1p

Fie S =t-n,cut € N. Pentru k = 2, ny =1 si ng =n—1, numarul n se scrien = 1+ (n—1),
si existd aj,a2 € N, cu a1 < ag, astfel incat S =¢-n = a1 +az(n — 1) < ag + az(n — 1) = nas.
Rezulta ca ag > t, deci ag >t + 1.

Dint-n=a;+a2(n—1) >ay(n—1)> (t+1)(n—1),obtinem ¢t >n—1. ............ 1p

Aratam ca pentru orice p € N, cu p > n — 1, numarul S, = pn este special.

Fie k € N* si ny,n9,...,np € N*, ny <ng < ... < ny, astfel incat n =ny +ng + ... + ng.
Avem:

Sn_lznz—n: (nl—i—ng—l—...—l—nk)Q—(n1+n2+...+nk) :nl(n1—1)+n2(2n1+n2—1)+
+n3(2n1 +2n2 +n3 — 1) + ...+ ng(2n1 + 2n2 + ..+ 2ngg + 0y — 1)



Numerele naturale a1 =ni;—1, as =2n1+ns—1, ..., ap =2n1+2ns+...+2np_1+np—1

sunt astfel incat 0 <a; <ag <...<agsi Sp—1 =aini+ano+...+apng. ..o 1p
Pentrup > n—1, scriem pn = n(n—14+p—n+1) = n(n—1)+n(p—n+1) = Sp_1+n(p—n+1).
Cu numerele ay,as, ..., a alese anterior, deducem ca:

Sp=pn=ain +ame+...+agni+ (ni+na+...+n)(p—k+1),

deci Sp=(a1+p—k+1)-ni+(ax+p—k+1)-na+...+ (ax+p—k+1) n.

Pentru Aj=a1+p—n+1,A2=as+p—n+1,..., Ay =ar+p—n+1, obtinem
0<A <Ay <... <A si Sp:A1n1+a2n2+...+aknk.

Asadar, pentru orice p € N, cu p > n — 1, numerele S, = pn sunt speciale. ............ 1p
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CLASA a IX-a

Problema 1. Se considera a si b numere naturale nenule. Demonstrati ca ecuatia
2* + (a+b)*x +4ab=1

are solutii rationale daca si numai dacd a = b.

Problema 2. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A, astfel incat A" este mijlocul

ipotenuzei, M mijlocul inaltimii AD, D € (BC) si {P} = BM N AA'.
Daca notam a = m(PCB), sa se demonstreze ca

tga =sinC' - cos C.

Problema 3. Determinati functiile f : R — R pentru care exista functia g : R — R
astfel Incat

f(@) + fy) = lg(z +y)],

oricare ar fi z, y numere reale.
(Am notat cu [a] partea intreaga a numarului real a.)

Problema 4. Fie a,, ¢, d numere naturale nenule, cu a < b < ¢ < d si ad = be.
Demonstrati ca

20+ vVa+Vd<b+c+1.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a IX-a — solutii si bareme
Problema 1. Se considera a si b numere naturale nenule. Demonstrati ca ecuatia
2 2 —
z*+ (a+b)’r+4ab=1
are solutii rationale daca si numai daca a = b.

Solutie. Pentru a = b numere naturale nenule ecuatia se scrie 2 + 4a?x + 4a? — 1 = 0, cu

solutiile 71 = —1 81 @2 = 1 — 4a% . 1p
Reciproc, sa presupunem ca ecuatia 2?2+ sr+p=0, unde s = (a+b)? si p = 4ab— 1, admite

solutii rationale. Atunci A = s? — 4p va fi patrat perfect, deci s> —4p=n? cun e N. ..... 1p
Cum numerele s si n au aceeasi paritate si 4p > 0 deducem ca n < s, deci n < s — 2.
........................................................................................ 3p
Rezultd cd s2 —4p < (s—2)? & s < p+1, ceea ce este echivalent cu (a+b)? < 4ab. Deducem

CA (@ = 0)2 = 0 @ = b ettt 2p

Problema 2. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A astfel incat A" este mijlocul ipotenuzei,
M mijlocul indltimii AD, D € (BC) si {P} = BM NAA'.
Daca notam o = m(PCB), s& se demonstreze ca

tga =sinC - cosC.

Solutie.
Aplicidm teorema lui Menelaus in triunghiul AA/D, cu punctele B, M, P coliniare:
BA" MD PA PA BD 2BD 2BD-BC 2AB?
=le = = = = =2sin?C (1)..... 2p

BD MA PA PA BA BC,  BC?  BC?
Din teorema sinusurilor in triunghiurile PCA si PC'A obtinem:

rPA  PC @) o PA PC 3) L
= respectiv = R

sina  sm2B P sin(C —a)  sinC P

Din relatiile (2) si (3) rezulta:

PA  sin(C —a) sin2B  sinCcosa —sinacosC  sin2B 1p

PA" sina sin C sin « sinC'
Tinand cont de relatia (1) avem:

(ctga — ctg C) -sin2B = 2sin? C < (ctga — ctg C) - 2sin Bcos B = 2sin? C <
(ctga —ctgC) - Sin B =SINC. ..ot 2p

Asadar ctga = ctgC' +tgC = de unde concluzia. ................. ... .. 1p

1
sin C'cos C’



Problema 3. Determinati functiile f : R — R pentru care exista functia g : R — R astfel
incat

f(@)+ f(y) =[g9(z + y)]

oricare ar fi z,y numere reale.
Am notat cu [a] partea intreagd a numaéarului real a.

Solutie. Pentru z — (z +y), y — 0 in relatia din enunt deducem

flz+y)+f(0)=lg(z+y)] = f(z)+ f(y)

........................................................................................ 1p
Notand h(x) = f(z) — f(0) obtinem h(x + y) = h(x) + h(y) (ecuatia lui Cauchy) ....... 1p
Deducem ca, pentru orice zp € R, ales arbitrar si orice n natural, h(nzg) = nh(xo).

Rezulta ca h(zo) = h(n-32) & h(32) = h(zo) pentruoricen € N*............. ... ... .. 2p

2h
Cum 2f(z) = [9(2z)] € Z = 2h(x) € Z = (z0) € Z pentru orice n € N*. Alegand
n
n > |2h(xo)| obtinem ca

2h (o)
n

<1

0<‘2 hio’_‘

de unde h(32) = 0, deci h(xg) = 0. Cum g a fost ales arbitrar obtinem h(z) = 0 pentru

orice x real. Deducem ci f(z) = f(0) iar cum 2f(z) = [g(2z)] € Z rezultd f(z) = & pentru
orice x real, unde k este un numar intreg fixat........... .. .. 3p

Problema 4. Fie a, b, ¢, d numere naturale nenule cu a < b < ¢ < d si ad = bc.
Demonstrati ca

2a4+va+Vd<b+c+1

Solutie. Fieb=a+2z,c=a+y, d=a+ z cu 0 <z <y < z numere naturale.
x
Atunci relatia din enunt se scrie a(a + z) = (a + z)(a + y). Deducem ca z =z +y + ;y >

r+y=z222x+y+1. Obtinem astfel

Avemci Y 4q < 2y+1 & zyta® < zyata & (zy—a)+ala—zy) <0 < (ry—a)(l—a) <0,
adevarat. ¢ .
Obtinem astfeld:a+z::c+y+;y+a<:c—|—y+:1:y+1 =@+)y+1).......... 2p
Inegalitatea din enunt se transcrie y/a + Vd < z + y + 1, iar prin ridicare la pitrat este
echivalenta cu
a+d+2vVad <2 +y? + 14 2zy+ 22 +2y (1)



Cum
at+d<zy+zr+y+ay+1,

iar din inegalitatea mediilor, intrucat x < y, avem:

Wad < 2\/zy(x +1)(y +1) < z(z+1) +y(y + 1),

Adunand ultimele doua relatii, obtinem (1). ......... ... i i 3p
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CLASA a X-a

Problema 1. Pentru a € (0,00)\{1}, aflati solutiile reale ale ecuatiei

a® = 2" +log,(log, ).

Problema 2. Aratati ca, oricare ar fi numerele complexe 2 si 25, are loc inegalitatea

’ Z1 + 29 | + | 21— 29 !S |2’1| + |2’2‘ +max{|z1|, |2’2|}

Problema 3. Fie Z C C o multime de n numere complexe, n > 2. Aratati ca pentru
. o n .o . ...
orice numar natural nenul m < 5 exista o submultime U cu m elemente a multimii Z

astfel ca

>z

zeU

< Zz

z€Z\U

Problema 4. Fie M = {1,2,...,n},unde n > 2 si P(M) = {P | P C M} multimea
partilor lui M. Determinati numarul functiilor f : P(M) — P(M) care au proprietatea:

|f(A)N f(B)| = |AN B, pentru orice A, B € P(M).

(Am notat cu | X| numarul de elemente ale multimii X.)

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a X-a — solutii si bareme
Problema 1. Pentru a € (0,00)\{1}, aflati solutiile reale ale ecuatiei
a® = 2% + log, (log, ).

Solutie. Fie t = log, . Din conditiile de existenta avem = > 0 si t > 0. Ecuatia se rescrie

a® = '8 (") L log, t, adich a® = a™ £ 110G, . oo 2p
Adunénd log, = obtinem a® + l0ogax = a™ 4+ 108, (Tt). . .veriii i 2p
Functia f: (0,00) = R, f(x) = a” + log, x este strict monotona, deci injectiva, prin urmare
obtinem x =at,decit =1SiT=a. ... i 3p

Problema 2. Aratati ca, oricare ar fi numerele complexe z1 si z2, are loc inegalitatea

|21+ 22 |+ | 21 — 22 [< [21] + |22 + max{|z1], [22]}-

Solutie. Daca z; = 0 sau zp = 0 avem egalitate. In continuare consideram 21,22 €
C*. Fara a restrange generalitatea putem presupune |z1| < |z9|. Astfel, inegalitatea devine
|21+ 22 |+ 21— 22 [< |z +2[22] (1) oovveei 2p

Impartind cu [22| i notand z = 21, inegalitatea (1) se scrie | z+1 [+ | 2 —1[< [2[+2, unde
Z2ECH 2] S L (2) ottt 1p

Ridicénd la patrat si folosind identitatea paralelogramului, | z + 1 [*+| z — 1 |* = 2(|z[2+1),
inegalitatea (2) devine echivalentd cu [2]? +2[2%2 — 1] <4|z| +2. ..o, 2p

Cum |22 — 1| < |2]2 + 1, este suficient sd demonstram ci |z|2 + 2(|z|2 + 1) < 4]z| + 2, care
conduce la |z|(3|z| —4) < 0, inegalitate adevarata deoarece |z| € (0,1]. ..o, 2p

Problema 3. Fie Z C C o multime de n numere complexe, n > 2. Aratati ca pentru orice

o n .o . L
numar natural nenul m < 5 exista o submultime U cu m elemente a multimii Z astfel ca

>z

zeU

< Zz.

zeZ\U

. v n . w e o . . o
Solutie. Daca m = 5 deci n = 2m este numar par, partitionam arbitrar multimea Z in

doua submultimi Z; si Zz cu cate m elemente si daca Z z1| < Z 29| alegem U = Z; iar

in caz contrar alegem U = Zo. ...t 1p



o n . . o . .
Daca m < —, deci 2m < n, presupunem prin absurd ca pentru orice submultime U C Z cu

m elemente si V = Z \ U avem inegalitatea contrara: Z ul > Z v|, adica
uelU veV
Z|u|2—|— Z up - ug > Z\v|2 Z U D2e ettt 1p
uelU u1Fug veV V1 F£v2
u172€U v1,2€V
Adunéand aceste relatii pentru toate cele C' submultimi U si notand S; = Z ER
2€Z
Sy = Z 21 - Z2, obtinem:
21722
21,2€Z
C-m cm . A? Cr-(n—m) cm . A?
Gy o Om g T T\VTI) g Pn T nem g
1 A2 2 o 1 A P
........................................................................................... 3p
n—2m A2 — A2 .
Deducem ca S+ e85 <0, adici = ~(Sl+52) < 0, deci S1+8S2 < 0,
2 A
prin urmare Z z| <0,ceeaceestefals. ... ... 2p
2€Z

Problema 4. Fie M = {1,2,...,n}, unde n > 2 si P(M) = {P | P C M} multimea

partilor lut M. Determinati numarul functiilor f : P(M) — P(M) care au proprietatea:
|f(A)N f(B)| =|AN B|, pentru orice A, B € P(M).

(Am notat cu | X| numarul de elemente ale multimii X.)

Solutie. Pentru A = B in relatia din ipoteza avem |f(A)| = [f(A4) N f(A)] = [AN A = [4],
deci | f(A)| = | A|, pentru orice A € P(M). In particular, observam ci f() =

Pentru orice i,j € {1,2,...,n},i # javem |[f({i}) N f({i})| = [{i} n{j}| = O deci f({i}) #
f{7}). Cum f({i}) are un element, pentru orice ¢ € {1,2,...,n}, vom avea f({i}) = {a;},
pentru orice i € {1,2,...,n}, unde aj, as,...a, este o permutare a numerelor 1,2, ..., n.

Aratam mai departe ca orice functie cu proprietatea din ipoteza este complet definita de
valorile ei pe multimile de un element si ca pentru orice permutare ag,as,...,a, a numerelor
1,2,...,n o astfel de functie verifica.

Daca B C A, atunci AN B = B, deci |[AN B| = |B| si atunci |f(B)| = |B| = |ANB| =
F(A) N F(B)]. Cum insi f(A) N f(B) C f(B), avem f(B) = f(A) N f(B), deci f(B) C f(A).
Fie A = {b1,b2,...,b} € P(M) o submultime oarecare. Atunci, pentru orice ¢ € {1,2,...,k}
avem {b;} C A, deci {ap,} = f ({b;}) C f(A). Atunci U,;p {an,} C f(A). Dar k = |f(A4)| =

|U1<z‘<k (A) = Uicice {an} ={ap, |1 <i< k) oo 3p
Reciproc, pentru orice astfel de functie, data de o permutare oarecare ay,as,...,a, a nu-
merelor 1,2,...,n, si pentru orice multimi A = {by,ba,...,b;} si B = {c1,¢ca,...,¢p}, numarul
de elemente comune ale multimilor f(A) = {ap,, ap,,-..,ap,} si f(B) = {acl,ac27 .. ,acp} este
egal cu numarul de indici comuni dintre by, by, ..., by sici,co,...,¢cp, adica [ANDB|. ....... 2p
Asadar, numarul de functii cautate este p,, = n! ........................................ 1p
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CLASA a XI-a

Problema 1. Fie f:[0,1] — (0,1) o functie surjectiva.

a) Demonstrati ca f are cel putin un punct de discontinuitate.

b) Aratati ca, daca f admite limita in orice punct din intervalul [0, 1], atunci f are cel
putin doua puncte de discontinuitate.

Problema 2. Fie F multimea perechilor de matrice (A, B) € My(Z) x Ms(Z) cu
proprietatea ca exista k € N* gi exista matricele C1,Cy,...,Cy € {A, B} astfel incat
C1Cy---Cy = Oy. Pentru (A, B) € F, notam k(A, B) cel mai mic numar k& € N* care
satisface proprietatea din definitia de mai sus.

a) Fie (A, B) € F, astfel incat det(A) =0, det(B) # 0 si k(A,B) =p+2, cup € N*.
Aratati ca ABPA = Os,.

b) Demonstrati ca pentru orice k > 3 exista (A, B) € F astfel incat k(A, B) = k.

Problema 3. Determinati functile f : R — R, derivabile in z = 0, care verifica
inegalitatea

@ +y)+ flay) = f(2) + f(y),

pentru oricare x,y € R.
Problema 4. Fie A, B € M,,(C) astfel ca A% + B?> = 2AB. Aritati c&
det(A — xI,) = det(B — z1,,),

pentru orice x € C.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a XI-a — solutii si bareme

Problema 1. Fie f:[0,1] — (0,1) o functie surjectiva.

a) Demonstrati ca f are cel putin un punct de discontinuitate.

b) Ardatati ca, daca f admite limita in orice punct din intervalul [0,1], atunci f are
cel putin doua puncte de discontinuitate.

Solutie.

a) Conform teoremei lui Weierstrass, daca f este continua pe intervalui [0, 1], atunci
f([0,1]) = [m, M], unde m = mingepo1) f(z) € (0,1) si M = maxzcp 1 f(x) € (0,1). Prin
urmare, f([0,1]) # (0,1), deci f nu este surjectiva. Contradictie. Deci f are cel putin un
punct de discontinuitate ... ... ... 2p

b) Presupunem ca f are limita in orice punct din [0,1]. Fie n € N*. Cum f este

1
surjectiva si T € (0,1), exista a,, € [0, 1] astfel ca f(a,) = e Sirul (ay,)nen- astfel
n n

determinat este marginit. Conform Lemei lui Cesaro, girul admite un subsir convergent
(aky, ) pens» €t lim ag, = a € [0,1]. Daca f ar fi continua in a, atunci
n—o0

1
pr— l‘ pr— 1‘ pr—
fla) =l flaw,) = lim 7=rg =0
Contradictie. Deci f este discontinua In @..............c i . 2p
Analog, pe baza surjectivitatii lui f, putem construi un gir (b,)nen, cu termenii in [0, 1],

1
astfel ca f(b,) =1— —— € (0,1), Vn € N*, care admite un subsir convergent (by, ),,cx-»
n

cu lim b,, = b € [0,1]. Daca f ar fi continua in b, atunci
n—oo

F(B) = lim f(by,) = lim (1— ! ) _1

Contradictie. Deci f este discontinua In b. .......... .. i, 2p
Aratam ca a # b.
1
Cum f(a) € (0,1), exista ny € N* astfel ca f (a,) = R < f(a), Vn > ny. Rezulta

ag, # a, VYn >n;. Cum f are limita in punctul a, obtinem lim f(z) = lim f (ax,) = 0.
Tr—a n—oo
Cu un rationament analog, deducem linll) f(x) = lim f(by,) = 1.
T—r n—o0

Rezulta a # b, deci f are cel putin doua puncte de discontinuitate. ............... 1p



Problema 2. Fie F mulfimea perechilor de matrice (A, B) € My(Z) x My(Z) cu
proprietatea ca ezista k € N* gi exista matricele Cy,Csy, ..., C, € {A, B} astfel incat
C1Cy---Cx = Oq. Pentru (A, B) € F, notam k(A, B) cel mai mic numar k € N* care
satisface proprietatea din definitia de mai sus.

a) Fie (A, B) € F, astfel incat det(A) =0, det(B) # 0 si k(A,B) =p+2, cup € N*.
Aratati ca ABPA = Os,.

b) Demonstrati ca pentru orice k > 3 ezista (A, B) € F astfel incat k(A, B) = k.

Solutie.

a) k(A,B) > 1sidet(A) =0 implica A # Oy girang(A) =1.................. ... 1p
Deoarece k(A, B) = p + 2, existd matricele Cy,Cy,...,Cpia € {A, B} cu proprietatea
C1Cy - Chya = Op. Daca Cy = B, atunci Cy---Cyyg = B~ (BCy---Cpya) = Oy, ceea
ce contrazice minimalitatea lui k(A, B). Similar, daca presupunem C,5 = B, atunci
C1Cy -+ Cpyy = (C1Cy - - Cpy1 B) B™' = Os, In contradictie cu minimalitatea lui k(A, B).
Deci O = Cpio = Ao oo 1p
Presupunem prin absurd ca exista ¢ € {2,...,p + 1} astfel ca C; = A. Fie matricele
X =0C-Ci1 81 Y = Ciy1---Cpya. Avem deci XAY = O,. Din inegalitatea lui
Frobenius, obtinem

rang(X A) + rang(AY) <rang(XAY) +rang(A) = 1.

Atunci XA = Oy sau AY = Oy, in contradictie cu minimalitatea lui k(A, B). Prin urmare

Ci;=DB,i=2,...,p+1. Rezultda ABPA = 0q.......0 .. 2p
b) Fie k = p+ 2, unde p € N* este arbitrar, fixat. Consideram matricele din My (Z):

10 ?» 1Y\ . 10
AZ(O 0)’P:<1 1)§1M_(0 2)'

Definim matricea B = (2P — 1)PM P~!. Pentru n € N*, avem

P _
B":(2”—1)"PM”P‘1:(2”—1)"‘1(21 1)((1) 2%)(_11 21}):

9p _ 9gn 2p+n — 9P
_ P n—1

Rezulta

0 0
Atunci AB"A = O, daca si numai daca n = p. Din a), deducem k(A, B) =p+ 2 =

P __ n
AB”A:(QP—l)”‘1(2 2 0).



Problema 3. Determinati functiile f : R — R, derivabile in x = 0, care verifica

inegalitatea
fla+y)+ flay) = f(@) + fy),

pentru oricare x,y € R.

Solutie. Fie f : R — R o functie cu proprietatile din enunt. Definim functiag : R — R

prin g(z) = f(z) — f(0), = € R. Atunci g este derivabila in origine, g(0) = 0 si

g(x +y)+g(ry) > g(x) + g(y), Yo,y €R.

Din (1) obtinem inegalitatile

gz +y) —g(x) > 9(y) g(xy), VI e R, Yy >0
y y Y
g(x+y;—g(l‘) < g(yy) 3 g(xy)’ Yz eR" Yy <0

Din (1) rezulta de asemenea

9(x) +g9(—y(r +y) > gz +y) +9(~y), Vo,y € R,
de unde obtinem

g(—y(z+y) g(-y)

< — , Ve e R*, Vy > 0;
Y Y Y
gz +y) —g(z) _ 9(zylz+y) 9(=y) Yr e R, Wy <0
y - Yy ’ ’

g(t)

Din ipoteza, Pr% = ¢'(0) € R. Atunci, pentru z € R*, au loc limitele
%

yNO \ ¥ Y yNO Y yNO Ty
si
Jim (9(—y(x +y) g(—y)) — lim(zty)- gy +y)) | 969
YN0 y y N —ylz+y) w0 —y

lim (M — M) = lim 9w) _ x lim 9lzy) _ g (0)(1 —x)

(1)

— ).

Atunci, din inegalitatile (2) si (4), prin aplicarea criteriului cleste, rezulta ca functia g
este derivabila la dreapta in oricare x € R*, cu derivata la dreapta g,(z) = ¢'(0)(1 — z).
Similar, din inegalitatile (3) si (5), prin aplicarea criteriului clegte, rezulta ca functia g
este derivabila la stanga in oricare x € R*, cu derivata la stanga ¢.(z) = ¢'(0)(1 — z).

Rezulta ca g este derivabila pe R, cu ¢'(x) = ¢'(0)(1 —z), Ve e R. ............

...... 2p



Deducem: g(x) = 9 (20) (x—1)% + g ;0)’ T ER. 1p
Notam a = —@ sib= f(0)—a. Atunci f(z) = g(z)+ f(0) = a(z—1)2+b, Yz € R. In

acest caz, inegalitatea din ipoteza se reduce la az?y? > 0, Vz,y € R. Rezulta ca functiile
f care satisfac conditiile din enunt sunt de forma:

fx)=a(lxr —1)*>+b, 1 €R,
unde a > 0 81 D € R 1p

Nota. Pentru indicarea functiei f de forma de mai sus, fara justificare, se acorda 1p.
Problema 4. Fie A, B € M,,(C) astfel ca A> + B? =2AB. Ardtati cd
det(A — zI,) = det(B — z1,),

pentru orice x € C.

Solutia 1.

Analizam cazul cand matricele A si B sunt inversabile.
Din relatia A% + B? = 2AB obtinem AB~! + A7'B = 2I,,. Notam X = A~!B. Relatia
devine BX !B~! = 21, — X. Prin urmare, pentru orice z € C, avem

det(2I, — X —xl,) =det(BX 'B™' —al,) = det(B(X ' —21,)B™") = det(X ' — z1,,).

Rezultd ca matricele 27, — X si X! au acelasi spectru. Fie Y = I, — X. Atunci avem
2, — X =1,+Y si X! = (I, = Y)™!, deci matricele I,, + Y si (I, — Y)™! au spectrul

Pentru o matrice M € M,,(C), notam cu ¢(M) multimea valorilor sale proprii.

Fiea € o(Y). Atunci 1+ a € o(I, +Y) = o [(I, — Y)!]. Rezulta cd exista 8 € o(Y)

astfel ca 1 +a = (1 — )7, deci 8 = ——. Prin urmare, ¢ ¢ o(Y). Prin inductie,
1+« 1+«

!
obtinem 1 € o(Y), Vk € N. Daca presupunem, prin absurd, o # 0, atunci ar
o)

rezulta ca Y ar avea o infinitate de valori proprii. Contradictie. Deci o(Y) = {0}, de
unde det(X) = det(l,, = Y) = 1. Rezulta det(A) =det(B)..........cooviiiiii... 3p

Analizam cazul general. Relatia din ipoteza poate fi scrisa
(A—2l,)*+ (B —zl,)* =2(A — 21,)(B — z1,,).

Daca x € C nu este valoare proprie pentru A si B, atunci matricele A—x1,, si B—x1, sunt
inversabile. In conformitate rezultatul anterior, obtinem det(A — z1,) = det(B — z1,,).
Aceasta egalitate polinomiala este adevarata pentru o infinitate de numere complexe.

Ca urmare det(A — 1) =det(B —xl,), Ve € C.....ooooo i 2p



Solutia 2.

Fie A € C. Notam Ay = A — A\, si By, = B — \I[,,. Conform ipotezei, obtinem relatia
A%\ + B?\ = QA)\B,\ ................................................................... 1p
Prin inductie, se demonstreaza relatiie

A§\+1 = [(Z + 1)14,\ - ZB)\]B;, i € N¥,

B§\+1 = Ag[(l + 1)B)\ — ’L'A)\L 1 € N*.

Rezulta rang (Az;rl) < rang (Bj), rang (Bﬁ\“) <rang (A}),Vie N ................ 1p
Daca A este o valoare proprie a matricei A, notam cu a ordinul sau de multiplicitate, iar
daca A nu este o valoare proprie a matricei A, atunci consideram a = 0. Similar, daca A
este o valoare proprie a matricei B, notam cu b ordinul sau de multiplicitate si alegem
b = 0 in caz contrar. Pentru ¢ € N* suficient de mare, rangurile matricelor A} si B} se
stabilizeaza astfel: rang (A}) = n — a, respectiv rang (B%) =n —b. Rezultan—a <n—1>

sin—b<n—a,deunde a =>b. ... . 2p
Deducem ca matricele A si B au aceleasi valori proprii, cu ordine de multiplicitate identice,
deci au acelasi polinom caracteristic. Astfel, obtinem concluzia....................... 1p
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CLASA a 12-a

Problema 1. Fie F multimea functiilor f : R — R cu proprietatea ca f(2z) = f(x)
pentru orice z € R.
a) Determinati toate functiile din F care admit primitive pe R.
b) Dati un exemplu de functie f € F, integrabila pe orice interval [a, b] C R, neconstanta,

cu proprietatea ca pentru orice a,b € R are loc egalitatea / flz)dx=0.
a

Problema 2. Determinati toate inelele (A4, +, -) cu proprietatea ca 2 € {0,1} pentru
orice element z € A.

Problema 3. Fie f,g: R — R doua functii crescatoare.
a) Aratati ca pentru orice a € R si orice b € [f(a — 0), f(a + 0)] are loc inegalitatea

/ f(t)dt > b(x —a), pentru orice = € R.

b) Daca [f(a —0), f(a+0)] N [g(a —0),g(a+ 0)] # O pentru orice a € R, ardtati ca

/f t)dt = / g(t)dt, pentru orice a,b € R, a < b.

(Prin u(a — 0) si u(a+0) am notat limitele la stanga, respectiv la dreapta ale unei functii
w In punctul a € R.)

Problema 4. Fie (R,+,-) un inel, cu centrul Z = {a € R|ar = ra, Vr € R}, cu
proprietatea ca grupul U = U(R) al elementelor sale inversabile este finit. Daca G este
grupul automorfismelor grupului aditiv (R, +), aratati ca

U}”

G| > .
| |_]ZﬂU\

(|M] reprezinta cardinalul multimii M)

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a 12-a — solutii si bareme

Problema 1. Fie 7 multimea functiilor f : R — R cu proprietatea ca f(2z) = f(z) pentru
orice x € R.
a) Determinati toate functiile din F care admit primitive pe R.
b) Dati un exemplu de functie f € F, integrabila pe orice interval [a,b] C R, neconstanta, cu

b
proprietatea ca pentru orice a,b € R are loc egalitatea / f(x)dz=0.
a

Solutie.
a) Vom arata ca singurele functii din F care admit primitive sunt functiile constante.
Orice functie constanta se gaseste in mod evident in multimea F si admite primitive.

-
o7

Fie f € F o functie care admite primitive si F' primitiva sa cu proprietatea ca F(0) =
Functia ¢ : R — R definitd prin g(x) = F(2z) — 2F(x) este atunci derivabila, cu ¢'(z) =
2f(2z)—2f(x) = 0, pentru orice z € R, si este deci o functie constanta. Cum ¢(0) = —F(0) =0,
rezulta ca F'(2z) = 2F (z) pentru orice x € R......o o i 2p.
Prin inductie dupd n € N* avem atunci c¢i F(z) = 2"F (%) pentru orice = € R si orice n € N¥,
astfel ca pentru orice x € R,

NG )
F(l‘)—nll_>Holol‘ - =z - f(0).
Rezulta ca f(x) = F'(xz) = f(0) pentru orice x € R si functia f este constanta............. 2p.

b) Fie M = {2F|k € Z} si f : R — R functia definita prin

Fz) = 1 ,dacaxeM
YTV 0, dackz € R\ M,

Deoarece multimea punctelor sale de discontinuitate este M U{0}, o multime numarabila, f este
o functie integrabila. ... ... ... . 1p,

b
si cum f este nula aproape peste tot, rezulta ca / f(x)dx = 0 pentru orice a,b € R.
a

Problema 2. Determinati toate inelele (A, +,-) cu proprietatea ca z3 € {0, 1} pentru orice
element z € A.

Solutie.
Vom arata ca singurele inele care verifica conditia din enunt sunt corpurile Zs s Fy.
Acestea satisfac in mod evident conditia din enunt.............. ... ... ool 1p.
Fie A un inel cu proprietatea din enunt. Orice element € A este atunci fie nilpotent, cu



23 = 0, fie inversabil, cu 23 = 1. Deoarece —1 este inversabil, avem c& (—1)3 = 1, deci —1 =1
S L4 L = 0. 1p.
Fie z un element neinversabil al inelului A. Atunci 2® =0si (z +1)(2? —z+1) =23 +1=1,
astfel c& x + 1 este inversabil. Rezulti ci (z + 1)® = 1, de unde obtinem ca 3x2 + 3z = 0, sau,
echivalent, 72 = z. Atunci x = 22 = 23 = 0, astfel ci U(A) = A\ {0} si A este un corp, de
caracteristica char(A) = 2. ..o 2p
Daca A = {0,1}, atunci A ~ Zs.

Fie in continuare A un corp cu |A| > 4 care verifica proprietatea din enunt. Pentru x € A\ {0, 1}
avem atunci ci x + 1 # 0, astfel ca 23 = 1 = (z + 1)3. Obtinem atunci ci 2> —x =22 + 2 =1

si 22 —x € Z(A) pentru orice z € A, de unde rezulti ci corpul A este comutativ........... 2p.
Ecuatia 23 = 1 nu poate avea atunci mai mult de 3 solutii in corpul A, astfel ci |A| < 4. Prin
urmare, A = Fy, corpul cu 4 elemente. .......... ..o e 1p.

Problema 3. Fie f,g: R — R doua functii crescatoare.
a) Aratati ca pentru orice a € R si orice b € [f(a — 0), f(a + 0)] are loc inegalitatea

/ f)dt > b(x —a), pentru orice z € R.

b) Daca [f(a —0), f(a+ 0)] N [g(a —0),g(a+ 0)] # 0 pentru orice a € R, ardtati ca

b b
/ f(t)dt = / g(t)dt, pentru orice a,b € R, a < b.

(Prin u(a — 0) si u(a + 0) am notat limitele la stanga, respectiv la dreapta ale unei functii u in
punctul a € R.)

Solutie.
a) Deoarece f este crescatoare, au loc inegalitatile

f(t) < f(a—0)<b, pentruoricet < a,

respectiv
ft) > f(a+0)>0b, pentru orice t > a,

de unde rezulta imediat cerinta. ........... ... . 2p
b) Fie a,b € R, cu a < b, oarecare fixate, si n € N* oarecare fixat. Consideram diviziunea
echidistanta A, = (a =zg <x1 < -+ <y =b), cuzgy = a+ kb_Ta, k = 0,n, si pentru fiecare
ke {0,1,...,n} cate un numar yi € [f(zr —0), f(zr+0)]N[g(xr —0), g(xzr +0)]. Atunci pentru
orice k € {0,1,...,n — 1} avem inegalitatile

Th+1 Th+1
Y (T — xg) < / f(t) dt,/ g(t) dt < ypp1(Tper — 1),

Tk k

b—a Tt Tkt b—a
(Y — Yrt1) - - < / f(t)dt —/ g(t)dt < (Yps1 — Yr) -

T Tk n



si prin Insumare obtinem ca

b b b—a
[ ra= [Cata] <00 <
1
< - (b—a)(max(f(b+0),9(b+0)) — min(f(a - 0), g(a - 0)).
............................................................................................ 3p
Cum n € N* este oarecare, rezulta ca
b b
[ wae= [ gar,
pentru orice a,b € R, @ < b e 1p

Problema 4. Fie (R,+,-) un inel, cu centrul Z = {a € R|ar = ra, Vr € R}, cu pro-
prietatea ca grupul U = U(R) al elementelor sale inversabile este finit. Daca G este grupul
automorfismelor grupului aditiv (R, +), ardtati ca

U?
|ZnU|"

|G| >

(|M| reprezinta cardinalul multimii M.)

Solutie.
Pentru orice element inversabil a € U putem defini functiile

Sa: R— R:z+— sq(x)=a-x,

si
dy:R— R:x—dy(x)=x-a.

Acestea verifica egalitétile s, 0 sp = sap, respectiv dy—1 0 dy—1 = d(gpy—15- o vvvviiiii 1p
astfel ca sq 05,-1 = 5,-1 08, =d,0d,~1 = d,-1 0dy = idp si rezulta ca s, si d, sunt bijective
............................................................................................ 1p
De asemenea, sq(x+y) = a-(x+y) = ax+ay = sq(x) +84(y), respectiv d,(x+y) = (z+y)-a =
za + ya = dg(z) + da(y), pentru orice z,y € R, astfel ca sq,dq € G.ooovviii it 1p
Cum functiile s,d : U — G, s(a) = sq, respectiv d(a) = d,-1 sunt morfisme injective de
grupuri, rezultd ca S = I'm(s) si D = Im(d) sunt subgrupuri ale lui G, izomorfe cu U. ..... 1p

Pentru orice a,b € U avem ca (s, o dp)(x) = axb = (dp o s4)(x), pentru orice z € R, astfel
ca sqody = dpos,. Rezulta ca SD = DS si H = SD este un subgrup al grupului G si deci

3

= 1p
Fie a,b € U astfel incat s, = dp € SN D. Atunci a = s4(1) = dp(1) = b si pentru orice x € R
avem ar = $q(z) = do(x) = za, astfel ca a € ZNU. Rezulta ca SND =s(ZNU).......... 1p
Deoarece pentru orice subgrupuri finite ale unui grup avem
S]]
SD| =
obtinem
S||D U|?
@1 i =|sp|= S1PL_ U

|ISND|  |ZnU|’
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CLASA a V-a — solutii si bareme

Problema 1. Numarul natural nenul n este patrat perfect. Prin impartirea lui 2023 la n se

3
obtine restul 223 — 5 M Aflati catul impartirii.

Solutie. Notam cu c catul impartirii. Din teorema impartirii cu rest deducem ca are loc egalitatea

3
2023:n-c+223—§'n,(1) ................................................................ 2p
3 3
Deoarece restul 223 — 3" este numar natural, rezulta ca n este par si 0 < 223 — 5 n<n
3 446
Din 0 < 223 — 3 nrezultdcan < ——,decin < 148 .o 1p
3 6

iar din 223 — 5" < n deducem ca n > = adican =290 ... 1p

Deci n este un patrat perfect par, cuprins intre 90 si 148, deci n poate fi 100 sau 144 ...... 1p

Din relatia (1) rezulta ca (2¢ — 3)n = 3600. Pentru n = 100 obtinem 2¢ — 3 = 36, nu convine,
deoarece 2c — 3 este impar. Pentrun =144 seobtinec=14 .............. ... ... .. ... ol 2p

Problema 2. Spunem ca un numar natural este special daca toate cifrele sale sunt nenule
si oricare doua cifre alaturate din scrierea sa zecimald sunt consecutive (nu neaparat ordonate
crescator).

a) Determinati cel mai mare numar special m care are suma cifrelor egala cu 2023.

b) Determinati cel mai mic numar special n care are suma cifrelor egala cu 2022.

Solutie. a) Cel mai mare numar m va avea cat mai multe cifre, astfel cd vom alege cele mai
mici cifre posibile. Cum langa o cifrd de 1 nu putem pune decéat o cifra de 2, iar 2023 = 3-674 + 1,
alegem numarul cu 674 cifre de 2 si 675 cifre de 1. Astfel, cel mai mare numar special cu suma
cifrelor egala cu 2023 este m = 12121 ... 121 ... it e 2p

1349 cifre
b) Deoarece 8 +9 = 17 si 2022 = 17 - 118 + 16, daca in scrierea numarului n am utiliza cel mult

237 de cifre, atunci suma cifrelor lui n ar fi cel mult egala cu 118- (8 +9) +9 < 2022, deci nu putem
folosi mai putin de 2 - 118 4+ 2 = 238 cifre.

Pentru a folosi exact 238 de cifre, trebuie sa formam 118 grupe de cifre 8 si 9 si Inca doua cifre
cu suma 16, adica fie 9 si 7, fie 8 si 8. Daca cele doua cifre sunt 7 si 9, vom avea 120 de cifre impare
si 118 cifre pare, iar daca cele doua cifre sunt ambele 8, vom avea 120 de cifre pare si 118 cifre
impare.

Niciunul dintre cazuri nu convine, deoarece in scrierea unui numér special cifrele pare alterneaza
cu cele impare, deci numarul de cifre pare fie este egal, fie difera cu o unitate de numarul cifrelor
L0002 2p

In concluzie, in scrierea numérului n se folosesc cel putin 239 de cifre. Vom cauta trei cifre
consecutive, mai mici decat 8, a caror suma sa fie cel putin egalé cu 16, care sa fie primele cifre ale



numarului. Incercim si alegem o prima cifrd cat mai mica posibil. Secventele 123, 234, 345, 456
nu convin, pentru ca suma cifrelor este mai mica decat 16.
Secventa 567 conduce la cel mai mic numar special n = 567878989...89. ................. 3p
117
grupe

Problema 3. Determinati numerele naturale m si n stiind ca
n-(n+1)=3"+s(n)+ 1182,

unde s(n) reprezinta suma cifrelor numarului natural n.

Nota. Pentru un numar natural a, scris cu o singura cifra, se considera s(a) = a.

Solutie. Numarul n — s(n) este divizibil cu 9, iar 1182 este divizibil cu 3, dar nu si cu 9.
Daca m > 2, din egalitatea n? = 3™ + 1182 — (n — s(n)), deducem c& n? se divide cu 3, dar nu se

divide cu 9, imposibil. Asadar, m <1 ..o 2p
Pentru m = 1 obtinem n? = 1185 — (n — s(n)), de unde rezulta din nou ci n? se divide cu 3,
dar nu se divide cu 9, imposibil . ... ... 1p
Pentru m = 0 obtinem n? + (n — s(n)) = 1183, (1). Rezultd c& n* < 1183 si, cum 34% < 1183 <
352, deducem Ca 1 < 34 oo 1p

Dacd n < 9, atunci s(n) = n, iar din (1) rezultd cd n? = 1183, nu convine, deoarece 1183 nu
este patratul unui numar natural.

Daci n > 10, notand n = ab, din (1) rezulti ca ab? + 9a = 1183. Cum n < 34, cifra a poate
lua doar valorile 1, 2 sau 3. Analizand pe rand cazurile a = 1, a = 2 si a = 3, obtinem ca singura
solutie a problemei este m = 0, n =34 .. ... 3p

Problema 4. Spunem ca un numar natural n > 2 are proprietatea (P) daca in descompunerea
sa in factori primi cel putin unul dintre factori are exponentul egal cu 3.

a) Determinati cel mai mic numéar natural N cu proprietatea ca, oricum am alege N numere
consecutive, cel putin unul dintre acestea are proprietatea (P).

b) Determinati cele mai mici 15 numere naturale consecutive ai, ag, ..., a5, care nu au propri-
etatea (P), pentru care suma numerelor 5aq, 5ag, ..., Sais este un numar cu proprietatea (P).

Solutie. a) Prin impartirea a 16 numere naturale consecutive la 16 se obtin resturile 0, 1, 2,
3, ..., 15 (nu neaparat incepand cu 0). Ca urmare, printre orice 16 numere naturale consecutive
existd un numéar de forma 16k + 8 = 23 - (2k + 1), deci un numér cu proprietatea (P). ......... 2p
Printre cele 15 numere naturale consecutive de la 9 la 23 nu exista niciun numar cu proprietatea
(P), deci N = 16 .ottt e e e 1p
b) Notam S = baj + 5ag + ...+ 5ays. Cumag = a1+ 1, a3 =a1+2, ..., a;5 = a1 + 14, rezulta
S=5-(15a1 +1+24...+14) =5(15a; +105) =3-52- (a1 4+7) 'rrverrreeaiieaann.. 1p

Cum numerele consecutive aj, ag, ..., ajs nu au proprietatea (P), niciunul dintre acestea nu
poate da restul 8 la impartirea cu 16. Deducem ca a; are forma 16k + 9, unde k este un numar
021 Y S 2p

Ca urmare, S = 2%.3-52. (k+1). Cel mai mic numéir k pentru care S are proprietatea (P) este
k = 4, pentru care avem S = 2*.3-53 si a; = 73. Se verificd imediat ca secventa 73, 74, 75, ..., 87
este formata din 15 numere naturale consecutive care nu au proprietatea (P) .................. 1p
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CLASA a VI-a — solutii si bareme

Problema 1. Determinati toate sirurile de rapoarte egale de forma

ay az 4s a4y
ay  ar ag  as
care indeplinesc simultan conditiile:
- multimea {ay, as, ..., as} este multimea divizorilor pozitivi ai lui 24;
- valoarea comuna a rapoartelor este numar natural.
Solutie. Deoarece 24 = 23 -3, valoarea comuni r a rapoartelor poate fi doar un divizor
al Tui 24, diferit de 1 ... ..o 2p

_ _ 24 _ 8 _6_2

Pentrur=2avem 2 =5 = 7 =3 = 7. . i 1p
_ _ 24 _ 12 _6 _ 3

Pentrur=3avem 3 =3 = F =3 =J. . ... 1p
_ _ 24 _ 12 _ 8 _ 4

Pentrur=4avemd =2 =2 =5 =T ... ... 1p

Pentru r = 2, » = 3 sau r = 4 nu putem avea si alte siruri, deoarece, daca ordonam
descrescator divizorii si 1i folosim pe rand, trebuie sa punem la numarator cel mai mare

divizor d neutilizat pand atunci, iar la numitor ¢, obtinénd sirurile de mai sus....... 1p
Pentru r > 8, respectiv 7 = 6, nu avem niciun sir, deoarece niciuna dintre egalitatile

d o - 6 _ . d _ - 3 o A YRV

§ =1 si g =r,respectiv £ =6 si 5 =6, nu poate fi indeplinita ...................... 1p

Astfel, sirurile cerute sunt cele trei de mai sus.

Problema 2. Determinati tripletele (a, b, ¢) de numere intregi, care verifica simultan
relatiile a> +a =b+c¢, > +b=a+csi®>+c=a+b.

Solutie. Prin adunarea relatiilor obtinem a* + 0> +c* =a+b+c (*) ............. 2p
Observam ca, daca x este numar intreg, atunci 22 > x, cu egalitate doar pentru x = 0
S1 = e 1p
Justificarea observatiei precedente este ca daca x < 0, atunci 2?2 > 0 > z, iar daca

x>1,atunci 22 =2 -2 > Tl = T 1p

Astfel, egalitatea (*) este posibild doar dacd a*> =a, B> =bsi > =c.............. 1p
Din a?® = a reiese a = 0 sau a = 1. Pentru a = 0 obtinem b = ¢ = 0, iar pentru a = 1
obtinem b = ¢ = 1, deci tripletele cerute sunt (0,0,0) si (1, 1,1).........coooiiii... 2p



Problema 3. Determinati numerele naturale nenule n pentru care numarul

1

N:n-(n—I—l)

se reprezinta printr-o fractie zecimala finita.

Solutie. Stim ca numarul N se reprezinta printr-o fractie zecimala finita daca si numai
daca descompunerea numitorului in factori primi este de forma 2*-5°, cua,b € N ... 1p
Deoarece n si n+ 1 sunt prime intre ele, sunt posibile cazurile: 1) n =1, n+1 = 2. 5°;
Mn=5"n+1=24TD)n=2%n+1=5" .. . ... 1p
IT) In acest caz 20 =5° + 1= My +2, decia=1,b=0,n=1................... 2p
I1I) Obtinem 2¢ = 5° — 1 (*). Deoarece 5° si 2% nu sunt divizibile cu 3, egalitatea (*)
este posibild doar dacd 2% = Mz+1si 5° = M3+2. Deoarece 5* = M3+1 pentru k € N,
rezultd cd b = 2k+1, k € N. In acest caz, pentruk > 1 avem 5°—1 = 5-25F — 1 = Mg+4
si 5 — 1 > 8. Astfel, egalitatea (*) nu este posibild pentru b > 2. Raméane b=1si a = 2,
care da M = 4 . 2p
Numerele cerute sunt n =1sin=4........... .. ... ... . ... ... ... 1p

Observatie. Enuntarea si/sau folosirea proprietatii ,,dacd 2? — y? = 1, z,y,p,q sunt
numere naturale $i p,q > 2, atuncix =3, y =2, p = 2 $i ¢ = 3” nu primesc niciun punct
fara demonstrarea acestei afirmatii.

Problema 4. Fie triunghiul ABC cu <BAC = 90° si <ACB = 54°. Construim
bisectoarea BD (D € AC) a unghiului ABC' si consideram punctul £ pe segmentul BD
astfel incat DE = DC. Aratati ca BE =2 AD.

Solutie.  Calculand masuri de unghiuri obtinem
JABC = 90° — 54° = 36°, apoi XABD = <CBD =
14ABC = 18°. Rezultd $«BDA = 90° — < ABD = 72°,
IBDC =180°— <BDA=108° ................... 1p

In triunghiul isoscel CDE obtinem <DCE =
IDEC = 1(180° — <CDE) = 36°, de unde <BCE =
SBCD—-<ECD = 18° = <CBF, deci triunghiul BCE
esteisoscel ... 2p F A D ¢

Fie F' simetricul lui D fata de A. Atunci D, A, F' sunt coliniare si XABF = <ABD =
18° (deoarece ABAF = ABAD — caz CC), de unde < F'BC = 54° = g FCB, deci
triunghiul BFC este isoscel, cu FB = FC ... ... i 2p

Rezultd AFEB = AFEC (L.L.L.), deci $EFB = 4EFC = 1 3CFB = 36°. Astfel
triunghiul EFC este isoscel, de unde EF = EC = EB (*). De asemenea, SFED =
180° — < FDE — <FED = 180° — 72° — 36° = 72° = < FDUFE, ceea ce arata ca FFE =
FD =2-AD. Folosind (*) obtinem EB =2-AD ...... ..., 2p

B
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CLASA a VII-a — solutii si bareme

Problema 1. Pentru n numar natural definim

an ={vn}— {Vn+1} +{Vn+2} - {V/n+3}.

a) Aratati ca a; > 0,2.

b) Aratati ca a, < 0 pentru o infinitate de valori ale lui n si a,, > 0 pentru o infinitate
de valori ale lui n. (Notatia {x} reprezinta partea fractionarda a numdarului real x.)

Solutie. a) a1 =0 — {2} +{V/3}+0=v3-1—-(vV2—-1)=v3-V2.......... 1p

Cum v/3 > 1,7 si v/2 < 1,5, rezulti cerinta. ... 1p

b) Observam cd, dacd m este numar natural si m? < a < b < (m + 1)?, atunci
[Va] = [Vb] =m si a < Vb, deci {Vay =va—m<vb—m={Vb}............. 1p

Astfel, dacad m > 2 este un numar natural sim? <n < n+1 <n+2 <n+3 < (m+1)?,

atunci {y/n} < {vn+1}si{vn+2} <{vn+3}, decia, <0...................... 2p

Apoi, dacd m > 2 este un numar natural sim? <n <n+1<n+2<n+3=(m+1)>

atunci {vn+ 1} < {vn+2}, {y/n} >0si {V/n+3} =0,decia, >0............... 2p

Problema 2. In paralelogramul ABC'D punctul O este intersectia diagonalelor sale,
iar M este mijlocul laturii AB. Fie P un punct al segmentului OC si @) intersectia
dreptelor M P si BC. Paralela prin O la M P intersecteaza dreapta C'D in punctul
N. Aratati ca punctele A, N si ) sunt coliniare daca si numai daca P este mijlocul
segmentului OC'.

Solutie. Fie R intersectia dreptelor QM si C'D.

Daca A, N, @ sunt coliniare, atunci, cu teorema fun-

damentala a asemanarii, % = % = i—g si, cum AB =
2-MB,reiese CN =2-CR...............cooiiiiin.. 2p
Din RP || ON deducem ca RP este linie mijlocie in
ANCON, deci P este mijlocul lui OC' .................. 2p
Reciproc, daca P este mijlocul lui OC, atunci RP este
linie mijlocie in ACON, deci CN =2-CR........... 1p A M B

Fie N’ intersectia dreptelor AQ si C'D. Atunci, ca mai sus, CN' =2-CR = CN, deci
N coincide cu N', adica A, N, Q sunt coliniare...............cccoiiiiiiiiiiiaian.. 2p



Problema 3. Se considera un triunghi ABC' care are < BAC = 90° si < ABC' = 60°.
Luam punctele D si E pe laturile AC, respectiv AB, astfel incat CD = 2 - DA si DE
este bisectoarea unghiului X{ADB. Notam cu M intersectia dreptelor CE si BD, iar cu
P intersectia dreptelor DE si AM. Aratati ca:

a) dreptele AM si BD sunt perpendiculare;

b)3-PB=2-CM.

Solutie. a) Fie AB = a. Atunci BC' = 2a (teorema unghiu- ¢
lui de 30°), AC = VBC? —AB? = aV3, AD = 23, BD =
VAB? + AD? = %‘1\/3 = 2AD. Rezulta, conform reciprocei teore-
mei unghiului de 30°, ca XABD = 30°, deci <ADB =60°..... 2p

Obtinem $ADE = 30° = 4ACB, deci DE || BC’ Astfel

ADME ~ ABMC si AADE ANACB, de unde PM — DE _ D

AD 1 DM DM D%B 1 B9

46 = 3. Deducem Fp = 4, de unde 53 = 75 = 3, deci P

ADMA ~ ADAB (L.U.L.), ceea ce implica YAMD = <BAD =

00 2p A E B
b) Fie DF || AM, F € CE. Atunci CJ\Z CD = %; avem de aratat ca CF = PB . 1p
Avem ¥ DAM = 90° — <ADB = 30° si <IADE = 30° deci DP = AP. Din ADPM

reicse PM = ;DP = AP, de unde % =3 = %7 ceea ce aratd ca PF | AC.

Deducem ca APFD este paralelogram, de unde DFF = AP = DP. Cum <CDF =
SDAM = 30° = <BDP si BD = 23—“\/5 = CD, obtinem ACDF = ABDP (L.U.L.),
deci CF = BP, c.c.b.d .o 2p

Problema 4. a) Aratati ca exista numerele irationale a, b, ¢ astfel incat numerele
a+b-c,b+a-csic+a-bsafie rationale.

b) Aratati ca, daca a, b, ¢ sunt numere reale astfel incat a + b+ ¢ = 1 si numerele
a+b-c,b+a-csic+a-bsunt rationale si nenule, atunci numerele a, b, ¢ sunt rationale.

Solutie. a) Daca ludm a = b = c astfel incat a s fie irational si a® + a sa fie rational,

cerinta este demonstrata. Aceasta se intampla daci, de exemplu, a = v/2 — % ........ 1p
b) Cum b+ ac si ¢ + ab sunt rationale, este rational si numarul b + ¢ + ac + ab =
(b+c)(1+a)=(1—a)(1+a)=1—a? deci a® este rational ........................ 2p
Analog, b? si ¢? sunt rationale. Cum (a + bc)? = a® + b*c? + 2abc este rational, rezulta
ca abc este rational. ... ... .. 2p
Asadar a(a + bc) = a® + abe este rational si, cum a + be este rational nenul, deducem
ca a este rational. Analog, bsi ¢ sunt rationale............. . ... .. 2p

Solutie alternativa la b). Fie b+ac = r, c+ab = ¢, cu r si ¢ numere rationale. Atunci
b+ ac—a(c+ab) = r —qa, sau b(1 — a2) =7 —qa; analog c(1—a?) = q—ra. Astfel, daci

a este rational si a # £1, atunci b = = = 4% sunt rationale................ .. 1p
Daca a = 1, atunci b+ ¢ = 0, dec1 ab +c = O — contradictie cu ipoteza, iar daca
a=—1,atuncib+c=2sib—c=p, decib=1+7%sic=1- 2 sunt rationale....... 1p

O concluzie similara functioneaza daca, in rationamentul precedent, inlocuim a cu b
sau cu c. Astfel, ramane de eliminat cazul cand a, b si ¢ sunt irationale.

Presupunem cé a, b si ¢ sunt irationale (). Cum b+ ac si ¢ + ab sunt rationale, este
rational si numarul b+c+ac+ab= (b+c)(1+a) = (1 —a)(1+a) =1—a?, deci a? este
rational, adicd a = £y/m,cum € Qu siv/m & Q... 2p

Analog, b = +v/n, ¢ = £,/p, cu n, p rationale si \/n, \/p irationale.



Din a+b = 1 —creiese a®+2ab+b* = 1 —2c+¢?, adica m+2/mn+n =1+2,/p+p.
Cum /p este irational, egalitatea precedenta este posibila doar daca /mn = /p (si cei doi
termeni cu radicali au acelasi semn), adica mn = p. La fel obtinem mp = n si np = m, de
unde mnp = m? = n? = p?, deci m = n = p, ceea ce duce lam =n = p = 1 — contradictie
cu (f). Asadar presupunerea (f) este falsa si rationamentul se incheie................ 2p
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CLASA a VIII-a — solutii si bareme

Problema 1. Se considera numerele reale pozitive a, b, ¢, astfel incat a + b+ ¢ = 3.
Demonstrati ca a® + b? + ¢ + a?b + bc + ¢*a > 6.

Solutia 1. Adunand 2ab + 2bc + 2ca In ambii membri, inegalitatea din enunt este echivalenta
cu (a+ b+ c)? + a’b + b?>c + c?a > 6 + 2ab + 2bc + 2ca, deci problema revine la a demonstra ci

AP+ D2+ a4+ 32> 2ab 4+ 2DC+ 200 .. 2p
Deoarece a + b + ¢ = 3, inegalitatea precedenta este echivalenta cu:
(b+a%b) + (c+b%) + (a+c%a) = 2ab+2bc+2ca. (1) .oooooviiiiiiiiiii . 1p

Folosind eventual inegalitatea mediilor, obtinem b+ a?b > 2ab, c+ b2¢c > 2be si a+c2a > 2ca.
Adunand membru cu membru inegalitatile precedente, deducem ca (1) este adevarata, asadar
are loc inegalitatea din enunt. ........ ... . . . 4p

Solutia 2. Adunand a + b + ¢ in ambii membri, inegalitatea de demonstrat este echivalenta

e A2+ + A HaPb et atatbdc=0 2p
Folosind eventual inegalitatea mediilor, obtinem inegalitatile: b+ a?b > 2ab, ¢ + b*c > 2be si
QA C20 2000 oo 4p
Deducem c a?+b?+c?+a?b+b?c+c?atatb+c > a?+b2+c2+2ab+2bc+2ca = (a+b+c)? =9,
adica ceea ce trebuia demonstrat ............ . 1p

Problema 2. Demonstrati ca:
a) exista o infinitate de perechi (x,y) de numere reale din intervalul [O, V3 ] care verifica

egalitatea x-+/3 —y2 4y V3 —a22=3;

b) nu existd nicio pereche (z,y) de numere rationale din intervalul [0,v/3 |, astfel incat s&

aiba loc egalitatea = -+/3 —y?2+y-v3— a2 =3.

Solutie. a) Orice pereche (a, 3— a2), cua € [0, 1], este solutie. ...................... 2p
b) Ridicand la puterea a doua egalitatea y - V3 — 22 = 3 — x - /3 — 92, deducem ca

2
<\/3—y2—a:> =0,deci 22 + Y2 =3 (1) erre it 1p

Presupunem ca exista z,y € Q4 N [0, \/g] care verifica egalitatea (1). Este evident ca z si y
nu pot fi egale cu 0. Fie a,b, ¢c,d € N*, astfel incat (a,b) = (¢,d) =1, iar x = % siy= ¢

Din (1) obtinem a?d? + b?c? = 3b%d> (2).

Cum (c,d) = 1 si d? | b*c?, deducem ci d* | b. Din (a,b) = 1 si b? | a®d?, rezulta b* | d>.
Asadar b = d2. Relatia (2) devine a? + 2 =3b%. .. ... 2p

Daci a si ¢ nu sunt multipli de 3, atunci a? + ¢? = M3 + 1 sau a? + ¢* = M3 + 2, contradictie
cu a® + ¢® = 3b%. Asadar, 3 | asi 3| c, de unde 3b? = My, adica 3 | b, deci (a,b) > 3, fals.

In consecinta, ecuatia nu are solutii z,y € Q4 N [0, \/§] ............................... 2p

d

ronpatAly L



Problema 3. Spunem ca un numér natural n este interesant daca poate fi scris sub forma

1 1 1
n= [] + [b] + [], unde a, b si ¢ sunt numere reale pozitive astfel incat a + b+ c = 1.
a c

Determinati toate numerele interesante. ([z] reprezinta partea intreagd a numarului real z.)

Solutie. Fara sa restrangem generalitatea, alegem a < b < c.

Cum a, b si ¢ sunt numere reale pozitive cu suma egala cu 1, rezulta ca a,b,c € (0,1), prin
11 1 1 1

—,—,— €(1,00). Deducem ca |=|,|=|,|—-| €eN*,decin>3. ...............i... 1p

a b’ c a b c

1 1 1

Daca [] < 2, atunci a, b, c € (3,1), iar a + b+ ¢ > 1, fals. Asadar [] > 3, deci n > 5.
a a

{ ] [ ]—1, decia+b+c>b+c>1, fals.

11 11
} [c]_l Rezultaa€<4 3],1?6(372}

1 1
sicE(Q > dec1a+b+c>4+3+§ Jals. o 3p

Demonstram ca toate numerele naturale n 2 7 sunt interesante.

urmare

«m

Daca 5 ar fi interesant, am avea [
a

@M—t
—_

3
Daca 6 ar fi interesant, atunci {] [

1 -1
Fie k€ N, k > 4 si numerelereale a = -, b=c=——,cua+b+c=1.

Atunci, 1 :k,} = . 2+L = 2, prin urmare 1 + ! + ! =k+4.
a b c k—1 a b c

Rezulta ca toate numerele naturale n > 8 sunt interesante.

8 11 1 1 1
Alegand, de exemplu, a = —,b = c = —, avem |—| + ||+ |-| =3+24+2 =T73si
30 30 a b c ’
a+b+c=1, asadar si numarul 7 este interesant................ ... ... 3p

Problema 4. Fie ABC'D un tetraedru si mijloacele M, N ale muchiilor AC, respectiv BD.
Aratati ca pentru orice punct P de pe segmentul M N, cu P # M si P # N, exista si sunt unice
punctele X si Y pe segmentele AB, respectiv C'D, astfel incat X, P si Y sunt coliniare.

Solutie. Deoarece P # M, P # N, daca
X,Y, P sunt coliniare, avem X ¢ {A, B} si
Y ¢ {C, D}. Intr-adevir, daci X = A, atunci
XY C (ACD), deci P € (ACD), fals. Cele-
lalte situatii sunt analoage.

Determinam X € (AB) si Y € (CD) cu
proprietatea cerutd. Observam ca:

(XY)N(MN) # @< X,Y, M, N coplanare <
XA NB YD MC

“XB ND YC MA_©

Deoarece M si N sunt mijloacele muchiilor
AC, respectiv AB, obtinem:
XA YC

(XY)N(MN) £ 26 L5 = 2= (1)



Aratam ca, daca exista punctele X € (AB)siY € (CD), astfel incat X, P si Y sunt coliniare,
atunci acestea sunt unice. Presupunem ca exista X; € (AB) si Y; € (CD), cu X; # X, astfel
A XA AB
YC Y,C CD’
Deoarece X; # X, rezulta ca X1 A # XA, deci Y1C # Y, adica Y7 # Y. Dreptele X;Y7 si XY
sunt concurente in P, deci sunt coplanare, asadar si dreptele AB = XX; si CD = YY; sunt
CcOpPlanare, falS. ... .. i 1p

I Daca P este mijlocul lui M N, alegem X si Y mijloacele muchiilor AB, respectiv C'D.
In acest caz, P este mijlocul diagonalei M N a paralelogramului M XNY, deci este si mijlocul

incat X7, P si Y] sunt coliniare. Din (1), scriind proportii derivate, obtinem

diagonalel X Y . .. 1p
PM
IT Fie P € (MN) astfel incat BN = k <1 (cazul k > 1 este analog). Alegem X € (AB) si
XA YC
Y € (CD),cu — = YD = k. Din (1) rezulta ca dreptele XY si M N sunt concurente intr-un

punct (). Ardtam ca Q = P.
XA
Fie {R} = XM N BC. Deoarece XB = k < 1, punctul C se afla intre B si R. Cum
R e BC Cc (DBC)si Re XM C (QXM), deducem ca R € (DBC)N (QXM) = YN, deci
BCNXMNYN = {R}.

Aplicam succcesiv teorema lui Menelaus, in A M NR (cu transversala X —Q—Y),in A CMR

(cu transversala A — X — B), in A BNR (cu transversala D —Y — C) si in A ABC (cu
QM XM YR XM BC AM 1 BC

transversala R — M — X) si obtinem: ON ~ XR YN XE - BR AC ~ 3 BR

ﬁ = % % = @ R—C = X—A M—C = k. Din egalitatile precedente deducem:
5 PR on T T pg® AT |
W DY g Y T asadar Q = Poooeee e 3
QN ~ 2 BR ~CB_ RB p o Asadar @ P
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CLASA a IX-a — solutii

Problema 1. Se considera ecuatia 22 + (a+b— 1)z +ab—a—b = 0, unde a si b sunt numere
naturale nenule cu a < b.

a) Aratati ca ecuatia are doua solutii reale distincte.

b) Demonstrati ca daca o solutie a ecuatiei este numar intreg, atunci ambele solutii sunt
numere intregi nepozitive si b < 2a.

deci ecuatia are doua solutii reale distincte .......... ... ... 2p
b) Daca z1 < 2 sunt cele doua solutii ale ecuatiei, din prima relatie a lui Viete, z1 + x2 =
1—a—0€Z,deci @1 EZ <= T0 EZ oo e 1p

Fie f(z) =22+ (a+b— 1)z +ab—a—b, z € R. Intrucat f(1) = ab > 0, f(—a) = —b <
0, f(=b) = —a < 0, folosind semnul functiei de gradul doi deducem ca =1 < —b < —a < x93 < 1,
deci ambele solutii sunt nepozitive.

Astfel, a > 1—x9, b > 1—x9 sidin f(z2) =0, deducem (a—1+z2)-(b—1+z3) = 1—xz9 > 1.
Rezulta ca di = a — 1+ 22 si do2 = b — 1 4 z2 sunt divizori naturali ai numarului 1 — xo si
didy =1 —1x9, a = dy 4+ dida, b = dy + dido. Obtinem 20 — b = 2d; + dQ(dl — 1) > 2dy > 0,
AAICA D 20 oottt 3p

Problema 2. Determinati functiile f : R — R, cu proprietatea ca

f(f@) +y- f@) <z +a- f(f),
pentru orice x si y numere reale.

Solutie. Pentru z = 0 in relatia initiala obtinem f(f(0)) + yf(0) < 0, pentru orice y € R,

relatie adeviirats doar daci f(0) = 0. Intr-adevir daci f(0) # 0, atunci y < _ff((fo()o)) pentru
orice y € R, sau y > W pentru orice y € R, imposibil.......... ... ...l 1p
Alegand y = 0, va rezulta f(f(x)) < z, pentru orice x real. (1) ........................ 1p

Pentru x = 1 in relatia initiala obtinem f(f(1)) + yf(1) < 1+ f(f(y)), si folosind (1) va
rezulta f(f(1)) + yf(1) < 14y, deci y(f(1) —1) < 1— (f(f(1)), pentru orice y real, relatie

adevarata la fel ca mai sus doar daca f(1) —1 =0, adica f(1)=1. ...t 1p
In aceste conditii relatia din ipoteza, pentru z = 1, asigura ca y < f(f(y)), pentru orice y
TeAL. (2] ottt 1p
Din (1) si (2) obtinem ca f(f(x)) = x, pentru orice z € R, si, folosind ipoteza reiese ca
x4+ yf(z) <z+zy, deci yf(x) <ay pentruorice z, y €R. ..o 1p
Pentru y = 1 rezulta f(z) < z iar pentru y = —1 rezulta f(x) > z, deci f(x) = z pentru

orice x € R, functie care verifica relatia din ipoteza. .............. ... ... ..o 2p



Problema 3. Fie n > 2 un numaér natural. Consideram un patrat de latura 2n — 1 pe care
il impartim prin paralele la laturi in (2n — 1)? patrate unitate. Ana si Bogdan joaci urmitorul
joc: incepand cu Ana, cei doi coloreaza alternativ, Ana cu rosu iar Bogdan cu albastru, in 2n?
ture, cele 4n? varfuri ale patratelor unitate. Apoi, incepand cu Ana, fiecare uneste printr-un
vector un punct rosu (care va fi originea) cu un punct albastru (care va fi varful), rezultand
astfel 2n? vectori cu originile si varfurile distincte. Dacd suma acestor vectori este nuld, Ana
castiga. Altfel, castiga Bogdan.

Aratati ca Bogdan are o strategie castigatoare.

Solutie.
Fie O centrul patratului, A;, Ag, ..., Ay,2 punctele albastre si Ry, Ra, ..., Ry,2 punctele rosii.
Ana va castiga daca
2n? N
> RiA, =0 (1),
=1
pentru o anumita rearanjare ai, as, ..., as,2 a numerelor 1,2, ..., 2n2.
Relatia (1) se scrie echivalent
2n? 2n? 2n? 2n? 2n?
D (0As, —OR)) =0 <= Y ORi=>» OA,, <= ZORZ -S04, (2),
=1 =1 =1 =1 =1
........................................................................................... 2p
Cum O este centru de simetrie pentru multimea celor 4n? puncte colorate, avem
2n? on? N
OR; + OA;, =0
i=1 i=1

Asadar Ana castiga daca si numai daca vectorii cu originea in O si cu varful in punctele rosii
AU SUMA UL oottt ettt e e e e e e e e 2p

Pentru a castiga, Bogdan poate proceda astfel: dupa ce Ana coloreaza cu rosu un punct in

2n?—1
penultima tura, calculeaza T = Z O—RZ
i=1

Daca exista punctul inca necolorat X astfel incat O—X2 =_

albastru. Astfel, el o va impiedica pe Ana sa castige deoarece

, atunci el il coloreaza pe X cu

2n2
S OR, = ORyps + 3 = ORgps — OX = XRpp # 0.
=1



In caz contrar, Bogdan coloreaza orice punct ramas, intrucat relatia (3) nu se poate indeplini.

Problema 4. Fie numerele reale r,s € [1,00) cu proprietatea ci pentru orice numere
naturale nenule a, b, cu a divide b, rezulta [ar| divide [bs].

. o8 <
a) Demonstrati cd — este numar natural.

b) Aratati ca r si s sunt numere naturale.

Am notat cu [z] partea intreaga a numarului real .

s
Solutie. a) Presupunem prin absurd ca — ¢ N.
r

Atunci existd k € N astfel indt k < > < k+1 <= kr < s < (k+1)r.

r
Alegem b = a € N*, variabil si obtinem ca [ar] | [as] de unde [ar] | [as] — k[ar] (1) ...... 1p
Din s > kr, deducem ca exista u > 0 astfel incat us > ukr + 2 si astfel pentru orice a > u

avem as > akr + 2 = [as| > [akr] + 2 > akr + 1 > k[ar], deci [as] > kl[ar]................. 1p

Din (1) rezulta ca [as| — k[ar] > [ar] <= [as] > (k + 1)[ar], deci,

as > (k+1)(ar —1) <= k+1>a((k+1)r—s),
pentru orice a > u.

k+1
Astfel, a < _hrbt
(k+1Dr—s
a8, . e 1p
b) Sa aratam ca s este natural.

Vom arata ca pentru orice a € N astfel incat ar > 2, rezulta as € N.

, pentru orice a > u, contradictie, deci presupunerea facuta este

1 1
Daca prin absurd as ¢ N, atunci va exista n € N* astfel incat —— < {as} < —, deci
n n

+1
1
1< (n+ D{as) < 22 <2, adici [(n + 1){as}] = 1.
n,
Obtinem [(n+1)as] = [(n+1)[as]+ (n+1){as}] = (n+1)[as]+[(n+a){as}] = (n+1)[as]+1.
Cum [ar] | [as] si [ar] | [(n + 1)as], rezulta ca [ar] | 1 = [ar] = 1, imposibil.
Asadar as € N,pentru orice a € N cu ar > 2, de unde (a+1)s € N, deci (a+1)s—as =s € N.
........................................................................................ 2p
Sa aratam in final ca r este natural.
Fie p un numar prim oarecare cu p[r] > s si m = [p{r}]. Cum p{r} < p, deducem m < p.
Daca prin absurd m # 0, atunci (m,p) = 1. Cum [pr] | ps = [p([r] + {r})] | ps =
plr] +m | ps.
Deoarece (p[r] +m,p) = 1 = p[r] + m | s, imposibil, caci p[r] > s.
Asadar m = 0 = p{r} < 1 = {r} < —, oricare ar fi p, prim, cu p > ﬁ = {r} =0si
p r
deCl 1 € NL o 2p
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CLASA a X-a — solutii si bareme

Problema 1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:

2(5% + 6% — 3%) =7 + 9".

Solutie.
Observam ca x = 0 si x = 1 sunt solutii ale ecuatiei. ................................... 1p
Demonstram ca acestea sunt unicele solutii. Ecuatia din enunt se poate rescrie:

() ) ()

6 6

1p
=a"+(2—a)*—2,cua € (0,2)\ {1}, observam ca
acestea sunt strict convexe cu f,(0) = fo(1) = 0. ... 2p
Din stricta convexitate a lui f, avem:
fal@)=folx -1+ (1 —2)-0)<z-f,(1)+(1—2x)-f,(0)=0, Vze(0,1),
si
z—1 z—1 z—1 1
fa(1) = fa < -0+ <1— > x> < fa(0) + = fa(x), Ve (1,00),
x x x x
1 1 1 T
fa(0) = fa T2 T+ 1—m 1) < Efa(m)—i- 1—:vfa<1)’ Vz € (—00,0),
de unde putem deduce ca f,(z) > 0 pentru orice x € (—00,0) U (1,00). «.oovvviiiinin.. 2p
Ecuatia din enunt se poate rescrie:
5xf% (x) + fo% (x) =0,
deci membrul stang este mai mic strict decat 0 pentru x € (0, 1) si este mai mare strict decat 0
pentru z € (—o0,0) U (1,00), adica ecuatia are doar solutiile z =0siz=1. ............... 1p
Problema 2. Determinati cel mai mare numar natural £ avand proprietatea ca exista
numarul natural n astfel incat:

sin(n+ 1) < sin(n +2) <sin(n +3) < --- < sin(n + k)

Nota: Aproximarea prin lipsa a lui 7 la a patra zecimala este 3, 1415.

Solutie. Demonstram ca maximul cautat este & = 5.




Diferenta a doi termeni consecutivi este:

1 2 2i4+1 2 2i+1
sin(n+14+ 1) —sin(n + 1) :2sin§cos% >0@cos% > 0. (%)

........................................................................................... 2p
Presupunem prin reducere la absurd ca pentru k = 6 exista un numar natural n astfel incat

sin(n + 1) < sin(n + 2) < sin(n + 3) < sin(n +4) < sin(n 4+ 5) < sin(n + 6). Conditia (x) se

reduce la: _
cos<n+ Z;_ )>0, 1=1,5,

care ar implica:
3 11 7
cos n+§ + cos n—l—? = 2cos2 - cos n+§ >0=cos2>0,

ceea ce este o contradictie. Asadar, £ < 5. ... 2p
Pentru k = 5 trebuie sa construim un exemplu care, conform (x), se reduce la a determina
un n € N pentru care avem cos (n + %il) > 0, i = 1,4. Functia cos(z) este pozitivd pentru
x€[2m7r—g,2m7r+%],m€Z. ......................................................... 1p
Din conditia:
T 3 9 T
2mm — 5 < n+§ < n+§ < 2m7r+§ & (4m—1)-10m < 20n+30 < 20n+90 < (4m+1) - 107,
folosind incadrarea 3,14 < 7 < 3,15, obtinem o conditie suficienta:

(4m—1)-31,5 < 20n+30 < 20n+90 < (4m+1)-31,4 = m < 7.

........................................................................................... 1p
Considerand m = 7 obtinem urmatoarea incadrare pentru n:
27t — 3 291 — 9
I
ceea ce, folosind incadrarea 3,141 < m < 3,142, implica n = 41. Asadar, pentru k£ = 5 putem
considera n = 41, de unde obtinem ca maximul cautat este k =5. .......... .. ... 1p

Nota: Se acorda 3 puncte pentru orice constructie alternativa pentru k = 5.

Problema 3. Se considera triunghiul ABC oarecare si punctele mobile M pe semidreapta
BC', N pe semidreapta C'A si P pe semidreapta AB care pornesc simultan din B, C' si, respectiv,
A si se deplaseaza cu vitezele constante vy, v, v3 > 0, exprimate prin aceeasi unitate de masura.
(a) Stiind ca exista trei momente distincte in care triunghiul M N P este echilateral, demonstrati
ca triunghiul ABC este echilateral si, in plus, v; = vy = v3.

(b) Demonstrati ca daca v; = va = w3 si existd un moment in care triunghiul MNP este
echilateral, atunci triunghiul ABC este echilateral.

Solutie. Fie a,b,c € C afixele varfurilor triunghiului ABC. Pentru ¢t > 0 avem urmatoarele
expresii pentru afixele punctelor M (t), N(t) si P(t):
m(t)=b-(1—wvy-t)+c-vy-t;
nit)=c-(1—vy-t)+a-vy-t;
pt)=a-(1—wvg-t)+b-vsg-t.



Conditia ca triunghiul M NP sa fie echilateral la un moment dat ¢ > 0 se poate scrie:
m(t) + en(t) +ep(t) =0,
unde € € {_HT“/E, A_T“/g} Aceasta relatie este echivalenta cu:

t (—bvy + cv1 — ecvg + eavy — Eavy + Ebvg) + b+ ec+Ea =0, ()

pentru orice moment ¢t > 0 pentru care triunghiul M N P este echilateral. .................. 1p
a) Deoarece relatia (x) are loc pentru trei valori distincte t1,t2,t3 > 0, conform principiului

—1+iv3 —1-iV3
2 7 2

cutiei, exista ¢ € { } pentru care relatia (%) se va realiza pentru doud momente

distincte ¢;,2; > 0, 1 < ¢ < j < 3, de unde rezulta ca:

(b—c)v1 +e(c—a)va +E(a — b)vg = 0;
b+ec+ea=0.

A doua relatie de mai sus este echivalenta cu a avea triunghiul ABC' echilateral. ....... 1p

Pe de alta parte, prima relatie ne permite sa facem o translatie a triunghiului ABC astfel
incat centrul cercului sau circumscris sa fie de afix 0. Cum ABC este echilateral, avem b = ca
sic=¢asau b =E€a si c = ca. Fara a pierde generalitatea, consideram primul caz si obtinem:

(ea — Za)vy + £(Fa — a)vy + E(a — ca)vy = 0 = (¢ — e¥)vy + (1 — e)vg + (6 — 1)vg = 0,
iar prin impartire cu 1 — ¢ # 0 si tinand cont de vy, v2,v3 € R, avem:
eVl + v —v3 —evy3 =0= v = v = v3.

........................................................................................... 2p
Remarca: Alternativ, din a doua relatie, folosind € = —1 — ¢, deducem b — a = €(a — ¢) si
apoi, inlocuind in prima relatie si impartind cu ¢ — a # 0, vom obtine v; — vz = e(vy — v1). Mai
departe, tindnd cont c& v; € R, = 1,3 vom obtine v = vy = v3.

b) Daca v = vy = v3 = v, relatia (x) se poate scrie:

t-v-((c=b)+ela—c)+&b—a))+b+ec+Ea=0,
care este invarianta la translatii, rotatii si omotetii, deci putem fixa a =1 si ¢ = € si obtinem:
(b—e)(t-v-(E—-1)+1)=0,

iar cum a doua paranteza nu poate fi 0, ramane b = ¢, de unde obtinem ca triunghiul ABC este
echilateral, ceea ce Incheie problema. .............o i 2p

Problema 4. Intr-un muzeu de artd sunt expuse n tablouri, n > 33, pentru care sunt
folosite in total 15 culori astfel incat oricare doua tablouri au cel putin o culoare comuna si nu
exista doua tablouri care sa aiba exact aceleasi culori. Determinati toate valorile posibile ale
lui n > 33 astfel incat oricum am colora tablourile cu proprietatile de mai sus sa putem alege
patru tablouri distincte pe care sa le numerotam 77,75,73 si Ty, astfel incat orice culoare care
este folosita atat in 77, cat si in T, se regaseste in 73 sau in 7j.



Solutie.

Vom demonstra ca orice n pentru care 33 < n < 21 este bun.

incepem prin a observa ca daca avem un tablou 7; in muzeu in care sunt folosite & culori,
tabloul in care sunt folosite celelalte 15 — k culori nu se poate regasi in muzeu. Asadar, din cele
215 — 1 tablouri posibile a fi obtinute cu cele 15 culori, avem maxim 214 tablouri in muzeu, iar
maximul se poate atinge daca am considera toate tablourile care folosesc culoarea c¢; impreuna
cu toate celelalte 2'4 submultimi ale culorilor {ca,...,c15} . «trvirriiiie i 1p

Demonstram acum ca pentru orice 33 < n < 2 putem gasi tablourile 17, Ty, T3, Ty cu
proprietatile din enunt. Prin T; N T} si T; U T} intelegem multimea culorilor comune, respectiv
multimea tuturor culorilor folosite in tablourile 7; si 7. Trebuie sa demonstram ca exista
i1,12,13,14 € {1,2,...,n} astfel incat:

(Tiy NTi,) C Ty UT,

Presupunem prin absurd cd oricum am luai < jsik < £din {1,2,...,n} cu{s, j}n{k, ¢} =0,
avem:
(TOT\TUTY) > 1

Studiind suma:

S= > [(TNTH\(TeUTy)l,
1<i<j<n
1<k<f<n
{a.30{k.e}=0

........................................................................................... 2p
observim ci aceasta are C2 - C2_, termeni, fiecare dintre acestia fiind mai mari sau egali cu

1, obtinem:
n(n—1) (n—2)(n—3)‘

........................................................................................... 1p
Facem acum numararea pentru culorile ¢,,, m = 1,15 si fie n,, numarul tablourilor T} care

contin culoarea c,,. Pentru ca ¢, € (T;NT;)\(TxUTy), trebuie ca ¢, € T3, Tj si ¢ € Tk, Ty. Daca
nm € {0,1,n — 1,n}, atunci nu exista tuplet (Tj, T}, T, Ty) pentru care ¢p, € (T;NT5)\(TUTy).
Pentru 2 < n,, < n — 2 perechea (T}, T}) se poate alege in C,le moduri, iar perechea (T}, Ty) in
Cz_,  moduri. Asadar, avem:

15
N (N, — 1) (0 — 1) (0 — 0y, — 1)
S =
2 >
2<nm<n—2

s< 3 I61(F) < si@ () e e

ceea ce este o contradictie. Deci, pentru orice 33 < n < 2'* avem patru tablouri cu proprietatea

din enunt. ... 1p
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CLASA a XI-a — solutii si bareme

Problema 1. Determinati functiile de doud ori derivabile f : R — R care verifica relatia
(f/(2))* + f"(z) <0, pentru orice x € R.

Solutie.

Varianta 1.
Fie f : R — R o functie care satisface conditiile din enunt. Definim functia ¢ : R — R
prin g(z) = ¢/, z € R. Functia g este de doud ori derivabild. Avem ¢'(z) = f'(x)e/®) si

g"(z) = el@ ((f’(ac))2 + f”(a:)), pentruorice z € R ... i 2p
Din ipoteza deducem ¢”(z) < 0, Va € R. Atunci functia ¢’ este descrescatoare, deci exista
limitele £, = lim ¢'(z) sily = lim ¢'(x), cu 1,0 € Reooviveii it 1p
T—r—00 T—00
Cu regula lui ’'Hopital obtinem lim 9(x) = lim ¢'(z) =/ si lim 9(x) = lim ¢'(z) = lo.
r——00 I T ——00 r—00 I T—00
............................................................................................ 1p
Din g(x) >0, Vx € Ry rezultd £1 <051 fo > 0ot 1p

Cum ¢ este descrescdtoare, cu £1 < 0 si o > 0, deducem ¢'(x) = 0, Va € R. Atunci g este

o functie constanta, strict pozitiva, deci si f = In(g) este o functie constanta. Reciproc, orice

functie constanta f satisface conditiile din enunt.......... .. ... i 2p
Varianta 2.

Fie f : R — R o functie care satisface conditiile din enunt. Definim functia ¢ : R — R

prin g(z) = e/®, 2 € R. Functia g este de douil ori derivabild. Avem ¢'(z) = f'(z)e/®) si

g"(x) = /@) ((f’(ac))2 + f”(x)), pentruorice 2 € R ... i 2p

Din ipoteza rezulta ¢”(x) <0, Va € R. Atunci g este concava pe R, deci satisface inegalitatea

9(y) — 9(2) > 9(2) = g(y)7 pentru oricare z,y, 2z ER,cuz <y < z........coiiiiiiiii.. 1p
y—=T =Y
Aratam ca g este o functie constanta. Presupunem prin absurd ci exista a,b € R, a < b, astfel
ICAL (@) 7 G(D). oo 1p
_ b) —
Cazul 1. g(a) < g(b). Din inegalitatea 9(a) — 9(x) > g 1)7 g(a), pentru oricare x < a, obtinem
a—x —a
b) —
g(z) < g(l))g(a)@ —a) + g(a), pentru oricare x € (—00,a). Rezultd lim g(z) = —oc.
— Qa T—r—00
b) — —g(b
Cazul 2. g(a) > g(b). Din inegalitatea 9 l)) 9(a) > 9(x) = 9 ), pentru oricare x > b, obtinem
b) —
g(x) < g(ig(a)(x —b) + g(b), pentru oricare z € (b,0). Rezulta li_>m g(x) = —o0.
—a T—00

In ambele cazuri este contrazisi inegalitatea g(x) > 0, Va € R. Prin urmare, g este o functie
constanta, strict pozitiva, deci si f = In(g) este o functie constanta. Reciproc, orice functie
constanta f satisface conditiile din enunt ........ ... 3p



Problema 2. Fie A, B € M,,(R). Ardtati ca rang(A) = rang(B) dacd gi numai daca existd
matricele inversabile X,Y,Z € My (R) astfel incat AX +YB = AZB.

Solutie.
1. Presupunem ca exista matricele inversabile X,Y, Z € M, (R) astfel incat AX +YB = AZB.
Atunci rang(A) = rang(AX) = rang ((AZ —Y)B) < rang(B). Analog, rang(B) < rang(A).

Rezulta rang(A) = 1ang(B). .. .un ittt 3p
2. Presupunem rang(A) = rang(B) = r. Atunci exista matricele inversabile T, U, V,W € M,,(R)
astfel incat TAU = < Onlrm %’n”_: > =V BW 1p

Rezulta A(UW‘I) = (T_IV) B. Alegem A\ € R astfel incat det (B — )\(UW_I)) # 0 si
det (A + A (T*1V)) # 0. Fie matricele inversabile X = B — A (UWfl) siY =A+ A (T*1V).
Obtinem AX +YB =2AB — \A (UW‘I) + A (T_IV) B=AZB,unde Z =21[, .......... 3p

Problema 3. Fie un numar natural n > 2 gi matricele A, B € M, (C), cu proprietatea
A’B = A.

a) Demonstrati ci (AB — BA)? = O,,.

b) Aratati ca pentru oricare numar natural k < n/2 exista matricele A,B € M,(C) cu
proprietatea din enunt astfel incdt rang(AB — BA) = k.

Solutie.

a) Varianta 1.
Daca A este inversabila sau A = O,, atunci AB — BA = O,. Fie A # O, cu det(A) = 0,
iar P € C[X] polinomul sau minimal. Cum P(0) = 0 si P # X, polinomul P este de forma
P=X*4a,_ 1 XF'4+ .. . +a1X, unde 2 < k < n. Din relatia P(A)B = O, si ipotezi, obtinem

AR oy AR 4 4 agA + a1 AB = O, (1)

1
ai—(Akil%—ak_lAk*2+-“.—Fa2A>,
1

deci AB comuti cu A. Rezultd A = A2B = A(AB) = ABA. ..., 2p
Atunci, Inmultind la dreapta relatia (1) cu BA, obtinem

Cum P este minimal, avem a; # 0. Ca urmare, AB = —

AR g AR 4 b asA+ a1 AB%A = O,,. (2)

Din (1) si (2) rezultd a;(AB?A — AB) = O,,. Cum a; # 0, obtinem AB?A=AB........... 2p

Ca urmare,

(AB — BA)? = (ABA)B — AB?A — B(A’B) + B(ABA) = AB — AB — BA+ BA = O,.

a) Varianta 2.
Din rang(A) = rang (A2B) < rang (AQ) < rang (A), obtinem rang (A) = rang (A2) ......... 1p
astfel incat A = XY. Avem Y X € M, (C) si
r =rang(A) = rang (AQ) = rang ((XY)2) =rang(X(YX)Y) <rang(YX).

2



Rezulta ca matricea Y X este inversabila. Multiplicand la stanga cu Y relatia din ipoteza
(XY)2B = XY, obtinem (YX)?YB = (YX)Y. Din inversabilitatea matricei Y X, rezulta
YB = (YX)"'Y, de unde YBX = I,. Atunci ABA = (XY)B(XY) = X(YBX)Y = XY = A.

Pe baza ipotezei si relatiei ABA = A, deducem
(AB — BA)? = (AB)?> 4+ (BA)? — AB?A — BA’B = (ABA)B + B(ABA) — AB*A — B(A%B)

= AB + BA— AB?>A — BA = AB(I,, — BA)
Utilizand relatiile ABA = A si (AB — BA)? = AB(I,, — BA), demonstrate anterior, obtinem

(AB — BA)> = AB(I,, — BA)(AB — BA) = AB(AB — BA — BA’B + (BA)?)

— AB(AB — BA — B(A?B) + B(ABA)) = AB(AB — BA — BA+ BA) = AB(AB — BA)
= (ABA)B — AB*A = AB — (AB)(BA) = AB(I,, — BA).
Astfel, (AB — BA)? = (AB — BA)2. (1)t 1p
Fie A € C o valoare proprie a matricei AB—BA. Din relatia (1) obginem A3 = A2, deci A € {0,1}.

Dar Tr(AB — BA) = 0. Atunci matricea AB — BA are toate valorile proprii nule. Ca urmare,
(AB — BA)™ = O,,. Din relatia (1) rezultid (AB — BA)? =0y .oviiiiiiiiiiiii . 2p

b) Alegem A = < On—k On—kk ) si B = < On—k C ), unde C' € M, x(C) este
Okn—k I, Okn—r Ik ’

o matrice cu rang(C) = k < n — k (pentru k& = 0, vom intelege A = B = O,). Avem
A2B=AB=A BA=Bs§iAB—BA=A-B= ( On-r —C ),deci rang(AB — BA) = k.

Remarcd. Reciproc, pentru oricare A, B € M, (C) astfel ca A2B = A, are loc inegalitatea
rang(AB — BA) < n/2.

Problema 4. Consideram o functie f : R — R pentru care existd o functie derivabila
g: R — R gi exista un sir (an)p>1 de numere reale strict pozitive, convergent la 0, astfel incat

o) =t o) =)

n—00 Qn,

pentru orice x € R.
a) Dati un exemplu de o astfel de functie f care nu este derivabila in niciun punct x € R.

b) Aratati ca daca f este continud pe R atunci f este derivabila pe R.

Solutie.
a) Consideram f : R — R definitd prin f(z) = { (1): i g ]%\ 0
strict pozitivi a, = 1/n, Vn € N*, convergent la 0. Pentru n € N*, avem =z + a, € Q, Vz € Q

siz+a, € R\Q, Vz € R\ Q. Astfel, f(z + a,) = f(z), VY € R, Vn € N*. Rezulta

. Fie sirul (ap)n>1, cu termenii



i f@tan) = (@)
n—00 anp,

f este discontinua in orice punct z € R, deci nederivabila in orice punct z € R. ............ 2p
b) Consideram functia h : R — R, h = f — g. Functia h este continua ca diferenta de functii
COMBIIIUE . o oottt 1p
n—00 an n—00 [e7%

Fie z,y € R, cu z < y. Fie ¢ > 0si A(c) = {z € [z,y]||h(2) — h(z)| < ¢(z —x)}. Cum
x € A(c) C [z,y], existda s = sup A(c) € [z,y]. Din continuitatea lui h rezulta s € A(c).
Presupunem, prin absurd, s < y. Atunci exista ny € N* astfel ca s + a, < y, Vn > n;. Din
lim (s + an) — h{s) = 0, rezulta ca exista ng > n; astfel ca (s + any) — 1(s)
n—00 G, Any

§ < s+ ap, <y siau loc inegalitatile

=0=g'(z), Vo € R, unde g este o functie constantd arbitrara. Functia

—¢'(z) =0, pentruoricex € R ........... 1p

< ¢. Atunci

[ (s + any) = W) < [h(s) = h(@)] + [k (s + an,) = h(s)] < c(s — @) + can, = c[(s + an,) — 2]

Rezulta s + an, € A(c), in contradictie cu s = sup A(c). Prin urmare y = s € A(c), deci
|h(y) — h(z)| < c(y —x). Cum ¢ > 0 este arbitrar, deducem h(z) = h(y). Rezultd ca h este o
functie conStanta . ... ... 2p
Atunci f = g+ h este derivabila pe R, cu f/ = ¢ ... o 1p
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CLASA a XII-a — solutii si bareme

Problema 1. Fie (G,-) un grup finit de ordinul n € N*, unde n > 2. Vom spune ca grupul (G,-)
este aranjabil daca exista o ordonare a elementelor sale, astfel incat

G:{al,aQ,...,ak,...,an}:{a1-ag,ag-ag,...,ak-akH,...,an-al}.

a) Determinati toate numerele naturale nenule n pentru care grupul (Zn,+) este aranjabil.
b) Dati un exemplu de grup de ordin par care este aranjabil.

Solutie:
a) Vom arata ca grupul (Z,,+) este un grup aranjabil daca si numai daca n este un numar
natural impar.
Daca (G, -) este un grup aranjabil abelian, atunci considerand aranjarea
G ={ai,a2,...,ak,...,an} ={a1-ag,a2-as,...,ax - agy1,...,a, - a1}, avem

2
n

ITo=11ar =11 a)={]19] -
k=1

geG k=1 geG
(unde an41 = ay), astfel ca& [] g =1, unde 1 este elementul neutru al grupului (G, -)....... 2p
geG

In orice grup abelian finit avem ca produsul tuturor elementelor sale este egal cu produsul
elementelor sale de ordin 2. R
Pentru n € N*, daca k € {0,1,...,n — 1} cu ord(k) = 2, inseamna c&

k#0=k+k=2k,

adica n divide 2k, dar nu divide k. Acest lucru este posibil doar daca n este par si n = 2k.
Astfel, daca n este par, cu n = 2k, si (Zy,+) ar fi aranjabil, am avea

0= Y e=*,
TELn

ceea ce este fals. Prin urmare, daca n este par, grupul (Z,,+) nu este aranjabil. ........... 1p
Fie acum n un numar natural impar. Consideram multimea [0,n — 1]y = {0,1,...,n — 1} si
functia f : [0,n — 1|y — Zy, definita prin f(k) = 2k + 1. Cum

Fk)=f(l) == 2k + 1 =2+ 1= n|(2k —2) == n|(k—1) = k=1,

functia f este injectiva si cum [0,n — 1]y si Z, sunt multimi finite cu acelasi numar de ele-
mente, rezulta ca f este bijectiva. Notand ap = k — 1 pentru orice 1 < k < n si ap41 = a1,



rezultd atunci ca ap + ax+1 = f(k — 1) pentru orice k = 1,n, astfel ca Z,, = {a1,a9,...,an} =
{f(o)af(1)7af(k)’vf(n - 1)} = {al + az,a2 + as,...,ap—1 + aky ..., 0n + CL1}7 de unde
deducem ca grupul (Z,,, +) este aranjabil.

............................................................................................ 1p
Multimea numerelor naturale cu proprietatea ca grupul (Z,, +) este aranjabil este prin urmare
multimea numerelor naturale impare. ............. .. . 1p

b) Conform punctului a), nu exista grupuri aranjabile ciclice de ordin par. ConsiderémAZé =
{0,1,2,3}, Zo = {0,1} si grupul G = Z4 x Zy cu operatia de adunare pe componente (k,1) +
(m,m) = (k+m,l+n). Atunci
G = {a1 = (0,0),a2 = (1,0),a3 = (1,1), a4 = 3,1),a5 = (2,0), a6 = (2,1),a7 = (0,1), a5 = (3,0)} =

= {a1 + ag, a2 + a3, az + ag, a4 + as, a5 + ag, a6 + ar, a7 +as,as + a1},

astfel ca (G, +) este un grup aranjabil de ordin 8........ ... ... .. i 2p

Problema 2.  Fie p un numar prim, n un numar natural nedivizibil prin p, iar K un corp
comutativ cu p" elemente, cu elementul unitate 1g si elementul nul 0 = Og. Pentru orice
m € N* notam m = 1g + 1x + ... + 1k $i definim polinomul

de m ori
m —
fm = D (-)"HCEXT € KIX].
k=0
a) Ardtati cd multimea radacinilor polinomului fy este {k| k € {0,1,...,p—1}}.

b) Fie m € N* oarecare. Determinati multimea raddacinilor din corpul K ale polinomului f,.

Solutie:
a) Pentru orice polinom P € K[X] vom nota cu Zp multimea radacinilor sale din K. Deoarece
|K| = p™, caracteristica corpului K este char(K) = p. Atunci m = 0 pentru orice multiplu m al
lui p. In particular, cum kP = k (mod p) pentru orice k € Z, avem ca

fik)= (k) ~k=F -k =k —k=0,

pentru orice k € {0,1,...,p— 1}. Prin urmare, {% |k =0,p—1} C Zy,. De asemenea, deoarece

K este un corp comutativ, |Zy, | < grad(f1) = p. Rezulta ca Z; = {E\ E=0,p—1}......... 2p
b) Deoarece p\C;f, pentru orice k = 1,p — 1, rezulta ca (a + b)P = aP 4 bP, pentru orice a,b € K|

si inductiv (a+ b)plC =a?" + " pentru orice a, b € K si orice k € N. Atunci pentru orice m € N*

avei:
m m
Z ym- ka Z ym kck Xp —ka) —
k=0 k=0
m+1 o m+1 o
= 3 (—)RCE Ol X = 3 (—m i RCE X = f (X)),
k=0 k=0



............................................................................................ 2p
Aratam prin inductie dupd m € N* ca Z; = {E|kz = 0,p — 1} pentru orice m € N* ceea
ce va rezolva problema. Pentru m = 1 am aratat acest lucru la a). S& presupunem acum ca
proprietatea are loc pentru un m € N* oarecare. Demonstram ca ea are loc atunci si pentru
m + 1:

Pentru orice k € {0,1,...,p — 1} avem

Frp1 (k) = fn(f1(K)) = fm(0) =0,

astfel ca {E|k:0,p—1}§me+l. ........................................................ 1p
Fie a € Zy, ., oarecare. Atunci fi,(f1(a)) = frmi1(a) = 0, deci fi(a) € Zy,,. Prin urmare,
exista k € {0,1,...,p — 1} astfel incat fi(«) = k. Obtinem ca

o = (a+ k)P =af + Kk =
si, inductiv, dacd o?” = o +m - %, atunci o?” " = (a+m- E)p =a+(m+1) k. In grupul
multiplicativ (K*,-) avem 2P" ~! = 1 pentru orice z € K*, astfel c& 2P = x pentru orice element
z € K. Atunci

ASEEEL CA 1+ 2= 0.+ oo e e e e 1p
Cum 1nsa n nu se divide prin caracteristica p, rezulta ca k = 0. Dar atunci fila) = 0 si
a€Zs ={k|k=0,p—1}. Am obtinut deci si incluziunea inversi Z;, ., C {k|k =0,p— 1}
si deci are loc egalitatea Zy, ., = {E\ k =0,p — 1}. Proprietatea enuntatd are loc atunci pentru
OTICE T € N 1p

Problema 3. Fie a,b € R, cu a < b, doua numere reale oarecare. Spunem ca o functie f :
[a,b] — R are proprietatea (P) daca este o functie integrabila pe [a,b], cu proprietatea cd

r+a x+b
f(x)—f( ;L >:f( ;r >—f(x) pentru orice T € [a,b].

Aratati ca pentru orice numar real t existda o unica functie f : [a,b] — R cu proprietatea (P),

b
astfel tncat [ f(z)dz =t.

Solutie:
Vom arata ca functiile cu proprietatea (P) sunt exact functiile constante pe intervalul [a, b].
Egalitatea din enunt se transcrie echivalent

s =5 (7(55) +1(55) (1)

Aratam ca pentru orice n € N* si orice = € [a, b] are loc egalitatea

2" —1

1 x4+ (2" —1—k)a+ kb
o) =g 21 - ). )




Pentru n = 1, aceasta este exact relatia (1). Daca presupunem acum egalitatea adevarata pentru
un numar natural n € N* si orice = € [a, b], atunci avem

2" -1

v+ (2" —1—-k)a+kb\
QnZ'f( on >_

iy Lo+ (2~ 1-Kathb 1 1 z+@"—1—k)ja+kb 1
FERG e ).

27L+1 1

z+ (2" —1—k)a+ kb
2n+1 Z f < on+1 )

............................................................................................ 3p
Consideram pentru n € N* gi € [a, b] oarecare diviziunea
(2" —1)a+b (2" — k)a + kb
An: $0:a<$1:2—n<<l‘k:2—n<<$2n:

cu norma |A,| = si sistemul de puncte intermediare

271/

c+ (2" -k)a+ (k—-1)b S—
bi(a) = (suto) = TR E 0 )
Atunci relatia (2) se transcrie sub forma
1
f@) = 5= o(fs B, &) (2)),

unde prin o (f; Ay, {)(z)) am notat suma Riemann asociata functiei f, diviziunii A, si sistemu-
lui de puncte intermediare £ n)( x). Cum functia f este integrabilé Riemann pe intervalul [a, b],

avem hm o(f; An,Em) ff )ds, astfel c& f(z ff ) ds pentru orice x € [a, b].
Orice func‘gle cu proprietatea (73) este deci constanta

............................................................................................ 2p
Reciproc, orice functie constantd pe intervalul [a,b] este integrabila Riemann si verifica egali-
tatea din enunt. ... ... 1p
Pentru orice t € R exista atunci o unica functie cu proprietatea (P), anume f : [a,b] — R,

b
finitd prin f(z) = 5-- pentru orice z € [a, b], astfel incat [ f(z)dz =t...................... 1p

a

Problema 4. Fie f : [0,1] — R o functie monoton crescatoare, derivabila, cu derivata continud,
pentru care f(0) =0. Fie g:[0,1] — R functia definita prin

g(z) = f(z)+ (z - 1)f'(z) pentru orice z € [0,1].

/Olg(z)dx:O

4

a) Ardatati ca



b) Demonstrati ca pentru orice functie ¢ : [0,1] — [0,1], convexa si derivabila, cu ¢(0) =0 si
©(1) =1, are loc inegalitatea

1
/0 9(p(x)) dz < 0.

Solutie:
a) Deoarece g(z) = f(z) + (z — 1) f'(z) = ((x — 1) f(x))’, rezulta ca

b) Fie ¢ : [0,1] — [0,1] o functie convexa si derivabila cu ¢(0) = 0 si (1) = 1. Atunci
functia ¢’ este crescitoare. Functia f fiind monoton crescitoare si derivabila, are derivata f’
nenegativa. Rezulta ca pentru orice z € [0, 1] avem

flp(x)) = (@) = F($(0)) = /Om flle®) - ¢'(t)dt < ¢/(z) - ' f(e(t)) dt

Integrand in inegalitatea de mai sus, obtinem

fendr< [ (¢ [ riewdr) do. 3)
[ [ (e [ rema)

............................................................................................ 2p
Functia f/ o ¢ este continud, fiind compusd de functii continue, astfel ca este primitivabilé si
integrabila, iar o primitiva a sa este functia @ : [0,1] — R definita prin ®(x fO (e
Integrand prin parti, avem:
1 T 1
| (¢@- [ reoa) ao= [ o) sw)do-
. 1
/
= (pla) - D@y = [ (pla)- (@) e =
1 1 1
= o(1)-8(1)=¢(0) - 20— [ o(o)-f(pla)) o = | Flpta))da= [ plo)- S pla))de. (@)
............................................................................................ 1p
Din definitia functiei g, inegalitatea (3) si identitatea (4) rezulta atunci ca
1 1
/ )) de = / F(pla)) da + / o(@)- [lp() do— | o) de < 0.
0
............................................................................................ 2p
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CLASA a V-a — solutii

Problema 1. Vom spune despre o fractie zecimala periodica simpla f ca are lungimea
redusd n (unde n este un numar natural nenul) daca perioada sa are n cifre si f nu poate sa fie
reprezentata ca fractie zecimala periodica simpla cu o perioada cu mai putine cifre. De exemplu,
0,(223) are lungimea redusa 3, iar 0,(2323) are lungimea redusa 2, deoarece 0,(2323) = 0,(23).

a) Aratati ca f = 0,(2) - 0,(3) este fractie periodica simpla de lungime redusa 3.

b) Exista doua fractii periodice simple de lungime redusa 1, al caror produs sa fie o fractie
periodica simpla de lungime redusa 17

c) Exista douda fractii periodice simple de lungime redusa 3, al caror produs sa fie o fractie
periodica simpla de lungime redusa 37

2 2
Solutie. a) f =0,(2)-0,(3) = g g 77 =0,(074) este fractie de lungime redusa 3..... 2p

b) Da, deoarece, de exemplu, 0,(3) - 0,(6) = 0,(2) ...covviiniiii 2p

(6
270 370 100
D 1 2 - =
c¢) Da, deoarece, de exemplu, 0,(270) - 0,(370) = 9.3.37 999 — 999

Problema 2. Fie n > 2 un numar natural. Consideram numerele A = 33...3, cu n cifre 3
si B =20-A+ 6. Determinati cifrele care apar in scrierea zecimala a numarulul A-B.

Solutie. Avem B =66...6,cun+1lcifre 6......... .. . ... i 1p
Observam ca 3- A =99...9 = 107 — L .. it e 2p
Rezultda A-B=(10"—1)-22...2=22...200...0—22...2 . ... ittt 2p
—— S =
n+1 cifre n—+1 cifre n cifre n—+1 cifre

Obtinem A - B = 22...21977...78, deci in scrierea zecimala a numarului A - B apar cifrele
’ —_— =

n—1cifre n—1cifre

Problema 3. Determinati perechile de numere naturale nenule a si b care verifica relatia
a _ bb

Solutie. Daca b > 4a, atunci b > a, deci b > a%¢ iar inegalitatea este imposibila in acest

o721/ A 1p
Pentru b < 4a obtinem b = a* = a**qP, deci bP este divizibil cu a®, ceea ce aratii ci b este
AIVIZIDIL CU @ o oo 2p
Rezulta cab=na,cun=1I),n=2 1) saun=3 (III).............coiiiiiiiii.. 1p
Obtinem (a*)? = ((na)™)*, adica a* = n"a”, sau a*~" = n™. In cazul (I) obtinem a = b =1,
in cazul (II) avem solutia a = 2, b = 4, iar in cazul (III) obtinem a =27, b=81............ 3p

Observatie. Din a® | b® nu reiese a | b, dupi cum aratd exemplul 44 | 101, dar 4 1 10.

Problema 4. Fie n un numar natural nenul. Vom spune ca o tabla n x n este speciala daca:

- in fiecare casuta a tablei este pus un numar natural impar, de doua cifre;

- numerele de pe tabla sunt diferite doua cate doua;

- produsul numerelor de pe fiecare linie si produsul numerelor de pe fiecare coloana este
patrat perfect.



Aratati ca cea mai mare valoare a lui n pentru care exista o tabla speciala este 4.

Solutie. Daca intre factorii primi ai numerelor de pe tabla apare p > 17 pe linia ¢ si coloana
¢, atunci trebuie ca pe linia ¢ s& mai apara un multiplu de p (pe coloana ¢’ # ¢), pe coloana ¢
sd mai apard un multiplu de p (pe linia ¢ # ¢) si pe pozitia (¢, ) s& mai apara un multiplu de
p. Astfel, pe tabla ar trebui s& apara un numar N > 7p > 100 — imposibil .................. 1p

Rezulta ca pe tabla nu pot aparea numerele de doua cifre care sunt multipli impari de 17 —
3 numere, de 19 — 3 numere, de 23 — 2 numere, de 29 — 2 numere, de 31 — 2 numere si de 37, de
41, de 43, de 47, de 53, de 59, de 61, de 67, de 71, de 73, de 79, de 83, de 89, de 97 — cate un
numar; in total, 26 de numere. Cum in total existd 45 de numere impare de doua cifre, reiese
ca pe tabla nu pot aparea mai mult de 45 — 26 = 19 numere, decin <4.................... 2p

Pentru n = 4 trebuie sa folosim pe tabla 13 -1, 13 - 3,
13 -5, 13- 7 si patru multipli ai lui 11 (de exemplu, 11 - 1,
113, 115, 11 -7) oo 1p

Un exemplu de asezare este cel alaturat............. 3p

11 |[3-11| 33 52
5-11[7-11] 3-5 | 3-7
7 1352 13 |3-13
32.5132.7]5-13[7-13

Observatie. Pentru indicarea, fara explicatie, a unei table
corecte, se acorda 4 puncte.



Olimpiada Nationald de Matematica
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CLASA a VI-a — solutii

Problema 1. Numerele naturale 1,2,3,...,2024 sunt scrise pe 2024 cartonase identice,
asezate pe o masa cu fata scrisa in jos. Spunem ca un cartonas este cdstigator daca numarul
scris pe el este divizibil cu 13 sau 100. Care este cel mai mic numar de cartonase pe care trebuie
sa le Intoarcem, fara a le privi, pentru a fi siguri ca am intors un cartonas castigator?

Solutie. Pentru a fi siguri ca am intors un cartonas castigator trebuie sa Intoarcem cu unul

mai mult decat numarul cartonaselor necastigatoare................. ... . ... 2p
Multiplii lui 13 mai mici sau egali cu 2024 sunt 13 -1,13-2,...,13 - 155, numarul lor fiind
255 1p
Multiplii lui 100 mai mici sau egali cu 2024 sunt 100-1,100-2,...,100 - 20, numarul lor fiind
20 e 1p
Exista un singur multiplu comun al numerelor 13 si 100 printre numerele 1,2,3,...,2024,
numarul 1300. . ... e 1p
In total avem 155+ 20 — 1 = 174 de numere care sunt multipli ai numerelor 13 sau 100, deci
2024 — 174 = 1850 de numere care nu au aceasta proprietate. ............. ... ... . 1p
Pentru a fi siguri ca vom Intoarce un cartonas castigator va trebui sa Intoarcem minim 1851
de Cartonase. .. ... ... 1p
Problema 2. Se considera multimea A,, = {1,3,5,...,2n — 1},n € N*. Pentru o pereche

(a,b), unde a,b € A,, se formeaza numarul m = ab obtinut prin alipirea (concatenarea) celor
doua numere a si b. De exemplu, pentru numerele 19,37 € Asg, prin alipire se obtine numarul
m = 1937.

a) Care este cel mai mic numar n € N* pentru care exista m patrat perfect?

b) Determinati cel mai mare patrat perfect m care se poate obtine pentru n = 50.

Solutie. a) Din multimea A;9 = {1,3,5,7,9,11,13,15,17,19} nu putem forma un patrat
perfect prin alipirea a dOUA NUMETE ... ... . i e s 2p
Din multimea A;; = {1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21}, prin alipirea numerelor 1 si 21, se
poate forma patratul perfect 121, care este cel mai mic. Deci n = 11 este numarul cautat...1lp
b) Avem Asy = {1,3,5,7,...,97,99}. Putem forma, prin alipirea a doud numere din
multimea Asg, patrate de cel mult 4 cifre....... ... ... .. 1p
Calculim cele mai mari pitrate perfecte: 992 = 9801, 972 = 9407, 952 = 9025, 932 = 8649,
912 = 8281. Acestea nu convin deoarece dintre cele doua numere alipite primul este par, deci
nu poate fi din multimea Asg........ .. 2p
Numéarul 892 = 7921 poate proveni prin alipirea numerelor 79 si 21 care fac parte din
multimea Asg. Deci cel mai mare patrat este 7921......... ... . .. .. i 1p



Problema 3. Fie ABC un triunghi cu unghiul ZBAC = 30° si ZABC = 100°. Fie m
mediatoarea segmentului AC, E intersectia dreptei m cu AB si D punctul de pe m, situat in
interiorul triunghiului ABC, pentru care ZCAD = 10°. Fie M intersectia dreptelor AD si CE.

a) Aratati ca C'E este bisectoarea unghiului ZBCD.

b) Aratati ca AM = AB.

Solutie. a) Deoarece m este mediatoare, avem DA = DC si

FA=FEC. Rezultd ADEA=ADEC ...................... 1p
Din DA = DC reiese /DCA=/DAC =10°. ......... 1p
Avem si Z/ZDCFE = ZDAFE = 20°, de unde ZBCE = 20°,
deci C'E este bisectoarea unghiului BCD................... 1p
b) Deoarece ZCDA = 160°, rezulta LZADE = ZCDE =
100° = ZOBE. ..o e 1p
Obtinem LZCEB = ZCED = 60°, deci ACEB = ACED.
(U LU ) e e 1p
Reiese BE = BD si, cam ZMEB = ZMED iar ME = MFE, obtinem AMEB = AMED
(LU L) e 1p
Deducem /EBM = ZEDM = 180° — ZCED — ZAME = 180° — 60° — 40° = 80°. Cum
ZBAM = 20°, reiese c& AB = AM. ... o 1p

Problema 4. a) Aratati ca fiecare dintre numerele 137, 138 si 139 are numarul divizorilor
naturali o putere a lui 2.

b) Care este numarul maxim de numere naturale consecutive cu proprietatea ca fiecare dintre
ele are numarul divizorilor naturali o putere a lui 27

Solutie. a) Se arata ca 137 si 139 sunt numere prime (nu se divid cu numere prime mai mici

sau egale cu 13), deci numarul divizorilor fiecaruia este 21........ ... ... ... .. 1p
Descompunand in factori avem 138 = 2! - 3! - 23!, deci numarul 138 are 2-2 -2 = 23 divizori
107 =Y 1p

b) Extindem secventa de numere consecutive, 137, 138, 139, cu numere care au numarul
divizorilor o putere a lui 2.

Avem 136 = 23.17, 135 = 33.5, 134 = 2.67, 133 = 7-19, numere care au 8, 8, 4, respectiv 4 di-
vizori. Obtinem astfel o secventa de 7 numere naturale consecutive, 133,134,135,136,137,138,139,
care au numarul divizorilor o putere a lui 2...... ... .. 2p

Aritiam ci nu putem gisi 8 numere naturale consecutive cu aceasts proprietate. Intr-adevar,
printre oricare 8 numere naturale consecutive exista unul care da restul 4 la impartirea cu 8,
adica un numar a de forma 8k +4 = 22.(2k+1). Deoarece 2k + 1 este impar, in descompunerea
in factori primi a lui a factorul prim 2 apare la puterea a doua. Rezulta ca numarul divizorilor

lui a se divide cu 3, deci nu este o putere a lui 2......... ... 2p
Asadar numarul maxim de numere naturale consecutive cu numarul divizorilor o putere a
JUL 2 @St 7. et 1p
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CLASA a VII-a — solutii si bareme orientative

Problema 1. Pentru orice numir real = se noteazi A(z) = 22 + 4 - [x].

a) Determinati numerele reale 2 pentru care A(z) = {x}°.

b) Determinati numerele reale y > 0 pentru care A(y) este patratul unui
numar natural.

([2] si {z} reprezinta partea intreagd, respectiv partea fractionard a
numarului real z)

Solutie. a) Din ([z] + {z})? +4 - [x] = {x}? se obtine [z]? + 2 [z] - {x} +

4[] =0 (%).
Daca x > 0, se deduce ca [x] = 0, asadar orice z € [0,1) este solutie a
problemei. ... 1p
214. 4
Daca z < 0, egalitatea (*) conduce la {z} = — 2] 2+[ ] 2] =— [x];—
-z

Deoarece {z} € [0,1) ajungem la [z] € {—5, —4} si astfel se obtin solutiile

T = 5 x9 = —4, care verificd egalitatea din enunt.

Asadar z € {—g, —4FU0,1) o 2p

b) Pentru y € (0,1) avem A(y) = y> € (0,1), A(1) = 5, iar pentru
y € (1,2) avem A(y) = y*> + 4 € (5,8), asadar A(y) nu este patrat perfect
PENtTU & € (0,2) oottt 1p

Pentru y > 2, conditia din enunt conduce la y? € N, asadar y = /m, cu
m € N,;m > 4, de unde se ajunge la m +4 - [\/m] = p?, cu p € N.

Notand k = [y/m], rezultd k > 2si k? < m < (k+1)2, adicd m+4k = p>.
1p

Folosind acum faptul ca k2 +4k <p?> < (k+1)?2 +4k =k + 6k +1 <
(k + 3)%, se deduce ca (1) p?> = (k+1)2 = 1, pentru k = 0 sau (2) p2 =9
pentru k = 1, valori care nu verifici egalitatea din enunt sau (3) p? = (k+2)2,
PENEIU K > 2. 1p

Asadar p = k+ 2 si m = (k +2)%2 — 4k = k? + 4. Se obtine astfel
y=+Vk%+4,k € N,k > 2, numere care verifici egalitatea din enunt... .. 1p

Problema 2. Se considera un triunghi ABC cu <<BAC = 120° si
triunghiurile isoscele PAB si NAC astfel incat < APB = SANC = {BAC,



dreapta AB sa separe punctele P si C si dreapta AC sa separe punctele N
si B.
Aratati ca, daca G este centrul de greutate al triunghiului ABC, atunci
AB + AC
GP =GN = %

Solutie. Triunghiurile PAB si N AC fiind isoscele, cu XAPB = XANC =
ABAC = 120°, rezulta ca <PAB = <NAC = 30°, deci punctele P, A, N
SUNE COLMIATE. . .\ttt ettt e et ettt e e e 1p

B el

Fie PF||AC,F € AB si NE||AB,E € AC. Avem XAPF = <NAC =
S FAP, prin urmare triunghiul F'AP este isoscel , cu FA = FP (1)

Pe de alta parte, din <APB = 120° si < APF = 30°, rezulta ca <F PB =
90°, deci triunghiul PBF este de tipul 30° —60° —90°, de unde BF = 2-FP

BF
(2). Din (1) si (2) obtinem A= 2 (3) ce 2p
Dacé BB’ este mediana din B a triunghiului ABC, cum G este centrul
B
de greutate al triunghiului ABC, avem Gg’ = 2 (4). Relatiile (3) si (4)

conduc, conform reciprocei teoremei lui Thales, la FG||AC, deci punctele

P, F si G sunt coliniare. Obtinem <<GPN =30° ....................... 2p
Analog rezulta ca <GNP = 30° si astfel deducem ca triunghiul GNP
este isoscel, cU GP = GIN. ..o 1p

Cum AFGE este paralelogram, GP = GF + FP = AF + FP =
AB + AC

5 , de unde rezulta concluzia. ........... ... ... .. ... 1p

Problema 3. Pentru orice numar natural nenul n se considera multimea
A={n2n?+1,n%+2,...,(n+1)}.

Determinati numerele a,b,¢c € A,a < b < ¢, stiind ca b este media
geometrica a numerelor a si c.



b
Solutie. Din b? = ac = — = g = §7 unde z,y € N* (z,y) = 1siz > y.
a Yy
2
Deci,b:a-x,c:w(ac) .......................................... 2p
Yy Yy

x a
Cumc=a- (y) € N*si (z,y) = 1, rezulta ca 2 € N*, deci a = py?

unde p € N*. Numerele sunt a = py?,b = pry,c = pz?, unde z,y € N*,
T > Y, P E N 2p
Dinae€ A= /py >niardince A= /pr <n+1,deci/p-(z—y) <1
sicum x —y>1,rezulta 1 > \/p(x —y) > {/p,cump e N* = p=1 ...2p
Obtinem n <y <x <n+1, deci y = n,z = n + 1 si solutia a = n?,b =
ne-(n+1),c=(n+ 1) 1p

Problema 4. Se considera un patrat ABCD si punctele E pe latura

CD, M pe diagonala AC' si P pe latura BC, astfel incat X BAE = SAEM =
JSAMP. Aratati ca:

a) Triunghiul AM P este isoscel.
b) EM = DE + PB.

Solutie. a) Notam < BAE = YAEM = XAMP = o.

H Fs =
S
T TR T~ 5§
e / ™ A
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Avem, perand, < DAE = 90°—q, SEFAC = a—45°, ADEA = SEAB =

Q, SOEM = 180° — 200+t 1p
Din triunghiul CPM, rezulta <PMC = 180° — xAMP = 180° — « si
apoi ACPM = o — 45°. Astfel SFAC = <CPM =a —45°. .......... 1p



Daca notam cu H intersectia dreptelor AFE si PM, patrulaterul HAPC
avand <H AC' = < H PC = a—45° este inscriptibil, deci XAHP = SACP =
45°. Mai mult, SAHP = <FHM = <ECM = 45°, astfel ca patrulaterul

HEMC este inscriptibil, iar SHCM = SAEM = ...t 1p

Revenind in patrulaterul inscriptibil HAPC, avem <HPA = XHCA =

«, deci triunghiul AMP este isoscel. ..., 1p

b) In triunghiul isoscel MAP avem <MAP = 180° — 2 - o, astfel c&

JPAB = <CAB — SMAP =45° — (180° —2 - o) =2 - cx) — 135°. ..... 1p
Qgoco=zs peoead £ c

Prelungim latura CE cu segmentul DQ = BP. Din congruenta triunghi-
urilor ADQ si ABP (C.C.) rezultd ¥QAD = <PAB = 2-a — 135°.

SEAQ = <EAD + <DAQ = a — 45°, adica SFAQ = <EAM. ....... 1p
Mai mult, avem congruenta triunghiurilor EAQ si EAM (U.L.U), de unde
rezulta EM = EQ =ED+DQ=ED+BP. ..., 1p
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CLASA a VIII-a — solutii si bareme

Problema 1. Determinati numerele intregi n pentru care exista o re-
aranjare ap,as,...,a1013 a numerelor 1012,1013,...,2024, astfel incat sa
aiba loc egalitatea a - n1912 4 ay - ntOM 4 4 G012 - n + at013 = 0.

Solutie. Dacan € N, atunci a1 -n'%?+ay-n'M +. . +ai012-n+a1013 > 0,
deci m € N U CONVINE. ..ottt i 1p
Dacan = —k,cuk > 2, atunci a;-n'92+as-n'"M+. . +ai912-n+a1013 =
KO (ay -k —ag) + k%% (ag -k —aq) + ... + k(@111 - k — ar012) + a1013 > 0,
deoarece aig13 > 0si a; - k —a;11 2 2a; —a;+1 = 2-1012 — 2024 = 0, pentru

orice i € {1,2,...,1011}. Asadar, nu exista solutii de acest tip......... 2p
Aratam ca n = —1 este solutie.
Pentru oricea € Z, —a+ (a—1)—(a+1)+(a+2)=0. .......... 2p

(1012 — 2024 + 1013 — 1015 4 1014) + (—1017 + 1016 — 1018 4 1019) +
..+ (—2021 4 2020 — 2022 4 2023) = 0, deci n = —1 este unica solutie.2p

Problema 2. Spunem ca o functie de gradul intai f : R — R este utild,
daca are proprietatile:

(i) |f(z)] < 2, pentru orice numar real x cu |z| < 2.

(i) |f(x)| = 1, pentru orice numar real = cu |z| < 1.

Fie xp € R. Demonstrati ca exista o functie utila cu f(z) = 0, daca si
numai daca |zg| = 4.

Solutie. ,, =” Daca f este utila, atunci i —f are proprietatile (i) si
(ii), deci este utila. In consecinta, putem alege o functie utila f : R — R,

fl@)=ax+b,cua>0,beR. ... . 1p
Cum a > 0, inegalitatea (i) este echivalenta cu f(2) < 2si f(—2) > -2,
decicu2a+b<2 (1)si2a—b<2 (2) oo, 1p

Inegalitatea (ii) conduce la situatiile: I) f(—1) < —1, f(1) < —1 sau II)
b
f(=1) =1, f(1) > 1 (situatia f(—1) < 0 < f(1) ar conduce la —1 < — <1
b
si f( - 7) =0, In contradictie cu (ii))......... ... i 1p
a
In cazul I obtinem —a+b< -1 (3)sia+b< -1 (4).

P>
5
=
=
v
5
2.
&

cu 2 si adunand cu (2) rezulta 4a + b < 0, adica xo = —



In cazul IT obtinem a —b < —1 (5) si —a—b < —1 (6). Adunand (5)
b

inmultita cu 2 si (1) rezulta 4a — b < 0, deci xg = —— < —4. Din I) si II)
a

rezultd CA [To] = 4 ..o 1p
,, < Fie g € R, cu |zg| > 4

1
Daca g > 4, alegem f: R = R, f(x) = 0

X
1‘0*1 1*.’E0

Daca zg < —4 alegem f: R - R, f(x) = T+ 20 .x+$0+1.

Problema 3. Fie ABCA'B'C’ o prisma triunghiulard regulatd, cu
muchiile laterale AA’, BB’, CC’. Consideram mijlocul D al muchiei BC
si construim paralelogramul ADB’E. Fie F proiectia ortogonald a punctu-
lui A’ pe dreapta AFE, d dreapta de intersectie a planelor (ADE) si (A'CF)
si P intersectia dreptei d cu planul (ABC). Demonstrati ca P este centrul
de greutate al triunghiului ABC' daci si numai dacd AB = AA'V/?2.

Solutie. Segmentele BA', AB’ si DE au acelasi mijloc, deci DBE A’ este
paralelogram. Din CD = DB = A'E si BD || A'E reiese ca A/CDE este

paralelogram . ... ... ... 2p
Obtinem CA’ || DE, deci CA' || (ADE) ......cooiiiiiiiiiiiin.. 1p
Astfel, planul (A’CF) taie planul (ADE) dupa o paraleld la CA’ i la
DE deci FP || DE,iar P € AD ......oiiii i 1p

Cum AD este mediand in AABC), reiese ca: punctul P este centrul de
greutate al triunghiului ABC daca gi numai daca AP = 2PD. Deoarece
PF || DE, aceasta este echivalent cu AF =2FE ....................... 1p

Deoarece AA’ || BB', BD || EA' si BB' L BD, triunghiul AEA’ este
dreptunghic in A’. Cu teorema catetei in AAA’'E obtinem AF = 2FE <=
A'A?2 =2A'E? < AA?=1BC? < BC=AAV2............... 2p

Problema 4. Fie a si b doud numere naturale distincte, mai mari decat
1, astfel incat D = b> 4+ a — 1 divide M = a? + b — 1.



a) Aratati ca existd numere care indeplinesc conditiile de mai sus.
b) Demonstrati ca D are cel putin doi divizori primi.

Solutie. a) Pentru b = 2 ciutdm a astfel incat a + 3 | a® + 1. Deoarece
a+3|ala+3)—3(a+3) = a%—9, este necesar si suficient ca a + 3 |

a?+1—a?4+9=10,deciputemlua a =7.................oiiii... 1p
b) Avem D | (> —1+a)(b? —1—a) = (b —1)%2 —a?, deci D | (b —1)2+
b—1=0b"—2024+b=0b0b—1)(B*+b—1) ... 3p

Din D | M reiese ca 0 < M — D = (a — b)(a+b— 1), deci a > b. Apoi,
numerele b, b — 1 si b2 + b — 1 sunt prime intre ele doua cate dous si mai
mici decat D. Astfel D are factori primi comuni cu cel putin doua dintre
numerele b, b — 1, b> + b — 1, deci D trebuie si aiba cel putin doi factori
primi distincti . ... o 3p
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CLASA a IX-a — solutii si bareme

Problema 1. Pe latura (BC) a triunghiului ABC se considera punctele
Dsi E, cuD intre B si E.

Despre un punct R al segmentului (AF) vom spune ca este remarcabil
daca dreptele PQ si BC sunt paralele, unde {P} = DR N AC, iar {Q} =
CR N AB. Despre un punct R’ al segmentului (AD) vom spune c& este
remarcabil daca dreptele P'Q’ si BC' sunt paralele, unde {P’'} = BR' N AC,
iar {Q'} = ER' N AB.

a) Daca pe segmentul (AFE) exista un punct remarcabil, aratati ca orice
punct al segmentului (AE) este remarcabil.

b) Daca fiecare dintre segmentele (AD) si (AFE) contine cate un punct
1+V5

2

remarcabil, demonstrati ca BD = CE = ¢ - DE, unde ¢ = este

numarul de aur.

Solutie. a) Aplicand teorema lui Menelau in triunghiul ABFE cu transver-

AQ BC ER A CE RA
sala @Q—R—C, obtinem ca QgC'ERA = 1, prin urmare Qg =30 ER’
Analog, aplicind teorema lui Menelau in triunghiul AEC cu transversala
P_R_D obti . AP DE RA

, obtinem cd 5= = =0 - T Av

AQ AP CE DE
PRIBC < 55 =56 < Be ~ b

em:

....................................................................... 2p
Aceasta relatie nu depinde de pozitia punctului R pe segmentul (AE),

ci doar de pozitiile punctelor D si E pe segmentul (BC'). Rezulta ca, daca
pe segmentul (AF) exista un punct remarcabil, atunci orice punct al seg-
mentului (AE) este remarcabil. ...... ... ..o 2p

b) Notam cu z, y si z lungimile segmentelor BD, DFE, respectiv EC.
Conform celor de mai sus, pe segmentul (AE) existd un punct remarcabil
daca si numai daca

z y z y '



Analog se aratd ca pe segmentul (AD) exista un punct remarcabil daca
sinumai daca 22 = 42 F Y2, oo 1p
Scizand aceste egalitati, rezulta ci 2? —x? = y (z — 2) . Pentru a nu avea,

semne contrare in cei doi membri, se impune conditia x = z. Deducem ca

x
2?2 —ay—y?> =0,saut>—t—1=0,unde t = =~ > 0. Singura solutie pozitiva

a acestei ecuatii este t = ¢, de unde cerinta problemei. ................ 2p

Problema 2. Fie a si b doua numere reale din intervalul (0, 1), astfel
incat a este numar rational si

{na} > {nb}, oricare ar fi numarul natural n.

Demonstrati ca a = b.
(Am notat cu {z} partea fractionara a numarului real z.)

Solutie. Fie a = ]3, unde p si ¢ sunt numere naturale nenule, prime intre
q

ele, cu p < q.
Atunci 0 = {ga} > {¢b} > 0, prin urmare gb este un numar natural.

v v S v
Rezulta ca b = —, unde s este un numar natural nenul.

Considerand n = 1 in relatia din ipoteza, obtinem ca {a} > {b}, de unde
e 2p
Deoarece numerele p si ¢ sunt prime intre ele, existda un numar natural

nenul & astfel incat kp = 1 (mod q).

1 1
Pentru acest k avem {ka} = {k LU 2 Atunci - = {ka} > {kb} =
q q q

1
{k: . 8} , de unde rezulta ca numarul < k - 3 este egal fie cu 0, fie cu —.
q q q

.................................................................... 3p
S

Daca {k . } =0, atunci ¢ | ks; cum (g, k) = 1, inseamna ca ¢ | s, fals.
q

q
(q,k) = 1, inseamna ca q | p—s. Insa 0 < p—s < ¢, asadar p — s = 0.
Rezultaca p=s, prin urmare a = b. ..., 2p

1
Daca {k’s} = —, atunci ks = 1(mod q), asadar g | k(p — s); cum
q

Problema 3. Determinati functiile f : R — R cu proprietatea ca

(f(@)—y)- flz+ fv) = f(@*) —yf(y),



oricare ar fi numerele reale x si y.

Solutia 1. Consideram afirmatia

P(z,y): (f(x) —y) - fl@+ f(y) = f@®) —yfly),

adevarata pentru orice valori ale numerelor x si y.
In rezolvarea problemei ne vom baza pe urmatoarea

Lema. Daca existd doua valori reale distincte y; # yo astfel incat
f(y1) = f(y2) = k, atunci f este functie constanta: f(r) = k, pentru
orice numar reale .

Intr-adevir, considerand P(z,y1) si P(x,y2), obtinem relatiile (f(x) —
y1)-f(x+k) = f(2?)—kyy, respectiv (f(z)—y2)- f(z+k) = f(2?)—kys. Prin
scadere, acestea conduc la (y1 —y2) f(z+k) = k(y1 —y2), adica f(z+k) =k,
pentru orice numar real x. Astfel, functia f este constanta....... 2p + Din
P(0,0) deducem ca f(0)- f(f(0)) = f(0). Sa presupunem ca f(0) = 0.

In cazul in care existd doud valori reale distincte y1 # yo astfel incat
f(y1) = f(y2) = k, atunci f este functie constanta (conform Lemei): f(z) =
0, pentru orice nUMAr real ...... ...t 1p

In caz contrar, pentru orice y; # y» avem ci f (y1) # f(y2). Considerand
P(0,y), deducem ca —yf(f(y)) = —yf(y), deci f(f(y)) = f(y) pentru orice
y real. Din presupunerea facuta conchidem ca f(y) = y, pentru orice numar
real y, asadar f este functia identica a multimii R...................... 2p

Daca f(0) # 0, rezulta ca f(f(0)) = 1. Din P(1, f(1)) deducem f(1) =
1) F(F),

Daca f(1) = 0, egalitatile P(1, f(0)), P(2,1) si P(2,4) conduc la f(2) =
1, f(4) =0, respectiv —3 = 0, contradictie. Deducem ca f(f(1)) = 1.

Astfel, atat in cazul f(0) # f(1), cat si in cazul f(0) = f(1) putem
aplica Lema; obtinem ca f este functie constanta: f(x) = 1, pentru orice
numar real z.

Toate cele trei functii gasite verifica relatia din ipoteza. ............ 2p

Solutia 2. Consideram afirmatia

P(z,y) : (f(x) —y) - fl@ + f(y)) = £(®) = yf (),
adevarata pentru orice valori ale numerelor reale x si y.
Din P(0,0) deducem ca f(0) - f(f(0)) = f(0).
Daca f(0) = 0, din P(0,y) si P(z,0) obtinem f(f(y)) = f(y) (1), respec-
tiv f2(x) = f(2?) (2), pentru orice numere reale x si y. Apoi, P(—f(y),y)



conduce la yf(y) = F(f2@) 2 [FF@)2 L £2(), deci yf(y) = F2(y).

Deducem ca f(y) = y, oricare ar fi numarul real y cu f(y) #0.......... 3p
Daca ar exista a # 0 cu f(a) = 0si b # 0 cu f(b) # 0, din P(b,a)

obtinem (f(b) —a)- f(b) = f(b?) ® f2(b), deci (b—a)b = b2, adicd —a-b = 0,
contradictie. Deducem ca f(x) = 0, pentru orice numar real z sau f(x) = z,
pentru orice NUMATr Teal . .. ........iuttiiiiiiiiiiaaas 1p
Daca f(0) # 0, rezulta f(f(0)) = 1. Din P(1, f(1)) deducem f(1) =
f(@) - fOF(L)).
In cazul in care f(1) = 0, egalitatile P(1, f(0)), P(2,1) si P(2,4) conduc
la f(2) =1, f(4) =0, respectiv —3 = 0, contradictie. Asadar f(f(1)) = 1.

Din P(0,1) si P(—1,1) obtinem f(1) = 1, respectiv f(—1) = 1. Pentru
real, din P(z,1) deducem (f(z) —1)- f(z +1) = f(2?) — 1, iar din P(x, —1)
obtinem (f(z)+1)- f(z+1) = f(2?)+ 1. Prin sciaderea acestor doua relatii,
rezulta ca f(x + 1) = 1, pentru orice numar real x. In concluzie, flx)=1
pentru orice numar real x.

Toate cele trei functii gasite verifica relatia din ipoteza. ............ 2p

Problema 4. Fie a un numar natural nenul dat. Consideram sirul

(Jr:n)n21 definit prin z,, = , oricare ar fi numarul natural nenul n.

14 na
Demonstrati ca, oricare ar fi numarul natural k¥ > 3, exista numere
naturale nenule n; < ng < --- < ny astfel incat numerele z,,,, Tp,, ..., Zn,

sa fie termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.
Solutie. Vom demonstra cerinta prin inductie dupa k.
Observam ca

1 1 2
1+ma+ (14 ma) (1 +2ma) 1+ 2ma’

prin urmare exista o progresie aritmetica formata din trei termeni ai sirului:

Timy L2my LoUm2aBme ++ v v vt et et et 2p
Presupunem ca existda £ numere naturale nenule nqy < no < -+ < ny
astfel incat numerele x,,,, Zp,, ..., Z,, sa fie termeni consecutivi ai unei pro-
gresii aritmetice. Considerand y = 2x,,, — Zp,, numerele y, Ty, Tny, ..., Tn,
sunt in progresie aritmetica (in numar de k + 1).
Avem:
y 2 1 1+ pa 1+ pa

- l+na 1+nsa (1+mn1a) (14+mn2a) 14 (ny +ng +ninga)a’



UNAE P = 2700 — Ul ettt ettt e e 2p
Rezulta ca

) Tny Tno Ty,
1+pa’ 1+pa’ 1+pa’ " 1+ pa
sunt k + 1 termeni Ty, Ting, - - -5 Ty, al sirului (z,),5-

Acestia sunt in progresie aritmetica, deoarece atunci cand impartim ter-
menii unei progresii aritmetice printr-un numar real nenul, obtinem tot o
progresie aritmetica.

In plus, avem m; < mg < - -+ < My41, pentru ci sirul (@), > este strict
monoton. Cu aceasta, demonstratia este completa. .................... 3p
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CLASA a X-a — solutii si bareme

Problema 1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

3log5(533—10) _9— 5—1+log3 T

Solutie. Observam ca ecuatia are solutiile 1 = 3 si 2 = 27; aratam ca ea nu mai are si

alte SOIULIL . .. ..o 2p
Continuarea A. Folosind proprietatile logaritmilor, ecuatia devine 15 - 3logs(z=2) — 10 4
5837 adicd 15(x —2)19853 = 104+ 219835 cum > 2 ... . 3p

Deoarece logg 5 > 1 si 0 < logs 3 < 1, functia 2 < x + 15(x — 2)1°853 este strict concava,
far functia 0 < x +— 10 + 7'°83° este strict convex, deci functia f : (2,00) — R, f(z) =
15(z — 2)19853 — 10 — 21835 este strict concavi, iar ecuatia are cel mult dou solutii. ... .. 2p

Continuarea B. Din conditia de existenta a logaritmilor avem x > 2. Observam ca functia
f:(2,00) = (0,00), f(z) = 31°98552=10) este inversabild, avand inversa f~'(z) = 510%5&,

iar ecuatia din enunt devine f(z) = f7H(Z) .o erriiii 1p
Deoarece f este strict crescatoare, ecuatia din enunt este echivalenta cu f(x) = z, adica
3108552 =10) — - san 10gs (52 — 10) = 1083 T « oo e e e 1p
Dacé logs (52 — 10) = logg @ = ¢, atunci z = 3" = L(5' + 10), ceea ce este echivalent cu a
rezolva ecuatia 5 - 3! = 5! 4 10, sau 5 = (%)t + 10 (%)t, cut>logs2.......oiii 1p
Deoarece functia g : (logg 2,00) = R, g(t) = (%)t +10 (%)t este strict convexa, fiind suma
de functii strict convexe, ecuatia g(t) = 5 admite cel mult doud solutii................... 2p

Problema 2. Consideram pentagonul inscriptibil ABCDE in care AB = BC = CD
si centrul de greutate al pentagonului coincide cu centrul cercului circumscris. Aratati ca
pentagonul ABCDFE este regulat.

Centrul de greutate al unui pentagon este punctul din planul pentagonului al carui vector
de pozitie este egal cu media aritmetica a vectorilor de pozitie ai varfurilor.

Solutie. Consideram un reper ortonormat cu centrul in centrul O al cercului C circum-
scris pentagonului ABCDE, cu unitatea de lungime egala cu raza cercului C si cu axa reala
mediatoarea segmentului BC. Fie zx afixul punctului X in acest reper.

Deoarece AB = BC = CD, avem ZAOB = /BOC = ZCOD = 2a € (0 2”). Reiese

)
ca afixele varfurilor pentagonului sunt z4 = cos3a + isin3a, zp = cosa + is?n a, zo =
cosa —isina, zp = cos3a — isin3a si zg = cos S+ isinf, cu € (3a,2mr —3a)......... 2p
Daca centrul de greutate al pentagonului coincide cu O, atunci z4+z2p+z2¢c+2p+25 = 0,
de unde obtinem cos 8 4+ 2cos3a+2cosa=0sisinS=0...................i 1p

Rezulta f =7, —sina + 2sin acos 3a + 2sinacosa = 0 (prin inmultire cu sin ) si, prin
transformarea sumelor in produse, SiIN4a = SINQ ... ovvii e 2p



Cum 0 < a < 4a < :,:T, deducem da = m — a, deci @ = ¥ de unde LZAOB = ZBOC =
/COD = /DOFE = /EOA = £, adica ABCDE este pentagon regulat ......... ... ... 2p

Alta solutie. Consideram un reper ortonormat cu centrul in centrul O al cercului C cir-
cumscris pentagonului ABCDE, cu unitatea de lungime egala cu raza cercului C si cu axa
reald OA. Fie zx afixul punctului X in acest reper.

Deoarece AB = BC = CD, avem LAOB = ZBOC = ZCOD. Reiese ca afixele varfurilor

pentagonului sunt 24 = 1, 25 = 2, 20 = 22, z2p = 2° sl zg = w, cu 2z = cosa + isina,

ae(O,%’T) siw=1cosB+isinf, B E (BO,2T) «.nruiii 2p
Daca centrul de greutate al pentagonului coincide cu O, atunci z4+zp+2c+2p+2g =0,

de unde obtinem 1+ 2 4+ 22 4+ 23 4 W = 0. ..ottt 1p
Obtinem w = 1Z__Z14, de unde w = % si, folosind ww = 2Z = 1, deducem relatia
4 4

1Z = z3z(17_—1z) Il 2p

Efectuand calculele, obtinem (z - 1)(2 — 1) = 0. Singura solutie a acestei ecuatii avand
argumentul in (() 2“) este cos 2X + jsin 2°, deci ZAOB = /BOC = /COD = /DOEFE =
LZEOA = %&£ adica ABCDFE este pentagon regulat ...................................... 2p

Problema 3. Fie numarul natural n > 2 si F multimea functiilor f : {1,2,...,n} —
{1,2,...,n} pentru care f(k) < f(k+1) < f(k) + 1, pentru orice k € {1,2,...,n — 1}.

a) Determinati cardinalul multimii F.

b) Determinati numarul total al punctelor fixe ale functiilor din F.

Un punct fix al functiei f este un numar x € {1,2,...,n} astfel incdt f(x) = x.

Solutie. a) Numaram functiile din F cu f(1) = k, k = 1,n. Asociem fiecirui i = 2,n
numarul f(i) — f(i — 1) € {0,1}, cu restrictia ca pot fi cel mult n — k de 1. Aceasta aso-
ciere este bijectiva, iar posibilitdtile de a alege numerele 0 si 1 ca mai sus sunt in numar de

CO 4+ CL | +...+C"F (sunt posibilititile de a plasa 0, 1,2,..., n—kde1)......... 1p
n n—1

Rezultd |F| = kZl(C?L_l + g+ + CTF) = ZO(” —p)Chy =n- 2" — (n -
= p:

)Z nz*(”+1)2n2 ............................................................... 2p

b) Numaéram de cate ori apare punctul fix k la functiile din F, k = 1,n (acelasi punct fix
poate aparea la mai multe functii). Asociem fiecarei functii pentru care f(k) = k numerele

J) = fE=1) €40, 1, 6= 2 M e ettt 2p

Deoarece aceste numere pot fi alese fara restrictii, existd 27! posibilitati, deci fiecare

punct fix apare la 271 functii, iar > |Fix (f)|=n 2" 2p
feF

Alta solutie. Notam cu F, multimea din enunt, cu k, = |Fy| si cu s, = Z |Fix(f)]-

Pentru n = 2 avem kg = 3 si s2 = 4.

a) Observam ca daca f € Fpi1 si f(n) < n, atunci restrictia lui f la {1,2,...,n} este
o functie din F,,. Reciproc, orice functie din F,, poate fi extinsa la una din F,4; in doua
moduri, deoarece f(n+1) € {f(n), f(n)+ 1} . .o 1p

Pentru cazul f(n) = n+ 1 avem f(n+ 1) = n + 1 si apoi, parcurgand valorile f(n —
1), f(n—2),..., f(1), observam ca la fiecare pas f(k+ 1) — f(k) poate fi 0 sau 1, deci putem
construi f in 2"~! moduri. Asadar, avem recurenta kn41 = 2k, + 27=1 jar cum ko = 3,
obtinem K, = (4 1) - 2% 2 L 2p



b) Fie a;(n) numarul functiilor f € F, pentru care i € Fix(f). Atunci avem s, =
ai(n) + az(n) + ...+ ap(n).

Fie f € Fn41 o functie pentru care f(k) = k, pentru k < n. Atunci, folosind relatia din
ipoteza, avem:

fmM<fln=1)+1<...< f(k)+(n—k)=n.

Asadar, restrictia lui f la {1,2,...,n} este o functie din F,,, adica f se obtine dintr-o functie
din F,, careia ii este adaugata valoarea f(n + 1). Dar, cum f(n) < n, valoarea lui f(n + 1)
poate fi aleasd in doud moduri, ceea ce implica ag(n 4+ 1) = 2ax(n), pentru orice k < n...2p

Pentru a determina a,1(n + 1), observam ca f(n + 1) = n + 1, iar parcurgand valorile
f(n), f(n—=1),..., f(1), observam ca la fiecare pas f(k + 1) — f(k) este 0 sau 1, adica f se
poate construi in 2" moduri. Asadar, ap+1(n+1) =2" ... ... 1p

De aici avem recurenta s,41 = 2s, + 2", iar cum s3 = 4, obtinem s,, =n - on—b oo 1p

Incd o solutie. Observam ca daca f(¢) = £ = f(£ — 1), atunci nu exista puncte fixe ale
functiei f € F mai mici decat ¢. De asemenea, daca f(¢) = ¢ = f(¢ + 1), atunci nu exista
puncte fixe ale lui f € F mai mari decat ¢. De aici deducem ca punctele fixe ale unei functii
f € F formeaza o multime de k numere consecutive {¢,¢/+1,... .0+ k—1}............. 1p

Caracterizam functiile din f care au & < n — 2 puncte fixe.

Pentru 2 < £ < n—k avem f({ —1) = {¢si fl+k) = ¢+ k—1. Acum pentru
{f(1), f(2),..., f(£ —2)} avem 2°=2 moduri de a construi functia f, iar pentru {f(¢ + k +
1),..., f(n)} avem 2"~“=% moduri de a construi functia f, adica avem in total 2"~*=2 moduri
de a construi functia fIn acest caz........ ... ... i 1p

Pentru £ =1 sau £ =n — k+ 1 avem fixat doar inca un punct pe langa cele k puncte fixe,
deci f se poate construi in 2" *~! moduri. Asadar, avem in total (n — k + 3) - 2" *=2 functii
in F avand k£ < n — 2 puncte fixe. Pentru k = n — 1 puncte fixe avem doar doua astfel de
functii in F, iar pentru k = n puncte fixe avem o singura functie in F. .................. 1p

a) Din cele de mai sus deducem

n—2 n—2 n—2
Fl=3+> (n—k+3)- 2" "2 =343 2" 4y (n—k—1)2"7F2 sz
k=1 k=1 k=1
n—3
+Y (k4128 =2"—14(n—-1)-2"%-2" 4 1=(n+1)-2"%...2p
k=0

b) In mod similar, deducem:

> |Fix(f ]-3n—2+an—k+3) k2 —pyonmt 2p
JeF k=1
Problema 4. Consideram un numar natural n > 3, multimea S = {1,2,3,...,n} si

multimea F a functiilor de la S la S. Vom spune ca o multime G C F este generatoare pentru
multimea H C F daca orice functie din H se poate reprezenta ca o compunere de functii din
g.

a) Fie functiile a: S — S, a(n—1) =n, a(n) =n—1sia(k) = k pentru k € S\ {n—1,n}
sib: S — S,bn)=1sibk) =k+1pentru k € S\ {n}. Aratati cd {a,b} este o multime
generatoare pentru multimea B a functiilor bijective din F.

b) Demonstrati cA numéarul minim de elemente pe care le are o multime generatoare a lui

F este 3.



Solutie. Vom nota cu fg functia fog (unde f,g € F) si cu (i1, 42, ...,%,) functia f : S — §
datd de f(i;) =ij41, 7 =1,p—1, f(ip) = i1 si f(x) = x pentru x # i1,...,ip (unde i1, ..., 1)
sunt p > 2 elemente distincte din 5).

a) Rationam prin inductie dupa n. Pentru n = 3, B = {a,a?b,b* ab, ba}.

Presupunem acum ca proprietatea este adevarata pentru un n > 3 si aratam ca este
adevarata si pentru n + 1. Fie f : SU{n+1} - SU{n+ 1}, f(n+1) = msid,V :
SuU{n+1} - SU{n+ 1} analoagele lui a, respectiv b. Atunci ((t/)""™*f)(n+1) =n+1,
deci restrictia lui g = (¥')"~™T!f la S se poate scrie ca o compunere de a si b; avem f = (b')™g
8 JE T 1p

Avem (b'a’)(n+1) = n+1 si restrictia lui b'a’ la S este b. In plus, ((6')"a’b)(n+1) =n+1
si restrictia lui (b')"a’d’ la S este a. Atunci, din (1) reiese cd f se poate scrie ca o compunere
de @ Sl b oo 1p

b) Aratam ca, dacd G este o multime generatoare pentru F, atunci |G|>3.

Daca G are cel mult doua elemente f, g, atunci:

e daca f si g sunt bijective, atunci G nu poate genera decat functii bijective;

e daca f si g nu sunt bijective, atunci ele nu sunt surjective, deci G nu poate genera decat
functii nesurjective;

e daca (de exemplu) f este bijectiva si g nu este bijectiva, atunci functiile bijective gene-
rate de G sunt ", n € N*, In acest caz G nu poate genera atat a cat si b, deoarece ab # ba,

pecand [ P = [P Vm, P € NF 2p
Aratam ca o multime generatoare pentru F este G = {a,b,c}, unde ¢: S — S, c(k) =
pentru k € S\ {n}sic(n) =n— 1 . 1p

Dovedim ca orice f € F se scrie ca o compunere de a, b, ¢ prin inductie descendenta, dupa
numarul de elemente din imaginea lui f. Daca |[Im f| = n, atunci f este bijectiva si folosim
a).

Presupunem ca afirmatia este adevarata pentru orice f cu |Im f| =k, unde 1 <k <msio
dovedim pentru un g arbitrar, cu |Im g| = k — 1. Deoarece g nu este injectiva, exista u,v € S,
u # v si o functie bijectiva r astfel incat Im gr = {1,2,...,k—1} si (gr)(u) = (g97)(v) = k—1.
Fies: S = S, s(n—1) = u, s(n) = v si s(r) = z pentru x # u,v. Consideram functia
h:S— S, h(z)=(grs)(x) pentru x < n —1si h(n) = k. Atunci [Imh| = k, deci h se scrie
ca o compunere a functiilor a, b, ¢, iar grs = he, deci g = hes™r~! se scrie ca o compunere
a functiilor @, b, c..... 2p
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CLASA a XI-a — solutii si bareme

Problema 1. Fie I C R un interval deschis si f : I — R o functie de
doud ori derivabila pe I, cu proprietatea f(z)- f”(z) = 0, pentru orice x € I.
Aratati ca f”(z) = 0, pentru orice z € I.

Solutie. Fie A = {x € I| f"(x) # 0}. Presupunem, prin absurd, A # (.
Cum f"” = (f’)" are proprietatea lui Darboux pe I, multimea A nu poate
avea un singur element. ....... ... .. 2p
Fie a,b € A, cu a < b. Din ipoteza, deducem f(a) = f(b) = 0. Functia
g: I =R, g(x) = f(x)f'(x), Yo € I, este monoton crescatoare pe [
deoarece ¢'(x) = (f'(x))? + f(z)f"(x) = (f'(x))? > 0, Vo € I. Atunci, din
g(a) = g(b) = 0, obtinem g(x) =0, Yz € [a,b], deci ¢'(x) =0, Vz € [a,].

/ o

Rezulta f'(z) =0, Vx € [a,b]. Dar atunci f’(a) = lim fi@) = fila) =0,
z\a r—a

in contradictie cu a € A. Prin urmare A = (), adica f”(x) = 0, pentru orice

T Lo S5p

Problema 2. Fie A € M, (R) o matrice inversabila.

a) Aratati cd matricea AAT are valorile proprii reale, strict pozitive.

b) Presupunem ca existd numerele naturale nenule si distincte p si ¢
astfel ca (AAT)P = (AT A)%. Aritati ca AT = A1

(Notatie: AT este transpusa matricei A.)

Solutie.
a) Demonstratia 1.
Fie A € C o valoare proprie a matricei AAT §i X € M, 1(C) \ {On1},
astfel incat AATX = AX. Transpunand si conjugand relatia anterioars,
obtinem XTAAT = XYT, de unde, prin inmultire la dreapta cu X, rezulta
XTAATX = XX X. Astfel, (ATX) (ATX) = X (X" X). Dacit
I Y1
x2 Y2
X = . §1 ATX = . )

Tn Yn



n n
atunci egalitatea matriceala anterioara devine g lyil? = A E |z;|%. Cum
i=1 i=1

n
X # Op1 i A este inversabila, deci ATX +£ Op,1, avem Z\xz\z > 0 si
i=1

n
> " lyil* > 0. Rezultd A € (0, 00).

= Demonstratia 2.
Deoarece (AAT)T = AAT | matricea reald simetrica AA” are valorile proprii
reale. Cum A7 este inversabild, avem AT X # O, 1, VX € M, 1 (R)\{On1}.
Atunci XT(AAT)X = (ATX)T(ATX) >0, VX € Mp1(R)\ {On1}, adici
matricea AAT este pozitiv definitd. Rezulti ca valorile proprii ale matricei
AAT sunt strict pozitive.

b) Matricele AAT si AT A au acelasi polinom caracteristic .......... 1p
Fie 0 < A1 < Ao < ... < A\, valorile proprii comune ale matricelor AAT si
AT A. Matricele (AAT)P si (AT A)? au valorile proprii A} < A) <... <A si
respectiv A < X < ... < A\l. Din (AATY = (AT A)4 rezulta /\f = )\g, de
unde X779 =1, pentruizl,...,n. Atunci \i =X =...=)\, =1..... 2p
Notam AAT I, = B = (bij)1<i,j<n- Matricea B este are valorile proprii
nule dem B? are valorile proprii nule. Cum B este simetricd, obtinem

ZZbQ = Tr (BB') = Tr (B?) = 0. Rezulti B = O, adica AAT = I,,.
i=1 j=1
Rezulta, AT = A= 2p

Problema 3. Fie matricele A, B € M, (R). Consideram functia ma-
triceald f : M, (C) — M,,(C), definita prin f(Z) = AZ+BZ, Z € M,(C),
unde Z este matricea avand ca elemente conjugatele elementelor lui Z.
Aratati ca urmaétoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) functia f este injectiva,

(2) functia f este surjectiva,

(3) matricele A+ B si A — B sunt inversabile.

Solutie. Pentru Z € M,,(C), exista X, Y € M, (R) astfel ca Z = X +iY,
iar Z =X —iY. Rezultid f(Z) = (A+B)X +i(A=B)Y .............. 1p
(1)=(3). Presupunem, prin absurd, ca A + B este neinversabild sau
A — B este neinversabila. Daca matricea A + B este neinversabila, atunci
det(A+B) =0, deci exista C € M, 1(R)\{Op 1} astfel ca (A+B)C = Oy, 1.
Definim matricea X € M, (R), X # O,, avand cele n coloane egale cu C.



Obtinem f(X) = (A+ B)X = O, = f(O,), in contradictie cu ipoteza
(1). Daca matricea A — B este neinversabila, atunci det(A — B) = 0, deci
existd D € My, 1(R) \ {Oy,1} astfel ca (A — B)D = Oy,1. Definim matricea
Y € Mu(R), Y # O, avand cele n coloane egale cu D. Astfel, avem
f(@Y) =1i(A - B)Y = O,, = f(O,), In contradictie cu ipoteza (1).

Prin urmare, implicatia (1)=>(3) este demonstrata.................. 2p

(3):>(1) Fie Z1 = X1 + Y1, cu X1,Y; € Mn(R), i Zo = Xo + 1Yo,
cu Xo,Ys € My(R), astfel incat f(Z1) = f(Z2). Atunci, are loc relatia
(A+ B)X1 +i(A - B)Y; = (A+ B)Xs + i(A — B)Ys. Rezulta relatiile
(A+ B)(X; — X2) = Oz 51 (A— B)(Y1 — Y2) = O. Din ipoteza (3) deducem
X1 —X2 == 02 §i Yi - Yé == 02. Astfel, X1 == X2 §i Yi == Yé, deci Z1 == ZQ.

Rezulta ca functia f este injectiva............. ..o oL, 1p

(2)=-(3). Presupunem, prin absurd, ca A + B este neinversabila sau
A — B este neinversabild. Daca matricea A + B este neinversabila, atunci
det(A+ B) = 0. Pentru Z = X + 1Y € M, (C), avem det((A + B)X) = 0.
Rezulta f(Z) # I, VZ € M,(C), in contradictie cu ipoteza (2). Daca
matricea A — B este neinversabila, atunci det(A — B) = 0. Pentru oricare
Z = X +iY € M,(C), avem det((A — B)Y) = 0, deci f(Z) # il,, in
contradictie cu ipoteza (2).

Astfel, implicatia (2)=-(3) este demonstrata ........................ 2p

(3)=(2). Fie Z = X +iY € M, (R). Definim matricele U = (A+B)"1X
§iV =(A—- B)"lY. Atunci avem f(U +iV) =X +iY = Z.

Rezulta ca functia f este surjectiva. ..., 1p

Nota. Pentru justificarea echivalentei (1) < (2) pe baza faptului ca
f este o aplicatie liniara pe spatiul vectorial finit dimensional M,,(C) se
acorda 3p, iar pentru demonstrarea uneia dintre echivalentele (1) < (3) sau
(2) < (3) se acorda 4p.

Problema 4. Fie functiile f,g : R — R, unde g(z) = 2f(x) + f(2?),
pentru z € R.

a) Aratati ca, dacd f este marginitd intr-o vecinatate a originii, iar g
este continud in origine, atunci f este continua in origine.

b) Dati un exemplu de functie f, discontinua in origine, pentru care
functia g este continua in origine.

Solutia 1.
a) Fie ¢ > 0, arbitrar. Conform ipotezei, exista d1, M > 0 astfel incat
|f(z)] < M, Yz € (—=d1,d1). Cum g este continua in origine, exista do > 0,



care depinde de ¢, astfel incat |g(z) — g(0)| < %, Vi € (—d2,d2). Definim
§ = min{dy, 62,1}. Din 0 < § < 1, deducem a? < §, Va € (=46, 9).
Fie x € (—4,0). Deoarece |x| < § < d2, avem

_ 12f@) — 2/ _ 12/ (x) + f(2?) = 3f(0)| + | f(«?) — f(0)]

1) = SO . .
_ lg@) =9 [£(2) - FO) _ e n |f(Jzl*) — f(0)]

2 2 4 2
........................................................................ 2p
Prin inductie, obtinem inegalitatea

z|?") = f(0
() — £(O)] <€<212+213+...+2n1+1> G 2)71 A

AM
Fie p € N* astfel incat 2° > —. Avem |z|*" < § < §;. Atunci
€
1 1
B () FO) (- F) oM e e

F@)-f O] < = . 2 S <l

Rezulta ca functia f este continua in origine ........................... 2p

b) Fie a € (0,1) si A= {+a*", n € Z}. Definim functia

. _ [ D2 Jal=a*", nel
f:R—=R, f(x)—{ 0 zeR\A
Deoarece lim a2 =0 si lim f (az%) = lim 2% = o0, f este discontinus
k—00 k—00 k—o0

in origine.
Daca x € R\ A, atunci 22 € R\ A (reducere la absurd). Rezulta g(z) = 0.
Dacid x € A, atunci exista n € Z astfel incat |z| = a®". Rezulta

g@) =2f (') + £ (o) =2 (1) + (-] =0

Prin urmare, g este functia nula, continua in origine.................... 3p
Solutia 2
a) Fie limitele L := limsup f(z) = li{% (sup{f(z)| x € (—e,e) \ {0}})
z—0 €
si £ := liminf f(z) = lim (inf{f(z)| z € (—¢,e) \ {0}}). Deoarece f este
x—0 e\0
marginita pe o vecinatate a originii, avem £, L e R, cu ¢ < L ........... 1p



Exista girurile (2, )n>1 $1 (Yn)n>1, cu termenii nenuli, convergente la 0, astfel
incat lim f(z,) = L si respectiv lim f(yp) =0 .o, 1p
n—o0 n—oo

Din continuitatea lui g in origine si proprietatile limitelor superioara si in-
ferioara, rezulta

9(0) = lim g(wn) = lim (2f(zn) + f(27)) = lminf(2f () + f(27))

n—oo

> 2liminf f(2,) + liminf f(a?) = 2 lim_ f(x,) + lminf f(a7) > 20+ ¢

n—oo

si

9(0) = lim g(y,) = lim (2f(yn) + f(yp)) = limsup(2f(ya) + £ (7))

n—oo

< 2limsup f(y,) + limsup f(y2) = 2 li_}rn f(yn) + limsup f(y2) < 20 + L.

n—oo n—oo n—oo
Cum ¢ < L, din inegalitatea 2L + ¢ < g(0) < 20 + L, rezulta L = ¢ = g(30)
Prim urmare, f este continua in origine, cu lir% flz) = 9(30) = f(0)....2p
z—>

b) A se vedea Solutia 1.
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CLASA a XII-a — solutii si barem orientativ de corectare

Problema 1. Fie f : R — R o functie continuad, cu proprietatea ca f(z) + sin(f(z)) > =z,
pentru orice x € R. Ardtali cd

/Ff(a:)deW—Q—Z
0 2

Solutie.
Fie g : R — R functia definita prin g(x) = = + sin(z) pentru orice = € R. Atunci g este o functie
continua si derivabild pe R, cu ¢’(xz) > 0 pentru orice z € ((2k — 1), (2k+ 1)), pentru orice k € Z.
Rezulta ca g este strict crescatoare pe fiecare interval [(2k — 1)7, (2k + 1)7], cu k € Z, deci g este

strict crescatoare pe R. ... ... e 2p

Cum lim g(z) = —oo si lim g(z) = oo, ¢ este bijectivil, cu inversa ¢! : R — R de asemenea
Tr——00 T—00

continua gi strict crescatoare pe R.. ... ... 1p

Inegalitatea din ipoteza se transcrie atunci echivalent

g(f(x)) >z, pentru orice z € R <= f(z) > ¢~ '(z), pentru orice z € R.

............................................................................................... 1p
Atunci - .
f(z)dx 2/ g (z)dx
0 0
............................................................................................... 1p
Cum ¢(0) = 0 si g(m) = 7, din identitatea lui Young avem
| o @ e = x-g(m —0-90) = [ glayar -
2 2
=72 - (% - cos(w)) + (0 —cos(0)) = % -2
............................................................................................... 1p

B o B
P LT ) R



Problema 2. Fie (K, +,-) un corp cu proprietatea cd x*y = yx?, pentru orice v,y € K. Ardtati
ca corpul (K, +,-) este comutativ.

Solutie.
Fie Z(K) = {c € K| cx = zc, Yz € K} centrul corpului K. Atunci Z(K) este un subcorp al lui K.
............................................................................................... 1p
Avem ci 2-a= (a+1)2—a?—1€ Z(K), pentru orice a € K. ........ooiiiiiiiiiiiiiia.... 1p

Daca caracteristica char(K) a corpului K este diferita de 2, atunci 2 - 1 este un element inversabil,
aflat in centrul Z(K), astfel ca

a=(2-1)"1-(2-a) € Z(K), pentru orice a € K,

si corpul K este comutativ. .. ... 1p
Fie in continuare char(K) = 2.
Pentru orice a,b € K avem ci w =ab+ba = (a+b)?> —a? =02 € Z(K)....oooviiiiiiiii. 1p

Cum w - ab = (ab)? + ab’a = (ab)? + a?v?* € Z(K), dacd w # 0, atunci a,b # 0 si ab =
wt- ((ab)? + a®b?) € Z(K). Atunci a- (ab) = (ab) -a = a- (ba), astfel c&, simplificand la stanga cu
a, obtinem ca ab = ba.

Daca w=0,cum 1 =—1,rezulta ca ab= —ba =ba. ..., 2p
In concluzie, ab = ba pentru orice a,b € K si corpul K este comutativ.......................... 1p

Problema 3. Fie f :[0,1] — R o functie continua, cu f(1) = 0. Demonstrali existenta si

determinati valoarea limitei
1 1
lim < / x (f(tr) — f(x)) da:) .
t—1 1—1 0

t<1

Solutie.
Fie g : [0,1] — R functia definita prin g(z) = zf(x) pentru orice = € [0, 1]. Fiind continua, g
admite primitive, si fie G : [0,1] — R primitiva functiei g cu G(0) = 0. Atunci g(1) = f(1) =0 si

/ e f (@) do = / () dr = G(1)

............................................................................................... 1p
iar . . )

/0 xf(tx)de = 2 /0 tg(te)de = < - G(t),
pentru orice © € (0, 1]. o oot 2p
Rezulta ca



............................................................................................... 1p
Fie u,v : [0,1] — R functiile definite prin u(t) = G(t) — t?G(1), respectiv v(t) = 1 — ¢, pentru
orice t € [0,1]. Functiile u si v sunt derivabile, cu u'(t) = g(t) — 2tG(1), v'(t) = —1, pentru orice
t € (0,1), si verifica conditiile:

/
t
lim w(t)= lim v()=0 si  lim “,( ) _oa(1) - g(1) = 26(1).
t—1 t—1 t—1 V()
t<1 t<1 t<1
............................................................................................... 1p
Cu regula lui I’'Hopital rezulta atunci ca exista limita
, 1 /1 1 u(t) L u(t)
lim | ——- x(f(tx) — f(z da;)— lim = -—== lim —=
t—1 (1_t 0 (ft) (=) t1 t2 u(t) t—1 v(t)
t<1 t<1 t<1
si aceasta este egala cu
im0~ 261 =2 | i) d
im = = xf(x)dx
t—>1 V() 0
t<1
............................................................................................... 2p

Problema 4. Fie L un corp finit, cu q elemente. Aratati ca:
a) Daci ¢ = 3 (mod 4) sin € N, cun > 2, este un numar natural divizibil prin ¢ — 1, atunci
2" = (22 + 1)" pentru orice element v € L*.
b) Dacd existd un numdr natural n € N*, cun > 2, astfel incat ™ = (x> +1)" pentru orice v € L*,
atunci ¢ =3 (mod 4) §i ¢ — 1 divide n.

Solutie.
a) Deoarece grupul multiplicativ L* are ordinul ¢ — 1, pentru orice z € L* avem 29! = 1, si cum
n este un multiplu al lui ¢ — 1, rezulta ca ™ = 1, pentru orice x € L*. ............ ... .. ... .. 1p

Deoarece 4 nu divide ordinul ¢ — 1 al grupului L*, nu exista in LL* elemente de ordin 4, astfel ca
x? # —1 pentru orice x € L*. Rezulta ca 22 + 1 # 0, deci (22 + 1)" = 1, pentru orice = € LL*.
Prin urmare, 2™ = (2% + 1)", pentru orice & € L*.. .. ... 1p

b) Daci char(L) = 2, ar rezulta c& 1 = 1" = (12 +1)" = 0, ceea ce este fals. Prin urmare, g
este impar.

Daca ¢ = 1 (mod 4), consideram un generator a al grupului multiplicativ IL*, si fie b = o't
Atunci b este un element de ordin 4 in L*, astfel ca b # 1 = (b?)2. Rezultd ci b*> = —1 si obtinem
ca b = (b + 1)" = 0, ceea ce este fals. Prin urmare, ¢ =3 (mod 4)............cooiiiiiiiinn.. 2p

Consideram submultimile A = {z + 27|z € L*} si H = {z € L*|2" = 1}. Deoarece L* este



comutativ, H este un subgrup al lui L*. Conform ipotezei, pentru orice y € A exista z € L* cu
y=x+z =222+ 1),astfel cay" =27 (22 +1)"=1. Rezulta cAa AC H. .............. 1p
Fie f : L* — A functia definita prin f(x) = x + 271, Din definitia multimii A, f este surjectivi,

astfel ca
L=
yeA

i rezulta ca

¢—1=L = 1/l

yeA
............................................................................................... 1p
Fie u,v € L* care verifica egalitatea f(u) = f(v). Echivalent, avem
utul=v+rv = u—v=v'!-ul = (u-v)(w—-1)=0<=ve {uu '}

Cum u =u"! <= u? =1<= u e {1, -1}, rezulta ca
- = 1) =1 e D)) =) =1
si
1f'(y)| =2, pentruoriceyc A\{2-1,2-(-1)}.
Obtinem ca
g—1=|L"=14+1+2-(|4]—-2)=2-|A] -2,

astfel ca |A| = q;r—l. Cum A C H, avem atunci ca |H| > %1 > 1 |L*|. Cum H este un subgrup al
lui L*, rezulta atunci ca H = L*. Prin urmare, 2" = 1 pentru orice x € L*.

Considerand un generator a al grupului L*, avem ca ord(a) = ¢ — 1 si a™ = 1, de unde rezulta ca
G — L divide M. 1p
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CLASA a V-a — solutii si bareme

Problema 1. Un numar natural nenul, mai mic sau egal cu 2025, se
numeste interesant daca este patrat perfect si fantastic daca restul impartirii
acelui numar la 45 este 0.

a) Determinati numarul numerelor care sunt interesante.

b) Determinati numarul numerelor care sunt si interesante si fantastice.

¢) Determinati numarul numerelor naturale, cel mult egale cu 2025, care
nu sunt nici interesante si nici fantastice.

Solutie. a) Din 452 = 2025, rezultd cd numerele interesante sunt 1%, 22,

3%, ..., 452 deci sunt 45 de numere interesante ........................ 2p
b) Numerele fantastice sunt 1-45,2-45,3-45,...,45 45, deci sunt 45
numere fantastice ......... .. 1p

Din 45 = 5 - 32, rezultd ca numerele fantastice care sunt si interesante
sunt 5-45 = 152, 22545 = 30% si 32 - 5- 45 = 452, deci sunt 3 numere care
sunt si interesante si fantastice ........ ... ... L 2p

¢) Numarul numerelor care sunt interesante sau fantastice este 45 + 45 —
3 = 87, deci numarul numerelor naturale cel mult egale cu 2025, care nu sunt
nici interesante si nici fantastice, este 2026 — 87 =1939 ................ 2p

Problema 2. Alexia are mai multe bile, iar prietena ei Cristina nu are
nicio bild. In fiecare zi a unei saptamani, incepand cu ziua de luni, Alexia
diruieste Cristinei cteva dintre bile. In fiecare zi, Alexia diruieste mai multe
bile decat in ziua precedenta.

Alexia a daruit luni de cinci ori mai putine bile decat vineri, marti a
daruit de sase ori mai putine bile decat sambata, iar miercuri a daruit de
sapte ori mai putine bile decat duminica.

Duminica, la sfarsitul saptamanii, Cristina are 72 de bile.

Determinati cate bile a daruit Alexia joi prietenei sale.

Solutie. Notam aq, as, . ..,a7; numarul de bile daruite de Alexia de luni
pana duminica, unde 1 < a1 < az < ag < ag < as < ag < ay si a; +as+asz+
a4+a5+a6+a7:72.

Din datele problemei, rezulta ca as = 5aq, ag = 6as, ay = Tag, deci
6&1 + 7&2 + 8(13 + a4 = 72, (1) ......................................... ]_p



Daca a; > 3, atunci 6a; + Tas + 8as +a4 > 6-34+7-44+8-5+6 =92,
contradictie cu (1). Asadar, a; =1saua; =2 .....oooiiiiiiiiiiiiin.., 2p

Daca a; = 1, atunci a5 = b, iardina; = 1 < ay < a3 < ag < a5 =5
deducem ca ay = 2, a3 = 3 si ay = 4, deci 6a; + Tay + 8az + a4 = 48,
contradictie cu (1). Asadar, a3 =2 ... . i 2p

Cum as = ba; = 10, rezulta ca 2 = a1 < as < a3z < aq4 < as = 10. In
plus, din (1) obtinem 7as + 8as + a4 = 60, (2).

Daca ay > 4, atunci 7as +8az +a4 > 7-4+4 8 -5+ 6 = 74, contradictie
cu (1), deci ay < 3. Cum ag > ay =2, rezulta cd as =3. ............... 1p

Din (2) obtinem 8az + a4 = 39, deci 8az < 39, de unde rezulta ca a3 < 4.
Dar az > ay = 3, deci a3 = 4, iar din 8ag + a4 = 39 rezulta ca ay = 7, care
verifica relatia ay < 10. Asadar, joi, Alexia a daruit Cristinei 7 bile ..... 1p

N
By

Problema 3. Determinati numerele prime a,b,c,d, cu a < b si c
care verifica simultan conditiile:

(Ha+b=c+d+1;

(2) a® +b* + * + d* = 3543.

Solutie. Intrucat ¢ + d si a + b sunt numere naturale consecutive, suma
lor, a4+ b+ c+d, este numar impar. Rezulta ca fie exact trei dintre numerele
a,b,c,d sunt pare, deci, fiind prime, sunt egale cu 2, fie exact unul dintre
a, b, c,d este par, egal cu 2.

Daca trei dintre numerele a, b, ¢, d sunt egale cu 2, din relatia (2) rezulta
ca patratul celui de-al patrulea numar este 3531, fals, deoarece 3531 nu este
patrat perfect. Ca urmare, exact unul dintre numerele a, b, ¢, d este egal cu
2;iardina <bsic<d,rezultacafiea=2,flec=2. ................. 2p

Renotand cu x, y, z cele trei numere diferite de 2 dintre a, b, ¢ si d, din
relatia (2) rezulta cd z? + y? + 2% = 3539.

Deoarece un patrat perfect are forma Mj sau M3 + 1, iar 3539 = M3 + 2,
unul dintre numerele 22, y2, 22 este multiplu de 3, iar celelalte dous au forma
M3+1. Asadar, unul dintre numerele x, y, z este multiplu de 3, iar cum z, y, 2
sunt prime, rezulta ca unul dintre aceste numere este egal cu 3. ........ 2p

Presupunand, de exemplu, ci z = 3, obtinem z? + y? = 3530.

Daca z < 41 si y < 41, atunci 22 +9? < 2-41% = 3362 < 3530, nu convine.
Deci cel putin unul dintre ele este mai mare sau egal cu 43, fie acesta x.

Daca x > 61, atunci 22 + y? > 612 = 3721 > 3530, deci 43 < x < 59.
Asadar, z poate fi doar 43, 47, 53 sau 59. ... 2p



Analizand cele patru variante, pentru x = 47 si * = 53 nu obtinem
solutii, pentru x = 43 obtinem y = 41, iar pentru x = 59 obtinem y = 7, deci
numerele a, b, ¢, d pot fi 2, 3, 41, 43 sau 2, 3, 7, 59 (nu neaparat in aceasta
ordine).

Avand in vedere relatia (1), deducem ca problema are o singura solutie:
a=2,b=43,c=3,d =41 .. ... 1p

Solutia 2. Ca la solutia 1, se arata ca unul dintre numerele a si c este
egal cu 2, iar celelalte numere sunt mai mari sau egalecu 3 ............ 2p

Cazul I: a = 2. Din relatia (2) obtinem b* + ¢* + d? = 3539. Deoarece
un patrat perfect are forma M3 sau M3 + 1, iar 3539 = M3 + 2, deducem ca
unul dintre numerele b2, ¢, d? este multiplu de 3, iar celelalte doua au forma
M3+ 1. Asadar, unul dintre numerele b, ¢, d este multiplu de 3, iar cum b, ¢, d
sunt prime, rezulta ca numarul respectiv este egal cu 3. .......... ... ... 2p

Folosind relatia (1), pentru b = 3 obtinem ¢ = d = 2, iar pentru d = 3,
din d > ¢, rezultii ¢ = 3, b = 5. In ambele cazuri, nu se verific relatia (2).

Daca ¢ = 3, atunci b = d+2, iar din (2) obtinem d?+ (d+2)? = 3530, (3).
Reiese ca 2d? < 3530, de unde d? < 1765 < 432, deci d < 42. Tinand cont
ca d este prim, se verifica usor ca pentru d = 41 se verifica egalitatea (3), iar
pentru d < 37 nu se verificd, intrucat d* + (d 4 2)? < 37* + 392 = 2890.

Asadar, in acest caz, obtinem solutia a =2, b =43, c=3,d=41 ...2p

Cazul II: ¢ = 2. Din relatia (2) obtinem a? + b* + d? = 3539. Analizand
din nou dupa resturile impartirii la 3 ale unui patrat perfect, ca mai sus,
deducem ca exact unul dintre numerele a,b,d este egal cu 3. ........... (%)

Acest numar nu poate fi b (ar rezulta ca si a = 3), nici d (deoarece din
relatia (1) ar reiesi ca a+b = 6, deci a = b = 3). Daca a = 3, din (1) obtinem
b = d, iar din (2) rezultd ca 2d*> = 3530, adicd d* = 1765, imposibil, deoarece
1765 nu este patrat perfect.

In consecinta, in acest caz nu se obtin solutii, deci singura solutie a prob-
lemeiestea=2,b=43,c=3,d=41 ... ... . . . 1p

Nota. Pentru justificarea afirmatiei (%) de la cazul II, in situatia in care
afirmatia similara de la cazul I nu a fost justificata, se acorda 2p.

Problema 4. Spunem ca un numar natural nenul este special daca atat
suma cifrelor sale, cat si suma cifrelor succesorului sau sunt divizibile cu 11.

a) Determinati ultimele cinci cifre ale unui numar special.

b) Aratati ca exista o infinitate de numere speciale.



Solutie. a) Notam cu s(m) suma cifrelor unui numar natural nenul m.
Fie n = @xar_1 - - - aza; un numar special de & > 1 cifre. Din ipoteza, 11 | s(n)
si 11 ] s(n + 1).

Daca a; < 8, atuncin+1 = agag_1 ...as(a; + 1), deci s(n+1) = s(n)+1.
Ca urmare, daci s(n) = My, atunci s(n+ 1) = My + 1, fals. In consecinta,
A1 = ]_p

Daca ay < 8, atunci n+ 1 = agag_1 ... (az + 1)0, deci s(n + 1) = s(n) +
1 —a; = s(n) — 8. Ca urmare, daca s(n + 1) = My, atunci s(n) = My; + 8,
fals. Deducem ca as =9 ... 1p

Presupunem ca ultimele p cifre ale lui n sunt egale cu 9, iar prima cifra
diferita de 9 a lui n, in scrierea de la stanga la dreapta, se afla pe pozitia p+1.
Asadar, n = agag_1...ap+199...98in+1 = agag_1 ... (aps1 +1)00...0, deci
s(n) =ag+ag—1+...+ap1 +9p, lar s(n+1) =ar +ap_1+... +aps1 + 1.

Deducem ca s(n) = s(n+ 1) + 9p — 1, de unde rezulta ca 9p — 1 este
multiplu de 11. Cel mai mic astfel de numar p este p = 5, deci ultimele cinci
cifre ale unui numar special sunt toate egalecu 9 ....................... 3p

b) Conform punctului a), numerele speciale au forma n = m-10° 499 999,
unde m este un numar natural convenabil ales. Deoarece s(n) = s(m)+45 si
45 = My, + 1, este suficient sa gasim numere m, avand ultima cifra diferita
de 9, cu proprietatea ca s(m) = 11 -t — 1, unde ¢ este numar natural nenul.
In particular, pentru ¢ = 1, numerele de forma m =2-107+ 8, cu ¢ > 1, au
suma cifrelor 10.

Asadar, pentru orice ¢ > 1, numarul natural n = 2 - 1077° 4 899999 =
200...0 899999 este special, deci exista o infinitate de numere speciale 2p

q—1 cifre
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CLASA a VI-a — solutii si bareme

Problema 1. Se considera multimea A = {1,2,3,...,2025}. Spunem ca
o submultime B a multimii A este interesantd daca are 3 elemente, dintre
care unul este media aritmetica a celorlalte doua si exista b € B pentru care
5-be B.

a) Calculati cate submultimi interesante contin numarul 225.

b) Determinati numarul tuturor submultimilor interesante ale multimii

A.
Solutie. Fie B = {b,5b,a}. Sunt 3 cazuri:
I.a= # = B = {b, 3b, 5b}
1L 5b= 220 2 B = gb5b, 96
III.b:a+5b:>a+36:0,nusepoate ............................ 2p

a) Deoarece 225 este divizibil cu 3,5 si 9, el poate fi oricare element al
multimii B. Obtinem astfel urmatoarele 6 submultimi interesante:
{225,675,1225}, {75,225,375}, {45, 135,225}, {225,1225,2025},
{45,225,405}, {25, 125,225} .. oo 2p

b) Pentru cazul I, obtinem cate o submultime interesanta pentru fiecare
b € N* cu bb < 2025, deci 2025 : 5 = 405 submultimi ................... 1p

Pentru cazul II, obtinem cate o submultime interesanta pentru fiecare
b € N* cu 9b < 2025, deci 2025 : 9 = 225 submultimi ................... 1p

Deoarece {x, 3z, 5z} = {y, by, 9y} implica x = y, de unde rezulta 3z = 9y,
obtinem o contradictie, asadar nu exista submultimi care sa fie simultan si
de tip I, si de tip II.

In concluzie, avem 405 + 225 = 630 submultimi interesante. ......... 1p

Problema 2. Fie numerele naturale a < b < ¢, cu proprietatea ca
a + b+ 2¢ este multiplu comun pentru b si c.

a) Aratati ca cel mai mare divizor comun al numerelor a + b si ¢ este
numarul c.

b) Aflati numerele naturale ¥ mai mici ca 1000, stiind ci a - b - c = k%



Solutie. a) Din ¢ | a+ b+ 2¢, cum ¢ | 2¢, obtinem ¢ | a+b. Dar a < b < ¢

implica a + b < 2¢, deci a +b = c. Atunci (a+b,c) =c................. 2p
b)) Cum b |a+b+2c din a) obtinem b | 3a + 3b. Dar b | 3b, deci b | 3a.
Insa 3a < 3b, asadar 3a € {b,2b} ... ... 2p

Cazul I. 3a = b. Avem a = n,b = 3n,c = 4n, de unde a - b-c = 12 - n?.
Cautam valorile lui n astfel incat 22 -3 -n® = k2 k < 1000, si gdsim n = 3
care implica abc = 182, n = 3 - 22 care implica abc = 144% si n = 33 care
IMPlica abe = 4862 . . ... . . 2p

Cazul II. 3a = 2b, deci exista p € N*, astfel incat a = 2p,b = 3p de
unde obtinem ¢ = 5p. Atunci a - b- ¢ = 30 - p?, care conduce la p = 30, deci
abe = 0002 . . o 1p

Am obtinut k£ € {18,144, 486,900}.

Problema 3. Fie ABC un triunghi cu <BAC = 40° si xABC = 80°.
Notam cu [ intersectia bisectoarelor triunghiului. Aratati ca Al = BC.

Solutie. Fie {D} = BI N AC. Atunci < BAD = <ABD = 40° deci
AABD este isoscel, de unde rezulta ca AD = BD (1)................... 2p
Constructia 1. Fie BM, M € AC, bisec-
toarea XDBA ... ... 1p
Atunci SABM = <IAB 20° ¢i AB
este latura comuna, deci ATAB = AMBA
(U.L.U.),de unde AT =BM .............. 2p
Apoi <CBM = <CBD + <DBM = 60°
si IMCB = 60°, deci triunghiul M BC' este
echilateral, de unde BC = BM = Al ...... 2p

% |

Constructia 2. Fie triunghiul echilateral
AAMI, D € (IM). ... 1p
Cum <MAD = <MAI — <IAD = 60° —
20° = 40°, obtinem < MAD = <DBC (2). 1p
Din (1),(2) si SAMD = <DCB = 60°
rezultda AADM = ABDC (U.L.U.) de unde

AM = BC .. ..o 2p
Dar AAMT echilateral implica AI = AM,
deci AT =BC ..., 1p

Observatie Urmatoarele doua constructii
nu folosesc relatia (1). Punctajul obtinut pen-
tru fiecare dintre ele nu se cumuleaza cu punc-




tajul asociat demonstrarii relatiei (1), elevii primind maximul dintre cele
doua punctaje.
Constructia 3. Fie AM || BC, M €

Atunci YAMB = <M BC' (alterne in-
terne), care implica XABM = YAMB =
40°, deci AABM isoscel, de unde AB =
AM(2) oo 2p

Cum <<CAM = <ACB = 60°, fiind
unghiuri alterne interne, obtinem </AM =
20° + 60° = 80° = SABC (3).... .. ... 1p

Din (2),(3) si SAMI = ¥BAC = 40°
rezulta AAMI = ABAC (U.L.U.) care implica Al = BC .............. 3p

Constructia 4. Fie triunghiul echilate-
ral NACM,B € (MC)................. 1p

Din CA = CM, <ICA = <ICM =
30° si IC' latura comuna rezulta ACTA =
ACIM (L.U.L.), de unde obtinem [A =
IM (2) si <TAC = <IMC =20°....... 2p

Fie {E} = AI N BC. Din ¥MAB = D
IMAC — <BAC = 20°, AM = MC
si SJAMB = <ACE = 60° obtinem
AMAB = ACAE (UL.U.) de unde rezultsa M B E ¢
MB = EC, ceea ce implicA ME = BC (3) ..o, 2p

In triunghiul AAEM, <AEM = 180° — 60° — 40° = 80°, asadar, in
triunghiul AMIE, < MIE = 180° — 20° —80° = 80° = <M EI, deci AMIE
isoscel, de unde rezulta M1 = ME (4) ... 1p

Din relatiile (2),(3) si (4) obtinem [A=IM =ME =BC........... 1p

Problema 4. Determinati numerele naturale n > 2 pentru care toate
celulele unui tablou n x n se pot colora cu diferite culori astfel incat orice
celula are exact alte doua celule cu care este vecina si care au aceeasi culoare
cu ea. Prin celule vecine intelegem doua celule care au o latura comuna.

Solutie.

Fixam una dintre culori. Plecand de la o celula oarecare a tabloului,
putem parcurge un traseu monocolor (intrucat fiecare celula are exact doua
celule vecine colorate la fel) astfel incat sa ajungem inapoi in celula din care



am plecat. Daca, prin absurd, am ajunge in alta celula a traseului, una prin
care am trecut deja, atunci aceasta ar avea cel putin trei celule vecine de
Aceeas CULOATE. .. ... . 2p

Orice astfel de traseu reprezinta un ciclu inchis. Marcam alternativ
celulele tabloului asemenea unei table de sah. Observam ca, la fiecare pas,
marcajul celulei in care ne aflam se schimba. Prin urmare, deoarece ne
intoarcem in celula din care am plecat, pentru fiecare astfel de ciclu, de-

ducem faptul ca lungimea sa va fi para............... ... ... ... .. 2p
Cum fiecare celula a tabloului face parte dintr-un unic astfel de traseu,
rezulta ca numarul total de celule este par, deci n este par.............. 1p

Orice tablou n X n, cu n par, se poate imparti in patrate 2 x 2. Pen-
tru fiecare astfel de patrat alegem o culoare distincta si coloram cu aceasta
culoare toate cele 4 celule ale sale. Tabloul astfel colorat verifica conditiile
problemei, deci n este orice numar natural par nenul. .................. 2p
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CLASA a VII-a — solutii si bareme

Problema 1. Fie r un numar rational pozitiv, astfel incat numerele r si \/r +1 sa aiba
aceeasi parte fractionara. Aratati ca numarul r este intreg.

Solutie. Ipoteza spune ca /r+1—r =a,cuanumdr intreg............................ 2p

Obtinem r+ 1 =72+ 2ra+a%. ... .. 2p

Fier:m,cum,nEN* S (m,m) = 1o 1p
n

Atunci mn + n? = m? + 2mna + a’n?, deci m? = n(m +n — 2ma — a®n). Rezulti ci m? se
divide cu n, ceea ce nu se poate decat dacan =1. Releser=m eN....................... 2p

Problema 2. Consideram numerele reale strict pozitive m, n, a, b, c astfel incat m > n si
|ma —nb| < ¢(m —n), |mb—nc| <a(lm—n), |mc—na|l<blm—n).

Demonstrati ca a =b = c.

Solutie. Prin adunarea relatiilor date rezulta |ma —nb|+ |mb—nc|+ |mec—na| < (m—n)(a+
b+c) =|(m—n)(a+b+c)| = |(ma—nb)+ (mb—nc)+ (mc—na)|. Deducem c& printre numerele
T =ma —nb, y = mb — nc si z = mc — na nu exista doua cu semne opuse, iar inegalitatile din
ipoteza sunt egalitalbl ... .. ..o . 3p

Daca z < 0, y < 0, z < 0, atunci ma < nb, mb < nec, me < na. Prin inmultire obtinem
m3abc < n3abe, de unde m3 < n3 — imposibil. ... ... .. 1p

Daca z > 0, y > 0, z > 0, atunci ma — nb = ¢(m — n) si analoagele, deci

m(a—c) =n(b—c), m(b—a)=n(c—a), m(c—>b) =n(a—0>) (*).

Daca toate parantezele din (*) au valori nenule, atunci a —csib—c,b—asic—a, c—bsi
a — b au acelasi semn, In contradictie cu (a — ¢)(b—a)(c —b) = —(b—¢)(c — a)(a — b). Rezulta
c& mécar una este nula, de exemplu, a —c=0. Atuncib—c=0,deundea=b=c........ 3p

Alta solutie. Avem ma — nb < |ma — nb| < ¢(m — n) si analoagele. Prin adunare rezulta ca
(m—n)(a+b+c) < |ma—nb|+ |mb—nc|+|mc—nal < (m—n)(a+b+c), deci avem egalitate
PESEE B0t .ot 3p

Atunci avem (ma — nb)? = (mec — nc)? si analoagele. Prin adunarea acestor relatii rezulta,
in urma efectudrii calculelor, 2mn(a? + b? + ¢ — ab — bc — ca) = 0, adicad mn|[(a —b)?> + (b—c)? +
(= a)2] =0, de Unde @ = b = C..oorrre et ettt 4p

Problema 3. Fie ABC un triunghi drepunghic isoscel, O mijlocul ipotenuzei BC', E mijlocul
segmentului CO, M mijlocul segmentului AC' si D mijlocul segmentului AM. Fie F intersectia
dreptelor OD si AE.

a) Aratati ca MF 1 OD.

b) Aratati ca FC = OC.

Solutie. a) Varianta 1. Deoarece ME L OC, avem de aratat

ca patrulaterul M EOF este inscriptibil, (1)............... 1p
Cum ME || AO, deci <M EF = <OAEFE, raméane de aratat ca
SMOD = SOAE . ..o 1p
Aceasta ultima egalitate rezulta din AMOD ~ AOAE:
DM FEO 1
DMO =<FE = 90° si =—==, (2)...........
< O =<FOA=90 50" 04" 3 (2) 2p
Varianta 2. Din teorema lui Menelaus in ACDO taiat de
. DF AD 1
transversala A — F — E rezultda —— e 1p

FO  AC 1




av/5

Fie AB = 4a. In AMDO avem MD = a, MO = 2a, deci DO = a 5si DF = 3 1p
Rezultd cid DO - DF = M D? i, din reciproca teoremei catetei, rezultda MF | DO...... 2p
CA OA

Varianta 3. ACAE ~ AAOD, deoarece SACE = <OAD = 45°, CE — 2V2 = 1D
Atunci SAOD = FCAE = D AF ..o e 2p
Atunci ADAF ~ ADOA (U.U.) si deci MD? = DA? = DF - DO. Din reciproca teoremei
catetei rezulta concluzia . ... ... ... e 2p
b) Varianta 1. Fie G, R mijloacele segmentelor AB, respectiv MO. Cum CMGO este
paralelogram, R este mijlocul Iui C'G ... ... 1p

Cum patrulaterul EM FO este inscriptibil, rezulta < EFO = SEMO = 45° = <OBA, deci
patrulaterul ABOF este inscriptibil, centrul cercului circumscris fiind G. Atunci GF = GO
(raze), RF = RO (RF este mediana in triunghiul dreptunghic FOM), deci RG este mediatoarea

lui [OF]. Cum C € RG, avem CF = CO ......oiii e 2p
Varianta 2. Fie G mijlocul segmentului AB. Analog cu (2), AMOD ~ AACG, deci
JSACG + <CDO =<<MOD +<xCDO =90°, deunde CG L OD ..................oii.. 1p
: . . ..., OH 0G 2 . OH 2
Fie H = CGNOD. Atunci OG || CD implica TD - D~ 3 deci oD = 5.OP62 de
M
altd parte, in triunghiul dreptunghic MOD avem OM = 2M D, OD = M D+\/5, OF = oD -~
4 F 4
ﬁMD, deci O— = —. Rezulta ca H este mijlocul segmentului OF', deci C'H este Inaltime si
mediand in ACOF, de unde concluzia . ........ ... e 2p

Problema 4. Consideram triunghiul ABC dreptunghic in A si inaltimea sa AD, D € BC.
Pe semidreapta [AD luam punctele E si H astfel incat AE = AC si AH = AB. Consideram
patratele AEFG si AHJI care contin in interiorul lor punctele C, respectiv B. Dreptele EG si
AC se intersecteaza in K, IH si ABin L, IL si GK in N, iar IB si GC in M. Demonstrati ca:

a) LK || BC;

b) punctele A, N si M sunt coliniare.

Solutie. a) Avem ANAGK ~ AAHL, (1), deoarece
JAGK = YAHL = 45° si ¥GAK = 90° — <CAD =

. AK AG )
JXHAL. Rezulta ﬂA;( @L Cum AG = AE = AC si
AH = AB, deducem aC — AR’ deci LK || BC........ 3p

b) Varianta 1. Din (1) rezulta ca SAKG = <ALH,
deci patrulaterul ALN K este inscriptibil. Reiese < NAK =
INLK = <NIG = 45°, ceea ce aratda ca AN este bisec-
toarea SLBAC .. ... 2p

Bisectoarea unghiului ABC este paralela cu bisectoarea
unghiului BAI, care este si Inaltime in ABAI. Rezulta ca BM este bisectoarea exterioara
din B a triunghiului ABC’; analog, C'M este bisectoarea exterioara din C' a triunghiului ABC.
Rezulta ca M este centrul cercului A—exinscris in triunghiul ABC, deci M se aflda pe AN ..2p

Varianta 2. Fie O intersectia dreptelor KL si AN. Avem A,G,I coliniare, DA 1 GI si

. . OK AG AG AK
DA 1 BC, deci GI || BC || KL. Rezulta OL - A — AH — AL
teoremei bisectoarei, [AO este bisectoarea unghiului LAK ..., 2p
: . . . . CP AG AC ) .

Fie P intersectia dreptelor AM si BC. Atunci PE - Al — AB’ deci AP este bisectoarea,
unghiului BAC'. Rezulta ca M si N se afla pe bisectoarea unghiului BAC, ceea ce arata ca A,
M, N sunt COLMIATE . .. ..ottt e e 2p

; conform reciprocei
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CLASA a VIII-a — solutii si bareme

Problema 1. Determinati numerele naturale nenule a, b, ¢ pentru care ab + bc + ca este un
numar prim p si p divide numarul a’b? + b?c? + *a’.

Solutie. Avem a®b* + b2c? + c?a® = (ab + bc+ ca)? —2abc(a+b+¢) oo .. 2p
Astfel, p trebuie sa divida abc(a 4+ b4 €)oo 1p
Deoarece p este prim, trebuie cap | a,p|b,p|csaup|(a+b+c)..cocoviiiiiii.. 2p
Primele trei situatii sunt imposibile, deoarece a,b,c < p. A patra situatie este posibila doar
dacda=>b=c=1. Acest Caz CONVINE ... ... ... e 2p

Problema 2. Fie a, b, ¢ numere reale strict pozitive, astfel incat

{bic} - {c—ilia}:{a—cl—b}’

unde {x} reprezinta partea fractionara a numarului real x.
a) Aratati ca cel putin doud dintre numerele a, b, ¢ sunt egale.
b) Aratati ca, daca a, b, ¢ sunt numere rationale, atunci a = b = c.

Solutie. a) Datorita simetriei ipotezei, putem presupune, fara a pierde generalitatea, ca a < ¢

b b b
sib<e Atunci0< —— <1 0< <1.0btinem{ a }: a { }: ,
’ b+c ’ c+a ’ b+c b+c la+c a+c
a
= —b b =0,a=0b.... 3
b+c c+a’<a Ja+b+c) @ . “ P
b) Cu presupunerea de la a), obtinem a = b, iar ipoteza duce la % ar +n, cu n numar
a a+c
DATUTAL .« . 1p

Ultima relatie duce la ¢? + c(a — 2an) — 2a® — 2a®n = 0. Discriminantul ecuatiei este
D = a%(4n? + 4n +9). Deoarece a si ¢ sunt rationale, numarul 4n? + 4n + 9 trebuie si fie un
patrat perfect k2, cu k natural. Reiese 8 = k> — (2n+1)2, k— (2n+1)=2sik+ (2n+1) =4
(singura posibilitate), 7 =0, € = G .. .c.uuin i 3p

Problema 3. Fie a un numar real pentru care numarul a + a? + a® este intreg. Aratati ca,
daci unul dintre numerele a, a? sau a® este rational, atunci a este numar intreg.

Solutie. Fie a + a® 4 a® = n, cu n numar intreg.
3 . . p o v, PP

Daca a este rational, atunci @ = =, cu p, ¢ numere intregi, coprime. Rezulta 54— q—Q + ? =n,
de unde ¢%p + qp? + p = ¢>n, deci q | p3. Aceasta nu se poate decat daci g = £1, ceea ce arati
CA Q= P =NUMAL TNETEE. . o ottt ettt ettt ettt e e ettt e e et et e 2p

Daci a? este rational, atunci a + a® = n — a? duce la a® + 2a* 4+ a8 = n? — 2a®n + a*, deci
a?(1+2n)+a*+a® = n%. Un rationament analog cu cel din paragraful precedent, aplicat acestei
egalititi, arata ca a? este intreg, deci @ este INtTEE ... .......oooiiiiiiiiiieie ... 2p

Daci a® = r este rational, atunci a + a* = n — a3 este rational. Rezulta c& a? +2a® + a? este
rational, deci a® + ra este rational. Deducem ca a? + ra — (a? + a) = (r — 1)a este rational.

Daca r # 1, atunci a este rational, deci, conform primei parti, a este intreg. Daca r = 1,
atunci a3 =1, deci @ =1 € Z ..o 3p



Problema 4. Intr-un punct O din interiorul patratului ABCD se ridica perpendiculara OS.
Fie M, N, P, @ proiectiile punctului O pe planele (SAB), (SBC), (SCD), respectiv (SDA).
Demonstrati ca punctele M, N, P, () sunt coplanare daca si numai daca O se afla pe una dintre
diagonalele patratului.

Solutie. Presupunem ca O se afla, de exem-
plu, pe diagonala AC. Fie OF 1 AB, E € AB
si OF L AD, F € AD. Atunci avem succesiv
OFE = OF, ASOE = ASOF (C.C.), SE = SF.
Apoi M € SE si OM 1 SE, Q € SF si

0Q 1 SF, ASOM = ASOQ, SM = SQ,

M
Si Sg, QM || EF, deci QM || BD. Analog

avemw NP || BD, deci QM || NP si punctele M,
N, P, @ sunt coplanare ..................... 2p

Reciproc, presupunem ca M, N, P, Q) sunt
coplanare, intr-un plan a. Fie OG L CD, G € CD si OH L BC, H € BC. Atunci E, O,
G sunt coliniare, deci SE, SO, SG sunt coplanare. Rezulta ca SO si M P sunt coplanare, iar
SO N MP coincide cu SO N a. Analog NQ NSO coincide cu SO Na, deci M P si NQ taie SO
inacelasi punct R .. ... . 1p

Calculam raportul in care punctul R imparte OS, in functie de
0S8, OF si OG.

Fie MT 1 OS, PU L OS, U,T € OS. Din patrulaterul inscripti-

MS MR SR
bil MOPS Obtlnem AMSR ~ AOPR deci ﬁ m = P7R7 de

MS*> SR MR SR MT M.
OP> OR PR OR PU’
SR PU MS5? PS-PO-MS*> PO MS g

Rezultaﬁ MT OP2 ]:L%*WO MS-PS-PG _ PG MO

unde

PO SO
Dar FG = tg ASGO @ Sl MO CtglMSO = @, deci
SR SO° ,
7OR —7OEOG ......... P

Deoarece N(@ taie OS tot in R, obtinem OFE - OG = OF - OH. Pe de alta parte, OF +
OG =1 = OF +0OH, unde | = AB = AD. Rezultda OE(l — OF) = OF(l — OF), apoi
(OE — OF)(l — OF — OF) = 0, deci (OE — OF)(OH — OE) = 0. Astfel OF = OF sau
OF = OH, ceea ce implica O € AC sau O € BD ... ... i 2p
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CLASA a IX-a — solutii si bareme

Problema 1. Fie N > 1 un numar natural. Pe o tabla sunt scrise initial
doua zerouri, unul cu rosu si unul cu albastru. Definim urmatorul procedeu:
la fiecare pas, se alege un numar natural £ (nu neaparat distinct fata de
valorile alese anterior) si, daca x este numarul scris cu albastru si y este cel
scris cu rosu, le vom inlocui cu o + &k + 1 si, respectiv cu y + k% + 2, apoi
colordm x + k + 1 cu albastru si y + k* + 2 cu rosu. Acest procedeu continua
pana cand numarul albastru este cel putin N. Determinati valoarea minima
pe care o poate avea numarul rosu la finalul procedeului.

Solutie.

Fie M, mutarea care mareste numarul albastru cu £+ 1 si numarul rosu
cu k% + 2. Demonstram ca mutarea M, k > 2, se poate inlocui cu mutéri
My si M, astfel incat numarul albastru sa creasca tot cu k + 1, dar numarul
rosu sa creasca cu mai putin de k2 + 2.

Pentru cazul k£ = 2p+ 1, observam ca M}, se poate inlocui cu p+ 1 mutari
M;. Mutarea M}, va creste numarul albastru cu 2p + 2, iar numarul rosu cu
(2p+1)2+2, in timp ce p+ 1 mutari M; vor creste numarul albastru tot cu
2p + 2, dar numarul rogu va creste doar cu 3(p +1). Cum (2p + 1) +2 >
3(p+ 1), pentru orice p > 1, atunci mutarea My, se poate inlocui cu p+ 1
mutari M.

Pentru cazul k = 2p, avem ca mutarea M, se poate inlocui cu p mutari
M si o mutare M,. In felul acesta, mutarea M, va creste numarul albastru
cu 2p + 1, dar numarul rogu va cregte cu (2p)? + 2. Pe de alta parte, folosind
p mutari M; si o mutare My, numarul albastru creste tot cu 2p + 1, dar
numarul rogu cregte cu 3p + 2. Deoarece 3p + 2 < (2p)? + 2, pentru orice
p > 1, atunci mutarea My, se poate inlocui cu p mutari M; si o mutare M.

............................................................... 3puncte

In plus, observam ca doua mutari M, se pot inlocui cu o mutare M, iar
numarul rogu va creste doar cu 3, in loc sa creasca cu 4.

................................................................ 1punct

Asadar, strategiile de inlocuire de mai sus sunt optime pentru a minimiza

3N

numdrul rogu. Dacd N este par, atunci numarul rogu este cel putin =7,
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iar daca NN este impar, atunci numarul rosu este cel putin 3 [ } + 2. Deci,

valoarea minima a numarului rogu este N + [N ;r 1] e 2puncte

Problema 2. Fie triunghiul ABC ascutitunghic, inscris in cercul de
centru O &i raza R, cu ortocentrul in punctul H. Fie A; un punct pe latura
BC a triunghiului, astfel incat H A;+A;0=R. In mod analog consideram By,
C, pe laturile AC, respectiv AB. Daci are loc relatia AA] + BB; + CC1=0,
aratati ca triunghiul ABC' este echilateral.

Solutie.

Fie H4 simetricul lui H fata de BC'. Acest punct se afla pe cercul cir-
cumscris triunghiului ABC. Atunci AiH4 = A1H, de unde A0 + A1H4 =
R = OH,, adica A; este intersectia lui OH4 cu BC, deci este unicul punct
de pe BC cu proprietatea data. ............. ... ...l 1punct

Demonstram ca /BHA, = /B si ZCHA, = ZC. Presupunem ca /B <
/C'. Fie Ap punctul diametral opus al punctului A. De aici avem succesiv:

/BHA, = /BHH, — /A HH, = /C — ZOH4A =
= /C— LApAH, = /C — (LA— /BAAy — ZH4AC) =
= /C — (LA—(90° — Z/C) — ZBCAp) =
= /C — (LA = (90° — ZC) — (90° — £C)) = /B.

.................................................................. 2puncte
De aici obtinem ca ZCHA,; = ZC. Apoi avem:

BA, Apma, _ BH-HA;- sin(Z/BHA,) _ 2RcosBsinB sin(2B)
CA,  Acma, CH-HA, sin(ZCHA,) 2RcosCsinC  sin(20)’

................................................................... 1punct
In mod similar deducem rapoartele igl si ggl, de unde rezulta ca AA;,
BB; si CC; sunt concurente. Dar, cum AA1 + BB’1 + C’Cl = 0, avem c&
AAy, BBy st CCy sunt mediane. ..., 2puncte
De aici sin(2A) = sin(2B) = sin(2C'), iar cum triunghiul este ascutitunghic,
avem /A = /B = /C, adica triunghiul ABC este echilateral. ....1punct

Problema 3. Fie n € N, n > 2. Se considera ecuatia:

{z} + {22} + -+ {nz} = [x] + [22] + - - - + [2nz].



a) Rezolvati in R ecuatia pentru n = 2.
b) Demonstrati ca ecuatia are maxim doua solutii reale, oricare ar fi n > 2.

Solutie. Deoarece {kx} € [0,1), obtinem ca si membru drept este nene-
gativ, deci @ > 0. . 1punct
a) Pentru n = 2 ecuatia din enunt, devine:

{z} + {2z} = [x] + [22] + [3z] + [42] € [0,2) NZ = {0, 1}.

Daca {z} + {2z} = 0, obtinem {z} = {22} = 0, adica x € Z, de unde
avem 10z = 0, adica x = 0, care verifica ecuatia data.

Daca {z} + {22} = 1, deoarece [z] < [2z] < [3z] < [42], obtinem ca
[z] = [22] = [32] = 0i [42] = 1, adicd 3z < 1 < 4z, de unde avem z € [}, 5).

103
Dar, din [z] = [22] = 0 i {z} + {22} = 1, obtinem ca z + 2z = 1, adica
T = % ¢ [}1, %) Agadar, pentru n = 2 unica solutie este x = 0. ... 2puncte

b) Analog cu rationamentul de la a), avem {x}+---+{nz} € [0,n)NZ si
[z] < [22] < --- < [2nz]. Daca [nx] > 1, atunci membrul drept ar fi > n+1,
ceea ce este o contraditie. Asadar, [x] = --- = [nz] = 0, deci ecuatia din
enunt devine:

r4+2x+--+nrx=[n+1a]+- -+ 2n2] =k e {0,1,...,n—1}.

De aici obtinem ca eventualele solutii sunt de forma x = PTCESVE

{0,1,...,n— 1}. Pentru k = 0 avem solutia x = 0 pentru orice n > 2.
Pentru k£ > 0, din nz < 1, obtinem ca 2nx < 2, deci avem [2nx] =

(2n—1)z]=---=[2n—k+ D] =151 [2n—k)z]=---=[(n+ 1)z] =0,

ceea ce implica

2k 2k
—— <1< (2n—-k+1)——
n(n+1)< < (2n —k+ )n(n—i—l)’

n(n —1) 1 2n? +2n+1
e - kT Y i el
n 5 _n—|—2 1
iar cumn—\/@— (n—{—%—\/%) < 1, avem cel mult inca o

valoare posibila a lui k, adica cel mult inca o solutie. ............ 2puncte

(2n — k)

adica:



Problema 4. Fie m € N, m > 2 un numar natural fixat si (a,)n,>1 un
sir de numere reale nenegative astfel incat a,1 < an, — amp, (V) n > 1.
n

a) Demonstrati ca sirul (b,),>1 cu b, = Z ay este marginit superior.
k=1

n
b) Demonstrati ca sirul (c,)n>1 cu ¢, = E k*a;, este marginit superior.
k=1

Solutie.
a) Observam ca (by,),>1 este crescator. De asemenea, sirul (a,),>1 este
descrescator, deoarece 0 < a,,, < @, — Gpy1. In plus:

n
5 A < A1 — Apgq < aq.
k=1

De asemenea, folosind monotonia lui (a,),>1 §i (bn)n>1, avem:

3

n n n—1m—1

m—1
UEDIE DT D DY LR
1 =1 k=1

k=1 j=1

bn < bmn =

i\

3
3

IN

(2

n—1 m—1
a; + amk+(m—1)2amk§2ai+ma17
1 k=1 k=1 i—1

deci girul (b,),>1 este marginit superior. ........................ 2 puncte
n
b) Demonstram mai intai ca sirul d,, = E kaj este marginit superior.

k=1
Evident, sirul (d,),>1 este crescator. Mai intai avem:

3
3
3

> kg <Y klag — agar) = a1 + Y (k= (k= 1))ar — nan < by,



n
deci girul (Z kamk> este marginit superior. Pe de alta parte, avem:
k=1 n>1

1
(mk + j)ami+; <
1

—1n

3

d, < dpn, mZkamk+Zkak+

n

[]]

1

[

=l
Eonl
Il

<mby, + dpy—1 + (M — 1) m(k + 1ay, <

HM

< mb, + dpy—1 +m(m — 1)(bn,1 +ay),

adica sirul (d,,)n>1 este marginit superior. ........................ 2puncte
Din nou, sirul (¢,),>1 este crescator. In mod similar, avem:

Z Eame < Z E*(ap — apy1) = ay + Z(k2 — (k—1)%)ay — n*a,41 <
k=1 k=1 k=2

<a;+ 221{:% < 2d,,

k=2

n
adica sirul < g k’Qamk> este marginit superior. Apoi din nou avem:
n>1

k=1
n m—1n—1
Cn < Conm = M2 Z k% pps + o1 + (mk + j)2amre; <
k=1 j=1 k=1
n—1 n—1 n—1
< 2m?d, + ¢y +m*(m — 1) (Z k2a, + 2 Z ka,. + Z amk> ,
k=1 k=1 k=1

care este o suma finita de giruri marginite superior, deci (¢, ),>1 este marginit
S0 03 1) P 2puncte
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CLASA a X-a — solutii si bareme

Problema 1. Se considera un triunghi ABC si un punct M in planul
sau diferit de A, B si C'. Notam cu N, P si ) simetricele punctului M fata
de laturile AB, BC, respectiv AC.

a) Demonstrati ca punctele N, P si () sunt coliniare daca si numai daca
punctul M apartine cercului circumscris triunghiului ABC.

b) Daca punctul M nu apartine cercului circumscris triunghiului ABC' iar
triunghiurile ABC' i N P() au acelagi centru de greutate, aratati ca triunghiul
ABC este echilateral.

Solutie. Raportam planul la un un reper cartezian si notam cu litera mica
afixul unui punct notat, corespunzator, cu litera mare.

s—a
Mijlocul S al segmentului M N apartine dreptei AB, prin urmare 2 €
—a
n—m _ .
R. Dreptele M N si AB sunt perpendiculare, agsadar 2 € R.
—a
Presupunem, fara a restrange generalitatea, ca originea reperului este in
centrul cercului circumscris triunghiului, iar |a| = |b] = |¢|] = 1. Atunci
1 - 1 1
a=—-,b=—-,c=-gi, cum s = , avem:
a b c
sS—a s—a S—a
eER& = = sn+m=2a+b)—ab(m+m),
b—a b—a b-—a
respectiv
n—m n—m n—m
ciR& =—= Sn—m=ab(m—m).
b—a b—a b—a

Adunand cele doua relatii, rezulta ca n = a + b — abm. Analog se arata
cap=b+c—bom,larg=cHa—cam. ...........c. i, 3p
a) Punctele N, P si @ sunt coliniare daca gi numai daca

AN (a—c)(1—bm) _ (6—?) (1—bm) -

n—op n—p _
ceRe = (a—b)(L—cm) (a—1b)(1—em)

q—7p q—7p

| 3
3

l—-bm bl—bm 1—bm b—m )
— = & — = & c—b=|m|"(c—b) & |m| =1,
1—cm cl—om 1—cm c—m




deci daca si numai daca punctul M apartine cercului circumscris triunghiului
ABC . 2p
b) Cum triunghiurile ABC' si N PQ au acelasi centru de greutate, inseamna
,a+b+c n+p+gq

ca 3 = 3 Sa+b+c=m(ab+bc+ca) & a+b+c=
mabe (@+b+7¢) .
Trecand la module, deducem ca |a+b+c| = |m| - |a+ b+ c|. Punctul

M nu este situat pe cercul circumscris triunghiului, prin urmare |m| # 1;
rezulta ca |a + b+ c| = 0. Atunci centrul de greutate al triunghiului ABC
coincide cu centrul cercului circumscris acestuia, deci triunghiul ABC' este
echilateral. ... .. .. 2p

Problema 2. Fie n un numar natural nenul dat. Pentru o multime
finita de puncte din plan M, spunem ca punctele distincte A, B € M sunt
conectate daca dreapta AB contine exact n + 1 puncte din M.

Determinati valoarea minima a numarului natural nenul m pentru care
exista o multime M de m puncte din plan cu proprietatea ca orice punct
A € M este conectat cu exact 2n alte puncte din M.

Solutia 1.

Fie M = {A;, Ay, ...., A} o multime de m puncte cu proprietatea din
enunt si A; € M. Cum A; este conectat cu alte puncte, exista o dreapta d
care contine exact alte n puncte As, ..., A, 11 din multimea M. Cum fiecare
din punctele A;, As,...A, 1 este deja conectat cu n puncte diferite de el,
deducem ca prin fiecare A; mai trece exact o dreapta d; care contine celelalte
2n —n = n puncte din M conectate cu A;. ........ ... 2p

Astfel, dy contine n + 1 puncte din M, d; contine n puncte noi din M
(celelalte in afara de A;), dy contine cel putin alte n — 1 puncte din M
(celelalte in afara de A, gi, eventual, intersectia lui dy cu dy) ete. In general,
dreapta dj contine cel putin alte n + 1 — k puncte din M (celelalte in afara

de Ay si, eventual, intersectiile lui dy, cu dy, da, ..., dx_1).

1 2
Agadaurmz(n—}—l)%—n—i—(n—1)—|—...—|—2—|—1:(njL )2(n+ ). 3p

1
Pentru a arata ca 5(71 + 1)(n 4 2) este minimul cautat, consideram o

configuratie de n + 2 drepte in pozitie generala (adica oricare doua se in-
tersecteaza si nu existd trei drepte concurente) si M multimea celor C2_,
puncte de intersectie a acestora. Fiecare dreapta va contine atunci cate n+1



puncte din M si, cum fiecare punct din M va fi situat pe doua dintre aceste
drepte, el va fi conectat cu exact 2+ (n+1—1) = 2n puncte. ........... 2p
Solutia 2.
Fie M = {A;, Ay, ...., A;,} o multime de m puncte cu proprietatea din
enunt, Dyy = {44 |1<i<j<m}siD={a€Dy||lanM|=n+1}.
Notam cu d = |D| si cu I ={d; Ndy | dy,dy € D,dy # ds}.
Daca punctele A, B € M sunt conectate, atunci A este conectat cu oricare
din celelalte n puncte din M\ {A} care se afla pe dreapta AB. Deoarece orice
punct A € M este conectat cu exact 2n alte puncte din M, atunci A se afla

d 1
la intersectia a exact doua drepte din D, si astfel m = M ........ 2p
Deducem ca M C [ gi numarul punctelor din I este cel mult egal cu
dd—1
numarul de perechi de cate doud drepte din D, deci |I| < C? = % =
1 2m(2m —n—1)
2 (n+1)2
2m —n — 1 1
Rezulta cam < |I| < m(2m = n ),de unde m > —(n+ 1)(n + 2).
(n+1)2 2
..................................................................... 3p

1
Pentru a arata ca §(n + 1)(n 4 2) este minimul cautat, consideram o

configuratie de n + 2 drepte in pozitie generala (adica oricare doua se in-
tersecteaza si nu existd trei drepte concurente) si M multimea celor C2_,
puncte de intersectie a acestora. Fiecare dreapta va contine atunci cate n+1
puncte din M si, cum fiecare punct din M va fi situat pe doua dintre aceste
drepte, el va fi conectat cu exact 2+ (n+1—1) = 2n puncte. ........... 2p

Problema 3. Pentru un numar natural nenul k, consideram functia
gk L — L, gr(z) = 2",
Determinati multimea M) a numerelor naturale nenule n cu proprietatea

ca exista functii injective fi, fo, ..., fu : Z — Z astfel incat g, = f1- fo-...- fn.

Solutie. Observam mai intai cd ¥ =g -2 - ... - 2, deci k € M,
—

de k ori x

Fie n € My, adica exista functii injective fi, fo, ..., fn : Z — Z astfel incat,
pentru orice x € Z, avem gx(x) = fi(x) - fo(z) - ... - fu(z), (1). Luand = = 1,
apoi = —1 in relatia (1), obtinem 1 = fi(1)- fo(1)-...- fu(1), (2), respectiv
(—=1)* = fi(=1)-fo(=1)-...- fu(—=1), (3). Deoarece f;(1) si fi(—1) sunt numere
intregi, iar functiile f; sunt injective, rezulta ca {f;(1), f;(—=1)} = {1,-1}
pentr orice @ = 1,70,(4). oottt 2p

3



Din (1), pentru z = 2, obtinem 28 = | f1(2)| - |f2(2)] - ... - | fu(2)]. Folosind
injectivitatea si (4) deducem |f;(2)| > 2 pentru orice i = 1,n. Astfel, 28 =
1f1(2)] - [f2(2)] - ... - [ fu(2)] > 27, deci k > n. Asadar M, C {1,2,...,k}.

Din (4) si inmultirea egalitatilor (2) si (3) deducem (—1)¥ = (—1)", deci
n i k au aceeasi paritate, adica My, C {k,k — 2,k —4,..} C N*.

..................................................................... 3p

Vom arata ca toate valorile de forma n = k£ — 2t convin. Pentru aceasta,

observam ca zF = g-x-...x 2%l deci fi(x) = x pentru orice i =
<

de k—2t—1 ori =
I,n—1, fu(x) = 2% sunt injective si 2" = fi(z) - fo(z) - ... famr@) - fu(2).
In concluzie k — 2t € M, pentru orice t € N cu 2t < k, deci multimea
k—1

cautata este My = {k,k—2, k—4,.. k—2- {T} oo 2p

Problema 4. Determinati numerele complexe z si w care au proprietatea

v

ca
|22n+znwn+w2n‘ :22n+2n+1’

oricare ar fi numarul natural nenul n.

Solutie. Trecand la modul in ambii membri ai identitatii

(2% + 2w + w?) (22 — 2w + w?) = 2" + 220 + w!

21
§i tinand cont de ipoteza problemei, obtinem c& |22 — 2w + w?| = - = 3.
Analog, trecand la modul in ambii membri ai identitatii
(z* + 22w +w') (2 = P+ w?) =28 + 2wt +u®
273

si tinand cont de ipoteza problemei, obtinem ci [z* — 22w? + w?t| =
13.
Trecand la modul in ambii membri ai identitatii

21

1 1
3 (2% + 2w + w2)2+§ (22 — 2w + w2)2—|—(z4 — 2w’ +w') =2 (2 + 2w’ + )
aplicand inegalitatea modulului si tinand seama de cele de mai sus, obtinem
1 1
cé§-49+§-9+1322-21. .......................................... 3p



Observam ca se realizeaza egalitatea, prin urmare exista un numar real ¢
A 2 ~ C .
astfel incat (22 + zw + w?)? = t? (22 — 2w + w?)”. Trecand la module, gasim

t= j:g, prin urmare 3 (22 + zw + w?) = £7 (2% — 2w + w?).

7
Pentru ¢t = 3 gisim 222 — 5zw + 2w? = 0 & (22 — w) (z — 2w) = 0.

Deducem cd w = 2z sau z = 2w. Inlocuind in |2 + 2w +w?| = 7, in
primul caz obtinem ca |z| = 1, iar in cel de-al doilea ca |w| = 1.

In cazul ¢ = —3 gasim 522 — 22w + 5w? = 0 & (pz —w) (z — pw) = 0,

1+ 2V6i
unde p = —1—7\/_2’ 5p° —2p+5=0, |p| =1.
Deducem ¢ w = ¢z sau z = @w. Inlocuind in |22 4+ 2w+ w?| = 7, in

primul caz obtinem ci |z| = v/5, iar in cel de-al doilea ca |w| = /5.
Niciuna din aceste variante nu convine deoarece se contrazice egalitatea
|24 — 22w? + wt| = 13.

..................................................................... 3p
Se verifica ugor ca toate perechile de forma (z,2z) si (22, 2), unde z este
un numar complex de modul 1, au proprietatea din enunt. ............. 1p
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CLASA a XI-a — solutii si bareme

Problema 1. Determinati perechile de functii f,g : R — R, derivabile
de ordinul 2, cu derivatele de ordinul 2 continue pe R, avand proprietatea

(f(@) = g(y) - (f' (=) = d'(v) - (f"(x) = g"(y)) =0,
pentru oricare =,y € R.

Solutie. Fie (f,g) o pereche de functii care satisface cerintele din enunt,.
Aratam ca f” este o functie constanta. Presupunem, prin absurd, ca f” este
NECONSLANTA . . ..ottt e e 1p
Atunci, deoarece (f(x) —g(0)) - (f'(x) —g'(0)) - (f"(x) —¢"(0)) =0, Vz € R,
iar f” este continua, exista a € R gi r > 0 astfel incat f”(z) ¢ {0,¢"(0)},
Va € (a—r,a+r). Rezulta (f(x)—g(0))-(f'(z)—¢'(0)) =0, Vz € (a—r,a+r).

Sunt posibile doua cazuri.

Cazul 1. Exista b € (a — r,a + r) astfel ca f'(b) # ¢'(0). Pe baza
continuitatii lui f/, existda s > 0 astfel ca (b —s,b+s) C (a —r,a + 1) si
f'(x) #4d(0), Ve € (b—s,b+s). Rezulta f(z) = ¢(0), Vo € (b—s,b+s),
de unde f"(x) =0, Vo € (b—s,b+ s). Contradictie.

Cazul 2. f'(z) = ¢/(0), Vo € (a —r,a +r). In acest caz, obtinem
f'(x) =0, Vo € (a —r,a+r). Contradictie.

Prin urmare, functia f” este constanta pe R ........... ... .. .. ... .. ... 2p
Fie m € R astfel ca f”(z) =2m, Vz € R. Din (f'(z) — 2mz) =0, Yz € R,
rezulta ca exista n € R astfel ca f'(z) —2mz —n =0, Vo € R.

Din (f(z) — ma? —nz) = 0, Vz € R, rezultd ca exista p € R astfel ca

fl@)y=ma?+nr+p, Ve €R. o 1p
Analog, functia ¢” este constanta pe R, deci exista m/,n’,p’ € R astfel ca
g(x) = m'z* + n'z + p/, Vo € R. Dacd m = m/, identitatea din enunt

este satisfacuta. Daca m # m/, identitatea din enunt nu este satisfacuta
deoarece ecuatia (f(z) — g(z)) - (f'(z) — ¢'(x)) = 0 are cel mult 3 radacini
reale. In concluzie, perechile de functii cu proprietatile din enunt, sunt de
forma f(x) = ma? + nx + psi g(x) = ma? + n'z + p/, pentru oricare = € R.



Problema 2. Fie un numar natural n > 2 si doua numere complexe a
§i b, astfel incat a # 0 si b* # 1, pentru oricare k € {1,2,...,n}. Matricele
A, B € M, (C) verifica relatia BA = al,, + bAB. Aratati ca matricele A si
B sunt inversabile.

Solutia 1. Daca b = 0, atunci BA = al,. Cum a # 0, matricele A si B
sunt inversabile. ... ... .. 1p
Consideram b # 0. Notdm o(X) spectrul matricei X € M, (C).

Fie A € 0(AB). Atunci

det (BA — (bA+ a)l,) = det(bAB — bAl,) = b" det(AB — A\I,,) = 0.

Rezultd ca bA +a € 0(BA) oo 1p
Are loc relatia 0(AB) = 0(BA) ..o 1p
Prin urmare, daca A\ € o(AB), atunci bA+a € 0(AB) ... 1p

Definim functia f: C — C, f(z) = bz +a, Vz € C. Pentru k£ € N*, notam
flll = fofof...0 f. Conform proprietatii anterioare, daca A € o(AB),

k ori

atunci f(\) € 0(AB), Yk € N* (inductie).....................oooooo. 1p
Presupunem 0 € o(AB). Atunci f(0), f12/(0),..., f*1(0) € o(AB).
Cum o(AB) are cel mult n elemente, exista p,q € {1,2,...,n+ 1}, p < g,

bk
astfel ca fI1(0) = fl9(0). Deoarece f¥(z) = b*z +a

R ze€C, ke N,
) P —1 b9 —1 _ . . .
obtinem a 1 a R de unde b97P = 1, in contradictie cu ipoteza.
Prin urmare, 0 ¢ o(AB), deci det(A) - det(B) = det(AB) # 0, Rezulta ca
matricele A si B sunt inversabile............. ... ... 2p

Solutia 2. Daca b = 0, atunci BA = al,. Cum a # 0, matricele A si B
sunt inversabile. ... ... .. 1p
Daca b # 0, fie f(X) = det(X1, — BA) polinomul caracteristic al matricei
BA. Pentru oricare t € C, avem:

F(t) = det(tT, — BA) = det((t — a)I, — bAB) = b" det (t_—“fn - AB) .

b
Matricele AB si BA au acelasi polinom caracteristic.................. ... 1p
Rezulta relatia:
t _
(1) f(t):b”f( b“),wec ....................................... 1p
Definim functia polinomiala g : C — C, g(t) = f <t - ﬁ , VteC



b
Atunci, considerand ¢(t) = t"+a1t" ' +ast" 2 +...4ay,, t € C, obtinem prin
identificarea coeficientilor relatiile: a, = b*ay, pentru orice k € {1,2,...,n}.
Din ipoteza b* # 1, rezultd ar = 0, Vk € {1,2,...,n}. Prin urmare, avem
g(t) =1t", ¥Vt € C. Deducem f(t) = (t+ %) , VteC.oooooool 2p
Conform teoremei Cayley-Hamilton, f(BA) = O,,, deci are loc relatia ma-

t
Din (1) rezulta ecuatia polinomiala functionala g(t) = b"g (—> , Vt e C.

triceala (BA + %In) = O, echivalenta cu (In + ; 1BA)n =0,,.
.......................................................................... 1p
Notam C' = I,, + b ; 1BA. Cum C" = O,,, obtinem
Iy=I,-C"=(I —C)nick— 1_bBA§c’f
o ' k=0 a k=0 .
Rezulta ca matricele A i B sunt inversabile ........... ... ... .. ... ... 1p

Problema 3. Aratati ca, pentru o functie f : R — R, urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) f este derivabila, cu derivata continua pe R;

(ii) pentru oricare a € R si oricare doua siruri (z,)p>1 $i (Yn)n>1 con-
vergente la a, astfel incat x, # y,, pentru oricare n € N* girul
Tn) — n
(—f( ) =/ )) este convergent.
Tn = Yn n>1
Solutie.
(i)=(ii). Fie f : R — R o functie derivabila, cu derivata continua pe R.
Consideram a € R. Fie girurile (2,)n>1 §1 (Yn)n>1, convergente la a, astfel
incat x, # y,, Vn € N*. Conform Teoremei lui Lagrange, exista un punct
f(@n) = fyn)
?:f,(azn). .......]_p
Prin criteriul clestelui, deducem ca sirul (a,),>; converge la a. Atunci, pe

baza continuitatii lui f’, obtinem lim Flan) = Flyn) = lim f'(a,) = f'(a),
n—oo

n—00 Tn — Yn
f(xn) = fyn)
Tn — Yn

a, € (min{z,, y,}, max{x,,y,}) astfel ca

deci sirul ( ) este convergent....................... . 1p
n>1

3



(ii))=(@1). Fie f : R — R o functie cu proprietatea (ii). Pentru a € R,

existi £, = lim 1@F1/M = f(@)
n—o0 1/n

$1 (yn)n>1 convergente la a, astfel incat =, # y,, pentru oricare n € N*.

Definim girurile (2,,)n>1 $i (tn)n>1 Prin 2op—1 = Tp, 2on = a+1/n, to_1 = yy

si to, = a, pentru n € N*. Avem lim z, = hm t, = a si z, # t,, pentru

S E ) © F(t)

€ R. Consideram doua siruri (z,)n>1

oricare n € N*. Conform ipotezei, sirul (

f(wn) — f(yn)

) este convergent.
n>1

fla+1/n) — f(a)

Deducem lim = lim =/, In particular,
n—00 — Yn n—00 1/TL
pentru oricare gir (xn)n>1 cu proprietatile hm T, =asix, #a Vn € N,
xn) — fla _ x)— f(a )
avem lim M = {,. Rezulta lim M = {,. Prin urmare,
n—oo T, —a T—a T — Q
functia f este derivabila pe R, cu f'(a) =4, Va e R ................... 2p

Presupunem, prin absurd, ca f’ este discontinua intr-un punct a € R.
Atunci exista € > 0 si un sir (a,),>1 convergent la a, cu a, # a, Vn € N,
astfel ncat |f'(a) — f'(a,)| > €, Vn € N*. Cum f este derivabila in a,,

putem alege z,, € (ay,a, + 1/n) astfel incat |f'(a,) — J(&n) = Jlan) < %
Tp — Gp

Sirul (x,),>1 converge la a (criteriul clegtelui), =, # a,, Vn € N* dar

f(xn)_f( ) f(xn)_.f(an) €
/ _ g\ ST o ! _Jg\nyg SN e
fla) - FELZTSN 5 1 pa) = pan)] = |y - B 2
pentru oricare n € N*, in contradictie cu lim w = f'(a).
n—oo n — n
In concluzie, f/ este continud pe R ........oooiiiine i, 3p

Problema 4. Fie A, B € M,,(C) astfel incat A+ B = AB + BA.
Aratati ca:
a) daca n este impar, atunci det(AB — BA) = 0;
b) daca tr(A) # tr(B), atunci det(AB — BA) = 0.

Solutie.

a) Definim matricele C = 2A — I, si D = 2B — I,,. Pe baza ipotezei,
obtinem CD — I, = —(DC —1,) =2(AB—BA)......................... 2p
Cum n este impar, avem det(CD — I,) = —det(DC' —I,) ............... 1p

Din proprietatea cunoscutd det(XY —1I,,) = det(Y X —1,), V X, Y € M, (C),
rezulta det(C'D — I,,) = — det(C'D — I,), de unde obtinem det(C'D —I,,) = 0.
Prin urmare, det(AB — BA) = 0. oot 1p



b) Notam E = AB — BA. Presupunem, prin absurd, det(£) # 0. Avem

AE+FEA = A’B—BA* = A(A+B—BA)—(A+B—AB)A= AB-BA=E.

Cum FE este presupusa inversabila, obtinem E~'AFE + A = I,. Atunci, pe
baza proprietatii tr(E~'AFE) = tr(A), rezultd tr(A) = g Cum relatia din

enunt este simetrica, avem de asemenea tr(B) = n Astfel, tr(A) = tr(B),
in contradictie cu ipoteza b). Rezulta det(AB — BA) =0................ 2p
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CLASA a XII-a — solutii si bareme
Problema 1. Spunem ca inelul (A, +,-) are proprietatea (P) daca

multimea A are cel pufin 4 elemente,
(P) elementul 1 + 1 € A este inversabil,

x + 2t = 2? + a3, pentru orice x € A.

a) Demonstrati ca daca un inel (A,+,-) are proprietatea (P), iar a,b € A
sunt elemente distincte, astfel incat a st a + b sunt inversabile, atunci b nu
este inversabil, tar 1 4+ ab este inversabil.

b) Dati un exemplu de inel care are proprietatea (P).

Solutie.
Fie U(A) multimea elementelor inversabile din inelul A. Pentru orice k €
N,k > 2 siz € A notam kxr = z+x+---+ . In particular, notam

k termeni
k-1 = k. Conform ipotezei, 2 € U(A). De asemenea, notam cu (1) egalitatea

din ipoteza z + z* = 2% + 2 pentru orice x € A.
Substituind z cu —z in (1) obtinem

—z+2* =2 —2°, pentruorice z € A, (2)
Scazand relatiile (1) si (2) obtinem atunci 2z = 223, de unde, cum 2 € U(A),
obtinem
x=ux", pentruoricex € A. (3)

Pentru z € U(A), inmultind (2) cu ™! obtinem

v =1, pentru orice x € U(A). (4)

Ca multime a elementelor inversabile in monoidul (A4, -), U(A) este un grup.
Un grup in care x? = 1 pentru orice element este comutativ, astfel ca (U(A), -)
este COMUBAtIV. . ... 1p
Relatia (4) ne da pentru z = 2 € U(A) ca 4 =1, deci 3 = 0, astfel ca inelul



A are caracteristica 3. ... ... 1p
Fie a,b € A, cu proprietatea ca a # b si a,a + b € U(A). Daca presupunem
ca b e U(A), atunci

20b=(a+b)?—a*-b*=1-1-1=-1=2,

astfel c& ab = 1 = @® si inmultind cu inversul elementului @ am obtine a = b,
contrazicand ipoteza ca a # b. Prin urmare, b € U(A). ................. 1p
De asemenea,

l+ab=a’>+ab=ala+b) € UA),

ca produs de elemente inversabile. ............. ... ... ...l 1p
b) Fie A = Z3 X Z3, cu adunarea si inmultirea definite pe componente:

(a,0) + (¢,d) = (a+c,b+d), (a,b)-(c,d)=(a-c,b-d),

pentru orice a, b, c,d € Zs. A este atunci un inel cu 9 elemente, cu elementul
unitate 1 = (1,1), si cu 1+ 1 = (2,2) € U(A). De asemenea, 2° = z pentru
orice ¥ € A, astfel ca 2* = 22 si  + 2* = 22 4 23 pentru orice x € A. Inelul
A are deci proprietatea (P). ........ouiii i 2p

Problema 2. Fie [ :[0,1] — R o functie derivabila, cu derivata o functie
integrabila pe [0,1] si f(1) = 0. Ardtati ca

/01 (zf(x)) dz > 12 - (/lef(x) dx>2.
Solutie.

Fie g : [0,1] — R functia definita prin g(x) = 2 f(x) pentru orice z € [0, 1].
Avem atunci ca g(0) =0 = g(1) si ¢'(x) = f(x) + xf'(z), astfel ca

[ es@ra= [ -rwra



= [ Pwars [G@ras [Co G-

= [ Pwars [W@racs [y =

0

1
0

54FMM+/@QWM+Ufm%ﬂJ%DjAF@M=

1

1 1 1
— [ P@des [ (G@)de- [ Perdo= [ (g@)
0 0 0 0
Cu varianta integrala a inegalitatii Cauchy-Buniakowski-Schwarz avem atunci

(/01(23: _1) - g() das)

2

< [(er-12ar [ (@)=

......................................................................... 2p
Rezulta atunci ca
1 1 2
[ ereyazs ([ -y dwa) -
0 0
1 2 1 2
= 3-((2 1—=1)g(1) = (2-0—1)g(0) — 2/ g(x) dx) = 12-(/ xf(x) dx) ;
0 0
ceea ce trebuia aratat. ...... ... ... . 2p

Problema 3. a) Fiea € R si f : R — R o functie continua pe R, care
admite o primitiva F: R — R, pentru care F(x) 4+ a- f(x) > 0 oricare ar fi

Flz)

||

x € R gi lim = 0 pentru orice o € R*. Ardatati ca F(x) > 0 pentru

|| =00 €
orice x € R.
b) Fien € N\ {0,1}, g = X"+ a; X" '+ ... + a1 X + a, € R[X] un
polinom cu toate radacinile reale st f : R — R o functie polinomiala cu
proprietatea cd f(x) +ay - f'(z) +as- fA(x)+ ... +a,- f™(z) >0 pentru
orice x € R. Aratati ca f(x) > 0 pentru orice x € R.



Solutie.
a) Pentru a = 0 afirmatia este evident adevarata. Consideram in continuare
a #0sifie g : R — R functia definita prin g(z) = F(z)-ea. Functia g este
derivabila, ca produs de functii derivabile, cu

J(2) = f@) €5+ F@) ef = L ef  (F@) +a- f(z)).

a a
Pentru a > 0 rezulta ca ¢’(z) > 0 pentru orice x € R, astfel ca functia g este
crescatoare. Cum
lim g(z) = lim F(z)-e« =0,
T——00 T—r—00

x

rezultd ca g(z) > 0 pentru orice x € R, astfel ca F(x) = g(x)-e"a >0
pentru orice z € R.

Pentru a < 0, ¢'(x) < 0 pentru orice z € R, astfel ca functia g este de-
screscatoare, iar cum

e, () = Jim Flw) -ex =0,

rezulta ca g(x) > 0 pentru orice € R, rezulta ca F(z) = g(z) -e"a > 0
pentru orice x € R ..o 3p
b) Fie P ={f| f : R — R, f — functie polinomiala}. Pentru fiecare numar
real a consideram functia T, : P — P, definita prin T,(f) = f + a- f', i.e.
T.(f)(z) = f(x) +a- f'(x) pentru orice € R. Deoarece pentru orice f € P

si orice & € R avem lim = 0, atunci conform punctului a), pentru

|x|—o00
orice numar real a are loc implicatia

eloz]

fe P:Tuf)(x) >0,Vz € R= f(z) >0,V € R.

Fierq,re,. .., r, radacinile polinomului g, iar s;, = —rg pentru k € {1,2,...,n}
opusele lor, astfel ca

g=(X—=r)(X —re)... (X —=1) = (X +51)(X +52) ... (X + 5).

Cu relatiile lui Viete avem atunci expresiile coeficientilor polinomului ¢:

ap = Z SiySiy - - - Si, , pentru orice k € {1,2,...,n}.

1< <t << <n



Pentru orice m € {1,2,...,n} si orice functie f € P avem

<T577LO"'OTS2OT51)(f):f+(Z&') f,+( Z Si18i2> f”—i—_”

i=1 1<i;<ia<m

-4 ( Z Si15i2...8ik> f(k)+"‘+(5152---5m)f(m)- (Q(m))

1<41 <9< <ip <m

Afirmatia Q(m) rezulta prin inductie dupa m:

Pentru m = 1 avem T, (f) = f + s1 - f' st Q(1) este adevarata.
Presupunand pentru un m € {1,2,...,n — 1} afirmatia Q(m) adevarata,
avem

(Tsm+1 0T, 0...Ty, 0Ty )(f) = Tsm+1(Tm 0. 0Ty )(f) =

JC{1,2,...,m} \jeJ

- ¥ (HSJ) ) 4| S (HSJ) DN

JC{1,2,....m} \j&J JC{1,2,...m} \j&J

_ 3 (H Sj> FUD)

Ji1C{1,2,....mym+1} \j€)1

si Q(m + 1) este de asemenea adevarata.
Prin urmare, @(m) este adevarata pentru orice M € {1,2,... n}........ 1p
Din Q(n) avem

(TSno...oTs2oT81)(f) :f+a1 'f/+a/2'f//+"'+a/n'f(n)-
Conform ipotezei, avem atunci ca
(Ty, 00Ty 0 Tyy) (f)(2) = f(x)+ar-f(x)+az- f" () 4+ - Fan- [ (z) > 0

pentru orice x € R.
Aplicand succesiv proprietatea de la a), obtinem ca pentru orice m € {1,2,...,n}

(Ts, 0---0Ts,0Ts,)(f)(x) >0 pentru orice x € R.

5



In particular, obtinem f(z) > 0 pentru orice 2 € R...................... 2p

Problema 4. Fie p un numar prim, p > 3, iar k un numar impar nedivizibil
cup. Fie K un corp finit cu kp+1 elemente si A = {x1, 2, ..., 2}, multimea
elementelor din K* = K \ {0} care nu au ordinul k in grupul multiplicativ
(K*,-). Aratati ca polinomul P(X) = (X + z1)(X +z2) ... (X 4+ 21) are cel
putin p coeficienti egali cu 1.

Solutie.
Deoarece k gi p sunt impare, |K| este par, deci o putere a lui 2, iar carac-
teristica corpului K este 2. Rezulta atunci ca xy, s, ..., 2, sunt radacinile
t
polinomului P. Fie P = ) a; X".
i=0

Grupul multiplicativ (K*, -) este ciclic de ordin kp si fie a € K* un generator
al grupului. Pentru orice s € {1,2,...,kp}, cu (s, kp) = 1 avem atunci

ord(a®) = ord(a) = kp. (1)

In particular, pentru orice i € {1,2, ..., p—1} avem c& (ik+p, k) = (p, k) = 1
si (tk+p,p) = (ik,p) = 1, astfel ca (ik+p, kp) = 1 5i ord(a™**?) = kp. Rezulta
ca

P (a**) =0, pentruoricei € {1,2,...,p—1}.  (2)

......................................................................... 1p
p=l ,
Pentrur € {0,1,...,p—1} consideraim suma A, = > a~"*P(a***P?). Tinand
i=0
cont de (2), rezulta ca A, = P(a?), si cum ord(a”) = k, a” nu este radacina
Alul P gl Ar 0. (3) e 1p
De asemenea,
p—1 p—1 t
Ar _ a—irkp(aik+p> _ a—irk Z ajaikj-l-pj —
i=0 =0 =0

t p—1
_ E :ajapJE :ak(rr)l_
=0 i=0
Deoarece

p—1 o
i [ p .+ daci plm;
1 0 , dacap fm,



obtinem
15*]

t p—1
A, = Z a;a” Y ati = p. Z e aP P,
§=0 i=0 j=0
Cum A, # 0, cel putin unul dintre coeficientii a,, ap+r, @2ptr, - .. este nenul.
Pentru fiecare r € {0,1,...,p — 1} exista cel putin un coeficient nenul de
forma @pjir. ..o 2p

Pentru fiecare divizor d|kp consideram multimea Uy = {x € K*|ord(x) = d}
a elementelor de ordin d din grupul multiplicativ (K*,-) si polinomul

Q4= H(X—i-a;).

zeUy
Fie Ky = {0, 1} subcorpul prim al corpului K i1l =dy < dy < --- < d, = kp
divizorii lui kp. Cum @Q; = X +1 € Ky[X] i
~1

Qdi:<Xdi+1)' H de GKQ[X]’

djld;,d;#d;

rezulta ca toate polinoamele Q4 € K3[X] au toti coeficientii 0 sau 1..... 2p
Dar atunci P = (X*P + 1) - Q;! € K5[X] are toti coeficientii 0 sau 1, dintre
care cel putin p sunt nenuli. Aceasta demonstreaza afirmatia problemei.



2\ Societatea de Stiinte Matematice

din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica

Programa pentru clasele a V-a —a Vlll-a

o Pentru fiecare clasa, in programa de olimpiada sunt incluse, in mod implicit, continuturile programelor de olimpiada din clasele anterioare.
o Pentru fiecare clasa, in programa prevazuta pentru etapa judeteand/a sectoarelor municipiului Bucuresti si pentru etapa nationala sunt incluse, in mod implicit, si
continuturile programelor de olimpiada de la etapa/etapele anterioare.

o Pentru fiecare clasd, in programa de olimpiada sunt incluse, in mod implicit, continuturile programelor scolare in vigoare.

o Textul italic din tabele semnifica acele continuturi specifice programelor ONM, in completarea continuturilor prevazute de programele scolare ale disciplinei Matematica.

o Multimi. Principiul includerii si excluderii. Partitii.
Principiul cutiei

o Divizibilitate. Proprietati ale divizibilitatii in N.
[a,b]-(a,b)=a-b

o (a,b)=d=3Ix,yeN,cu (x,y)=1si a=dx,b=dy

o [a,bl=m=3x,yeN cu (x,y)=1 si m=ax, m=hy

o Rapoarte si proportii

Geometrie

o Unghiuri. Teorema directa si teorema reciprocd a
unghiurilor opuse la varf

o Paralelism si perpendicularitate

o Cercul

© Multimea numerelor intregi
o Divizibilitatea in 7. Proprietdti ale divizibilitatii in 7
o (@a+bh)"=M, +b",unde a,beZ si neN*

Geometrie
o Linii importante n triunghi
o Metoda triunghiurilor congruente. Cazul L.L.U.
o Un triunghi este isoscel daca si numai daca doud
unghiuri ale triunghiului sunt congruente

Clasa Etapa locala Etapa judeteani/a sectoarelor municipiului Bucuresti Etapa nationala
aV-a | o Numere naturale. Operatii cu numere naturale. Factorul o Divizibilitatea numerelor naturale. Divizor, multiplu, o Fractii ordinare (continutul programei scolare)
comun. Teorema Tmpartirii cu rest. divizori comuni, multipli comuni o Fractii zecimale (continutul programei scolare)
o Reguli de calcul cu puteri. Compararea puterilor. Ultima | o Criterii de divizibilitate cu: 2, 5, 2", 5", 10", 3 i 9; o Elemente de geometrie si unititi de masura
cifrd a unei puteri Legatura dintre restul impartirii unui numar la 3, 4,5, 9 (continutul programei scolare)
o Patrate perfecte. Cuburi perfecte sau 25 si cifrele numdrului
o Metode aritmetice de rezolvare a problemelor o Numere prime; humere compuse.
o Restul impartirii unui patrat perfect la 3, 4, 5, 8, 10; o Scrierea numerelor naturale ca produs de puteri de
restul impartirii unui cub perfect la 9 numere prime
0 Daca X=My+r si y=My+s, restul impartirii lui
X+Y la d este restul impartirii lui v+$S la d , iar restul
impartirii lui Xy la d este restul impartirii lui rs la d
Clasa | Etapalocala Etapa judeteani/a sectoarelor municipiului Bucuresti Etapa nationala
aVl-a Aritmetica si algebra Aritmetica si algebra Aritmetica si algebra

© Multimea numerelor rationale

Geometrie

o Proprietatile triunghiurilor isoscele si
echilaterale

o Proprietatile triunghiurilor dreptunghice.

o Teorema unghiului de 30°, teorema unghiului
de 15°

o Teorema referitoare la lungimea medianei
corespunzatoare ipotenuzei si reciprocele
acestora

o Teorema directa si teorema reciproca a liniei
mijlocii a unui triunghi

Programa pentru etapa locald, etapa judeteand/a sectoarelor municipiului Bucuresti si etapa nationald, Olimpiada Nationald de Matematicd (ONM)
Clasele a V-a —a Vlll-a
An scolar 2024-2025




Societatea de Stiinte Matematice
din Romania

Etapa locala

Etapa judeteand/a sectoarelor
municipiului Bucuresti

Etapa nationala

Algebra

o Multimea numerelor reale (continutul
programei scolare)

o Partea intreaga si partea fractionarda a unui
numar real

o Rationalizarea numitorilor

o Formula radicalilor dubli

o Dacid a,be Q* si p,qeQ* astfel incat

pva+gvb e, atunci JaeQ si VbeQ
oDaci aeQ* si xeR\Q, atunci
a+xeR\Q si a-xeR\Q

o Elemente de calcul algebric. Formule de
calcul prescurtat: (a+h)* =a’ +2ab+b?,

(a+b)(a—b) =a®—b*, pentru orice a,beR

Geometrie
o Patrulatere (continutul programei scolare)
o Cercul (continutul programei scolare)
o Patrulatere inscriptibile. Patrulatere
circumscriptibile.

Algebra
o Ecuatii si sisteme de ecuatii
(continutul programei scolare)

Geometrie

o Asemanarea triunghiurilor (continutul
programei scolare)

o Teorema paralelelor neechidistante

o Teorema bisectoarei (interioare,
exterioare) §i teorema reciprocd

o Puterea unui punct fatd de cerc

Algebra
o Elemente de organizare a datelor
o Identitati algebrice:

a) a"-b" =(a-b)@" " +a"*b+...+ab"*+b""), pentru orice a,beR siorice
neN¥*
b) a"+b" =(a+b)@" " -a"*b+...—ab" > +b"™"), pentru orice a,b R si orice
neN, n impar
¢) identitatea lui Lagrange: (a’+b?)(c’+d?)= (ac+bd)*+ (ad —bc)?

o Inegalitati. Probleme de maxim si de minim
a) a®+b*>>2ab; a’ +b*+c’ >ab+bc+ca, a,b,ceR

b) %+§22,pentru orice a,beR,a-b>0

. . . n
¢) inegalitatea mediilor: 1T 1 1 <!
— ettt

a4 & a,

2 2 2
+a, +...+a +a, +...+a . o
<&t& ”sJal 2 ,Va>0 i=1n,
n n

d) inegalitatea Cauchy — Buniakovski — Schwarz:
(@ +a5 +o+@2) (07 +07 +.......+b2) = (ab, +a,b, +....+a,b,)%,
Va,b eR,i =L_n ,neN*
Geometrie
o Teorema lui Menelaos. Teorema lui Ceva

o Relatii metrice 1n triunghiul dreptunghic. Arii
o Teorema lui Pitagora generalizata. Teorema cosinusului. Teorema sinusurilor.

2(b* +c?)-a’
4
o Arii: A, =\/p(p—a)(p-b)(p—c) ; A, =

_d,-d,-sin(d;,d,)

patrulater convex — 2

Teorema medianei m’ =

a-b-sinC
T2 T

Programa pentru etapa locald, etapa judeteand/a sectoarelor municipiului Bucuresti si etapa nationald, Olimpiada Nationald de Matematicd (ONM)

Clasele a V-a —a Vlll-a
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Societatea de Stiinte Matematice
din Romania

Clasa

Etapa locala

Etapa judeteani/a sectoarelor municipiului Bucuresti

Etapa nationala

aVlll-a

Algebra
o Intervale. Operatii cu intervale. Inecuatii
o Calcul algebric in R

Geometrie

o Puncte, drepte, plane. Corpuri geometrice

o Paralelism si perpendicularitate (continutul
programei scolare)

o Proiectii ortogonale pe un plan (continutul programei
scolare)

o Teorema celor trei perpendiculare

Algebra
o Ecuatia de gradul al II-lea

Geometrie
o Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul
corpurilor geometrice studiate (determinare prin calcul)
o Calcul de arii si de volume (poliedre)

Algebra
o Functii. Elemente de statistica

Geometrie

o Corpuri rotunde

o Perpendiculara comund a doua drepte; reciprocele
teoremei celor trei perpendiculare; plan mediator;
plan bisector

o Probleme elementare de loc geometric

Programa pentru etapa locald, etapa judeteand/a sectoarelor municipiului Bucuresti si etapa nationald, Olimpiada Nationald de Matematicd (ONM)
Clasele a V-a —a Vlll-a
An scolar 2024-2025



Societatea de Stiinte Matematice
din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica
Programa pentru clasele a IX-a —a Xll-a

o Pentru fiecare clasa, in programa de olimpiada sunt incluse, in mod implicit, continuturile programelor de olimpiada din clasele anterioare.

o Pentru fiecare clasd, in programa prevazuta pentru etapa judeteand/a sectoarelor municipiului Bucuresti si pentru etapa nationalad sunt incluse, in mod implicit,
si continuturile programelor de olimpiada de la etapa/etapele anterioare.

O Pentru fiecare clasa, in programa de olimpiada sunt incluse, in mod implicit, continuturile programelor scolare in vigoare.

o Cunostintele suplimentare prevazute de prezenta programa pot fi folosite fara demonstratie.

o Textele scrise cu font jtalic sunt continuturi specifice programelor ONM, in completarea continuturilor prevazute de programele scolare ale disciplinei Matematica.

Clasa

Etapa locala

Etapa judeteana/a sectoarelor municipiului Bucuresti

Etapa nationala

alX-a

Algebra
o Multimea numerelor reale
o Inegalitatea mediilor
o Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz
O Multimi si elemente de logica matematica

Geometrie

o Vectori in plan (continutul programei scolare)

o Coliniaritate, concurenta, paralelism (continutul
programei scolare)

Algebra

o Siruri (functii definite pe multimea numerelor
naturale)

O Progresii aritmetice si geometrice

O Recurente liniare de ordinul I si Il

o Ecuatii in numere intregi :

ax+by=c; x*+y*=2°

o Teorema impdrtirii cu rest in multimea numerelor
intregi. Algoritmul lui Euclid

o Congruente modulo n. Teoremele Fermat, Wilson.

o Inegalitatea lui Holder. Inegalitatea lui Bernoulli.
Inegalitatea lui Cebdsev

Geometrie

o Teoreme de geometrie clasicd. Teorema lui Stewart.
Teorema lui Steiner. Dreapta lui Euler. Drepte de tip
Simson

O Puncte si linii importante in triunghi. Teoreme de
concurentd si coliniaritate. Relatii metrice

Algebra

o Functii. Proprietati ale functiilor numerice.
Compunerea functiilor

o Functiile de gradul I si al lI-lea

o Densitatea in R a multimilor Q si R\ Q (orice
interval deschis de numere reale contine atdt numere
irationale cdt si numere rationale)

o Teorema de densitate a lui Kronecker (dacd a este

irational, multimea valorilor sirului ({na})n>1 este
densd in [0,1])

o Indicatorul lui Euler: ¢(n)= numdrul numerelor prime
cu n, mai mici decdt n; teorema lui Euler
Geometrie si trigonometrie

o Elemente de trigonometrie

o Aplicatii ale trigonometriei si ale produsului scalar a
doi vectori in geometria plana

Programa pentru etapa locald, etapa judeteand/a sectoarelor municipiului Bucuresti si etapa nationald, Olimpiada Nationald de Matematicd (ONM)
Clasele a IX-a —a Xll-a
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Societatea de Stiinte Matematice
din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica
Programa pentru clasele a IX-a —a Xll-a

Clasa

Etapa locala

Etapa judeteana/a sectoarelor municipiului Bucuresti

Etapa nationala

a X-a

Algebra
O Multimea numerelor reale. Radicali. Logaritmi
o Functii injective, surjective, bijective
o Functii inversabile
o Numere complexe
o Aplicatii ale numerelor complexe in geometrie

Algebri/Geometrie si trigonometrie

o Functii trigonometrice si invers trigonometrice

o Ecuatii trigonometrice

o Functii convexe. Convexitatea functiilor putere, radical,
exponentiald, logaritmicd, trigonometrice si invers
trigonometrice. Inegalitatea lui Jensen

o Functii putere, functii radical. Ecuatii cu radicali

o Functii si ecuatii exponentiale si logaritmice

Algebri/Geometrie si trigonometrie
0 Metode de numarare
O Geometrie analitica

O Multimi numdrabile (N, Z., Q) si nenumdrabile (IR )

o Polinoame*

o C.m.m.d.c. sic.m.m.m.c. a doud polinoame;
algoritmul lui Euclid *

o Teorema fundamentald a algebrei*

o Teorema lui Bézout. RGddcini multiple *

O Relatii intre rdddcini si coeficienti*

O Polinoame ireductibile*

Nota. Continuturile marcate cu * reprezinta cunostinte care pot fi aplicate in rezolvarea problemelor fara a constitui subiecte de concurs in sine.

Clasa

Etapa locala

Etapa judeteand/a sectoarelor municipiului Bucuresti

Etapa nationala

a Xl-a

Algebra

o Permutari. Descompunerea unei permutdri in produs
de cicluri disjuncte, respectiv transpozitii.

o Matrice si determinanti. Matrice inversabile

o Ecuatia caracteristicd a unei matrice. Teorema
Hamilton-Cayley.

o Aplicatii ale determinantilor in geometria plana

Analiza matematica
o Multimea numerelor reale
o Siruri. Limite de siruri. Limite de functii
0 Lema Stolz-Cesaro. Criteriul Cauchy-D'Alembert
o Lema intervalelor inchise (Cantor)
o Multimi dense in R

Algebra

o Rangul unei matrice

O Inegalitatea lui Sylvester (Frobenius) asupra rangului
produsului a doud matrice

o Polinom caracteristic, valori proprii

Analiza matematica
o Functii continue
o Discontinuitdti de prima si a doua spetad.
O Functii cu proprietatea valorii intermediare (Darboux)
O Puncte limitd pentru siruri
O Multimi numdrabile si nenumdrabile

Algebra
o Sisteme de ecuatii liniare

Analiza matematica

o Functii derivabile. Proprietatile functiilor derivabile

o Teorema lui Darboux. Teorema lui Cauchy
o Formula lui Taylor cu restul lui Lagrange

Programa pentru etapa locald, etapa judeteand/a sectoarelor municipiului Bucuresti si etapa nationald, Olimpiada Nationald de Matematicd (ONM)
Clasele a IX-a —a Xll-a
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Societatea de Stiinte Matematice
din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica
Programa pentru clasele a IX-a —a Xll-a

Clasa

Etapa locala

Etapa judeteana/a sectoarelor municipiului Bucuresti

Etapa nationala

a Xll-a

Algebra

o Grupuri (continutul programei scolare)

O Grupuri finite. Grupuri finit generate

o Subgrupuri clasice (centralizatorul unui element sau
al unei multimi, centrul unui grup, nucleul si imaginea
unui morfism)

o Teorema lui Lagrange. Teorema lui Cauchy
Analiza matematica

O Primitive

o Integrala definita

Algebra
o Inele si corpuri
o Morfisme de semigrupuri, monoizi
o Elemente nilpotente si elemente idempotente
o Orice corp finit este comutativ

Analiza matematica
o Aplicatii ale integralei definite

Algebra
o Inele de polinoame

Analiza matematica
o Sume Darboux, sume Riemann, integrabilitate
o Multimi neglijabile Lebesgue

Criteriul lui Lebesgue de integrabilitate

Programa pentru etapa locald, etapa judeteand/a sectoarelor municipiului Bucuresti si etapa nationald, Olimpiada Nationald de Matematicd (ONM)
Clasele a IX-a —a Xll-a
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