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Fuente.
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En el compendium general:
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumOMEFL .pdf

encontraréis mas informacion sobre la Fase Local de las Olimpiada Matematica
Espafiola y el listado de todos los compendiums relacionados.

Todo este material ha sido agrupado en un Gnico archivo "pdf" mediante la aplicacion
online
https://www.ilovepdf.com/
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ACTA DE CALIFICACION DE LA PRIMERA FASE DE LA
50 OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA

Distrito universitario de Extremadura

Reunido el tribunal calificador del Distrito Universitario de Extremadura, formado
por los profesores del Departamento de Matemdticas de la Universidad de
Extremadura Dia. Eva T. Lopez Sanjuén, D. Jestis Montanero Ferndndez y Diia.
Maria Isabel Parra Arévalo, acuerda proponer como ganadores:

12 Ana Sanchez Rivero Calificacion: 22.5 puntos

Centro: L.E.S. Profesor Hernandez-Pacheco (Céceres)

22 Roberto Téllez Dominguez Calificacion: 20.5 puntos

Centro: L.E.S. Profesor Hernandez-Pacheco (Caceres)

32 Daniel Ropero Gragera Calificacién: 18 puntos
Centro: Colegio San José (Villafranca de los Barros)

Badajoz, 27 de Enero de 2014

Eva T. Lopez Jesus Montanero Maria Isabel Parra
Sanjuan Fernandez Arévalo



50 Olimpiada Matematica Espanola
Primera Fase
Primera Sesién

Olimpiada 18 de enero de 2014, Manana
Matemdtica E—
Espatiola RSME

Departamento de Matematicas

Universidad de Extremadura

1. Sean a, b ntimeros positivos. Probar que

2 b2
a+bz\/%+\/%

2. El sendr y la senora Smith invitan a n matrimonios a una velada en su casa. Logicamente, al
menos uno de los dos anfitriones conoce al menos, a uno de los dos cényuges de cada pareja
invitada. Al comenzar la fiesta, cada persona estrecha la mano de aquéllos a quienes no conoce. El
senor Smith pregunta entonces a cada una de las demas personas cuantas manos ha estrechado,
y cada una le dice un nimero diferente. ; Cudntos invitados conocian al senor Smith? ; Cuantos
invitados conocian a la sendra Smith? ; Cuantos invitados conocian a ambos? ; Cudntos a ninguno
de los dos?

3. De un prisma recto de base cuadrada, con lado de longitud L1, y altura H, extraemos un tronco
de pirdmide, no necesariamente recto, de bases cuadradas, con lados de longitud L; (para la
inferior) y Lo (para la superior), y altura H. Las dos piezas obtenidas aparecen en la imagen
siguiente:

Si el volumen del tronco de pirdmide es 2/3 del total del volumen del prisma, ;cuél es el valor
de Ll /LQ?

No esta permitido el uso de calculadoras.
Cada problema se puntia sobre 7 puntos.
El tiempo de cada sesién es de tres horas y media.



L Olimpiada Matematica Espanola
Primera Fase

L .,
Segunda Sesion
Olimpiada E— 18 de enero de 2014, Tarde
Matemdtica E—
Espatiola RSME

Departamento de Matematicas

Universidad de Extremadura

1. Hallar para qué valores del niimero real a todas las raices del polinomio, en la variable z,
23 —22% — 252 + a

son numeros enteros.

2. Encontrar las tres ultimas cifras del nimero 72914,

3. En una isla maldita viven 364 personas. Son conscientes de que todos ellos actian siguiendo
una logica perfecta y de que su color de ojos puede ser azul o marrén. Todos conocen el color
de ojos de sus vecinos, pero ignoran el suyo y procuran por todos los medios no saberlo, porque
moririan a los doce de la noche del dia en que conocieran con certeza su color de ojos. Entre
ellos existe un acuerdo tacito para no revelar el color de los demés. Asi, sus vidas transcurren
dichosas hasta que un nefasto 31 de diciembre, llega un visitante a la isla y comenta ante todos:
“Hasta hoy no habia visto a nadie con los ojos azules”. Tras un certero razonamiento, todos los
habitantes deducen que morirdn durante el ano siguiente. ;Cémo llegan a esa conclusién?

No esta permitido el uso de calculadoras.
Cada problema se puntia sobre 7 puntos.
El tiempo de cada sesion es de tres horas y media.



Soluciones

1. Problema 1. Primera sesiéon

Solucién 1: Se trata de elevar al cuadrado ambos términos de la inecuacién y despejar cuando
sea necesario, hasta llegar a la conclusién de que la inecuacién inicial equivale a esta otra:

a* — 4a®b + 6a%b2 — 4ab® + b* > 0

Entonces, basta con percatarse de que el primer término equivale a (a — b)*.

Solucién 2: La funcién y = y/x es céncava en su dominio pues su derivada segunda es menor
que 0. Luego, segin se razona en el grafico, dados «, 8 > 0, se verifica que

1 1
Vg a5

La desigualdad se obtiene pues tomando

a = 4ab, B =2(a®+b?)

}’:E(x‘.

YP'

Solucién 3: La RSM propone otras soluciones que hacen uso de desigualdades conocidas.



2. Problema 2. Primera sesién

Solucién: Podemos demostrar por inducciéon que, para cada pareja, incluida la de los anfitrio-
nes, se verifica que la suma de personas a la que estrechan la mano es siempre 2n. En el caso
particular de los sendres Smith, cada uno de ellos conoce n invitados. Es mas, ambos conocen
siempre al mismo invitado y no conocen a su cényuge.

= Sin =1, la tnica posibilidad es que la que hemos enunciado, trivialmente.

= Si la proposicion es cierta para n — 1 > 1, veamos que también lo es para n: efectivamente,
si 2n+ 1 personas indican un ntimero diferente de manos al senor Smith y cada uno de ellos
puede estrechar a lo sumo 2n manos, dado que suponemos que todos conocen a su cényuge,
cada persona interrogada tiene que estrechar un ntimero de manos distinto entre 0 y 2n.
La senora Smith no puede conocer a todos, pues de lo contrario no podria haber algiun
invitado que no conociera a nadie. Luego, la tnica persona que conoce a todos (estrecha
0 manos) se encuentra entre los invitados. En ese caso, la tinica persona que no conoce
a nadie salvo a su cényuge (estrecha 2n manos) tiene que ser su pareja. Es decir, uno de
los componentes de dicha pareja es conocido por todos los presentes y, el otro, sélo por su
conyuge.
Si excluimos esta pareja de nuestro analisis estarfamos bajo la hipétesis de induccién (con
n—1 parejas). Luego, sabriamos que la suma de manos que estrecha cada pareja,ignorando
la pareja excluida, es 2n — 2, y que los anfitriones conocen ambos al mismo integrante de
cada pareja. Teniendo en cuenta la pareja excluida la suma es 2n.

Se valoran también razonamientos con numeros concretos de parejas.

3. Problema 3. Primera sesién

Solucién: Denédtese x = Lj/Ls. Primeramente, hemos de tener presente que el volumen de
una pirdmide de altura a y cuya base tiene superficie S es S - a/3, lo cual puede deducirse
haciendo uso del célculo integral.

Si en nuestro caso prolongamos hasta una altura H + h el tronco de pirdmide para obtener una
piramide completa, ésta tendra una seccién como la que se muestra en la figura siguiente.

Ly



Razonando con tridngulos semejantes se deduce que x = (h + H)/h. El volumen V; del tronco
de piramide se puede expresar en funcién de x mediante

1
Vi = §(L§(H+h)—L§h)
hL2
= 5 e

El volumen V5 del prisma es igual a

Vo = L3H+h)
= hLi(2® - 2?)
Vi = 2V,/3 equivale pues a
2~ 202 4+1=0

1 es raiz del polinomio anterior que, entonces, puede descomponerse asi
2
(x—=1)(z* =z —1)

Las raices restantes son (1 ++/5)/2 v (1 —+/5)/2. La solucién z = 1 se corresponde con el
caso trivial en el que el tronco piramidal tiene volumen 0. La raiz negativa también debe ser
descartada. Luego, la solucién buscada es x = (1 + v/5)/2. Es decir, los lados deben estar en
relacion atrea.

. Problema 1. Segunda sesién

Solucién: Algunos participantes se han dado cuenta, mediante tanteo y haciendo uso de la
regla de Ruffini, que con a = 50 el polinomio tiene por raices 2, 5 y -5. De esta forma, han
encontrado una solucién particular aunque no han llegado a probar que es la tnica. Veamos
cémo podria demostrarse.

Denoétense por «, 8,7 € Z las raices del polinomio que, en tal caso, podra expresarse de la forma

(z —a)(z = B)(z—7)

de donde se deducen las correspondientes férmula de Cardano-Vieta (pueden aplicarse directa-
mente):

2 = a+p+y (1)
-25 = afB+ay+ By (2)
—a = afy (3)
De las dos primeras se deduce que
o+ 82+ 9% = (a+ B +7)° —2(aB +ay+fy) =54 (4)

De (4) se deduce que las tres raices deben encuentrarse dentro de la siguiente familia:

0,+1,42, 43, 44, +5, £6, £7



= Al menos unas de las raices ha de ser mayor que 4, pues de lo contrario no se verificaria
(4).

» La solucién +7 sélo seria compatible, por (4), con =1 y +2, pero cualquier combinacién
serfa icompatible con (1).

» La solucién £6 sélo es compatible con £3, pero en ningun caso verificaria (1).

» La solucién +5 sélo es compatible, por (4), con +2. Concretamente y teniendo en cuenta
(1), tendria que ser necesariamente la combinacién 2,5, —5.

Asi pues, la tnica opcién posible es 2,5, —5. Luego, por (3), sélo cabe pensar en la solucién
a = 50.

. Problema 2. Segunda sesién

Solucién: El problema puede resolverse sin necesidad de mayores conocimientos multiplicando
por siete las tres dltimas cifras de la potencia de 7 anterior hasta encontarr un ciclo.

Exponente | Tres ultimas cifras
0 001
1 007
2 049
3 343
14 849
20 001

De esta forma, se obtiene que las tres tltimas cifras de 72 son 001, que coincidencon con la de

7. Por lo tanto, dado que
72014 _ (720)100 L 7ld

las tres tltimas cifras de 72014 deben coincidir con las de 7'4. Luego, la solucién es 849.

La RSM porpone otra solucién basada en el teorema de Euler-Fermat. ;Cémo podria aplicarse en este caso?

. Problema 3. Segunda sesién

Solucién 1: Vamos a razonar seglin el nimero n de azules que hay en la isla que sabemos,
por culpa del visitante chivato, que esté entre 1 y 364.

= Sin =1, el inico individuo azul no verd a ningun otro azul, luego deducira al instante que
él es el unico, con lo que morira la primera noche. El resto de habitantes entenderd al dia
siguiente que ha llegado a esa conclusién porque ninguno de ellos son azules, por lo que
moriran la segunda noche.

= Sin =2, cada uno de los azules observa un tnico azul que, transcurrida la primera noche,
no ha muerto, de lo que deducird que éste estd observando al menos otro azul. Dado que
el resto de los que él observa no son azules, deducird que €l es el azul que el otro observa
y morird la segunda noche. El otro azul razonard de manera idéntica y morird al mismo
tiempo. El resto de habitantes entenderan por qué han muerto los azules la segunda noche
y moriran la tercera.

= Si n = 3, cada azul observa a su vez dos azules que no moriran la segunda noche. Luego,
el tercer dia conprenderédn que son azules y morirdn la siguiente, etc.

Esta demostracién puede considerarse valida, aunque puede mejorarse razonando por induccién como se indica a

continuacién.



Solucién 2: Primeramente, hemos de tener en cuenta que dos habitantes con el mismo color
son intercambiables, en el sentido de que deben deducir idénticas conclusiones. Dicho esto,
probaremos que, quien observa n azules no puede sobrevivir a la noche n + 1.

s Caso n = 0: razonado anteriormente.

= Supongamos que la proposicion es cierta para n — 1 > 0 y veamos que lo es también para
n: efectivamente, quien observa n azules es consciente de que éstos observan a su vez al
menos n — 1 azules. Se pueden dar entonces dos circunstancias:

e Si alguno de lo azules que observa sobrevive a la noche n, el observador deducira,
teniendo en cuenta la hipdtesis de induccion, que éste observaba al menos n azules,
lo cual sélo es posible si el propio observador es azul. No sobrevivira pues a la noche
n+ 1.

e Si ninguno de los azules observados sobrevive a la noche n, deducird que él no es azul
pues, de serlo, deberia haber obtenido las mismas conclusiones que el resto de azules,
pues son intercambiables. No sobrevivird tampoco a la noche n + 1.

No obstante, podemos ir un poco mas lejos y probar que un habitante observa n azules si, y sélo si, muere en la
noche n + 1. ;Cémo? Ello equivale a afirmar que, si hay en total m azules, todos ellos mueren en la noche m,

mientras que los no azules mueren en la siguiente.
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. Alrededor de una mesa circular estan sentadas seis personas. Cada una lleva
un sombrero. Entre cada dos personas hay una mampara de modo que cada una
puede ver los sombreros de las tres que estan enfrente, pero no puede ver el de la
persona de su izquierda ni el de la de su derecha ni el suyo propio. Todas saben
que tres de los sombreros son blancos y tres negros. También saben que cada
una de ellas es capaz de obtener cualquier deduccion logica que sea factible.
Empezamos por una de las seis personas y le preguntamos é ‘puedes deducir
el color de algun sombrero de los que no ves?”. Una vez que ha respondido
(todas oyen la respuesta), pasamos a la persona de su izquierda y le hacemos la
misma pregunta, y asi sucesivamente. Demuestra que una de las tres primeras
responderd ”Si”.

Supongamos que D = E. En ese caso, el jugador A termina si, y sélo si, C' es del
mimo color que D y F, luego, si el turno pasa al jugador B, éste deducird que
el color de C' (que no ve) es el opuesto al de D y E (que si ve), y termina. Por
lo tanto y en general, para que el turno llegue al jugador C' es necesario que
D # E'y, en tal caso, el jugador C' deduce que el color de D (que no ve) es el
opuesto al de F (que si ve), y termina.

En la correccion de este problema, que ha sido resuelto por varios participantes,
se ha valorado positivamente la claridad de la redaccion.

. El tridngulo NABC' es isdsceles en C, y sea ' su circunferencia circunscrita.
Sea M el punto medio del arco BC' de I' que no contiene a A, y sea N el punto
donde la paralela a AB por M vuelve a cortar a I'. Se sabe que AN es paralela
a BC. ;Cudles son las medidas de los angulos de ANABC'?



= Si dibujamos bien el tridngulo y la circunferencia debemos observar algo
parecido a esto:

Hemos de tener presente, en primer lugar, que si O denota el centro de la
cirncunferencia, el segmento OM en la figura de abajo es perpendicular
a BC pues estd contenido en su mediatriz, y que la mediatriz de AB
coincide con la bisectriz de a por ser AABC isosceles en C. De esta forma
podemos obtener mediante razonamientos basicos los angulos que aparecen
en la figura.

Asi, con caracter general, se verifica para cualquier triangulo isosceles que
26 + a = 180° (1)
Ademas, oy = s por ser isésceles AOCM, y a; = a3 por ser también

isésceles AC' BM; por simetria respecto a la bisectriz de «, podemos tam-
bién afirmar que as = ay.



Dado que, ademéds, AN es paralelo a BC, se verifica que oy = «. Basta
observar entonces AOC'M para deducir que

B+ 3a = 180° (2)
La solucién que se sigue del sistema de ecuaciones (1) y (2) es f = 72°y
a = 36° (es decir, a = 7/5 radianes y § = 27/5 radianes).

= Bastantes participantes han intuido con acierto que el pentdgono que apa-
rece inscrito a la circunferencia es regular, pero la mayor parte no ha
logrado demostrarlo con claridad.

N \ M
B M
4
B

A

Podria hacerse, por ejemplo, de la siguiente manera: por definicién de M
se verifica BM = CM. Asimismo y por simetria, podemos anadir que
BM = CM = AN = CN, lo cual ocurre en general para todo triangulo
isésceles. Ahora bien, al ser en nuestro caso AN paralelo a BC, se tiene
que el angulo ZN AC es igual a a. Luego, como los angulos inscritos en la
circunferencia ZNAC y ZACB son iguales, también deben serlo los lados
CN y AB.

Llegados a este punto, la demostracion podria seguir asi: dado que el
pentiagono anterior estd compuesto por 5 tridngulos isdsceles idénticos
con vértices en el centro de la circunferencia, la suma de los angulos del
pentagono es 180° x 5 — 360° = 540°, es decir, cada angulo debe medir
108, de lo cual se deduce facilmente la solucion.

En todo caso, dicha solucion constituye un tridngulo muy singular que se de-
nomina tridngulo dureo, pues puede demostrarse que el cociente AC/AB es la
razén aurea.

. Sean x,y, z reales positivos tales que x + y + z = 3. Halla el valor mdximo
alcanzado por

VT + /2y + 2+ 3z +6.

¢Para qué valores de x,y, z se alcanza dicho mdximo?



= Muchos participantes han apostado, con acierto, por un méaximo en r =
= z = 1, y algunos han intentado comprobarlo mediante un tanteo,
aunque lo meritorio aqui es demostrarlo. Efectivamente, se trata de per-
catarnos de que la funcién f(z,y,2) = V& + /2y + 2 + /32 + 6 equivale
al producto escalar entre los vectores (v/z, vy + L, vz + 2) v (1,v2,V/3),
cuyo valor abosulto debe ser menor o igual que el producto de los médulos
de ambos vectores, que vale 6. La igualdad se alcanza cuando ambos estan
en la misma direccidn, lo cual se consigue con x = y = z = 1. Ciertamente,
se verifica que f(1,1,1) = 6.

= A titulo informativo apuntamos que la proposicién puede demostrarse de
manera mas laboriosa haciendo uso de herramientas del Célculo Diferen-
cial, aunque con la ventaja de no partir de una “idea feliz”, como ocurre
con la demostracion anterior.

4. Encuentra todas las aplicaciones [ : 7. — 7 que verifican
fn)+ fin+1)=2n+1

para cualquier entero n y ademds
63
> f(i) =2015
i=1

» Si dejamos como incégnita f(0) y damos algunos valores a su alrededor,
podemos percatarnos de que la condicién f(n)+f(n+1) = 2n+1 equivale a
f(n) =n+(=1)"f(0), lo cual puede razonarse formalmente por induccién.
Por lo tanto,

> ) =Y f0) = 28 p)

Despejando se deduce que f(0) = 1, po lo que la tinica funcién que verifica
ambas condiciones es

f(n)=n+(-1)", neZ

= Algunos participantes han razonado también correctamente en el orden
contrario, encontrando primero un valor concreto e induciendo después el
resto de los valores. Efectivamente, se verifica

63
2015 = Y f(i)
=1
31

= f(1)+ Y If(2k) + f(2k + 1))

k=1

31
= f)+)) (4k+1)=f(1)+31+ 43132
k=1




de donde se deduce que f(1) = 0. A partir de dicho valor podemos ir
conociendo de forma consecutiva los valores de la funcion f para los enteros
a ambos lados de 1 e inducir igualmente la expresion general de f(n).

5. Sea n > 2 un entero positivo. Tenemos 2n bolas, en cada una de las cuales
hay escrito un entero. Se cumple que, siempre que formamos n parejas con las
bolas, dos de estas parejas tienen la misma suma.

a) Demuestra que hay cuatro bolas con el mismo nimero.

b) Demuestra que el nimero de valores distintos que hay en las bolas es como
mucho n — 1.

En este caso ningin participante ha logrado aproximarse a una demostracién
clara. Podria razonarse por ejemplo asi: si ordenamos las 2n bolas de menor a
mayor y formamos parejas entre bolas consecutivas (la primera con la segunda,
la tercera con la cuarta, etc), las correspondientes sumas también seguirdn un
orden creciente, de manera que dos parejas tendran la misma suma si, y sélo si,
sus cuatro componentes son idénticos. Asi queda demostrada la propiedad “a”.
La propiedad “b” la probaremos por reduccién al absurdo: supongamos que no
se verifica, es decir, que tenemos al menos n bolas diferentes que ordenaremos
de menor a mayor mediante a; < as < ... < a,. Ordenemos también de menor
a mayor el resto de bolas by < by < ... < b,. Si emparejamos las bolas con el
mimo subindice (a; con by, as con bs, etc.) resulta imposible obtener dos sumas
iguales, con lo que acabamos.

6. Encuentra todos los enteros positivos n, que verifican
n=2""1-5z-3=(2"""-1)(2"+1)

para algun entero positivo x.

La ecuacién de la derecha es equivalente a 2*~! = 5z + 2. Como la funcién
f(x) = 2771 es convexa, la curva y = 27! puede cortar a la recta y = 5z + 2
en dos puntos a lo sumo. Basta representarlas de manera aproximada para
percatarse de que los cortes se producen para un valor de x negativo, que no
nos interesa, y para otro positivo que podemos buscar por tanteo si realmente
es entero. Efectivamente, la igualdad se verifica con z = 6, en cuyo caso el valor
de n es 2015.



ACTA DE CALIFICACION DE LA PRIMERA FASE DE LA
52 OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA

Distrito universitario de Extremadura

Reunido el tribunal calificador del Distrito Universitario de Extremadura, formado
por los profesores del Departamento de Matematicas de la Universidad de
Extremadura Diia. Eva T. Lopez Sanjudn, D. Jestis Montanero Ferndndez y Dia.
Maria Isabel Parra Arévalo, acuerda proponer como ganadores:

12 Fernando Diaz Porras Calificacion: 18 puntos

Centro: L.E.S. Profesor Hernandez-Pacheco (Caceres)

22 Angel Morcillo Gémez Calificacion: 16 puntos

Centro: .E.S. José Manzano (Don Benito)

32 Jara Trujillo Mulero Calificacion: 15 puntos

Centro: I.LE.S. Bioclimético (Badajoz)

Badajoz, 25 de Enero de 2016

EvaT. Lopez Jestis Montanero Maria Isabel Parra
Sanjuan Fernandez Arévalo
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1. Sea FE una elipse y consideremos tres rectas paralelas rq, ro y 3, cada una de las cuales corta a
E en dos puntos distintos. Sean estos puntos Ay, Bi, As, Bs v As, Bs, respectivamente. Probar
que los puntos medios de los segmentos A1 By, A2Bs yAsBs estan alineados.

Solucion 1. Fl resultado es inmediato en el caso de que la elipse sea una circunferencia.
Esta tres rectas determinan tres cuerdas y sus puntos medios son los puntos de corte
de las rectas con un didmetro perpendicular a todas ellas. En otro caso, pensando
en la elipse como la interseccidn de un cono con un plano (el cono de Apolonio), la
proyeccion sobre un plano perpendicular al eje del cono nos da una circunferencia y las
rectas paralelas se proyectan en rectas paralelas.

Solucién g Si72z pérdida de generalidad, podemos suponer que la ecuacion de nuestra
elipse es s + Z—z = 1. Entre todas las rectas de pendiente dada m consideraremos dos
particulares: en primer lugar la que pasa por el origen, O, y = mx. Por simetria, el
origen serd precisamente el punto medio de los dos puntos en que esta recta corta a la
elipse; a continuacion, consideramos una de las dos rectas tangentes a la elipse con esta
pendiente m en el punto que llamamos P. Si nuestras rectas r1,79 y 73 tienen pendiente
m y los puntos medios de los puntos de corte con la elipse van a estar alineados, estos
puntos medios deben estar sobre la recta que pasa por O y P.
Tomemos una recta con ecuacion y = mx + ¢ y determinemos sus intersecciones con
la elipse, A y B, con coordenadas respectivas, (xa,ya) y (£B,yB). x4 y B Serdn las
soluciones para la ecuacion

z? n (mx + ¢)? _1

a? b2 ’
es decir,

(b* + m2a®)x? + (2ma®c)z 4 a*c — a®b* = 0,

que vienen dadas por

—2ma’c £ \/(2ma2c)? — 4(b% + m2a2)(a%c? — a2b?)
2(b2 + m2a?) ’

una para cada signo. Por lo tanto, si el punto medio tiene por coordenadas (Tar,ynr),

. T4+ TR —ma?c n b2 1 b
entonces xp; = = e Yy = me c= —5————, que estdn sobre
M 2 ) b2 + m2a2 y]\/f M b2 + m2a2 , q
y —b . . .
la recta y = %x = — , que es independiente del valor de ¢ de la recta particular
T\ ma
elegida.
y=mz

y=mx-+c




Solucién 3. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la ecuacion de nuestra

elipse es — + 75 =1 y que la pendiente comin de r1,72 yrg esm. La transformacion,
f, definida por

ronN Ty
(xvy)_f(xvy)_(a7g)

convierte la elipse en una circunferencia de ecuacion x> + y? = 1, y una recta de

3 .. . ma
ecuacion y = mx + ¢ en una recta de ecuacidn by’ = max’ + ¢, es decir, y = —x +

b

c L p
—. Por tanto, las imdgenes por f de ri,7m9 y r3 serdn tres rectas que cortan a la

circunferencia formando tres cuerdas paralelas entre si, y sus puntos medios estardan
entonces sobre el didmetro ortogonal a todas ellas, es decir, sobre la recta de ecuacion

y = ———2a'. Como f conserva los puntos medios, por linealidad, los puntos medios
ma
, Y b x . 2
de A1B1, A2Bs y A3B3 estardn sobre la recta — = ————, es decir, y = ———ux, el
b maa ma

diadmetro conjugado de y = max.

2. Imaginemos un juego estupendo consistente en lanzar simultaneamente diez dados cibicos, ob-
teniéndose una ganancia en euros igual al producto de los resultados de los diez dados. ;De
cuantas formas diferentes se puede obtener una ganancia de 225 euros? Suponiendo que todos
los posibles resultados del lanzamiento fueran equiprobables, jcudl serfa entonces la probabilidad
de ganar 225 euros tras lanzar los diez dados?

Solucién. Numeremos los dados del 1 al 10. Dado que 225 se descompone en factores primos como
32 .52, la tinica forma de obtener dicho producto es con dos dados (dos posiciones del 1 al 10) con
puntuacién 3, otros dos con puntuacién 5 y las seis posiciones restantes, con puntuacién 1. Podemos
distinguir (120) pares distintos de posiciones entre un total de 10, a las que asignamos pues puntuacién
3. Para cada una de esas combinaciones distinguimos a su vez (g) pares distintos de posiciones entre
las 8 restantes, a las que asignamos puntuacién 5. Fijadas las posiciones del 3 y del 5, quedaran
otras seis posiciones libres, a las que se asignara necesariamente puntuacién 1. Asi pues, el nimero de
posibilidades es (10) . (8) = 1260. Para calcular la probabilidad basta con dividir el niimero de casos

2 2
favorables entre la cantidad total de resultados posibles que es 6.

3. Se considera la funcién f : N — Z definida como sigue para n > 0:

o —f (g) si n es par

f(n—1)4+1  sinesimpar

Hallar el menor nimero n que cumple f(n) = 2017.

Solucién. Si para cada k = 1,2,... se denota por Ay el menor n € R™ tal que f(n) = k, el problema
consistird en calcular Agg7. Obviamente, A; = 1. Ademads, se verifica para cada k > 1 que A; =
4A;_1 + 1. Razonando de manera recurrente se tiene que

Ay =404 4"4; 1 =40 44" + 824, o =... =40 44 4+ 22+ 441

. . Sy k—1 44 k__ . .z
es decir, tenemos la serie geométrica Ay = 27‘:0 Y = % y, en particular, la solucién buscada es
42017 _q )

4. Describir todas las soluciones enteras positivas (m,n) de la ecuacién

8m — 7 =n?

y dar el primer valor de m (si existe) mayor que 1959.



Solucién. Si m y n son enteros tales que m = (n? + 7)/8, entonces n tiene que ser necesariamente
impar, es decir, tiene que existir un k£ > 1 tal que n = 2k — 1. En tal caso, sustituyendo en n y
desarrollando el cuadrado, la ecuacién anterior se expresaria asi

kK2 —k+2 _ k(k—1)

= = 1
m D) 5 +

Noétese que k(k—1) es siempre par y, por lo tanto, para todo valor de k obtenemos una solucién entera
de m. Asi pues, la secuencia de soluciones es la siguiente:

(FT[2[8[4[5 [ [ @ [ & [ |
m || 124|711 ...| 1954 | 2017
n|(|1(3[(5|7|9]...] 125 127

La solucién buscada es pues, como cabia esperar, m = 2017.

5. Calcular el perimetro de una circunferencia circunscrita a un decagono regular de lado 1.

Indicacion: dado que no puede utilizarse la calculadora se trata de expresar la solucién a través del nimero

¢ = (1 ++/5)/2, conocido como razén durea.

Solucién. El decdgono regular puede dividirse en 10 tridngulos isdsceles iguales, como OAB (ver
figura), con un vértice en el centro O de la circunferencia y cuyo lado AB mide 1. La longitud de la
circunferencia serd entonces 27z, siendo z la longitud de AO. Dado que el dngulo ZAOB mide 7/5,
los otros dos miden 27/5.

Trazamos la bisectriz de ZOAB, que corta al lado OB en C. El tridngulo ABC' es entonces semejante
a AOB y, por lo tanto, la longitud con AC es 1. También es is6celes el tridgulo OAC, por lo cual el
lado CB mide = — 1. Razondndo por semejanza de tridngulos se deduce entonces que

2

Por lo tanto, x es la raiz positiva del polinomio p(z) = 2% — 2 — 1, es decir, la solucién es 2m¢.

6. Calcular el nimero maximo de raices reales distintas que puede tener un polinomio P que
verifique la siguiente propiedad: el producto de dos raices distintas de P sigue siendo una raiz
de P.

Solucién. Por ejemplo, el polinomio x(z — 1)(z — 2)(x — 1/2), con 4 raices reales distintas, verifica
la propiedad deseada. Veamos que el nimero maximo posible de raices diferentes es precisamente 4.
Efectivamente, si el polinomio verifica la propiedad y 0, 1 y -1 son raices del mismo no puede haber
otra distinta, porque si existiera tal rafz r también lo serfan —r, —r2, 3, r%, etc. Es decir, el polinomio
tendria infinitas raices. Si, por el contrario, -1 no es raiz del polinomio y éste consta de al menos
tres raices diferentes y distintas a su vez de 0 y 1, o bien habria al menos dos de ellas con valor
absoluto mayor que 1, o bien habria al menos dos de ellas con valor absoluto menor que 1. En el
primer caso, bastarfa considerar el producto de la raiz de valor absoluto maximo con otra de valor
absoluto mayor que 1 para obtener una nueva raiz con valor absoluto superior a ambas, y llegar asi a
una contradiccién. Razonando analogamente en el segundo caso, pero considerando la raiz con minimo
valor absoluto, llegamos igualmente a una contradiccién.




ACTA DE CALIFICACION DE LA PRIMERA FASE DE LA
53 OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA

Distrito universitario de Extremadura

Reunido el tribunal calificador del Distrito Universitario de Extremadura, formado
por los profesores del Departamento de Matematicas de la Universidad de
Extremadura Diia. Eva T. Lépez Sanjuan, D. Jesus Montanero Fernandez y Dia.
Maria Isabel Parra Arévalo, acuerda proponer como ganadores:

12 Javier Sanchez Madruga Calificacion: 18 puntos

Centro: L.E.S. Profesor Hernandez-Pacheco (Caceres)

22 Antonio Becerra Gutiérrez Calificacion: 15 puntos

Centro: L.E.S. Bioclimatico (Badajoz)

32 Daniel Peix del Rio Calificacion: 12 puntos

Centro: LE.S. Profesor Herndandez-Pacheco (Caceres)

Badajoz, 19 de Enero de 2017

EvaT. Lépez Jestis Montanero Maria Isabel Parra
Sanjuan Fernandez Arévalo
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1. Sean a y b ntimeros naturales cuyos maximo comun divisor y minimo comtin multiplo designamos
por D y M, respectivamente. Demostrar que

M?+D?*>a®+V?

Solucion:

Sean z,y > 1 ntmeros naturales primos entre si tales que ¢« = D y b = yD, de manera que
M = xyD. Luego, hay que probar que (z2y? + 1)D? > (22 + y?)D?, lo cual equivale a demostrar
que 2%(y? — 1) > y% — 1, es decir, que 22 > 1.

2. Encontrar las funciones reales f, de variable real, que satisfacen la ecuacién funcional

fle+ flz+y) = f2z) +y (1)

para cualesquiera z, y reales.

Solucién: A lo largo del ejercio se denotard f2 = fo f, f3 = fo fofy Id la funcién identidad que
asigna a cada ntiimero x su mismo valor. Si aplicamos (1) con z = 0 se obtiene

Fly)=f0)+y (2)

cualquiera que sea y. En particular, aplicando (2) a y = 0 se deduce que f2(0) = f(0) y, en
consecuencia, que f3(0) = f[f%(0)] = f[f(0)] = f2(0) = f(0). Por otra parte, se verifica también,
segin (2), que f3(0) = f2[f(0)] = 2f(0). De ambas afirmaciones se deduce que f(0) =0y, por lo
tanto,

ff=1d (3)
Asf pues, aplicando (3) al niimero x + f(z) se obtiene, por un lado, que f?(x+ f(x)) = z+ f(z). Por

otro lado, si aplicamos primero (1) con y = 0 y después (3) se deduce también que f2(z + f(x)) =
f[f(:z: + f(x))] = f[f(2x)} = f?(2z) = 2x. A partir de ambas afirmaciones concluimos que f = Id.

3. En una isla paradisiaca se distinguen dos tipos de habitantes: aquellos cuyas afirmaciones son
siempre verdaderas y aquellos cuyas afirmaciones son siempre falsas (o sea, que son mentirosos
compulsivos). Tras una reunién, siete habitantes de la isla, etiquetados con las letras de la A a la
G, emiten simultdneamente sendas afirmaciones, que son las siguientes:

A: Todos nosotros estamos diciendo la verdad.
Solo uno de nosotros dice la verdad.

Al menos uno de nosotros dice la verdad.
Solo dos de nosotros dicen la verdad.

Al menos dos de nosotros dicen la verdad.

Solo tres uno de nosotros dicen la verdad.

Q@QE =9 Qv

Al menos tres de nosotros dicen la verdad.

Razona claramente quiénes son mentirosos compulsivos.



Solucién: Razonaremos caso a caso por reduccion al absurdo.

A: Es falso pues B, D y F no pueden estar diciendo simultdneamente la verdad.
Es falso pues, si fuera verdadero, también lo seria C, con lo que se incurriria en una contradiccién.

Es falso pues, si fuera verdadero, también lo serian C y E.

w9

Es falso pues, si fuera verdadero, también lo serian C, E y G. En consecuencia, puede haber a lo sumo tres
afirmaciones verdaderas.

@

Es falso pues, si fuera verdadera, habria exactamente tres afirmaciones verdaderas, lo cual sabemos que es falso
(F). Por lo tanto, puede haber a lo sumo dos afirmaciones verdaderas.

E: Es falso pues, si fuera verdadera, habria exactamente dos afirmaciones verdaderas, lo cual sabemos que es falso
(D). Por lo tanto, puede haber a lo sumo una afirmacién verdadera.

C: Es falso pues, si fuera verdadera, habria exactamente una afirmaciéon verdadera, lo cual sabemos que es falso

(B).
Asi pues los siete son mentirosos compulsivos.

. Determinar los niimeros reales « > 1 para los cuales existe un tridngulo cuyos lados tienen longitudes

x4+:1:3+2:1:2+x+1, 2:193—|—£L‘2+2£L‘+1, zt—1

Solucién: Dado que la primera longitud es la mayor de las tres para todo x > 1, basta determinar
los valores x > 1 para los cuales dicha longitud es menor que la suma de las otras dos. Esa es la
condicién necesaria y suficiente para poder construir un tridngulo segiin se razona en la figura.

Noétese que la demostracién puede abreviarse si nos percartamos de que los tres polinomios en x son
multiplos de z? + 1. Concretamente, pueden expresarse como z2 + 1 multiplicado por 22 + x + 1,

2z 4+ 1y z? — 1, respectivamente. En consecuencia, debe verificarse 22 + z + 1 < 2% + 2z, es decir,
x > 1. Asi pues, el tridngulo existe para todo = > 1.

. Sea n un numero natural. Probar que si la tdltima cifra de 7" es 3, la pentltima es 4.

Solucién: Debemos tener presente que, si n > 1, los valores de las dos tltimas cifras de 7" dependen
exclusivamente de los valores de las dos tltimas cifras de 7*~!. Dado que

70 =01, 7' =07, 72 = 49, 73 = 343, 74 = 2501,

sabemos que las dos tltimas cifras de 7" solo pueden ser 01, 07, 49 o 43 (que se suceden ciclicamente
segun el resto de dividir n entre 4 sea, respectivamente, 0, 1, 2 o 3). Luego, si la iltima cifra de 7"
es 3, la pentltima tiene que ser 4.

. Sea AD la mediana de un tridangulo ABC tal que ZADB = 45° y ZACB = 30°. Determinar el
valor de /BAD.

Solucién: Siguiendo la notacion expresada en la figura aplicaremos el teorema de los senos, segtiin

el cual ) )
DB 1DB
2 2
sen“(/BAD) = sen“(£LADB) - 3 = 5450 (4)

e

C'/‘—' - .ﬂ_.___;]D

Como 1/v/3 = tan(ZACB) = x/(x + y) se deduce que y = x(v/3 — 1) y, por lo tanto, DB? = 3 =
222(2—+/3). Por otra parte, del teorema de Pitagoras se sigue que AB? = 22+ (x—y)? = 42%(2—/3).
En consecuencia, se deduce de (4) que sen?(Z/BAD) = 1/4. Luego, Z/BAD = 30°.
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. Para cada nimero de cuatro cifras abed denotamos por S al nimero abed—dcba. Demuestra
que S es maltiplo de 37 si y sdlo si b= c.

Solucion:

Si se denota * = a —d, y = b — ¢, se verifica que S = 999z + 90y, que en el caso
y = 0 es miltiplo de 37, dado que 999 = 37 - 27. Reciprocamente, si S es multiplo de 37,
que no comparte ningun factor con 9 (de hecho es primo), existird un entero z tal que
9(37-3x+10y) = 9- 37z, es decir, 37(z — 3z) = 10y. Entonces, y tiene que necesariamente
multiplo de 37. Como |y| < 9 ha de ser 0.

. Demuestra que, para todo n > 2, podemos encontrar n numeros reales x1, ..., x, tales que
1 1 1
Tl Toen Ty = . (1)
11—z 1—x9 1—=z,
Solucién:
En primer lugar, tendremos en cuenta que la ecuacion x = —1/(1—z) tienen como solucion

cualquiera de las dos raices reales del polinomio p(x) = 22 — z — 1, que son (1 £ /5)/2.
Entonces, si para n = 2 damos cualquiera de esos valores a x; y x2 (da igual que sean el
mismo o distintos) se verificara que

1 1 1 1
Xl.XQZ_ . J— — .
1—X1 1—X2 1—X1 1—X2

Para n = 3 consideremos x3 = Y5 Por otra parte, dado x5 # 1, los valores de x; tales

2
que

1 1

_1—1‘1'1—1'2

(2)

son las raices del polinomio ¢, (1) = (¥3—3) 23— (¥3—x3)-71+1, que seran reales si y s6lo
si A = (23 —129)- (23 —x9—4) > 0. Conociendo el comportamiento de la funcién polinémica
g(x) = z(x — 1), basta con tomar xo > 3, por ejemplo, para que x5 y cualquier raiz z; del
correspondiente polinomio ¢,, verifiquen . Luego, se verificara para Ty, To, I3.

T+ X9 =

En general, si n = 2m con m > 1 (es decir, n par), consideraremos el producto (x; - x2)™;
sin=2m+ 3 con m >0 (n impar) consideraremos el producto (x; - x2)™ - 1 - T3 - T3.

. El trapecio isdsceles ABCD tiene lados paralelos AB y CD, con AB = 6, AD =5y
LDAB = 60°. Se lanza un rayo de luz desde A que rebota en CB en el punto E' e interseca
en AD el punto F. Si AF =3, calcula el drea del triangulo AFE.



Solucién:

La figura de la derecha ilustra el enuncia-
do. Conviene percatarse primeramente de
que, con estos datos, si prolongamos los
lados AD y BC para formar una trian-
gulo ABG, éste serd equildtero de lado
6. Por otra parte, si la recta perpendicu-
lar a BG que pasa por E corta AG en
H, /ZAFH y ZHEF son, respectivamen-
te, los angulos de incidencia y reflexién
del rayo, que deben ser iguales; en con-
secuencia, ZAEB = /FFEG. Como, ade-
més, ZABE = /FGFE = 60°, los tridn-
gulos FGE y ABE son semejantes. Por
lo tanto, el area del triangulo AEB es el p 6
cuadruple de la de FEG. Ademas, se veri-

fica que EG/3 = (6 — EG)/6, es decir, EG = 2. Para calcular el area de FEG basta
conocer la medida z de la altura perpendicular al lado F'G, que es sen 60° - EG = /3.
Luego, el area de FEG es 3\/5/2 y la de AEB es 12\/5/2. Dado que el area total de ABG
es 18v/3/2, el area del triangulo AEF es la diferencia 3v/3/2.

B

. Sean x un mimero entero mayor o iqual que 2 y ABC un tridngulo tal que AB = AC,
BC = 4x y la altura perpendicular a BC' mide x* — 1. ;Para qué valores de x el radio de
la circunferencia inscrita en el tridngulo es un nimero entero?

Solucién:

La figura de la izquierda ilustra el
enunciado. Denétese por R = OD =
OF el radio de la circunferencia. Del
teorema de Pitagoras se sigue que
AB = 22 + 1. Dado que ZOEB =
/0ODB =90°, EB = DB = 2x. Lue-
go, AE = (z — 1)2. De nuevo por el
teorema de Pitagoras se tiene que

22—1 = R+0A

- R+ VETEoIF

B Elevando al cuadrado y despejando

C D 2x
resulta que 2R(z — 1)(z + 1) = (x — 1)?[(z + 1)* — (z — 1), es decir,

z—1 z+1—2 4z
=2r— =21
r+1 r+1 r—+1

dor +4 —4 4
- =2x— 4+
x+1 x+1

R = 2x

= 2z

Como 2x —4 es entero, R es entero siy solo silo es 4/(z+1). Dado que x > 2 por hipotesis,
eso solo ocurre con x = 3, que es la solucion.

. sExisten m,n nimeros naturales tales que n? + 2018mn + 2019m + n — 2019m? sea un
numero primo?



Solucion:

n? + 2018mn + 2019m + n — 2019m? = n? + 2019mn — mn + 2019m + n — 2019m?
= n(n—m+1)+2019m(n —m+1)
= (n—m+1)(2019m + n)

Si fuera un nimero primo, uno de los dos factores en que descompone deberia ser 1, lo
cual equivaldria a afirmar que n = m. Pero en ese caso el nimero seria 2020m, que no es
primo. Por lo tanto, la respuesta es no.

. Dado un nimero natural k encuentra todos los polinomios P(x) que cumplan, para todo x

real, que
P (z*) = P(k-z) = 2" P(z) (3)

Solucion:

Consideremos un polinomio P(x) de grado n verificando , que se expresara mediante
P(z) = Apa™+...+ Az + Ag, con A, # 0. En ese caso, la igualdad queda como sigue:

Apz™ o+ At — Ak — = Ajkr = Apa™t 4+ Ayt At (4)

Se deduce primeramente que A; = ... = Ay_; = 0 y que, en consecuencia, n > k.
Comparando los primeros sumandos de cada término se concluye que nk = n + k, por lo
que k # 1. Ademas, si k > 2 se verificaria que nk > 2n > n+k, llegando asf a contradiccion.
Luego, el tinico valor que nos queda para k es 2. Nuevamente, si 2n = n+2, entonces n = 2.
Por lo tanto, solo cabe la posibilidad de que ocurra con P(x) = Asz? + Az + Ay y
k = 2. En tal caso, la igualdad se expresaria mediante

AQJ,A + A1£L'2 — 4A21L'2 — 2A1$ = AQ!L‘4 + A1$3 + A()JZQ

Por lo tanto, A; debe ser igual a 0 y la igualdad se reduce a Ay = —4A,. Efectivamente,
podemos comprobar que con k = 2 la igualdad se verifica para cualquier polinomio del
tipo P(x) = A - (22 —4) con X\ # 0.
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. Dado un nimero natural ay realizamos la siguiente operacion: si es par lo dividimos entre
dos y, st es impar, le sumamos 5. El resultado se denota por ay, que se vuelve a someter al
mismo procedimiento dando lugar al nimero as y asi sucesivamente. El proceso finaliza en
el paso n-ésimo si a, = 1. Determina los nimeros naturales ag para los cuales el proceso
no acaba, es decir, que nunca se llega a 1.

Solucién: Es facil percatarse de que a,, es multiplo de 5 si, y solo si, a,; es miltiplo de 5.
Por otra parte, dado que a,,+3 < (a,+5)/2, también es facil probar que, si a,, es mayor que
5, ant3 < ap,—1. En consecuencia, por muy grande que sea ay habré algtn n tal que a,, < 5.
Por lo tanto, tenemos a lo sumo 5 situaciones que discutir: si a,, = 1 el proceso acaba; si
a, = 2 acabaremos con a,yi; si a, = 4 acabaremos con a,9; si a, = 3, acabaremos con
a,+3. Sin embargo, si a, = 5, es decir, cuando ag es multiplo de 5, entraremos en un ciclo
infinito 5 <> 10.

. Razona cudntos poligonos requlares hay cuyos dngulos entre lados contiguos, medidos en
grados, sean niumeros enteros.

Solucién: Si unimos cada vértice de un poligono regular de n lados con el centro del mismo
obtendremos n tridngulos iguales. La suma de los n angulos correspondientes al centro del
poligono es 360, por lo que la suma de los angulos del poligono es 180n — 360. Por simetria,
cada angulo mide 180 —360/n, que sera un entero positivo si, y sélo si, lo es 360/n, es decir,
cuando n es un divisor de 360 mayor o igual que 3 (pues debe ser un poligono). Dado que
la descomposicion en factores primos de 360 es 360 = 22 - 325!, los divisores distintos de 1
se obtienen combinéndolos entre si, lo cual da lugar al siguiente nimero de posibilidades:

3+2+1+4+3-24+3-1+2-1+3-2-1=123

Al excluir el divisor 2 nos quedan 22 poligonos regulares que satisfacen la condicion, em-
pezando por le tridngulo equilétero, con angulos de 60 grados, y acabando con un poligono
regular con 360 lados al que le corresponden angulos de 179 grados.

. Determinar los valores reales (x,y, z) para los cuales se satisface el sistema de ecuaciones

r+y+z =1 (1)
Py + iz + 2% = xy? 4yt + 22t (2)
Pyt = Pt (3)

Solucién: La ecuacion (2) equivale a (z —y)(z — x)(z — y) = 0. Luego, cualquier solucion
al sistema debe tener al menos un par de coordenadas iguales. Distinguimos tres casos:

= Si suponemos z = y se deduce de que z = 1 — 2x. Sustituyendo en se tiene
que z(3x — 1) = 0, cuyas soluciones son = 0y = 1/3, que se corresponden con los
puntos (0,0,1) y (1/3,1/3,1/3), respectivamente.



= Si suponemos r = z se tiene por que y = 1 — 2x. Sustituyendo en se tiene
que z(92% — 9z + 2) = 0, cuyas soluciones son z = 0, x = 2/3 y = = 1/3, que se
corresponden respectivamente con los puntos (0,1,0), (2/3,—1/3,2/3) y, de nuevo,
(1/3,1/3,1/3).

= Sisuponemos y = z se tiene por que x = 1—2y. Nuevamente por se verifica que
3y(3y? —4y+1) = 0, cuyas soluciones son y = 0, y = 1 e y = 1/3, que se corresponden
respectivamente con los puntos (1,0,0), (—1,1,1) y, otra vez, (1/3,1/3,1/3). En total
tenemos pues seis soluciones diferentes al sistema.

4. Consideremos el polinomio

p(x) = (z—a)(x —b) + (z —a)(x —c) + (z — b)(z — ¢)
Demuestra que p(x) > 0 para todo x € R si, y sdlo si, a =b=c.

Solucion: Es obvio que el polinomio puede tomar valores no negativos, por lo que p(z)
serd mayor o igual que 0 en todo caso si, y solo si, su discriminante es menor o igual que
0. Se puede comprobar facilmente que

A = 4(a+b+c)* —12(ab+ ac+ bc) = 4[a* + b* + ¢* — (ab + ac + be)]
= 2[a® +b* — 2ab] + 2[a* + ¢ — 2ac] + 2[b* + ¢* — 2b(]
= 2[(a=b’+(a—c)?+(b—10¢)? >0

Entonces A < 0si, y s6lo si, a = b = ¢. En ese caso el polinomio podria expresarse mediante
p(z) = 3(z — a)?, que se corresponde con una pardbola con vértice en (a,0).

5. Encuentra dos enteros entre 60 y 70 (ambos inclusive) que sean divisores de 2°¢ — 1.

Solucion:

296_1 —

2B+ DM +1)(2¥ - 1)
+1)(2 - 1)

28 L DR¥* + DR+ 1D)(2°4+1)(2° - 1)
+1)-65-63

6. Una remota aldea estda habitada por 30 personas sobre las que recae una terrible maldicion:
cada una posee una marca en la frente que puede ser un circulo o una cruz, aunque ninguna
de ellas sabe qué tipo de marca lleva porque, de hecho, moririan al término del dia en que
lo averiguaran. Para completar la maldicion han sido dotadas de una perfecta capacidad
deductiva. Lo cierto es que 3 habitantes portan un circulo y el resto una cruz pero, como estd
completamente prohibido el uso de espejos asi como emitir cualquier minimo comentario
sobre el tema, nadie sabe cudl es su marca. De esta forma los anos trascurren felizmente,
dentro de lo que cabe.

Mas, un aciago dia, acude un visitante a la aldea. Tras conocer a sus moradores y, a pesar
de haber sido claramente aleccionado sobre la gravedad del problema, declara ante todos:
—iLa verdad es que me ha gustado mucho la marca esa del circulito que he visto!

Ante lo cual, el habitante que ejerce de alcalde le responde:

—~Has perdido una excelente oportunidad de quedarte callado. De hecho, tu comentario nos
condena a todos a una muerte inminente.

—jPero si yo solo he hablado de algo que todos estdis viendo! —Se defendio el visitante.
—Anda, déjalo porque lo estd empeorando. Os lo dije. Esto nos pasa por dejar entrar a gente
de fuera —respondid el alcalde. ;Podrias explicar ti por qué y cuando moriran?



Solucioén: Implicitamente el visitante afirma que al menos uno de los habitantes tiene un
circulo en la frente. De hecho, de su segunda frase se deduce que hay al menos dos, pues
de haber s6lo uno su portador se mantendria ignorante de la presencia de circulos. Tiene
parte de razén en su protesta porque cada habitante ve gente con un circulo en la frente.
El problema radica en que, al decirlo ptiblicamente, ahora todos saben que todos lo ven, lo
cual es suficiente informacion para estos infelices dotados del cuestionable don de la logica.
Razonemos por qué.

Si s6lo hubiera dos con circulo cada uno de ellos veria un tinico circulo, de lo cual deduciria
que él es el portador del otro, por lo que ambos moririan la primera noche. Como en realidad
hay tres circulos, cada uno de ellos observa a dos con circulos y sabe pues que, si fueran los
tinicos, deberian morir la primera noche, por el razonamiento anterior. Como esto no va a
ocurrir, los tres deduciran que ellos también son portadores, por lo que moriran la segunda
noche. Los veintisiete restantes, que han observado céomo morian los tres portadores de
circulos que vefan, deduciran que son diferentes a éstos, por lo que moriran la tercera
noche.

Como moraleja concluimos que, cuando vayamos a una aldea maldita, es mejor que ce-
rremos el pico. Es mas, la primera frase del visitante habria bastado para condenarlos a
todos, s6lo que una noche después en cada caso. De hecho, el desenlace fatal habria tenido
lugar independiente del niimero de circulos que hubiera y del nimero de habitantes de la
aldea. jPodrias formalizarlo?
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. Determina todos los nimeros positivos de cuatro cifras abed tales que, al insertar un digito
0 en cualquier posicion, se obtiene un maultiplo de 7.

Solucién: El niimero expresado equivale a a10% + 510% + ¢10! 4 d10°. Asi pues, insertando
ceros en las diferentes posiciones, deducimos que tienen que existir enteros positivos ny >
ny > N3 > ny > N tales que

al0* 4+ b10% + ¢10* + d10' = n,7
al0* +010% + 10 + d10° = no7
al0* + 0103 + c10' + d10° = ny7
al0? 4+ b10% + c10* + d10° = n,7
al0® + 010% + c10' + d10° = ns7

[\]

N N AN N/~
= W
N N N N

3

Restando (2) a (1) se obtiene 9d = (ny—n2)7. Dado que 7y 9 son primos entre si, d tiene que
ser un multiplo de 7 entre 0 y 9, es decir d puede ser 0 6 7. Restando (3) a (2) se obtiene que
90c = (ne — n3)7. Dado que 7 y cualquier nimero que sea potencia de 10 son primos entre
si, se tiene igualmente que ¢ = 0 6 7; restando (4) a (3) se obtiene que b puede valer 0 6 7;
por ultimo, restando (5) a (4) y teniendo en cuenta que el niimero es de 4 cifras, se tiene que
a = 7. Luego, las Gnica opciones posibles son 7000, 7007, 7070, 7077, 7700, 7707, 7770,7777.

. Razona para qué valores enteros positivos de n ocurre que, al desarrollar (1 + z + x?)" en
potencias de x, aparezcan exactamente tres términos con coeficientes impares.

Solucién: La propiead se verifica obviamente para n = 1 y, si multiplicamos polinomios
con paciencia y cuidado, nos percataremos de que se verifica también para n = 2,4 y 8§,
lo que nos puede hace pensar que esto ocurre en general para n de la forma 2*, pero es
conveniente demostrarlo y lo haremos por induccién: supongamos que, para cierto £ > 0,
se verifica que (1 4z + x2)2k tiene tres coeficientes impares. Vamos a probar que, entonces,
el tnico n entre 2F + 1 y 2% ambos inclusive, con tres coeficientes impares es n = 281,

En lo que sigue y para cada n > 1, ap, ;- .., ajn2n) denotaran, respectivamente, los co-
eficientes de los términos de orden 0,...,2n del polinomio (1 + = + z*)". Luego, Afpn]
serd el coeficiente central. Los coeficientes son simétricos respecto al centro, es decir,
Afn0] = Qn2n] = 1, A1) = Ap2n—-1), €tc. En consecuencia, si multiplicamos (1+ 2+ 2?)"
por (14 x4 x?), tenemos que Api1n+1] = A, + 2A[nn—1], que es impar cuando lo es ap, ).
Un sencillo razonamiento por induccién nos convence de que siempre hay al menos tres
términos con coeficientes impares: los dos extremos y el central. Veamos que para n = 2F+!
son los tnicos impares. Efectivamente, dado 1 < p < 2F+1 el coeficiente apgr+1 p Puede
obtenerse mediante:

= Sipes impar, apri1y = 2 Z G[Qk 1Q[2k ]

= Sipes par, apen g = 2305 ape jjaps g + 0l



Es decir, exceptuando aprt1, ) = 1, apars1 ) €s impar si, y s6lo si, p es par y ajpe 5,/9) impar, es
decir, si p = 2¥+1, Falta entonces por probar que, sin = 28 +¢gcon 1 < ¢ < 2%, (1+x+22)"
tiene al menos cuatro coeficientes impares. Sea a,p) el primer coeficiente impar, salvo ay o),
de (1 + x + 2?)7, en cuyo caso se tiene que 1 < p < ¢ < 2% Luego, Aok 1] - - - 5 A[gk p] SON
pares. Se verifica que

P p—1
A2k tq,p] = Z Aq,5)A2% p—j5] = Z Alg,j] Q2% p—j] T Ap2k p] T Qg p]
j=0 J=1

Como el tinico coeficiente impar que aparece en el lado derecho es aj,,), la suma total serd
impar, lo cual supone un coeficiente impar de (1 + x + 2%)" que no esta ni en el centro ni
en los extremos.

. Si tenemos una tablero de m filas y n columnas, determina el valor minimo de n que
permite colocar algunas piedras en las casillas del tablero, no mds de una piedra por casilla,
de manera que no existan dos filas con la misma cantidad de piedras y todas las columnas
tengan exactamente el mismo niumero k de piedras. El tablero debe valer para cualquier k
entre 1 ym — 1.

Solucién: Supongamos que contamos con m filas y veamos cuél debe ser el menor valor
n para que la propiedad anterior pueda satisfacerse, sea cual sea el nimero constante k
de piedras por columnas, que tiene que ser inferior a m. Se denotara por ni,...,n,, las
frecuencias de las respectivas filas 1,...,m, es decir, el nimero de columnas en las que
tienen piedras. Si £ = 1, el minimo valor posible de n se alcanza con un tablero tipo
ny =0,ny =1,...,n, = m — 1. Es decir, asignamos a cada fila « < 1 un bloque 7 de n;
columnas. En total tenemos la progresion aritmética

n=0+14+...+4m—-1=m(m—1)/2

Asi pues, para cada m, un valor de n que verifique la propiedad enunciada debe ser mayor
o igual que m(m —1)/2. Veremos que n = m(m —1)/2 cumple la condicion exigida, no sélo
para k = 1, sino para cualquier £ < m—1. El procedimiento se ilustra en el esquema adjunto
param=2,...,6 con k=1,...,m—1, pero la demostraciéon requiere de un razonamiento
por induccioén, suponiéndolo cierto para cualquier m con k = 1. Efectivamente, veamos
que, si la condicion deseada se verifica para m y k < m con n = m(m — 1)/2 columnas,
entonces también se verifica para m+ 1y k+ 1 con n = (m + 1)m/2 columnas. Entonces
habremos acabado pues podremos cubrir todas las opciones de m y k posibles.

En la configuracion del tablero correspondiente a (m, k) se insertan, al final, la fila m + 1
y un bloque de m columnas, lo que hace un total de n = m+m(m —1)/2 = (m+ 1)m/2,
que es la cifra buscada. La parte antigua de la nueva configuracién permanece invariante
respecto al caso (m, k). La nueva fila introducida se marca en todas las columnas, por
lo que n,,.1 = n. Aparte, en cada columna del bloque nuevo se marcan otras k filas, de
manera que cada una de las m primeras filas aparezca en este bloque £ < m veces, ahora
veremos como. Asi, tendremos k + 1 filas marcadas en cada una de las columnas. Ademaés,
ni,...,Nm < i1 v las diferencias entre m frecuencias iniciales permanecen invariantes
respecto al tablero (m, k), por lo que se cumple ny < ng < 1y, < ... < Ny

Para lograr que aparezca cada una de las m filas iniciales k < m veces en el tltimo bloque
de m columnas, conviene concebir la secuencia de filas de una forma circular. Por ejemplo,
si contamos con cinco filas, 1,2, 3,4,5, y queremos que cada una aparezca k = 3 veces en
cinco columnas, deberiamos marcar 123 en la primera columna, 234 en la segunda, 345 en
la tercera, 451 en la cuarta y 512 en la quinta, como se ve en el esquema con m = 6 y
k = 4 (violeta+ rojo+ verde).



m=2 m=4 m=5 m=6

k=1 k=1 |l k=1 |} k=1

----- k=2 * k=2 [} Ty k=2

k=3 | T IS | » k=3

""""""" Mk=a |l Ty k=4

------------------ » k=5

1t el 22l 2] 3al2]3]af1]2]3]4]T-s
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4. Siete amigos tienen la cuestionable costumbre navidena de entregarse mutuamente regalos
por el precio de 10 euros cada uno.

» ;Cudntos dinero gastardn entre todos?

= Hartos de tanto derroche deciden regalarse mediante el método del “amigo invisible”,
consistente en que cada uno de ellos regala unicamente a otro y cada uno recibe uni-
camente de otro. ;Cudnto dinero gastardn entre todos con el nuevo sistema?

» ;Cudntas configuraciones diferentes pueden contemplarse para un método de amigo
wnwvisible de siete personas? Si no consiques dar con la cifra exacta se valoraria posi-
tivamente una buena aprorimacion.

Solucién: Responderemos las preguntas para un nimero genérico n de amigos. Asignemos
un numero del 1 al n a cada uno de ellos. Para responder la primera basta tener en cuenta
que cada uno de los n amigos regala a n — 1 personas, lo que implica n(n — 1) regalos
diferentes. En nuestro caso 42, lo cual supone un total de 420 euros.

Si utilizamos el método del amigo invisible, cada uno regala a un tnico individuo, por lo
que se gastaran en total 70 euros. Saber cuintas configuraciones pueden establecerse, en
general, con n amigos, equivale a calcular el nimero a,, de permutaciones de los ntimero
del 1 al n en las cuales ninguno de ellos estd en la posicion que le corresponde. En una
permutaciéon concreta de este tipo, el primer ntimero que aparezca denotara a la persona
que regale al primer de la lista, el segundo al segundo, etc.

Calcular a, no es facil. Lo haremos de manera recursiva, teniendo en cuenta que a; = 0
y as = 1. Si n > 3, podemos calcular a,, en funcion de a,_1 y a,_». Efectivamente, dado
que el nimero 1 no debe quedar primero, puede ocupar n — 1 posiciones diferentes, y
razonaremos igual para cada una de ellas. Imaginemos, por ejemplo, que se encuentra en
la posicion segunda. En tal caso, puede ocurrir que el nimero 2 ocupe la posiciéon primera,
con lo cual el resto se dispondria de a,_» formas diferentes, o bien lo contrario, lo cual
ofreceria a,_; posibilidades. En consecuencia, a, = (n — 1)(a,—1 + an_2). En el caso n = 8
se obtiene pues:

nHl
anHO

2[3]
1

La solucion es entonces 1854 configuraciones validas (de entre las 7!=5040 permutaciones
posibles de 7 elementos).

3456 | 7 |
2944265 | 1854 |



NOTA: En este punto podria heber sido de utilidad tener en cuenta el famoso problema de
los sombreros de Euler, que se formula asi: n caballeros acuden con sombreros idénticos a
la 6pera y los cuelgan en sendas perchas, recogiéndolos de manera aleatoria tras la funcion.
Euler demostré que la probabilidad de que ninguno de ellos volviera a casa con su sombreo
convergia a e~! conforme n tiende a infinito, con gran rapidez, por cierto. Con la notacion
que hemos seguido en nuestro problema, se verifica pues

Esto sugiere aproximar nuestra solucién mediante a; ~ 7le™! = 1853.
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. La figura muestra un plano con estrechas calles que delimitan 12 manzanas cuadradas.
Una persona P va de A a B y otra QQ, de B a A. Ambas parten al mismo tiempo, a la
misma velocidad y de manera que, en cualquier encrucijada, deben tomar un camino entre
aquéllos que les aproximen a su objetivo. Si tienen varias posibilidades, toman al azar y
con idéntica probabilidad uno de ellos. Halla la probabilidad de que P y Q colisionen.

Solucién: Dado que el individuo P s6lo se puede mover hacia la derecha o hacia arriba,
al contrario que Q, que debe moverse hacia la izquierda o hacia abajo, la colisiéon deberia
producirse, si acaso, en el cuarto movimiento. Antes del mismo, P puede estar en cualquiera
de las posiciones marcadas en rojo, mientras que Q estarid en cualquiera de las verdes.
Calcularemos la probabilidad de colision mediante un diagrama de arbol.

B

A

= P puede llegar a la posicion (0,3) en el tercer movimiento con probabilidad 1/8, en
cuyo caso colisionaran con Q si éste ha llegado a la posicion (1,3) en el tercer movi-
miento, lo cual ocurre con probabilidad 1/8 y, ademés, se mueve hacia la izquierda en



el cuarto movimiento, lo cual ocurre con probabilidad 1/2. Por lo tanto, la probabili-
dad de colision es
1111
882 128
» P puede llegar a la posicion (1,2) con probabilidad 3/8, en cuyo caso colisionaran con

Q si se verifica una de estas dos circunstancias:

(a) Si Q ha llegado a la posicion (1,3) y se mueve a continuacion hacia la abajo y en
sentido contrario al de P en el cuarto movimiento. Por lo tanto, la probabilidad

de colision es
3111 3

8822 256
(b) Si Q ha llegado a la posicion (2,2) y se mueve hacia la izquierda y en sentido
contrario al de P. Por lo tanto, la probabilidad de colision es

3311 9

8822 256
= P puede llegar a la posicion (2,1) en le tercer movimiento con probabilidad 3/8, en
cuyo caso colisionaran con Q si se verifica una de estas dos circunstancias:

(a) Si Q ha llegado a la posicion (2,2) y se mueve hacia abajo y en sentido contrario
al de P. La probabilidad de colisiéon es

3311 9

8822 256
(b) Si Q ha llegado a la posicion (3,1) y se mueve hacia la izquierda y en sentido
contrario al de P. La probabilidad de colisién es

3311 9

8822 256
= P puede llegar a la posicion (3,0) con probabilidad 1/8, en cuyo caso colisionaran con
QQ si se verifica una de estas dos circunstancias:

(a) SiQ hallegado a la posicion (3, 1) y se mueve hacia la abajo y en sentido contrario
al de P. La probabilidad de colisiéon es

1311 3

8822 256
(b) Si Q ha llegado a la posicion (4,0) y P se mueve hacia la derecha. La probabilidad
de colisién es T .

882 128

Por lo tanto, la probabilidad total de colisiéon es

1+3+9+9+9+3+1_37
128 256 256 256 256 256 128 256

. {Es posible encontrar una aplicacion f : N — N tal que f(f(n)) =n+ 1 para todo n > 17

Solucién: Supongamos que existe f verificando la condicion y tal que f(1) = m € N. En
ese caso, f(m) = f(f(1) = 2y f(2) = F(f(m)) = m+ 1. Andlogamente, f(3) = f(f(2)) =
m + 2. En general, se verifica pues que f(n) =n+ m — 1. En particular, f(m) = 2m — 1.
Dado que f(m) = 2, se deduce que m = 1/2, que no es natural. Luego, tal funciéon no
puede existir.

. De un grupos de 201 personas de 5 nacionalidades diferentes sabemos que, de cada 6 per-
sonas, al menos 2 tienen la misma edad. Demuestra entonces que hay al menos 5 personas
que coinciden en nacionalidad, factor Rh y edad.



Solucién: Afirmar que es imposible configurar un grupo de 6 personas con diferentes
edades equivale a afirmar que contamos con, a lo sumo, 5 edades diferentes. Dado que
tenemos 5 nacionalidades distintas y dos tipos de Rh, podemos contemplar tedricamente
hasta 5 x 2 x5 = 50 tipos posibles de sujetos atendiendo a estos tres aspectos. Si el nimero
maximo de personas del mismo tipo es k, entonces el nimero total de personas, 201, es
menor o igual que 50k. Luego, k > 5.

. Razona si un cuadrado de lado 1 puede contener un tridngulo equildtero de lado estricta-
mente mayor que 1.

Solucién: Si existe al menos un tridngulo en las condiciones de (a). Por ejemplo, cual-
quiera del tipo de la figura [I] tiene al menos dos lados iguales de longitud mayor que 1.
Por el teorema de Pitagoras, para que sea equilatero debemos elegir x como una de las
soluciones de la ecuacion siguiente:

1+2° = 2(1—2)?
P —4x+1 =0

r = 243

Escogemos la solucion z = 2 — /3 pues es un nimero entre 0 y 1 y obtenemos un triangulo
equilatero de lado mayor que 1 como el de la figura [I] Obviamente, existen mas tridngulos
verificando la condicion. Lo importante aqui es que queda claro que es equilatero y de lado
mayor que 1.

B

T C

Figura 1: Tridngulo equilatero



ACTA DE CALIFICACION DE LA PRIMERA FASE DE LA
58 OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA

Distrito universitario de Extremadura

Reunido el tribunal calificador del Distrito Universitario de Extremadura, formado
por los profesores del Departamento de Matematicas de la Universidad de
Extremadura Diia. Eva Lopez Sanjuén, D. Jestis Montanero Fernandez, D. Daniel
Morales Gonzalez y Diia. M. Isabel Parra Arévalo, acuerda proponer como
ganadores:

12 Luis Gutiérrez Garrido Calificacién: 21 puntos

Centro: L.E.S. Gabriel y Galdn (Montehermoso)

22 Daniel Garcia Fernandez Calificacion: 20 puntos

Centro: LE.S. Cristo del Rosario (Zafra)

32 Mario Parra Murciano Calificacién: 18 puntos

Centro: LE.S. Rodriguez Moiiino (Badajoz)

Badajoz, 27 de Enero de 2022

ade Al s

Eva Lopez Jestis Montanero Daniel Morales M. Isabel Parra
Sanjuan Fernandez Gonzélez Arévalo




LIX Olimpiada Matematica

Departamento de

ESpanOla Matematicas
— Primera F:

- — €ra rase Universidad de
Qlimpiad 20 de enero de 2023 Extremadura
Espafiola RSME Soluciones

. Sea n un entero positivo. Cada uno de los nimeros 1,2, 3, ..., 2023 se pinta de algin bonito

color pero verificando la siguiente propiedad: si (a,b) es un par de enteros diferentes tales
que a es divisor de b, sus colores son diferentes. Encontrar el minimo nimero de colores
que se precisa para que esa propiedad se cumpla.

Solucién: Asignemos un color al nimero 1 = 2%; el del ntiimero 2 = 2! debe ser diferente;
el del ntiimero 4 = 22 ha de ser también diferente a los anteriores, al igual que el de 8 = 23 y
asf hasta llegar a 1024 = 2'°. Llevamos ya necesariamente 11 colores diferentes que, ademas,
son suficientes. Efectivamente, si coloreamos los niimero desde el 2* hasta el 2571 — 1 con
un mismo color la propiedad se sigue verificando pues, si a pertenece a esa categoria y
b # a es miltiplo de a, existe un entero z > 2 tal que b = za > 2a > 2**1, por lo que
pertenece a una categoria superior. Es decir, los nimeros de una misma categoria pueden
compartir color.

. Sean > 3 un entero positivo. Los primeros enteros positivos, 1,2,...,n, se escriben en una
pizarra. Leocadia realiza el siguiente proceso tantas veces como quiera: primero elige dos
numeros en la pizarra y luego los reemplaza con aquellos que resultan de sumarle a ambos
un mismo entero positivo. Determina todos los enteros positivos n para los que Leocadia
puede conseguir, repitiendo este proceso, que todos los nimeros de la pizarra sean iguales.

Solucién: Destacamos las cuatro afirmaciones siguientes:

(i) La propiedad se verifica para n = 3,4, 5, segtin se prueba en los siguientes diagramas:

T L2 3 [T ][ 2[5 4[5
141 2+4 |3 4 8+1 |8 8 8 5-+-1
}J‘; ?3 2{2 5316 1354 o 8118 |8 161
G R 8 61216 4--2 9 9 8+1 |8 71
8 8 612 | 6+2 9 9 9 8+1 | 8+1
66 I8 5T 3 s 10 0 9 9 9

(ii) Dado que la propiedad se verifica para las secuencias (1,2, 3), (1,2,3,4) y (1,2,3,4,5),
se verifica igualmente para cualquier secuencia de tres, cuatro o cinco enteros positivos
consecutivos. Basta con sumar en cada paso las mismas cantidades en rojo, aunque
la cantidad final en azul sea distinta.

(iii) Con la secuencia (1,2,3,4) podemos incrementar cuanto queramos la cantidad en azul
obtenida. Basta con considerar las parejas (1,2) y (3,4) y sumarles la diferencia. Con
la secuencia (1,2,3) podemos incrementar el valor en azul en cualquier cantidad par
2k. Basta con sumar k en las parejas (1,2), (2,3) y (1,3). Lo mismo ocurre con la
secuencia (1,2,3,4,5). Teniendo en cuenta (ii), estas propiedades pueden extenderse
a secuencias de 3, 4 y 5 niimeros consecutivos.



(iv)

Sea cual sea mn, si un proceso de este tipo conduce a una solucion, el total de las
cantidades sumadas durante el mismo tiene que ser par, porque en cada paso se suma
una misma cantidad a una pareja.

Veamos pues para qué valores de n se verifica en general la propiedad:

n = 4k:

n =4k + 1:

n =4k + 3:

n =4k + 2:

Si n es miltiplo de 4 podemos descomponer los ntumeros del 1 a n en k secuencias de
4 nimeros consecutivos. Segin (i) y (ii), podemos llegar a una solucion en cada una
de las k secuencias. Si las soluciones difieren entre si se igualan posteriormente tal y
como se indica en (iii).

El caso k = 1 se corresponde con n = 5, que esta resuelto. Si k& > 1, entonces
n = 4(k — 1) + 5. Dividimos entonces los n — 5 primeros niimeros en k — 1 secuencias
de cuatro y encontramos una solucion comun (en azul) m; para todas ellas. Por otra
parte, encontramos otra solucion msy para los cinco tltimos, que es posible por (i)
y (ii). Podemos suponer que my > m;y pues, de lo contrario, se incrementa lo que
sea necesario pero en una cantidad par, segtn (iii). Como m; puede incrementarse a
conveniencia, las cantidades pueden igualarse finalmente.

Se procede como en el caso anterior buscando una solucién para los 4k primeros
numeros, otra para los tres ultimos e igualandolas.

No puede haber solucién en este caso porque, si la hubiera para una misma cantidad
final (en azul) m, la suma de las cantidades seria m(4k + 2) que es par. Dado que
para pasar de la situacion inicial a la final debemos sumar una cantidad par, segin
(iv), la suma en la fase inicial deberia ser también par. Pero dicha suma es

142+...+n=nn+1)/2=(2k+1)(2k+3)

que es impar.

Asi pues, existe solucion para cualquier n > 2 cuyo resto al dividir entre 4 no sea 2. No
valen, por ejemplo 6, 10, 14, 18, etc. O sea, no te molestes en buscar una soluciéon para
n = 6 porque no la vas a encontrar.

3. Decimos que una terna de nameros reales (a, b, ¢), todos distintos de cero, es local si

()
(b)

a+a = b (1)
V4+b = ¢ (2)
Ac+c = d (3)

Probar que si (a,b, ¢) es local, entonces (a — b)(b—¢)(c —a) = 1.

Sea AjA, ... Ag un enedgono regular (poligono regular de 9 lados). Supongamos que
la longitud A;Ay = a, que AjA3 = b, AjAy =1y AjAs = c. Prueba que (a,b,—c) es
local.

Solucion:

()

Sumando las tres ecuaciones comprobamos que a + b+ ¢ = 0. Por otra parte, ,
y equivalen, respectivamente, a

(a+b)(a—b) = —a (4)

(b+c)b—c) = —b (5)
(c+a)(c—a) = —c (6)



Por lo tanto,

a a
—b=— _
“ at+b ¢ (7)
b b
b—c= — = — 8
¢ b+c a (8)
c c
g = i 9
c-a c+a b 9)

lo cual conduce directamente al resultado.

(b) Tengamos en cuenta los trapecios isosceles de la siguiente figura, cuyas medidas vienen
especificadas en el enunciado:

Razonemos por comodidad con una tnica figura, la de abajo, que representa un tra-
pecio isoseceles genérico (cuyas dimensiones exactas no corresponden realmente a nin-
guno de los tres anteriores), y obtendremos las igualdades , y . Empecemos
por (I):

D a C
a b a
A 12e E 5* B

Dado que AB = 1 y que el trapecio es isosceles, se tiene que EB = (1 —a)/2 y
AE = (1 + a)/2. Por el teorema de Pitagoras se tiene CE? = a?> — EB? y que

V¥ = AE?+ CE?

I+a 2+ 9 1—a\’
= a —
2 2

= a’+a

Se verifica pues . Para obtener basta con razonar igualmente reemplazando a
por by b por ¢, como en el trapecio del medio. Por dltimo, para obtener para —c
se razona de manera idéntica pero con DC' =1, CB = AD = ay AC = AB = ¢,
como en el trapecio de la derecha. En esta ocasion EB = (c—1)/2y AE = (¢+1)/2.



Aplicando de nuevo el teorema de Pitagoras se tiene que

? = AE*+4+ CE?

c+1 2+2 c—1\>
== a_
2 2

= a’+c

4. Para pavimentar un tramo de calzada de 64750 mm de largo y 200 mm de ancho disponemos
de tres tipos de losas de 500, 650 y 700 mm de longitud. Todas tienen 200 mm de ancho.
. Cual es el nimero minimo de losas que se precisan para pavimentarlo sin que sobre ni
falte ninglin milimetro y sin cortar ninguna losa? ; Cuantas losas de cada tipo necesitamos?
. Cuantas soluciones diferentes existen?

Solucién: Las losas deben disponerse longitudinalmente, pues de lo contrario habria que
cortarlas. Para mayor comodidad dividamos las longitudes de la calzada y las losas por
su denominador comiin, que es 50. Eso equivale a considerar 50 mm como unidad de
longitud, de manera que la calzada mide 1295 unidades y las losas 10, 13 y 14 de largo,
respectivamente. Una solucién consiste en una terna a, b, c de enteros positivos tales que
al0 + b13 + c14 = 1295, que serd 6ptima cuando a + b + ¢ sea minimo.

Si 1295 fuera multiplo de 14 el problema quedaria resuelto. Pero 1295 = 92 x 14 + 7. A
medida que descontamos losas de 14, el resto va aumentando segin se aprecia en la primera
tabla, de manera que, cuando pueda expresarse de la forma 10a + 13b con a y b enteros
positivos, tendremos una solucion (no necesariamente 6ptima).

Numero de losas de 14 | 92 |91 | 90 | 89 | 88 | 87 | 86
Resto hasta 1295 7 121135149 |63 |77 |91

Numero de losas de 13 | 1 2 3 4 1516 7
Longitud que cubren | 13 |26 |39 |52 | 65|78 |91

Si comparamos ambas tablas observamos una solucién para 86 losas de 14 que, junto con 7
de 13 cubririan las 1295 unidades. Supone un total de 93 losas. Resulta bastante intuitivo
que no puede haber una solucién 6ptima con menos de 86 losas de 14. Razonémolos de todas
formas: si tenemos una solucién 6ptima con ¢ < 86 entonces b > 7 pues, de lo contrario,
estariamos reemplazando losas de 13 y 14 por una cantidad necesariamente mayor de losas
de 10. Por lo tanto, (86 —c¢)14 = (b—7)134al0 < (b+a—7)14, que equivale a a+b+c > 93,
lo cual es contradictorio. Asi pues, para encontrar una soluciéon optima debemos buscarla
en las tablas anteriores.

Buscaremos coincidencias entre ambas tablas en la dltima cifra, pues eso significa que la
diferencia entre los nimeros es miltiplo de 10. Tenemos una solucién con una losa de 13
pues, si le sumamos 5 de 10, cubrimos 63 unidades, que es el resto que dejan 88 losas de 14.
Eso supone un total de 94 losas, por lo que no es 6ptima. La siguiente y ultima solucion
consta de 3 losas de 13 que, unidas a una de 10, completan las 49 unidades que dejan de
resto 89 losas de 14. En total serfan 93 losas. Por lo tanto, el nimero minimo de losas
requerido es 93 con dos posibles configuraciones:

‘ Tipos de losas H 700 mm ‘ 650 mm ‘ 500 mm H Total ‘

Nuamero de losas solucién 1 86 7 0 93
Nuamero de losas solucién 2 &9 3 1 93




5. Ildefonso escribe los inversos de los nimeros enteros positivos de 2 a 2023 en una pizarra.
En cada paso, selecciona dos niimeros x e y y los reemplaza con el niimero

Y

fey) = o a—oa -y

Este proceso se repite 2021 veces, hasta que solo quede un nimero. ;Cuéales pueden ser los
posibles niimeros que se obtengan al repetir este proceso?

Solucion: Sixz =1/ay y=1/bcon a,b enteros positivos, se verifica

1
I+(@—1)(0b-1)

flz,y) =

Se trata pues del inverso del entero 1+ (a—1)(b—1). Luego, si z = 1/c siendo ¢ otro entero
positivo diferente, basta sustituir en la expresion a por 1 + (a —1)(b— 1) y b por ¢ para

obtener
1

T 1+ @-Db-1)(c—1)

Repitiendo este proceso hasta un total de 2022 veces obtenemos, independientemente del
orden en el que se han considerados los distintos niimeros, el resultado

f(f(z,y),2)

1 1
1+ 28k —1) 142022

6. En la figura puedes intuir infintos circulos tangentes entre si, cada vez mas pequenos.
., Cuanto suman las longitudes de todas las circunferencias? ;Cuanto suman sus areas?

13 13

10

Solucién: Por el teorema de Pitadgoras sabemos que la altura del tridngulo mide 12. La
circunferencia de cada circulo mide 7 por el diAmetro, que es la porcién de la altura que
le corresponde. Sumando y sacando factor comtn obtenemos como resultado 127, que es
la solucion al primer apartado.

Considera la figura que aparece a continuacion. El area de AABC mide 60. Sea § = ZCAB.
Su coseno y tangente son 5/13 y 12/5, respectivamente. La primera circunferencia es la
inscrita en el tridngulo AABC, asi como la segunda es la inscrita en AA'B'C, etc. Para



resolver el problema empezaremos calculando las areas del circulo y trapecio mayores, para
lo cual se precisa conocer la longitudes OD y AFE.

0 1 —cosé 1-5/13
OD = bStan- =5/ —— =5/ ———= =10/3
Mo TV T cost 7\ T+ 5/13 /
20 5
AE = 20D(tanf)' == . = =2
OD(tan0) 3 T3 5/9

En consecuencia, A’'B" = 10 — 2 - 25/9 = 40/9. Por lo tanto, la relacion entre el area del
circulo inscrito en AABC'y el area del trapecio de vértices A, A’, B', B es

7(10/3)3 3

(10 + 40/9)-10/3 13"

Podemos intuir que esa relacién se mantiene en todos los sucesivos trapecios y circulos, de
manera que equivale a la proporciéon entre la suma de las areas de los circulos y el area
total del triAngulo AABC, por lo que la suma de las areas de los circulos es

3 180
C
A// 1A
O/

Nota: Esa es la solucion al segundo apartado. No obstante, es conveniente justificar for-
malmente las dltimas afirmaciones. En primer lugar, dado que /2 = ZOAD = LO'A'D’,
se tiene que AAOD y ANA’O'D’ son semejantes. Luego, existe k € R tal que

AD OD

A'D  OD




Si C; vy T; denotan las areas del circulo y trapecio i-ésimos, respectivamente, se verifica:

G
Ti

71O D?

2(AB — AE)OD

7OD

9[AB — 20D(tan 6)—1]

TkO'D’

2k[A'B' — 20'D'(tan §)~1]

Co (s

?2—?3—...

(10)
(11)
(12)

(13)

Luego, dado que las areas de los trapecios suman el area de tridangulo AABC' y sacando

factor comiin, se verifica que la suma S de las areas de los circulos es

Ci = =T
SO LT

S
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. La siguiente tabla presenta el nimero de dias que son o bien lluviosos o bien soleados a lo
largo de un ano y en doce regiones diferentes. El resto de dias, que son mezcla de ambas
cosas, se consideran inclasificables.

Region | Sol o lluvia | Inclasificable
A 336 29
B 321 44
C 335 30
D 343 22
E 329 36
F 330 35
G 311 54
H 325 40
I 341 24
J 331 34
K 333 32
L 303 62

Es ademds sabido que, si prescindimos de una de las doce regiones, el numero total de dias
lluviosos es exactamente la tercera parte del nimero de dias soleados. Razona de qué region
se trata.

Solucién: Si el namero de dias soleados es el triple del de dias lluviosos, la suma de
ambos es el cuadruple del ntimero de dias lluviosos, por lo que la suma de la columna del
medio debe ser multiplo de cuatro. Dado que el nimero de regiones con dias impares es
par, si prescindiéramos de una de ellas la suma seria impar. Luego, las tinicas candidatas a
ser eliminadas son A y F. Como 100 es miltiplo de 4 s6lo nos interesa la suma de las dos
ultimas cifras, que vale 302 si eliminamos A y 296 si eliminamos F. Luego, es F la region
a eliminar.

. Sea P(z) un polinomio de grado 5 y sean a y b nimeros reales, ambos diferentes de 0.
Supongamos que el resto de P(x) al dividirlo por x® + ax + b es igual al resto de P(z) al
dividirlo por x3 + ax® + b. Determina el valor de a + b.

Solucién: Como el cociente al dividir un polinomio de grado 5 por otro de grado 3 es de
grado 2, si despejamos el resto comun deducimos que existen dos polinomios de grado 2,
p(x) y q(z), tales que p(z)(z° +ax +b) = q(x)(z* + az® +b). En consecuencia, los términos
de orden 2 de p(x) y q(z) , que son distintos de 0, son idénticos, por lo que puede suponerse
sin pérdida de generalidad que valen 1. También son idénticos los términos independientes.
En definitiva, buscamos tres ntimeros reales «, 5 y ~ tales que

(2% 4+ azx + B)(2* + ax +b) = (2° + y2 + B) (2 + ax® +b) (1)



Si igualamos las potencias de orden 3 se tiene que 8+ a = 8 + avy. Despejando y teniendo
en cuenta que a # 0 se deduce que v = 1. Es decir, queda asf:

(2% 4+ az + B) (2 + ar +b) = (2 + 2 + B)(2® + ax® +b) (2)

Igualando las potencias de orden 4 se deduce que o = a + 1. Igualando las potencias de
orden 1 se obtiene que ab + fa = b, es decir, b(a + 1) + fa = b. Despejando tenemos que
f = —b. Por lo tanto, (2) queda como sigue:

(2% + ax — b)(2® + ax + b) = (2* + 7 — b)(2® + ax® + b) (3)

Igualando por ultimo las potencias de orden 2, se obtiene que b+ aa = b— ab. Sustituyendo
a por a+1 se tiene que b+a(a+1) = b—ab. Despejando de nuevo se obtiene que a+b = —1.

. En una urna hay cinco bolas blancas y otras cinco negras que se van extrayendo al azar
sin reemplazamiento. ;Cudl es la probabilidad de que en la sexta extraccion se saque por
tercera vez una bola blanca?

Solucién 1: Para que se tenga esa posibilidad en la sexta extraccion es necesario que en
tras la quinta se hayan extraido 3 negras y dos blancas, sin importar el orden en que eso
haya sucedido. Por lo tanto, la probabilidad de que ocurra es (g) X (2) : (150). Si se llega
a esa situacion, la probabilidad de que se verifique lo deseado se obtiene multiplicando la

probabilidad anterior por 3/5. Luego, la probabilidad buscada es
5! 51 100 3 5

321 2131 551 5 21

Solucién 2: Mediante un diagrama de arbol nos podemos analizar las posibles secuencias
que conducen al resultado deseado. Una de ellas es NNNBB en las cinco primeras bolas y
B en la sexta. La probabilidad de que eso ocurra es

5-4-3-5-4 3

10-9-8-7-6 5
Las demas secuencias son: NNBNBB, NNBBNB, NBNNBB, NBNBNB,NBBNNB,
BNNNBB, BNNBNB, BNBNNB y BBENNNB. Ocurre que la probabilidad de ocurra cual-
quiera de estas otras nueve secuencias es la misma que en ({4f), pues solo variara el orden
de los factores en el numerador de la fracciéon izquierda. Luego, la probabilidad buscada es

5-4-3-5-4-3 5

'10-9-8-7-6-5 21

(4)

10

. En una reunion con un nimero impar de personas se saludan entre si quienes se conocian
previamente. Demuestra que al menos un asistente saludard a un numero par de personas
(0 se considera un nimero par y corresponde a un asistente que no ha saludado a nadie).

Solucién: Si k denota el nimero de personas y n; el nimero de personas que saluda el
sujeto i-ésimo, la suma de saludos que contabilizan por separado cada uno de los asistentes
es N =ni+...+n, Como cada saludo involucra a dos personas, N es el doble del ntimero
total de saludos, por lo que debe ser par. Eso seria imposible si nq, ..., n; fueran impares,
pues k es impar.

. Sea ABCD un trapecio de bases AB y CD tal que AD = DC=CB =1y AB = 2. Sea O
el punto de interseccion de las diagonales AC' y BD. La recta perpendicular a AC trazada

por O corta a la prolongacion del lado AD en E y a la base AB en F. Calcula el drea del
cuadrildtero AECFE .



Solucién: Dado que AD = CB, el trapecio debe ser necesariamente isésceles. Por lo
tanto, AG = 1/2y se verifica, por el teorema de Pitagoras, que DG = CI = v/3/2. Ademas,
AI = 3/2. En consecuencia ZBAD = arcsin(v/3/2) = 60° y ZBAC = arctan(v/3/3) = 30°.
Luego, ZAFO = 90° — 30° = 60°, es decir, el triangulo AE'F es equilatero.

E

El area del paralelogramo AECF es la suma de las areas de los tridngulos AEF y CEF,
que comparten la base E'F'y tienen por alturas AO y OC| respectivamente. Por lo tanto, se
trata de calcular EF(AO 4+ OC)/2 = OF - AC. En primer lugar, AC = CI/sen30° = /3.
Por otra parte, OH = 1 -tan30° = v/3/3 y, en consecuencia, OF = v/3/(3sen 60°) = 2/3.
Luego, el drea buscada es 2\/5/3.

. En otra reunion hay 100 personas. Cada par de personas son o bien amigos o bien enemigos
(una y sdlo una de las dos cosas). Ademds, se cumple la siguiente propiedad: ai A y B
son enemigos y B y C son enemigos, entonces A y C son amigos. Demuestra que hay dos
personas que son amigas y que tienen el mismo numero de enemigos.

Solucion: Sea A una persona cuyo ntiimero de enemigos n sea maximo (supondremos
que n > 2 pues, de lo contrario, acabamos). Sea A el conjunto de sus amigos y B el de sus
n enemigos. Si algin sujeto de A tiene n enemigos acabamos, por lo que supondremos en
lo sucesivo que tienen a los sumo n — 1 enemigos. Ademas, los elementos de B son todos
amigos entre si, pues tienen a A como enemigo comun.

Dado que el niimero de enemigos de cualquier elemento de B esta entre 1 y n, se pueden
dar dos circunstancias: que haya dos con el mismo ntmero de enemigos, en cuyo caso
acabamos, o que haya un elemento B; con un enemigo, otro Bs con 2 y asi sucesivamente
hasta B,, con n. En ese caso, B; debe ser amigo de todos los sujetos de A. Ademas, existira
un conjunto C C A constituido por lo n — 1 elementos enemigos de B, si exceptuamos A,
que son todos amigos entre si pues B,, es enemigo comun.

Como el nimero de enemigos de cualquier elemento de C esta entre 1 y n—1, se pueden dar
dos circunstancias: que haya un elemento C con un solo enemigo o que todos tengan entre
2 y n— 1 enemigos. En el primer caso, B; y (' serian dos amigos con un tinico enemigo;
en el segundo, habria al menos dos sujetos de C con el mismo niimero de enemigos.
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. Sea ABC'D un paralelogramo y sea M el punto en la diagonal BD que cumple MD = 2MB.
Las rectas AM y BC' se cortan en el punto N. ;Cudl es el cociente entre el drea del tridngulo
MND y el drea del palalelogramo ABCD?

Solucién

A K

D

Denotense por z e y las areas de ABCD y M N D, respectivamente. Dado que ZDAN =
LANBy LZADB = ZCBD, los triangulos ADM y BM N son semejantes. Por lo tanto,
BN NM HM BM 1
AD  AM  MJ MD 2
Luego el area del tridngulo BM N es la cuarta parte de la del tridngulo AM D. Como
JM =2/3- KB, el area del trisngulo AM D es la tercera parte del paralelogramo ABCD.
Por otra parte, NC' es la mitad de AD. Luego, el area del triAngulo N DC' es la mitad de
BDC' y la cuarta parte de ABCD. En definitiva,

. Sea q(x) un polinomio de grado 2023 que cumple, para todo n = 1,2,3,...,2024, que
q(n) = 1/n . Halla el valor de q(2025).

Solucion: La propiedad anterior equivale a que g(x)r = 1 para x = 1,2,...,2024, es
decir, que 1,2,...,2024 sean las raices del polinomio ¢(z)xr — 1, de grado 2024. Por lo
tanto, existe una constante k tal que

q()r—1=k(z—1)(z—2)...(x —2024)

Sustituyendo en z = 0 tenemos que —1 = k(—1)2°212024!. Luego, k = —1/2024!. Sustitu-
yendo en z = 2025, tenemos que ¢(2025) - 2025 — 1 = —1. Por lo tanto, q(2025)=0.



3. Supongamos que tenemos una cuerda de longitud 1 y podemos cortarla para formar un
circulo con un trozo y un cuadrado con el otro. Calcula los valores minimo y mdzimo de
la suma de las correspondientes dreas.

Solucién: Si x es la longitud del trozo de cuerda que forma el circulo, la suma de ambas
areas es el polinomio de grado 2 siguiente (se representa en la figura):

x)2+(1—x)2 (r+4)2? — 27z + 7
16 167

o —

f@)=n(

En consecuencia, el minimo se alcanza
en la coordenada x del vértice,

T
T+4

Tmin =

Teniendo en cuenta que z,;, < 1/2y
la simetria del polinomio respecto a su
vértice, el maximo de f(z) en el inter-
valo [0,1] se alcanza en x., = 1, es
decir, cuando no cortamos la cuerda y
formamos tnicamente un circulo. Susti-
1/16 tuyendo, los valores minimo y maximo
son, respectivamente,

e o1 1
O 1/2 1 mll’l_4ﬂ_+16 Y max

A
[ ]
[ ]
L 4
8

4. Determina el menor entero positivo n que tiene al menos cuatro divisores diferentes a, b, ¢, d,
con 1 <a,b,c,d <n, de forma que a + b+ c+ d = 1001.

Solucién: Si suponemos a, b, c,d ordenados de menor a mayor, existen ni, no, ng, ng en-
teros diferentes, mayores que 1 y menores que n, tales que n = nija = nyb = ngc =nyd y
a+b+c+d=1001. En ese caso,

(1+3+3+3):1001

s N9 ng ny

Es decir,

1 1 1 1\
n:1001.(—+—+—+—)
n na ns ny

Encontrar n equivale a encontrar el valor maximo de z = ny' 4+ ny"' +ngz' +ny*' tal que
1001/z sea entero. La primera opcion que debemos analizar es pues ng = 2, ng = 3, ny = 4
y n1 = 5, en cuyo caso caso x = 77/60. Por lo tanto, n = 1001 - 60/77 =780. Luego, es la
soluciéon buscada.



5. Un suelo rectangular de dimension 12 X 2 se rellena con baldosas de dimension 2 x 1.
¢ Cudntas configuraciones distintas se pueden dar?

Solucién: Si a, denota el nimero de configuraciones para un valor n determinado, sa-
bemos que a; = 1y ay = 2. Efectivamente, en el caso n = 2 se pueden adoptar las dos
configuraciones (a) o (b) de la figura:

(a)
En definitiva,

Si conocemos a,_s y a,_1 podemos saber el valor
de a,, paran > 2. Depende de si la primera baldosa
se coloca de manera vertical (a) u horizontal (b).
En el primer caso, las n — 1 restantes se pueden
colocar de a,_; formas diferentes. En el segundo
caso, como el primer cuadrado (b) queda completo,
las n— 2 restantes se pueden colocar de a,,_» formas
diferentes.

Ap, = Ap—9 + Ap—1 (1)

Es decir, a5 es el duodécimo término de la sucesion de Fibonacci, que se obtiene de manera
recurrente segin : 1,2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233.

6. Calcula el drea del tridngulo equildtero de la figura.

Solucién (a):

El tridngulo equilatero A’B’C puede extenderse, segun se ve en la figura,

hasta formar otro tridngulo equilatero ABC' cuyo incentro O es el punto medio de A'B’.

¢

e
//i‘:’.u“

A

Solucion (b):

B

Por simetria, AO = OC'. Como el incen-
tro es el punto en el que se cortan las
bisectrices, ZDAQO = 30°. Se verifica en-

tonces que

oD OD
Dado que OD =1, se tiene que AQ = 2
y AD = /3. Como CD = 3y los
triangulos A’OC' y ADC' son semejan-
tes, A'0 = AD -2/3 = 21/3/3. Asi pues,
el area de A'B'C es

sen(30) =

A’O~OC:§\/§

Ten en cuenta que OF =1y ZOFEA" = 90°. Por lo tanto, ZA'OFE = 30°
y ZEOC = 60°. Entonces, A'0 = 2v/3/3 y OC = 2. De ahi se obtiene la misma area.
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