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Presentacion.

La Olimpiada Matematica Andaluza (OMA) es un concurso de resolucion de problemas
matematicos disefiado como fase regional en la que seleccionar a los/as 12 estudiantes
de Andalucia que, habiendo ganado sus respectivas fases locales, participaran en la Fase
Nacional de la LXI Olimpiada Matematica Espafiola, que se celebraré en Gijon, del 27
al 30 de marzo de 2025.

Organizacion

El comité organizador esté presidido por el Prof. José Miguel Manzano, de la
Universidad de Jaén. El tribunal estara formado por las delegaciones provinciales de la
OME en Andalucia y/o por las personas designadas por las mismas.

Indice.
Enunciados Soluciones
1 2019 4 6
2 2020 9 10
3 2021 15 16
4 2022 20
5 2023 21 22
6 2024 28 29
Fuentes.

https://web.ujaen.es/eventos/omatematica/oma/omab.php

Todo este material ha sido agrupado en un Gnico archivo "pdf" mediante la aplicacién
online https://www.ilovepdf.com/

En el compendium general:
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumOMEFL.pdf

encontraréis mas informacidon sobre la Fase Local de las Olimpiada Matematica
Espariola y el listado de todos los compendiums relacionados.
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OLIMPIADA MATEMATICA DE ANDALUCIA
La Rabida (Huelva) 23 de febrero de 2019

Problemas

1. Encuentra todas las soluciones del sistema de ecuaciones

ad=b+c
bc=a+d

donde a, b, ¢, d son enteros positivos tales que a < b < c < d.

2. En un tablero de ajedrez de tamano n X n se escribe 1 0 —1 en cada una de sus
casillas. Sea ay, el producto de todos los nimeros de la fila k, y sea b, el producto
de todos los ntimeros de la columna m. Si n = 2019, ;Se pueden colocar los niimeros
de manera que la suma

ai+as+ - +an+by+byt - +by

sea cero? ;Y si n = 20207
3. Sea ABC un tridngulo acutdngulo, D, E, F' los pies de las alturas de A, B y C,
respectivamente. Sean:

1. O es el punto medio del segmento AD,

2. ¢ la circunferencia de centro O que pasa por Ay D,

3. X e Y las intersecciones de ¢ con AB y AC, respectivamente.

4. P la intersecciéon de XY con AD, y @) la interseccion de AD y EF.

Prueba que P es el punto medio del segmento QD.

4. Sean k,m y n enteros positivos tales que £ + m + 1 sea un nimero primo
estrictamente superior a n+ 1. Se designa por C; al entero s(s+ 1). Demostrar que
el producto (Cry1 — Ck) - (Crg2 — Ck) - - - (Crn — C) es divisible por el producto
Ci1Cy - Cy.



OLIMPIADA MATEMATICA DE ANDALUCIA

Problemas y soluciones

1. Encuentra todas las soluciones del sistema de ecuaciones

ad=b+c
bce=a+d

donde a, b, c,d son enteros positivos tales que a < b < ¢ < d.

Solucién. De las desigualdades proporcionadas, es claro que a > 1, 6> 2, ¢> 3y
d > 4. Inspeccionando el sistema, parece légico estudiar la diferencia a +d — (b+c).
Distinguiremos dos casos:

Casol: a+d>b+c

Entonces serd a+d > ad y por lo tanto a(d —1) < d, es decir, a < 1+ d—il < 2. Por
lotantoa=1yb+c=ad=d=a+d—1=bc—1, dedondeb:1+%. Como
c > 3, b s6lo puede ser entero si c =3 y en tal caso b =2y d =bc—a = 5. Esto
produce la solucién (a, b, c,d) = (1,2,3,5).

Caso 2: a+d<b+c
Entonces serd b+ ¢ > bc y por lo tanto b(c — 1) < ¢, es decir, b < 1+ i < 2. Pero
esto es imposible ya que b > 2.

2. En un tablero de ajedrez de tamano n X n se escribe 1 0 —1 en cada una de sus
casillas. Sea ay el producto de todos los numeros de la fila k, y sea by, el producto de
todos los numeros de la columna m. Sin = 2019, ;Se pueden colocar los nimeros
de manera que la suma

apt+ag+--+ap+by+byt+--+by

sea cero? ;Y sin = 20207

Solucién. Si n = 2020 se puede poner —1 en cada casilla de la primera fila, y 1
en todas las demés casillas. Entonces todos los aj seran iguales a 1, y todos los by,
seran iguales a —1. Por tanto, la suma descrita sera:

a1—|—a2+---+a2020—|—b1+b2+---+b2020:2020—2020:0.

Veamos entonces el caso n = 2019. Los nimeros ag y by, son iguales a 1 o a —1.
Sea s el nimero de ag que son iguales a —1. Entonces, contando los positivos por
un lado y los negativos por otro, se tiene:

a1 +ag+ -+ a9 = (2019—5)—822019—28.
Del mismo modo, sea t el nimero de b, que son iguales a —1. Se tiene:

by + b2 + -+ + baoig = (2019 — ¢) — t = 2019 — 2¢.



Si la suma que consideramos fuera igual a cero, tendriamos:
0=ai+a2+ - -+ agi9+ b1 + b2+ -+ bagig = 2019 — 25 4 2019 — 2¢.

Por tanto, tendriamos s + ¢ = 2019.

Por otra parte, el valor de ag es 1 si en la fila k£ hay un nimero par de casillas con
—1. Y el valor de a; es —1 si en la fila £ hay un nimero impar de casillas con —1.
Por tanto, si s es par, hay un niimero par de —1 en el tablero, y si s es impar, hay
un ntmero impar de —1 en el tablero. Siguiendo el mismo razonamiento, si t es par,
hay un ntimero par de —1 en el tablero, y si ¢ es impar, hay un nimero impar de —1
en el tablero. Por tanto, la paridad de s es la misma que la de ¢, y eso implica que
s+t es par. Es imposible entonces que tengamos s + ¢t = 2019. Luego es imposible
colocar los ntimeros en el tablero de forma que

ay +az + - -+ a19 + b1 + ba 4 - - 4+ bag19 = 0.

3. Sea ABC un tridngulo acutangulo, D, E, F los pies de las alturas de A,B y C,
respectivamente. Sean:

1. O es el punto medio del segmento AD,

2. ¢ la circunferencia de centro O que pasa por A y D,

3. X eY las intersecciones de ¢ con AB y AC, respectivamente.

4. P la interseccion de XY con AD, y Q la interseccion de AD y EF.

Prueba que P es el punto medio del segmento QD.

Solucién. Tenemos la siguiente situacion:




Primero observamos que ZAFE = ZACB, y 1o mismo ocurre con /BFD = /ACB.
El tridngulo AY D es rectangulo, y como ZBEC es recto, se tiene que BE es paralelo
a Y D. De forma similar, como el tridngulo AX D es rectdngulo, se tiene que DX es
paralelo a C'F.

Trazamos F'D, y llamamos Z al punto de interseccién de los segmentos DF' y XY.

Como AXD es un tridngulo rectangulo, y ZAXY = ZAFE, por ser EF y XY
paralelos, se tiene /FXZ = /ZAXY = /AFE = /ACB = /BFD = /XFZ. Por
lo tanto FFXZ es un tridngulo isésceles, y también lo es el tridngulo XDZ. Por
tanto Z es el punto medio del segmento F'D.

Consideramos ahora los tridngulos DQF y DPZ, que son semejantes, ya que EFF'y
XY son paralelos, por tanto P es el punto medio del segmento QD.

4. Sean k,m y n enteros naturales tales que k + m + 1 sea un numero primo
estrictamente superior a n+ 1. Se designa por Cs al entero s(s+1). Demostrar que
el producto (Cpp1 — Ck) - (Cpvo2 — Ck) -+ - (Crngn — Cy) es divisible por el producto
C1Cy---Cy.

Solucién. Dado que C, —Cj = a(a+1)—b(b+1) = a®>+a—b>—b = (a—b)(a+b+1),
entonces

(Cmt1 = Ck) - (Crgz — Ck) -+ (Crgn — C)
=(m+1-k)(m+1+k+1)(m+2—-k)(m+2+k+1)---(m+n—Fk)(m+n+k+1)
= [(m+1—k)(m+2—k) - - - (m+n—k)]- [(m+1+k+1)(m+2+k+1) - - - (m+n+k+1)] = P-P,

siendo P, =(m+1—k)(m+2—k)---(m+n—k)yP=(m+1+k+1)(m+2+
k+1)---(m+n+k+1).

Ahora vamos a ver que P es divisible por n! y que P, es divisible por (n + 1)!. En
efecto,



Estudiemos Pi:

(m—k+n)!

e Sea k < m,entonces P, = (m—k+1)(m—k+2)---(m—k+n) = (=)

con lo que

!l nl(m—k)!

es un numero entero y por tanto P; es divisible por n!.

P (m—k+nﬂ:<m—k+n>

m—k

e Sea k = m, entonces P; = n! y por tanto divisible por n!.

e Seam+1 <k <m+n,entonces P, = (m—k+1)(m—k+2)---(m—k+n)=0
de donde resulta P; P» = 0 que es divisible por cualquier entero.

e Sea k > m + n, entonces todos los factores de P; son negativos. Se tiene que
|Pil=(k-m—-1)(k—m—2)---(k—m—n)
(k—m-1)---(k—m-n)(k—m-n—-1)---3-2-1  (k—m—1)!

(k—m—-—n-—1)! (k—m—n-1)!

de donde resulta

P (k—m—1) _(k—m—l)

n! nlk—m—n-—1) k—m-—n—1

que es un numero entero y por tanto |P;| es divisible por n!.

e Sik=m+n+1, entonces |[Pi| =n(n—1)---3-2-1=mnl con lo que |P;| es
divisible por n!.

De lo anterior se concluye que P; es divisible por n! en todos los casos.

Estudiemos Ps:

Dado que
Po=m+k+2)m+k+3)---(m+k+n+1)
_(mAk+n+l)(m+k+n)---(m+k+2)m+E+1)!  (m+k+n+1)

- - )

(m+k+1)! (m+k+1)!

entonces
(m+k+n+1)
— n+1

(n+1)! (n+Dm+Ek+1) m+k+1
donde el numerador es un ndmero entero y el denominador es por hipdtesis un
numero primo mayor que n + 1 y que estd contenido en el numerador. Por tanto,
P, es divisible por (n + 1)

P (m+k+n+1)!

De lo anterior se concluye que P; - P5 es divisible por n!(n + 1)!. Por otro lado, se
tiene que C1Cy---Cp,=1-2-2-3---n-(n+1) =nl(n+1)!, que divide a

P1P2 = (Cm+1 - Ck) : (Cm+2 - Ck) U (Cm+n - Ck)

tal y como se queria demostrar.
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Problemas
1. Encontrar todas las soluciones de la ecuacién
nm = k(n 4+ m)

donde n y m son ntmeros enteros y k£ es un niimero primo mayor o igual a 2.

2. Cuenta la leyenda que un velero pirata llegd a una remota isla perseguido por galeones
espanoles y, en ella, el capitan escondio el botin que llevaba a bordo, fruto de sus abordajes.
Desembarcd, con sus secuaces, en una playa desierta donde habia una palmera y una roca.
Clavé en la playa su espada y, desde ella, caminé en linea recta hasta la palmera. Estando
en ella giré 90° en sentido contrario de las agujas del reloj y anduvo (siempre en linea recta)
la misma distancia anterior, en donde hincé una estaca. Volvié a la posicién de la espada
y camind, también en linea recta, hasta la roca y, girando 90° en el sentido de las agujas
del reloj, repitié la misma distancia, y del mismo modo, hasta un punto en donde clavé
otra estaca. Busco el punto medio entre las dos estacas y alli ordend enterrar el tesoro. De
inmediato mandé recoger la espada y las estacas para, asi, proteger la situacion exacta del
tesoro. Volvié al barco con su tripulacién y siguié con sus fechorias hasta que pasaron diez
anos. Entonces volvid a la isla y desenterrd el tesoro. ;Cémo consiguid localizar el tesoro
con la ayuda, inicamente, de la situacién de la palmera y de la roca, que ain permanecian
alli?

3. Dado un tridngulo AOMA, en los lados OM y OA se construyen cuadrados (en el
exterior del tridngulo) OXY M y OAUV, respectivamente.

1. Prueba que el segmento XV mide el doble de la mediana trazada desde el vértice O.

2. Prueba que si la prolongacion de la mediana corta al segmento XV, lo hace de forma
perpendicular. (En realidad, las rectas que contienen a la mediana y al segmento
XV son siempre perpendiculares.)

4. Se considera una funcién f : N — N que verifica las propiedades
1. f(2n)=f(2n+1)+1,
2. f(2n+1) f(2(n+ 1)) = 4n? + 6n,
3. £(2020) = 2021.

Determina la expresién de f, esto es, f(n) para cada n € N.



OLIMPIADA MATEMATICA DE ANDALUCIA

Problemas y soluciones

1. Encontrar todas las soluciones de la ecuacion
nm = k(n 4+ m)

donde n y m son niumeros enteros y k es un numero primo mayor o igual a 2.

Solucién. Podemos escribir la ecuacién como n(m — k) = km.

Si m = k, la ecuacién conduciria a nk = k(n+k), lo que implica k2 = 0, lo que seria
imposible.

Por tanto, podemos escribir n = % Llamando a m — k = ¢, tenemos que n =
M = IH—?. Dado que & es un ntimero primo los posibles valores de ¢, divisores de
k2, serdant =1, —1, k, —k, k?, —k? para los que se obtienen las siguientes soluciones:

et=1m=k+1l,n=k+k’>= (n,mk)=(k+k%k+1k),
et=—1m=k—1ln=k—k*= (n,mk)=(k—k, k—1k),
et=km=k+k=2kn=k+k=2k= (n,m,k) = (2k,2k, k),
et=—km=k—k=0n=k—k=0= (n,m,k) =(0,0,k),

t=k2m=k+kn=k+1= (n,mk)=(k+1,k+k*k),

ot=—k2m=k-k’n=k—1= (n,mk)=(k—1,k— k> k).

2. Cuenta la leyenda que un velero pirata llegé a una remota isla perseguido por
galeones esparioles y, en ella, el capitan escondid el botin que llevaba a bordo, fruto de
sus abordajes. Desembarcd, con sus secuaces, en una playa desierta donde habia una
palmera y una roca. Clavo en la playa su espada y, desde ella, camind en linea recta
hasta la palmera. Estando en ella gird 90° en sentido contrario de las agujas del reloj
y anduvo (siempre en linea recta) la misma distancia anterior, en donde hincé una
estaca. Volvid a la posicion de la espada y camind, también en linea recta, hasta la
roca y, girando 90° en el sentido de las agujas del reloj, repitié la misma distancia, y
del mismo modo, hasta un punto en donde clavo otra estaca. Busco el punto medio
entre las dos estacas y alli ordend enterrar el tesoro. De inmediato mando recoger la
espada y las estacas para, ast, proteger la situacion exacta del tesoro. Volvio al barco
con su tripulacion y siguié con sus fechorias hasta que pasaron diez anos. Entonces
volvid a la isla y desenterrd el tesoro. ;Como consiguio localizar el tesoro con la

ayuda, unicamente, de la situacion de la palmera y de la Toca, que aun permanecian
alli?

Solucién. Se considera un sistema de ejes cartesiano, de forma que la palmera estd
en (—a,0) y la roca en (a,0).



La espada estd en un punto cualquiera (p, ¢). Siguiendo las instrucciones, la primera
estaca estd en (—a + q,—a — p) y la segunda en (a — ¢, —a + p). El punto medio de
estos dos, donde estd el tesoro es (0, —a), que es independiente de (p, q).

Basta por tanto ir andando desde la palmera a la roca, llegar al punto medio,
girar 90° en el sentido de las agujas del reloj y caminar la misma distancia en esta
direccién.

3. Dado un tridngulo AOMA, en los lados OM y OA se construyen cuadrados (en
el exterior del triangulo) OXY M y OAUV , respectivamente.

1. Prueba que el segmento XV mide el doble de la mediana trazada desde el
vértice O.

2. Prueba que si la prolongacion de la mediana corta al segmento XV, lo hace de
forma perpendicular. (En realidad, las rectas que contienen a la mediana y al
segmento XV son siempre perpendiculares.)

Solucién. Se tiene la siguiente situacion.

Vamos a dibujar un paralelogramo a partir del tridngulo AOM A.



Si identificamos los lados con su longitud, se tiene que OM = OX = AO’, y por el
mismo razonamiento se tiene que OA = OV = MO'.

Por otro lado ZMOA+ Z0"AO = 180°, ya que OMO’ A, y también ZAOM + 90° +
ZXOV +90° = 360°, esto es, ZAOM + ZXOV = 180, de donde se deduce la
igualdad ZXOV = Z0’AO. Como consecuencia, los tridngulos AXOV y AO'AO
son iguales, ya que tienen igual un angulo e iguales los lados que lo forman. Se
deduce entonces que XV = OO0’, y tenemos el primer resultado.

(2). En este caso, prolongamos la mediana hasta cortar al segmento XV,



Como OA es perpendicular a OV, y ZAOO' = ZOV X, en el tridngulo AOVQ el
angulo ZV QO es recto, ya que la suma de los tres angulos interiores de un triangulo
es 180°.

4. Se considera una funcion f: N — N que verifica las propiedades
1. f(2n) = f(2n+1)+1,
2. f(2n+1) f(2(n+1)) = 4n? + 6n,
3. £(2020) = 2021.

Determina la expresion de f, esto es, f(n) para cada n € N.

Solucién. De f(2n + 1) f(2(n + 1)) = 4n? + 6n, tomando n = 1009, se tiene:
£(2019)£(2020) = 4 x 1009% + 6 x 1009 = 2018 x 2021,

y utilizando que f(2020) = 2021, se tiene f(2019) = 2018. Utilizando ahora la
propiedad (1) para n = 1009, se tiene f(2018) = f(2019) +1 = 2018 + 1 = 2019.
Supongamos que se verifica f(2n) = 2n + 1. Hemos visto que el resultado es cierto
para n = 1010 y para n = 1009. Tomando n = m + 1, se tiene:

f@em+1)f(2 (m+1)):4m2+6m,
f@2m+1)(2(m+1)+1) =2m(2m + 3),
f@2m+1)=2m

Tenemos entonces f(2m) = f(2m + 1) + 1 = 2m + 1. Por tanto hemos obtenido
f2(n—-1)=2(n—1)+1.



Comenzando en n = 1010, llegamos a que f(2n) = 2n + 1 para n < 1010. En
particular, f(0) =1,y f(2n+ 1) = 2n, para n < 10009.

Para valores mayores de n jugamos de la misma forma, ya que se tiene f(2020) =
f£(2021) + 1, entonces f(2021) = £(2020) — 1 = 2019. A partir de f(2n) obtenemos
f(2n + 1), y utilizando (2) se obtiene f(2(n + 1)). Suponemos que f(2n) = 2n +1
y f(2n+ 1) = 2n para n < 1010, y probamos que el resultado es cierto para todo
n € N.

n—+1, sines par,

n—1, sin esimpar.



IIT OLIMPIADA MATEMATICA DE ANDALUCIA
20 DE MARZO DE 2021

Problemas

1. Sean x,y > 0 numeros reales verificando x + y = 2. Prueba que se verifica

22222+ y?) < 2.

2. Sea p(x) un polinomio con coeficientes enteros tal que p(2018)p(2019) = 2021.
Probar que no existe ningin entero k tal que p(k) = 2020.

3. Sea ABC un tridngulo con E/iGOO, C = 80°. Sea D un punto interior al
tridngulo, tal que DBC = 40° y BCD = 70°. Demuestra que AD es perpendicular
a BC.

4. Dos jugadores A y B compiten en el siguiente juego. Se establece un nimero
entero de puntos Ny > 2, elegido al azar. El jugador A resta de ese nimero inicial Ry
puntos, a su eleccién, con la condicién de que 1 < Ry < %. Por tanto, Ny = Nog— R,
es la cantidad de puntos restantes. El jugador B retira Ro puntos, a su eleccién, de
esa cantidad N7 restante con la similar condicién de que 1 < Ry < % Se continua
asi alternadamente hasta que uno de los jugadores deja un tnico punto, en cuyo
caso pierde la partida y la gana el jugador contrario.

Justifique cudndo existe una estrategia ganadora para cada jugador. Si Ny recorre
todos los valores entre 2 y 22021 y ambos jugadores siguen su estrategia ganadora,
deduzca en cudntos casos ganara cada uno.



IIT OLIMPIADA MATEMATICA DE ANDALUCIA
20 DE MARZO DE 2021

Problemas

1. Sean x,y > 0 numeros reales verificando x + y = 2. Prueba que se verifica

22222+ y?) < 2.

Solucién 1. Observemos en primer lugar que xy < 1, dado que de la desigualdad
entre las medias aritmética y geométrica se tiene que

2
e (52 -

Por tanto 0 < zy < 1. Por comodidad, llamemos p = xzy. Entonces, la desigualdad
a probar se corresponde a

P ((z+y)* —2p) = p*(4 — 2p) = 2p*(2 — p) < 2,

o lo que es lo mismo
p-(p(2-p) <1

Ahora bien, aplicando nuevamente la deisguladad entre las medias aritmética y
geométrica,

p+(2—p))2_

p(2—p)§( 5 = 1.

Por tanto,
p-(p2-p)<1-1=1,

tal y como queriamos demostrar. La igualdad se alcanza para x =y = 1.

Solucién 2. Observa que e y son raices del polinomio X2 — (z + )X + 2y =
X? — 2X + zy. Las raices de este polinomio tienen la siguiente expresién:

-2+ /4 —4xy
2 )

y para que sean reales, tiene que ser 4 — 4xy > 0, esto es, zy < 1.
Por otro lado, si x +y = 2, se tiene 22 + 32 = 4 — 2y, entonces se verifica:

2?1y (22 + %) = 2%y?(4 — 20y) <4 —2=2.

La igualdad se cumple cuando x =y = 1.

2. Sea p(x) un polinomio con coeficientes enteros tal que p(2018)p(2019) = 2021.
Probar que no existe ningin entero k tal que p(k) = 2020.



Solucién. Observemos que tanto p(2018) como p(2019) deben ser impares (porque
su producto es impar). Y como hecho general, si a = b (mod m), entonces p(a) =
p(b) (mod m) (pues a® = b*> (mod m), ka? = kb?> (mod m) para cualquier k entero,
etc). Por tanto si a es par, entonces a = 2018 (mod 2), entonces p(a) = p(2018)
(mod 2) y asi p(a) es impar. Y si a es impar, entonces a = 2019 (mod 2), entonces
p(a) = p(2019) (mod 2) y de nuevo p(a) es impar. Por tanto p(a) es impar para
todo a entero, y es imposible en particular que p(a) sea 2020.

3. Sea ABC un tridngulo con E/iGOO, C = 80°. Sea D un punto interior al
tridngulo, tal que DBC = 40° y BC'D = 70°. Demuestra que AD es perpendicular
a BC.

Solucién 1. El tridngulo BDC' es isésceles por tener dos dngulos iguales, de 70°,
luego BD = BC. Sea M el punto medio de CD, y E el pie de la perpendicular
desde D a AB. El tridngulo rectdangulo BDFE tiene angulos de 70° y 20° | luego los
tridngulos BDE, BDM y BMC son iguales (tienen los mismos dngulos y comparten
un lado). Sea A’ € AB tal que A'DE = 60°. EntoncesA’'D = 2DE = DC,
luego el tridngulo A’DC' es isdsceles, por lo que CA'D = ACD. Ademés A'DC =
360 — 70 — 70 — 60 = 160°, por lo que A’ € AC, luego A" = A.

En consecuencia BAD = 30°, por lo que AD es perpendicular a BC.

Solucién 2: Llamamos aq, as a los angulos en que la recta AD divide al angulo A.
Aplico el teorema del seno en los tridngulos BCD, ABD ACD y se tiene

sin 40°

d

a  sin70°
a

e

sin o
sin 20°
e sin 10°

d  sin(40° — o)

2



Multiplicando queda:
sin oy sin 10° sin 40° = sin(40° — a1 ) sin 20° sin 70°
Considerando sin 70° = cos 20° y sin 40° = 2sin 20° cos 20° queda:
2sin g sin 10° = sin(40° — a1) = sin40° cos a1 — cos 40° sin ay
de donde se deduce que
sin 40
2sin 10 + cos 40
usando las funciones trigonométricas de 40 como suma de 30 y 10, se obtiene

facilmente que tana; = g y por tanto a; = 30°, por lo que AD es perpendic-

ular a BC.

tanag =

4. Dos jugadores A y B compiten en el siguiente juego. Se establece un nimero
entero de puntos Ny > 2, elegido al azar. El jugador A resta de ese niimero inicial R
puntos, a su eleccién, con la condicién de que 1 < Ry < % Por tanto, Ny = Nyg—R;
es la cantidad de puntos restantes. El jugador B retira Ro puntos, a su eleccién, de
esa cantidad N7 restante con la similar condicién de que 1 < Ry < % Se continua
asi alternadamente hasta que uno de los jugadores deja un tnico punto, en cuyo
caso pierde la partida y la gana el jugador contrario.

Justifique cudndo existe una estrategia ganadora para cada jugador. Si Ny recorre
todos los valores entre 2 y 22021 y ambos jugadores siguen su estrategia ganadora,
deduzca en cudntos casos ganara cada uno.

Solucién. Pierde el jugador que deja un punto, por tanto gana el jugador que deja
2 puntos. En consecuencia, pierde el que deja 3 o 4 puntos, gana el que deja 5,
pierde el que deja 6,7,8,9,10, gana el que deja 11... De aqui se conjetura que la
sucesion recurrente S = {x,} definida por x; = 2, x,,41 = 2z, + 1, paran > 1, es
la sucesion de puntuaciones ganadoras. Lo probamos por induccién. Para n =1
es cierto. Supongamos que dejar z,, puntos es una opcién ganadora; por tanto,
dejar =, +1,z, + 2,...,2x, son obviamente opciones perdedoras, porque la jugada
del otro jugador comsitiria en retirar 1,2,...,x, respectivamente y las dejaria en
T,; mientras que dejar 2z, + 1 es una opcion ganadora, puesto que sea cual sea la
opcién de retirar R puntos del otro jugador, 1 < R < 23”"72“ =z, + %, cambiando
de signo las desigualdades y sumando en todas 2x,, + 1 se obtiene z,, < z, +1/2 <
2z, + 1 — R < 2z,, lo que implica que retirar R puntos es siempre una opcion
perdedora, luego dejar 2z, + 1 es una opcién ganadora.

Calculamos esta sucesién S obteniendo su término general:

Tpp1 =22, +1 =22z, 1+ 1)+1=2%, 1 +24+1=2%22, o+ 1)+2+1=...

=2+ 2" 4241 =2"T 9" 1 =3x2" -1

Se comprueba que z,11 = 3 X 2" — 1 verifica la condicién de recurrencia.

En suma, la estrategia ganadora sera dejar al jugador contrario alguno de los miem-
bros de la sucesiéon S. Por tanto si el dato inicial Ny es uno de los elementos de
S, B tiene una estrategia ganadora que consiste en ir dejando a A los sucesivos
elementos de S. Concretamente, si Ny = x,,, para m > 1, entonces sea cual sea

la eleccién Ry de A, como R; < zxm%ﬂ, se deduce que Ry < z,,_1, luego A deja



N =Ny—-Ri =z, — R > Ty — Tjy—1 = Tm—1 + 1. El jugador B retiraria
Ry = N1 — z,,—1 puntos y dejaria x,,—1 a A.

En caso contrario, si el dato inicial Ny no es uno de los elementos de S, A tiene
una estrategia ganadora que consiste en ir dejando a B los sucesivos elementos de
S. Esto es posible porque S es una sucesioén creciente de enteros, luego no acotada,
por lo que existe un m tal que z,, < No < Tp+1. En este caso, la eleccion de A es
R = Ny — z,, > 1, que cumple R; < %, que es equivalente a Ny < 2x,,, o bien
Ny < Typa1. Ast A deja Ny — Ry = z,, puntos a B.

Queda calcular cuantos elementos de S hay en el conjunto de enteros entre 2 y 22021
Para ello, comprobamos que Zago = 3 x 22019 — 1 < 3 x 22019 < 22021 Ademds,
ZTogzl = 3 x 22020 _ 1 — 92021 4 92020 _ 1 ~ 92021 Por tanto hay 2020 elementos de
S en el intervalo citado, que corresponderia a los casos en que B ganaria, mientras
en los restantes casos ganaria el jugador A.
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IV OLIMPIADA MATEMATICA DE ANDALUCIA. MALAGA, 5 DE MARZO DE 2022

Problemas

1. Determina todas las funciones f : N — N, con N el conjunto {0,1,2,3,...} de
los ntimeros naturales, que verifican:

(1) f(n+2)— f(n) = 4n + 6, para cada n € N.

(2) f(2022) — £(2021) = 4044.

En cada caso, tienes que dar el valor de f(n) para cada n € N.

2. Sea ABC un tridngulo isosceles, con AB = AC. Sea P un punto cualquiera
del segmento BC', no en los extremos, y N el punto medio de AP. Se construye el
trapecio (convexo) M;M;NyNy con: M punto medio de BP, M punto medio de
PC, MiN,; y MyN, perpendiculares a BC| tales que N, N; y Ny estan alineados.
Demuestra que el area del trapecio es la mitad del area del triangulo dado.

3. Un grupo de hombres y mujeres se sienta alrededor de una mesa circular
(equidistante cada uno con sus dos vecinos). En total hay 2n hombres y 2n mujeres.
Prueba que es posible trazar un didmetro de la mesa que divida el grupo en dos
partes, con el mismo numero de componentes, y que cada parte tenga el mismo
nimero de hombres que de mujeres.

4. Un numero natural n < 1000 se dice 4—malagueno si tiene la siguiente propiedad:
Para cualquier multiplo N de n, de 4 cifras, N = abcd, se verifica que todas las
permutaciones circulares de N (N’ = beda, N"” = cdab, N = dabc) también son
multiplos de n. Por ejemplo, 11 es un ntimero 4-malagueno. Determina todos los
nimeros 4-malaguenos.

No esta permitido el uso de calculadoras
ni dispositivos electronicos de cualquier tipo.
Cada problema se puntiia sobre 7 puntos.
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V OLIMPiADA MATEMATICA DE ANDALUCIA

GRANADA—SEVILLA, 18 DE FEBRERO DE 2023

Problemas

1. Tenemos piezas cuadradas de tamano 1 x 1 en las que podemos pintar cada borde
de un color A, B, C, D, no repitiéndose colores en cada pieza.

Formamos un rectdangulo n x m pegando piezas cuadradas con la condicién de que los
bordes que se pegan son del mismo color.

ijPara qué ntimeros n y m es esto posible si en cada lado del rectangulo los bordes
de las piezas que lo forman son del mismo color, y en los cuatro lados del rectdangulo
aparecen los cuatro colores?

2. Determina todos los ntimeros enteros positivos primos p, g, r, que verifican: p+qg+r =
2023 y pqr + 1 es un cuadrado perfecto.

3. Encuentra todas las funciones crecientes f : N — R tales que para cada m,n € N:
f(m® +n?) = f(m)* + f(n)?,
Se recuerda que N = {0,1,2,...} y que una funcion f es creciente cuando f(m) < f(n)

stm < n.

4. Encuentra todos los nimeros naturales n > 3 para los que es posible rellenar un
poligono regular de n lados con al menos dos poligonos regulares sin solapamientos (los
poligonos del recubrimiento pueden tener distinto nimero de lados).



V OLIMPiADA MATEMATICA DE ANDALUCIA

GRANADA—-SEVILLA, 18 DE FEBRERO DE 2023

Problemas. Soluciones

1. Tenemos piezas cuadradas de tamano 1 x 1 en las que podemos pintar cada borde
de un color A, B, C, D, no repitiéndose colores en cada pieza.
Formamos un rectangulo n X m pegando piezas cuadradas con la condiciéon de que los

bordes que se pegan son del mismo color.

i Para qué numeros n y m es esto posible si en cada lado del rectangulo los bordes
de las piezas que lo forman son del mismo color, y en los cuatro lados del rectangulo

aparecen los cuatro colores?

Solucién. Vamos a representar un cuadro por

A_D

B

C

Supongamos que tenemos un rectangulo de n filas y m columnas.
Si m es impar podemos tenemos la siguiente construccion cuando n = 1.

B AR
Si n = 3, tendremos:
e s
e SR ISV RS
LB BBl

Por tanto podremos construir rectangulos n x m con m y n impares.
Si m y n son pares, construimos uno (n — 1)(m — 1) y ademés una fila 1 x n y una
columna m x 1 en la forma obvia. Veamos un ejemplo de 4 x 4.

D D D

ABC CBA ABC CiB
B B B

ASD DgA AED CliB
B B B

IR

Si uno es par y otro es impar, veamos qué ocurre. Uno de los lados del rectangulo
tiene longitud impar, sea n (el nimero de filas), y supongamos que tenga el color A. Si
consideramos una fila cualquiera, resulta que, sin contar el borde, el niimero de aristas
A que aparece es par (van por parejas), por tanto en cada fila tenemos un nimero
impar de aristas iguales a A, y como hay un nimero impar de filas, resulta que en total
hay un ntimero impar de aristas iguales a A.
Por otro lado hay n x m piezas, y por tanto n X m aristas iguales a A, un nimero par.
Es evidente que tenemos una contradiccion.



2. Determina todos los niimeros enteros positivos primos p, g, r, que verifican: p+q+r =
2023 y pqr + 1 es un cuadrado perfecto.

Solucién. Supongamos que p < g < r, y analicemos los distintos casos.

e p=2<q,r. Tenemos que q + r = 2021, lo que es imposible ya que ambos son

nudmeros impares.

e p=2=¢g<r. Tenemos r = 2019, que no es primo.

Como consecuencia, los tres ntimeros primos verifican: 2 < p < ¢ <.

Se verifica pgr + 1 = n?, por tanto pgr =n? — 1= (n+1)(n — 1)

Caso 1: p|n — 1.

Sigrin+ 1, entonces p =n—1y gr = n+ 1, y se tiene gr — p = 2, lo que es
imposible.

Sigln+1,rfn+1, entonces pr =n—1y g=mn+1,y se tiene ¢ — pr =2, lo
que es imposible.

Sirln+1,qgtn+1, entoncespg =n—1yr=n+1,ysetiene pg =r—2 =
(2023 —p—¢q) —2=2021 —p—q. Por tanto pg+p+q=2021,y (p+1)(g+1) =
2021 +1 =2022 =2 x 3 x 337.

*p+1=2x3=6,q¢+1=337. Se deduce que ¢ = 336 que no es primo.

*p+1=3,g+1=2x337=674. Se deduce que q = 673, que es primo, y
r=pq—2=2x673—2 que no es primo ya que es par.

*p+1=2,¢g+1=3x337=1011. Se deduce que p =1 que no es primo.
no existen primos p y ¢ verificando esta relacién.

Sin+1=1, entonces n = 0, lo que es imposible.

Caso 2: p|n + 1.

Sin—1=gqgr, como p=n+ 1, llegamos a una contradiccion con 2 < p < g < r.
Sin—1=gq, tenemos n+ 1 = pr, y se tiene pr — ¢ = 2, lo que es imposible.

Sin—1=r, tenemos n+ 1 =pgq, y se tiene pg =r+2= (2023 —p—¢q) +2 =
2025—p—gq, Por tanto pg+p+q = 2025, y se tiene (p+1)(¢+1) = 2026 = 2x 1013.
Como consecuencia, p4+1 =2y ¢+ 1 = 1013, de donde se tiene p =1y ¢ = 1012,
que no son primos, por tanto no existen primos p y ¢ verificando esta relacion.

Sin—1=1, entonces n+ 1 = pgr y n = 2, esto es, pgr = 2> — 1 = 3, lo que es
imposible.

Conclusion, no existen primos positivos p, ¢, r verificando estas condiciones.



3. Encontrar todas las funciones crecientes f : N — R tales que para cada m,n € N:
F(m® +n®) = f(m)* + f(n)?,

Se recuerda que N = {0,1,2,...} y que una funcion f es creciente cuando f(m) < f(n)
sim < n.

Solucién. De la condicién del enunciado, aplicada a m = n = 0 se deduce que
f(0) = 2£(0)2. Por tanto f(0) =0 o f(0) =1/2.

Caso 1: f(0)=1/2

De la condicién del enunciado para n = 0, se deduce que, para cada m € N:

f(m?) = f(m)® +1/4.

En particular, para m = 1, se obtiene f(1) = 1/2. Aplicando la condicién para m =
n = 1, se obtiene también f(2) = 1/2. Ademads, en general, si f(2P) = 1/2, entonces

FEPTY) = F(2% +2%) = f[(2°)* + (27)%] = F(2))* + f(2P)* = 1/2

Por ser f creciente, se tiene que f(2P*!) = 1/2. Es decir, hemos probado por induccién
que la imagen por f de todas las potencias de 2 es constante. Como todo nimero
natural estd entre dos potencias de 2, la condicién de f creciente implica que f es la
funcién constante igual a 1/2.

Caso 2: f(0)=0

Aplicando la condicién del enunciado a n = 0, se tiene que pa

f(m?) = f(m)*,¥m € N

En particular, f(1) = f(1)2, por lo que f(1) =00 f(1) = 1.
Caso 2.1: f(1) = 0. Se deduce que f(2) = f(1+1) = f(1)2+ f(1)> = 0. De modo
andlogo al caso 1, se obtiene aqui que f es la funcién constante igual a 0.

Caso 2.2: f(1) = 1. De la condicién del enunciado se calculan ficilmente: f(2) =
2,f(4) =4, f(5) =5, f(8) =8, f(16) = 16, f(25) = 25, £(100) = 100. De estos tltimos
se obtiene: 25 = f(25) = f(3)% + f(4)? = f(3)? + 16, de donde se deduce que f(3) = 3.
También 100 = £(100) = £(36 + 64) = f(6)% + 64, de donde se deduce que f(6) = 6.
Pretendemos probar que, en este caso, f(n) = n, para cada n € N.

Por reduccion al absurdo, supongamos que sea n = 2k + 1, con k > 2 el menor niimero
tal que f(n) # n. Aplicando f a la siguiente igualdad

(2k+1)2 + (k—2)% = (2k —1)? + (k + 2)?

se alcanza una contradiccién, ya que los nimeros k — 2,2k — 1,k + 2 son numeros
menores que 2k + 1. En el caso par, sea n = 2k 4+ 2 con k > 4 el menor nimero tal que
f(n) # n. Ahora se aplica f a la siguiente igualdad

(2k +2)% + (k—4)? = (2k —2)? + (k + 4)?

y se razona de la misma manera.



4. Encuentra todos los nimeros naturales n > 3 para los que es posible rellenar un
poligono regular de n lados con al menos dos poligonos regulares sin solapamientos (los
poligonos del recubrimiento pueden tener distinto nimero de lados).

Solucién. Los tinicos casos posibles son n = 3,4,6 y 12.
Para esos casos tenemos las siguientes soluciones

A continuacién veamos que no existen més soluciones.
Consideremos P un poligono regular de n lados y un recubrimiento con dos o més
poligonos regulares sin solapamientos. Sea v un vértice de P. El angulo cuyo vértice
es v tiene magnitud 180 — % grados. Este angulo debe ser recubierto con angulos
interiores de otros poligonos, por tanto 180 — % debe poderse escribir como suma de
angulos de otros poligonos de la forma 180 — 3¢V es decir,

T

g
360
180 — = =) (180— >
n
i=1

Teniendo en cuenta que el menor dngulo posible es el del tridngulo equildtero con 60
grados

360
1

180—320<18O:60+60+60§Z<180—360>7 sir>3

N
i=1 v

con lo que la suma no puede ser de tres o méas angulos de poligonos, es decir, debe
escribirse como suma de uno o dos angulos.
e Caso r = 1. Si la suma consta de un tnico término entonces

180 — 360 =180 — 360

n m

de donde n = m y tenemos un poligono P’ de n lados que comparte vértice y angulo
con P, es decir, es un reescalamiento de P. El reescalamiento debe ser por un factor
menor a 1 ya que si es 1 el recubrimiento se estaria haciendo con un unico poligono
(el mismo P) lo que contradice la hipétesis de que el recubrimiento es con dos o mds
poligonos.
Ahora consideramos un vértice v’ de P’ consecutivo a v. El dngulo de v exterior a P’
interior a P serda % y al igual que antes debera escribirse como suma de angulos de
otros poligonos
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v V'

!

360 (180 360
1 i

n :

1=

Sin embargo, si n > 7 se tiene que

360 " 360
c60< Y (180 .
n TS i=1 ( i )

Sin =5 el angulo a formar es 72 grados, sin embargo, 72 no se puede escribir como la
suma de dos angulos de poligonos ya que el tinico dngulo de un poligono regular mas
pequeno a 72 es el del tridAngulo equilatero con 60 grados pero con uno no es suficiente
y con dos se pasa 60 + 60 = 120 > 72.

e Caso r = 2. Si la suma consta de dos términos entonces uno de ellos debe ser el
angulo de un tridangulo equilatero ya que en caso contrario la suma estaria formada por
dos angulos que como minimo son de 90 grados (cuadrados) con lo cual

360 360 360
180 — — < 180=90+90 <180 — — + 180 — —
n ni n2
y no se puede dar la igualdad.
Es decir, podemos tomar ny = 3 y obtenemos

360 360 1 1
120 — = =180 — — = 360 <—> =60 = 6(n —ny) = nny
n no nq n

Si my > 6 entonces nny > 6n > 6(n — n1) y la igualdad no se puede dar. Solo quedan
ver los casos en los que ny =3,n1 =40 np =5.

Si nq1 = 3 entonces n = 6 y ya vimos que si era posible.

Si n1 = 4 entonces n = 12 y también vimos que era posible.

Si n1 = 5 entonces n = 30. Veamos que en este caso no es posible encontrar tal
construccién.

Para cada vértice v; del poligono de 30 lados el angulo de vértice v; debe estar formados
por la suma de dos angulos; uno de un tridngulo regular y otro de un pentagono regular.
Claramente el pentagono debera ser adyacente a uno de los lados del poligono y, ademas,
el lado del pentagono deberd coincidir con el lado del poligono de 30 lados ya que en
caso contrario podriamos considerar v’ del mismo modo que haciamos anteriormente
para obtener un angulo de 72 grados y llegar a la misma contradiccién.



V30 /

vy % V2

Es decir, cada vértice v; estd en algin pentdgono regular que ademds tiene otro de
sus vértices o bien en v;4+1 o bien v;_1. Por tanto, si el lado [; de vértices v;, v;+1 es
lado de un pentagono regular, entonces el vértice v; 19 estd en algtin pentdgono regular
cuyo lado no podra ser l;11 ya que en ese caso el dngulo de vértice v;11 seria suma de
dos angulos de pentdgonos regulares, la tnica posibilidad es que el lado del pentagono
regular sea ;2. Estos dos pentdgonos compartirdn un vértice v’ que poseerd un éngulo
de 84 grados, y del mismo modo que antes se razona que no se puede expresar como
suma de dngulos de poligonos regulares.




Olimpiada Matematica de Andalucia

Problemas

1. Calcular el area de un tridngulo ABC' sabiendo que el dngulo B es recto, que
ZC =54° y que el lado AC = 4.

2. Encontrar todos los ntimeros enteros positivos n < 1000 tales que las cuatro tltimas
cifras de n? pueden reordenarse para formar el niimero 2024.

3. Sea n un nimero natural. En un tablero infinito se coloca en cada casilla una
moneda, cada moneda tiene dos estados: cara o cruz. Inicialmente todas las monedas se
encuentran en cruz. Un movimiento consiste en voltear las n° monedas de un cuadrado
n X n. Determinar en funcién de n el nimero de caras que pueden quedar tras efectuar
un numero finito de movimientos.

4. Sean a, b, ¢ tres niimeros reales positivos tales que a + b + ¢ = abc. Demostrar que

(a+b)ai (b+ ¢)ie (c+ a)e
1,11
a b ¢

<2



1.- Calcular el drea de un tridngulo ABC sabiendo que el dngulo B es recto, que C =542y el
lado AC = 4.

SOLUCION
Como B es recto y C =549, entonces A=362

Prolongando el lado AB, se considera el punto N tal que AN = AC resultando que el triangulo
ANC es isésceles y AN = 4.

Sea AB = x, entonces BN =4 - x. En el triangulo ANC, se tiene que N=C-=

Considero en el lado AB el punto M tal que BN = BM y observando los tridngulos CBM y CBN, se
tiene que el lado CB es comun, CNB =CMB =722y CM = CN.

Como CMB =729, entonces CMA = 1802 - 722 = 1082. Se concluye que AM=MC=CN=2x — 4.

. . 4 2x-4
Resulta que los triangulos ANC y CNM son semejantes, con lo que Py sfj = x =1+/5.

Como AB=1+\/5, entonces BC=+10 — 24/5.
SAABC =+/10 + 2v/5



P. Encontrar todos los niimeros enteros positivos n < 1000 tales que las cuatro
dltimas cifras de n? pueden reordenarse para formar el niimero 2024.

Solucion. Observamos que n? es par (ya que su cifra de las unidades tiene que

ser 0, 2 0 4), luego es miiltiplo de 4. Esto nos dice que las dos dltimas cifras
de n? deben formar un miltiplo de 4, luego estas solo pueden ser 04, 20, 24
0 40, de las cuales podemos descartar 20 y 40 (ya que n? serfa miiltiplo de 5
pero no de 25). De aqui, obtenemos que las cuatro tltimas cifras de n? solo
pueden ser 2204, 0224 o 2024. Podemos descartar 2024 (ya que en tal caso n? es
miultiplo de 8 pero no de 16). Para ver qué ocurre con 2204 y 0224, pongamos

n = 100a + 10b + ¢, con 0 < a, b, ¢ < 9 respectivamente, luego
n? = (100a + 10b + ¢)?* = 10000a + 2000ab + 100(2ac + b*) + 20bc + 2.

Trabajamos ahora esta ecuacién médulo 10 para obtener ¢, luego médulo 100
para obtener b y finalmente médulo 1000 para obtener a. Distingamos los dos
casos que tenemos:

1. Si las tltimas cifras de n? son 2204, entonces ¢ = 4 (méd 10), que tiene
soluciones ¢ =2y ¢ = 8.

= Si ¢ =2, la cifra de las decenas nos dice que 2b = 0 (méd 10), que
tiene soluciones b = 0 y b = 5. Para que 10b+c sea muiltiplo de 2 pero
no de 4, tiene que ser b = 0, entonces nos queda 4a = 2 (mdéd 10),
que tiene soluciones ¢ = 3 y a = 8. Sin embargo, 3022 = 91204 y
8022 = 643204 no tienen por ultimas cifras 2204.

= Si ¢ = 8, la cifra de las decenas nos dice que 6b = 4 (mdéd 10), que
tiene soluciones b = 4 y b = 9. Para que 10b+c sea miiltiplo de 2 pero
no de 4, tiene que ser b = 9, en cuyo caso las centenas nos dicen que
6a = 6 (md6d 10). Esta congruencia tiene soluciones ¢ = 1y a = 6.
Sin embargo, ni 1982 = 39204 ni 6982 = 487204 tienen por ultimas
cifras 2204.

2. Si las tltimas cifras de n? son 0224, luego en las unidades tenemos que
¢? = 4 (méd 10), con soluciones ¢ = 2 y ¢ = 8 (igual que en el caso 1).

= Si ¢ =2, entonces en las decenas tenemos que 6b = 2 (méd 10), que
tiene soluciones b = 3 y b = 8. Para que 10b+c sea multiplo de 4, tiene
que ser b = 3, luego las centenas cuadran cuando 4a = 2 (mdéd 10),
que tiene soluciones ¢ = 3 y a = 8. Tenemos que 3322 = 110224 si
cumple la condicién pero 8322 = 692224 no.

= Si ¢ = 8, entonces 60 = 6 (mdd 10), que tiene soluciones b = 1y
b = 6. Para que 10b + ¢ sea multiplo de 4, tiene que ser b = 6.
Cuandrando las centenas, tenemos que 6a = 6 (mdd 10), que tiene
soluciones @ = 1 y a = 6. Sin embargo, las unidades de millar de
1682 = 28224 ni 6682 = 446224 no cuadran.



Hemos probado asi que n = 332 es la tnica solucién al problema. O

Observacion. La discusién de casos se puede hacer sin necesidad de congruen-
cias mediante la multiplicacién en caja cuadrando desde la cifra de las unidades
a la de las centenas (no se han escrito las llevadas ya que dependen de los valores

concretos de a, b, ¢):

a b
X a b c
ac be 2
ab b? be
a®> ab ac

a? 2ab b*+2ac 2bc 2



Problema 3. Sea n un numero natural. En un tablero infinito se coloca en cada
cagilla una moneda, cada moneda tiene dos estados; cara o cruz. Inicialmente todas las
monedas se encuentran en cruz. Un movimiento consiste en voltear las n? monedas de un
cuadrado n x n. Determinar en funciéon de n el nimero de caras que pueden quedar tras
efectuar un ndmero finito de movimientos.

Solucién. Si n es par solo pueden quedar los pares mayores que 2.

Si n es impar solo pueden quedar los pares mayores que 2 hasta n? y todos los niimeros

mayor o igual que n?.

Demostracion.

Si volteamos los cuadrados de vértices opuestos

{(07 0)7 (n - 1777’ - 1)}7 {(07 1)a (n o 1vn>}: {(L 0)7 (n7n - 1)}7 {(17 1)7 (n’ n)}
se quedan exactamente 4 caras en el tablero, en las posiciones (0,0), (0,n), (n,0), (n,n).

Este patrén de voltear 4 monedas se puede repetir en cualquier parte del tablero.

En general, dado un tablero con £ monedas en cara, podemos considerar la moneda en
cara C en la casilla (x,y) que se encuentra mds arriba (y de las que estan més arriba la
que estd més a la derecha) y aplicar el patrén en esa casilla. La moneda C pasard de cara
a cruz y se volteardan las monedas (z +n —1,y), (z,y+n—1), (x+n—1,y+n—1) de
cruz a cara, resultando en k + 2 monedas en cara.

Esto demuestra que los nimeros pares mayores que 2 siempre se pueden construir y si
n es impar entonces los pares e impares mayor o igual que n? también, es decir, todos los

nimeros pares mayor que 2 hasta n? y todos los ntimeros mayor o igual que n?.

Si n es par y volteamos un cuadrado n X n con k monedas en cara, el nimero de caras
aumenta o desciende en n? — 2k unidades. Como n? — 2k es par y la suma de ntimeros
pares es par, en el tablero siempre habrd un ntimero par de monedas en estado cara.

Supongamos n impar y que en el tablero se pueden quedar s caras, con s niimero impar
menor que n?.

A cada casilla (7, 5) le asociamos el niimero entero i 4+ nj médulo n?. Si nos fijamos en
la primera fila de un cuadrado n X n veremos que los nimeros asociados son consecutivos
médulo n?, el niimero asociado a la primera casilla de la siguiente fila es consecutivo al de
la Ultima casilla de la anterior fila y, nuevamente, en la siguiente fila todos los nimeros son
consecutivos. De esto se deduce que todos los residuos médulo n? aparecen exactamente
una vez en cualquier cuadrado.

Por el principio del palomar, como s < n? existe un residuo r en el que ninguna

moneda es cara. Consideremos el tablero perforado como el mismo tablero sin las casillas
con residuo r y con las mismas reglas que en el tablero normal. En este tablero todo
cuadrado voltea n? — 1 casillas, que es un nimero par. Por un argumento anélogo al
anterior solo pueden quedar un nimero par de monedas en cara, lo que contradice que s
sea impar.

Solo falta ver que si n # 1 no es posible dejar 2 monedas en cara.

Podemos considerar que el niimero de veces que ha sido volteado un cuadrado es 0 o
1, pues voltear dos veces es equivalente a no hacer nada.

Dada una fila con al menos una moneda en cara se puede demostrar que entonces



existen al menos dos monedas en cara pues, en caso contrario, los cuadrados que hayan
sido volteado mas a la izquierda y a la derecha que afecten a esa fila tendrian que coincidir,
y de n > 1 se tiene que hay al menos dos monedas en cara.

Se puede aplicar un razonamiento analogo a las columnas.

Por tanto, dado un tablero con una moneda en cara, en la fila y columna que pasa por
esa moneda existe otra moneda en cara, es decir, existen al menos tres monedas en cara.



Problem 2. Let a,b,c be positive numbers such that a + b + ¢ = abc.
Prove that ) ) )
(a+b)as (b+c)be(c+a)ea

1 1 1

a b c

< 2.

Solution. Rearranging terms and after raising to abc, the inequality
claimed can be written as

(w0) (o) (o) = (5050 2) = (e Bt o)™

Dividing by abc both members of the given condition, we have

1+1_{_171
ab  be  ca

Setting ¢1 = 1/ab,q2 = 1/bc,q3 = 1/ca and 1 = a+b,x9 = b+c,x3 = c+a
into Jensen’s inequality, namely,

flqiz1 + @xa + qzx3) > quf(x1) + g2 f (x2) + g3.f (x3)

with f(¢) = Int, we obtain

a+b b4+c c+a 1 1 1
1 >—1 —1 —1
n( ab i be + ca )_ab n(a+b)+bc n(b+c)+ca n(c+a)

= ln(a+b)ﬁ +ln(b+c)ﬁ —Hn(c—i—a)i = ln[(a—l-b)ﬁ(b—l—c)i + (c—l—a)i

taking into account that f(¢) = Int is injective, we get

a+b b+c cHa
- +

1 1 1
> b be a
s - ” > (a+b)as (b+c)be + (c+a)

from which the claimed follows. Notice that equality holds when a = b =
¢ =+/3, and we are done.



