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Toomates Coolección 
 

Los libros de Toomates son materiales digitales y gratuitos. Son digitales porque están pensados para ser consultados mediante un 

ordenador, tablet o móvil. Son gratuitos porque se ofrecen a la comunidad educativa sin coste alguno. Los libros de texto pueden ser 
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suceder que los mejores docentes son los que piden a sus alumnos la compra de un libro de texto en papel, esto es un hecho. Lo que 

no es aceptable, por inmoral y mezquino, es el modelo de las llamadas "licencias digitales", “licencias de uso” y en general 
cualquier forma de “pago por el acceso a los materiales didácticos”, con las que algunas empresas pretenden cobrar a los 

estudiantes, una y otra vez, por acceder a los mismos contenidos (unos contenidos que, además, son de una bajísima calidad). Este 

modelo de negocio es miserable, pues impide el compartir un mismo material, incluso entre dos hermanos, pretende convertir a los 
estudiantes en un mercado cautivo, exige a los estudiantes y a las escuelas costosísimas líneas de Internet, pretende pervertir el 

conocimiento, que es algo social, público, convirtiéndolo en un producto de propiedad privada, accesible solo a aquellos que se lo 
puedan permitir, y solo de una manera encapsulada, fragmentada, impidiendo el derecho del alumno de poseer todo el libro, de 

acceder a todo el libro, de moverse libremente por todo el libro. 

Nadie puede pretender ser neutral ante esto: Mirar para otro lado y aceptar el modelo de pago por acceso a los materiales es admitir 
un mundo más injusto, es participar en la denegación del acceso al conocimiento a aquellos que no disponen de medios económicos, 

y esto en un mundo en el que las modernas tecnologías actuales permiten, por primera vez en la historia de la Humanidad, poder 

compartir el conocimiento sin coste alguno, con algo tan simple como es un archivo "pdf". El conocimiento no es una mercancía. 
El proyecto Toomates tiene como objetivo la promoción y difusión entre el profesorado y el colectivo de estudiantes de unos 

materiales didácticos libres, gratuitos y de calidad, que fuerce a las empresas comerciales a competir ofreciendo alternativas de pago 

atractivas aumentando la calidad de los materiales que ofrecen, (que son muy mediocres) y no mediante retorcidas técnicas 
comerciales. 

Estos libros se comparten bajo una licencia “Creative Commons 4.0 (Atribution Non Commercial)”: Se permite, se promueve y 

se fomenta cualquier uso, reproducción y edición de todos estos materiales siempre que sea sin ánimo de lucro y se cite su 
procedencia. Todos los libros se ofrecen en dos versiones: En formato “pdf” para una cómoda lectura y en el formato “doc” de 

MSWord para permitir y facilitar su edición y generar versiones parcial o totalmente modificadas.  

¡Libérate de la tiranía y mediocridad de las editoriales! Crea, utiliza y comparte tus propios materiales didácticos. 
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Presentación. 
 

La Olimpiada Matemática Andaluza (OMA) es un concurso de resolución de problemas 

matemáticos diseñado como fase regional en la que seleccionar a los/as 12 estudiantes 

de Andalucía que, habiendo ganado sus respectivas fases locales, participarán en la Fase 

Nacional de la LXI Olimpiada Matemática Española, que se celebrará en Gijón, del 27 

al 30 de marzo de 2025. 

 

Organización 

El comité organizador está presidido por el Prof. José Miguel Manzano, de la 

Universidad de Jaén. El tribunal estará formado por las delegaciones provinciales de la 

OME en Andalucía y/o por las personas designadas por las mismas. 
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La Rábida (Huelva) 23 de febrero de 2019

Problemas

1. Encuentra todas las soluciones del sistema de ecuaciones

ad = b+ c

bc = a+ d

donde a, b, c, d son enteros positivos tales que a < b < c < d.

2. En un tablero de ajedrez de tamaño n× n se escribe 1 o −1 en cada una de sus
casillas. Sea ak el producto de todos los números de la fila k, y sea bm el producto
de todos los números de la columna m. Si n = 2019, ¿Se pueden colocar los números
de manera que la suma

a1 + a2 + · · ·+ an + b1 + b2 + · · ·+ bn

sea cero? ¿Y si n = 2020?

3. Sea ABC un triángulo acutángulo, D,E, F los pies de las alturas de A,B y C,
respectivamente. Sean:

1. O es el punto medio del segmento AD,

2. c la circunferencia de centro O que pasa por A y D,

3. X e Y las intersecciones de c con AB y AC, respectivamente.

4. P la intersección de XY con AD, y Q la intersección de AD y EF .

Prueba que P es el punto medio del segmento QD.

4. Sean k,m y n enteros positivos tales que k + m + 1 sea un número primo
estrictamente superior a n+1. Se designa por Cs al entero s(s+1). Demostrar que
el producto (Cm+1 −Ck) · (Cm+2 −Ck) · · · (Cm+n −Ck) es divisible por el producto
C1C2 · · ·Cn.



OLimpiada Matemática de Andalućıa

Problemas y soluciones

1. Encuentra todas las soluciones del sistema de ecuaciones

ad = b + c

bc = a + d

donde a, b, c, d son enteros positivos tales que a < b < c < d.

Solución. De las desigualdades proporcionadas, es claro que a ≥ 1, b ≥ 2, c ≥ 3 y
d ≥ 4. Inspeccionando el sistema, parece lógico estudiar la diferencia a+d− (b+ c).
Distinguiremos dos casos:

Caso 1: a + d ≥ b + c
Entonces será a+ d ≥ ad y por lo tanto a(d− 1) ≤ d, es decir, a ≤ 1 + 1

d−1 < 2. Por

lo tanto a = 1 y b + c = ad = d = a + d− 1 = bc− 1, de donde b = 1 + 2
c−1 . Como

c ≥ 3, b sólo puede ser entero si c = 3 y en tal caso b = 2 y d = bc − a = 5. Esto
produce la solución (a, b, c, d) = (1, 2, 3, 5).

Caso 2: a + d < b + c
Entonces será b + c > bc y por lo tanto b(c− 1) < c, es decir, b < 1 + 1

c−1 < 2. Pero
esto es imposible ya que b ≥ 2.

2. En un tablero de ajedrez de tamaño n× n se escribe 1 o −1 en cada una de sus
casillas. Sea ak el producto de todos los números de la fila k, y sea bm el producto de
todos los números de la columna m. Si n = 2019, ¿Se pueden colocar los números
de manera que la suma

a1 + a2 + · · ·+ an + b1 + b2 + · · ·+ bn

sea cero? ¿Y si n = 2020?

Solución. Si n = 2020 se puede poner −1 en cada casilla de la primera fila, y 1
en todas las demás casillas. Entonces todos los ak serán iguales a 1, y todos los bk
serán iguales a −1. Por tanto, la suma descrita será:

a1 + a2 + · · ·+ a2020 + b1 + b2 + · · ·+ b2020 = 2020− 2020 = 0.

Veamos entonces el caso n = 2019. Los números ak y bm son iguales a 1 o a −1.
Sea s el número de ak que son iguales a −1. Entonces, contando los positivos por
un lado y los negativos por otro, se tiene:

a1 + a2 + · · ·+ a2019 = (2019− s)− s = 2019− 2s.

Del mismo modo, sea t el número de bm que son iguales a −1. Se tiene:

b1 + b2 + · · ·+ b2019 = (2019− t)− t = 2019− 2t.
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Si la suma que consideramos fuera igual a cero, tendŕıamos:

0 = a1 + a2 + · · ·+ a2019 + b1 + b2 + · · ·+ b2019 = 2019− 2s + 2019− 2t.

Por tanto, tendŕıamos s + t = 2019.
Por otra parte, el valor de ak es 1 si en la fila k hay un número par de casillas con
−1. Y el valor de ak es −1 si en la fila k hay un número impar de casillas con −1.
Por tanto, si s es par, hay un número par de −1 en el tablero, y si s es impar, hay
un número impar de −1 en el tablero. Siguiendo el mismo razonamiento, si t es par,
hay un número par de −1 en el tablero, y si t es impar, hay un número impar de −1
en el tablero. Por tanto, la paridad de s es la misma que la de t, y eso implica que
s + t es par. Es imposible entonces que tengamos s + t = 2019. Luego es imposible
colocar los números en el tablero de forma que

a1 + a2 + · · ·+ a2019 + b1 + b2 + · · ·+ b2019 = 0.

3. Sea ABC un triángulo acutángulo, D,E, F los pies de las alturas de A,B y C,
respectivamente. Sean:

1. O es el punto medio del segmento AD,

2. c la circunferencia de centro O que pasa por A y D,

3. X e Y las intersecciones de c con AB y AC, respectivamente.

4. P la intersección de XY con AD, y Q la intersección de AD y EF .

Prueba que P es el punto medio del segmento QD.

Solución. Tenemos la siguiente situación:

A

B

C

D

E

F

c
Y

Q

X

P
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Primero observamos que ∠AFE = ∠ACB, y lo mismo ocurre con ∠BFD = ∠ACB.
El triángulo AYD es rectángulo, y como ∠BEC es recto, se tiene que BE es paralelo
a Y D. De forma similar, como el triángulo AXD es rectángulo, se tiene que DX es
paralelo a CF .
Trazamos FD, y llamamos Z al punto de intersección de los segmentos DF y XY .

A

B

C

D

E

F

c
Y

Q

X

P

Z

Como AXD es un triángulo rectángulo, y ∠AXY = ∠AFE, por ser EF y XY
paralelos, se tiene ∠FXZ = ∠AXY = ∠AFE = ∠ACB = ∠BFD = ∠XFZ. Por
lo tanto FXZ es un triángulo isósceles, y también lo es el triángulo XDZ. Por
tanto Z es el punto medio del segmento FD.
Consideramos ahora los triángulos DQF y DPZ, que son semejantes, ya que EF y
XY son paralelos, por tanto P es el punto medio del segmento QD.

4. Sean k,m y n enteros naturales tales que k + m + 1 sea un número primo
estrictamente superior a n+ 1. Se designa por Cs al entero s(s+ 1). Demostrar que
el producto (Cm+1 − Ck) · (Cm+2 − Ck) · · · (Cm+n − Ck) es divisible por el producto
C1C2 · · ·Cn.

Solución. Dado que Ca−Cb = a(a+1)−b(b+1) = a2+a−b2−b = (a−b)(a+b+1),
entonces

(Cm+1 − Ck) · (Cm+2 − Ck) · · · (Cm+n − Ck)

= (m+ 1−k)(m+ 1 +k+ 1)(m+ 2−k)(m+ 2 +k+ 1) · · · (m+n−k)(m+n+k+ 1)

=
[
(m+1−k)(m+2−k) · · · (m+n−k)

]
·
[
(m+1+k+1)(m+2+k+1) · · · (m+n+k+1)

]
= P1·P2

siendo P1 = (m + 1− k)(m + 2− k) · · · (m + n− k) y P2 = (m + 1 + k + 1)(m + 2 +
k + 1) · · · (m + n + k + 1).

Ahora vamos a ver que P1 es divisible por n! y que P2 es divisible por (n + 1)!. En
efecto,
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Estudiemos P1:

• Sea k < m, entonces P1 = (m−k+1)(m−k+2) · · · (m−k+n) =
(m− k + n)!

(m− k)!
con lo que

P1

n!
=

(m− k + n)!

n!(m− k)!
=

(
m− k + n

m− k

)
es un número entero y por tanto P1 es divisible por n!.

• Sea k = m, entonces P1 = n! y por tanto divisible por n!.

• Sea m+1 ≤ k ≤ m+n, entonces P1 = (m−k+1)(m−k+2) · · · (m−k+n) = 0
de donde resulta P1P2 = 0 que es divisible por cualquier entero.

• Sea k > m + n, entonces todos los factores de P1 son negativos. Se tiene que

|P1| = (k −m− 1)(k −m− 2) · · · (k −m− n)

=
(k −m− 1) · · · (k −m− n)(k −m− n− 1) · · · 3 · 2 · 1

(k −m− n− 1)!
=

(k −m− 1)!

(k −m− n− 1)!

de donde resulta

|P1|
n!

=
(k −m− 1)!

n!(k −m− n− 1)!
=

(
k −m− 1

k −m− n− 1

)
que es un número entero y por tanto |P1| es divisible por n!.

• Si k = m + n + 1, entonces |P1| = n(n − 1) · · · 3 · 2 · 1 = n! con lo que |P1| es
divisible por n!.

De lo anterior se concluye que P1 es divisible por n! en todos los casos.

Estudiemos P2:

Dado que
P2 = (m + k + 2)(m + k + 3) · · · (m + k + n + 1)

=
(m + k + n + 1)(m + k + n) · · · (m + k + 2)(m + k + 1)!

(m + k + 1)!
=

(m + k + n + 1)!

(m + k + 1)!
,

entonces
P2

(n + 1)!
=

(m + k + n + 1)!

(n + 1)!(m + k + 1)!
=

(
m+k+n+1

n+1

)
m + k + 1

donde el numerador es un número entero y el denominador es por hipótesis un
número primo mayor que n + 1 y que está contenido en el numerador. Por tanto,
P2 es divisible por (n + 1)!.

De lo anterior se concluye que P1 · P2 es divisible por n!(n + 1)!. Por otro lado, se
tiene que C1C2 · · ·Cn = 1 · 2 · 2 · 3 · · ·n · (n + 1) = n!(n + 1)!, que divide a

P1P2 = (Cm+1 − Ck) · (Cm+2 − Ck) · · · (Cm+n − Ck)

tal y como se queŕıa demostrar.
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2ª Olimpiada Matemática 

de Andalucía 

 

Granada, del 21 al 23 de febrero de 2020 
 

 

 

 

Documento general de Aceptación. 
 
Don                 DNI: 
 
Doña                 DNI: 
 
Padres del alumno/a               DNI: 
 

Seleccionado/a para participar en la 2ª Olimpiada Matemática de Andalucía que se desarrollará del 21 

al 23 de febrero de 2020 en ña ciudad de Granada, declaran conocer las bases de la Olimpiada 

Matemática Española, y manifiestan que están conformes con la participación de su hijo/a de las 

actividades que se lleven a cabo en la 2ª OMA, por lo que  
1. se comprometen al cumplimiento de los requerimientos que le realice el delegado de la OME en su 

provincia sobre la participación en la OMA. 
2. permiten el uso de la imagen, opiniones, citas de su hijo/a tanto en Internet como en los distintos 

medios de comunicación.  
3. eximen de responsabilidad a la organización de la OME/OMA por los daños sufridos por su hijo/a en 

cualquier actividad siempre que hayan sido debidos a actos no imputables a los responsables 
(encargados, acompañantes en una actividad, etc.) de la OME/OMA. 

 
Al mismo tiempo manifiestan que su hijo/a  

□ NO necesita cuidados médicos especiales que requieran la administración de algún tipo de 

medicamento durante la realización de las actividades. 

□ necesita cuidados médicos especiales que requieren la administración de los siguientes medicamentos, 

con la dosis y frecuencia que se indican (se detalla en folio adjunto). 

□ NO padece ningún tipo de alergias.  

□ padece el/los tipos de alergia que se indican y debe tenerse en cuenta las indicaciones que se detallan 

en folio adjunto.  

□ NO necesita ninguna alimentación especial.  

□ necesita la dieta especial que se detalla en folio adjunto. 

□ tiene algún tipo de minusvalía, que se detalla en folio adjunto.  

Asimismo, en situación de extrema urgencia, sin posibilidad de localizar a los padres o familiares cercanos, 
autorizan a la Organización a tomar las decisiones oportunas mientras se localiza a los familiares más 
próximos. 
 
Finalmente, quedan informados de su derecho de acceso, rectificación y cancelación, respecto de sus datos 
personales en los términos previstos en la Ley, pudiendo ejercitar este derecho mediante escrito dirigido a 
la Comisión de Olimpiadas de la RSME. 
 

En _____________________, a ______de febrero de 2020. 

 

Problemas

1. Encontrar todas las soluciones de la ecuación

nm = k(n + m)

donde n y m son números enteros y k es un número primo mayor o igual a 2.

2. Cuenta la leyenda que un velero pirata llegó a una remota isla perseguido por galeones
españoles y, en ella, el capitán escondió el bot́ın que llevaba a bordo, fruto de sus abordajes.
Desembarcó, con sus secuaces, en una playa desierta donde hab́ıa una palmera y una roca.
Clavó en la playa su espada y, desde ella, caminó en linea recta hasta la palmera. Estando
en ella giró 90o en sentido contrario de las agujas del reloj y anduvo (siempre en ĺınea recta)
la misma distancia anterior, en donde hincó una estaca. Volvió a la posición de la espada
y caminó, también en ĺınea recta, hasta la roca y, girando 90o en el sentido de las agujas
del reloj, repitió la misma distancia, y del mismo modo, hasta un punto en donde clavó
otra estaca. Buscó el punto medio entre las dos estacas y alĺı ordenó enterrar el tesoro. De
inmediato mandó recoger la espada y las estacas para, aśı, proteger la situación exacta del
tesoro. Volvió al barco con su tripulación y siguió con sus fechoŕıas hasta que pasaron diez
años. Entonces volvió a la isla y desenterró el tesoro. ¿Cómo consiguió localizar el tesoro
con la ayuda, únicamente, de la situación de la palmera y de la roca, que aún permanećıan
alĺı?

3. Dado un triángulo 4OMA, en los lados OM y OA se construyen cuadrados (en el
exterior del triángulo) OXYM y OAUV , respectivamente.

1. Prueba que el segmento XV mide el doble de la mediana trazada desde el vértice O.

2. Prueba que si la prolongación de la mediana corta al segmento XV , lo hace de forma
perpendicular. (En realidad, las rectas que contienen a la mediana y al segmento
XV son siempre perpendiculares.)

4. Se considera una función f : N −→ N que verifica las propiedades

1. f(2n) = f(2n + 1) + 1,

2. f(2n + 1) f(2(n + 1)) = 4n2 + 6n,

3. f(2020) = 2021.

Determina la expresión de f , esto es, f(n) para cada n ∈ N.



OLimpiada Matemática de Andalućıa

Problemas y soluciones

1. Encontrar todas las soluciones de la ecuación

nm = k(n + m)

donde n y m son números enteros y k es un número primo mayor o igual a 2.

Solución. Podemos escribir la ecuación como n(m− k) = km.
Si m = k, la ecuación conduciŕıa a nk = k(n+k), lo que implica k2 = 0, lo que seŕıa
imposible.
Por tanto, podemos escribir n = km

m−k . Llamando a m − k = t, tenemos que n =
k(t+k)

t = k+ k2

t . Dado que k es un número primo los posibles valores de t, divisores de
k2, serán t = 1, −1, k, −k, k2, −k2 para los que se obtienen las siguientes soluciones:

• t = 1,m = k + 1, n = k + k2 ⇒ (n,m, k) = (k + k2, k + 1, k),

• t = −1,m = k − 1, n = k − k2 ⇒ (n,m, k) = (k − k2, k − 1, k),

• t = k,m = k + k = 2k, n = k + k = 2k ⇒ (n,m, k) = (2k, 2k, k),

• t = −k,m = k − k = 0, n = k − k = 0⇒ (n,m, k) = (0, 0, k),

• t = k2,m = k + k2, n = k + 1⇒ (n,m, k) = (k + 1, k + k2, k),

• t = −k2,m = k − k2, n = k − 1⇒ (n,m, k) = (k − 1, k − k2, k).

2. Cuenta la leyenda que un velero pirata llegó a una remota isla perseguido por
galeones españoles y, en ella, el capitán escondió el bot́ın que llevaba a bordo, fruto de
sus abordajes. Desembarcó, con sus secuaces, en una playa desierta donde hab́ıa una
palmera y una roca. Clavó en la playa su espada y, desde ella, caminó en linea recta
hasta la palmera. Estando en ella giró 90o en sentido contrario de las agujas del reloj
y anduvo (siempre en ĺınea recta) la misma distancia anterior, en donde hincó una
estaca. Volvió a la posición de la espada y caminó, también en ĺınea recta, hasta la
roca y, girando 90o en el sentido de las agujas del reloj, repitió la misma distancia, y
del mismo modo, hasta un punto en donde clavó otra estaca. Buscó el punto medio
entre las dos estacas y alĺı ordenó enterrar el tesoro. De inmediato mandó recoger la
espada y las estacas para, aśı, proteger la situación exacta del tesoro. Volvió al barco
con su tripulación y siguió con sus fechoŕıas hasta que pasaron diez años. Entonces
volvió a la isla y desenterró el tesoro. ¿Cómo consiguió localizar el tesoro con la
ayuda, únicamente, de la situación de la palmera y de la roca, que aún permanećıan
alĺı?

Solución. Se considera un sistema de ejes cartesiano, de forma que la palmera está
en (−a, 0) y la roca en (a, 0).
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La espada está en un punto cualquiera (p, q). Siguiendo las instrucciones, la primera
estaca está en (−a + q,−a− p) y la segunda en (a− q,−a + p). El punto medio de
estos dos, donde está el tesoro es (0,−a), que es independiente de (p, q).
Basta por tanto ir andando desde la palmera a la roca, llegar al punto medio,
girar 90o en el sentido de las agujas del reloj y caminar la misma distancia en esta
dirección.

3. Dado un triángulo 4OMA, en los lados OM y OA se construyen cuadrados (en
el exterior del triángulo) OXYM y OAUV , respectivamente.

1. Prueba que el segmento XV mide el doble de la mediana trazada desde el
vértice O.

2. Prueba que si la prolongación de la mediana corta al segmento XV , lo hace de
forma perpendicular. (En realidad, las rectas que contienen a la mediana y al
segmento XV son siempre perpendiculares.)

Solución. Se tiene la siguiente situación.

O

M

A

X

V

Y

U

P

Vamos a dibujar un paralelogramo a partir del triángulo 4OMA.
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a

a

m

m

a

m
O

M

A

X

V

Y

U

P

O′

Si identificamos los lados con su longitud, se tiene que OM = OX = AO′, y por el
mismo razonamiento se tiene que OA = OV = MO′.
Por otro lado ∠MOA+∠O′AO = 180o, ya que OMO′A, y también ∠AOM + 90o +
∠XOV + 90o = 360o, esto es, ∠AOM + ∠XOV = 180, de donde se deduce la
igualdad ∠XOV = ∠O′AO. Como consecuencia, los triángulos 4XOV y 4O′AO
son iguales, ya que tienen igual un ángulo e iguales los lados que lo forman. Se
deduce entonces que XV = OO′, y tenemos el primer resultado.
(2). En este caso, prolongamos la mediana hasta cortar al segmento XV ,
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O′

Q

Como OA es perpendicular a OV , y ∠AOO′ = ∠OVX, en el triángulo 4OV Q el
ángulo ∠V QO es recto, ya que la suma de los tres ángulos interiores de un triángulo
es 180o.

4. Se considera una función f : N −→ N que verifica las propiedades

1. f(2n) = f(2n + 1) + 1,

2. f(2n + 1) f(2(n + 1)) = 4n2 + 6n,

3. f(2020) = 2021.

Determina la expresión de f , esto es, f(n) para cada n ∈ N.

Solución. De f(2n + 1) f(2(n + 1)) = 4n2 + 6n, tomando n = 1009, se tiene:

f(2019)f(2020) = 4× 10092 + 6× 1009 = 2018× 2021,

y utilizando que f(2020) = 2021, se tiene f(2019) = 2018. Utilizando ahora la
propiedad (1) para n = 1009, se tiene f(2018) = f(2019) + 1 = 2018 + 1 = 2019.
Supongamos que se verifica f(2n) = 2n + 1. Hemos visto que el resultado es cierto
para n = 1010 y para n = 1009. Tomando n = m + 1, se tiene:

f(2m + 1)f(2(m + 1)) = 4m2 + 6m,
f(2m + 1)(2(m + 1) + 1) = 2m(2m + 3),
f(2m + 1) = 2m

Tenemos entonces f(2m) = f(2m + 1) + 1 = 2m + 1. Por tanto hemos obtenido
f(2(n− 1)) = 2(n− 1) + 1.
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Comenzando en n = 1010, llegamos a que f(2n) = 2n + 1 para n ≤ 1010. En
particular, f(0) = 1, y f(2n + 1) = 2n, para n ≤ 1009.
Para valores mayores de n jugamos de la misma forma, ya que se tiene f(2020) =
f(2021) + 1, entonces f(2021) = f(2020)− 1 = 2019. A partir de f(2n) obtenemos
f(2n + 1), y utilizando (2) se obtiene f(2(n + 1)). Suponemos que f(2n) = 2n + 1
y f(2n + 1) = 2n para n ≤ 1010, y probamos que el resultado es cierto para todo
n ∈ N.

f(n) =


n + 1, si n es par,

n− 1, si n es impar.
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III Olimpiada Matemática de Andalućıa

20 de marzo de 2021

Problemas

1. Sean x, y ≥ 0 números reales verificando x + y = 2. Prueba que se verifica

x2y2(x2 + y2) ≤ 2.

2. Sea p(x) un polinomio con coeficientes enteros tal que p(2018)p(2019) = 2021.
Probar que no existe ningún entero k tal que p(k) = 2020.

3. Sea ABC un triángulo con B̂ = 60o, Ĉ = 80o. Sea D un punto interior al
triángulo, tal que D̂BC = 40o y B̂CD = 70o. Demuestra que AD es perpendicular
a BC.

4. Dos jugadores A y B compiten en el siguiente juego. Se establece un número
entero de puntos N0 ≥ 2, elegido al azar. El jugador A resta de ese número inicial R1

puntos, a su elección, con la condición de que 1 ≤ R1 ≤ N0
2 . Por tanto, N1 = N0−R1

es la cantidad de puntos restantes. El jugador B retira R2 puntos, a su elección, de
esa cantidad N1 restante con la similar condición de que 1 ≤ R2 ≤ N1

2 . Se continúa
aśı alternadamente hasta que uno de los jugadores deja un único punto, en cuyo
caso pierde la partida y la gana el jugador contrario.
Justifique cuándo existe una estrategia ganadora para cada jugador. Si N0 recorre
todos los valores entre 2 y 22021 y ambos jugadores siguen su estrategia ganadora,
deduzca en cuántos casos ganará cada uno.



III Olimpiada Matemática de Andalućıa

20 de marzo de 2021

Problemas

1. Sean x, y ≥ 0 números reales verificando x+ y = 2. Prueba que se verifica

x2y2(x2 + y2) ≤ 2.

Solución 1. Observemos en primer lugar que xy ≤ 1, dado que de la desigualdad
entre las medias aritmética y geométrica se tiene que

xy ≤
(x+ y

2

)2
= 1.

Por tanto 0 ≤ xy ≤ 1. Por comodidad, llamemos p = xy. Entonces, la desigualdad
a probar se corresponde a

p2((x+ y)2 − 2p) = p2(4− 2p) = 2p2(2− p) ≤ 2,

o lo que es lo mismo
p · (p(2− p)) ≤ 1.

Ahora bien, aplicando nuevamente la deisguladad entre las medias aritmética y
geométrica,

p(2− p) ≤
(p+ (2− p)

2

)2
= 1.

Por tanto,
p · (p(2− p)) ≤ 1 · 1 = 1,

tal y como queŕıamos demostrar. La igualdad se alcanza para x = y = 1.

Solución 2. Observa que x e y son ráıces del polinomio X2 − (x + y)X + xy =
X2 − 2X + xy. Las ráıces de este polinomio tienen la siguiente expresión:

−2±
√

4− 4xy

2
,

y para que sean reales, tiene que ser 4− 4xy ≥ 0, esto es, xy ≤ 1.
Por otro lado, si x+ y = 2, se tiene x2 + y2 = 4− 2xy, entonces se verifica:

x2y2(x2 + y2) = x2y2(4− 2xy) ≤ 4− 2 = 2.

La igualdad se cumple cuando x = y = 1.

2. Sea p(x) un polinomio con coeficientes enteros tal que p(2018)p(2019) = 2021.
Probar que no existe ningún entero k tal que p(k) = 2020.
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Solución. Observemos que tanto p(2018) como p(2019) deben ser impares (porque
su producto es impar). Y como hecho general, si a ≡ b (mod m), entonces p(a) ≡
p(b) (mod m) (pues a2 ≡ b2 (mod m), ka2 ≡ kb2 (mod m) para cualquier k entero,
etc). Por tanto si a es par, entonces a ≡ 2018 (mod 2), entonces p(a) ≡ p(2018)
(mod 2) y aśı p(a) es impar. Y si a es impar, entonces a ≡ 2019 (mod 2), entonces
p(a) ≡ p(2019) (mod 2) y de nuevo p(a) es impar. Por tanto p(a) es impar para
todo a entero, y es imposible en particular que p(a) sea 2020.

3. Sea ABC un triángulo con B̂ = 60o, Ĉ = 80o. Sea D un punto interior al
triángulo, tal que D̂BC = 40o y B̂CD = 70o. Demuestra que AD es perpendicular
a BC.

Solución 1. El triángulo BDC es isósceles por tener dos ángulos iguales, de 70o,
luego BD = BC. Sea M el punto medio de CD, y E el pie de la perpendicular
desde D a AB. El triángulo rectángulo BDE tiene ángulos de 70o y 20o , luego los
triángulos BDE, BDM y BMC son iguales (tienen los mismos ángulos y comparten

un lado). Sea A′ ∈ AB tal que Â′DE = 60o. EntoncesA′D = 2DE = DC,

luego el triángulo A′DC es isósceles, por lo que ĈA′D = Â′CD. Además Â′DC =
360− 70− 70− 60 = 160o, por lo que A′ ∈ AC, luego A′ = A.
En consecuencia B̂AD = 30o, por lo que AD es perpendicular a BC.

Solución 2: Llamamos α1, α2 a los ángulos en que la recta AD divide al ángulo Â.
Aplico el teorema del seno en los triángulos BCD, ABD ACD y se tiene

d

a
=

sin 40o

sin 70o

a

e
=

sinα1

sin 20o

e

d
=

sin 10o

sin(40o − α1)

2



Multiplicando queda:

sinα1 sin 10o sin 40o = sin(40o − α1) sin 20o sin 70o

Considerando sin 70o = cos 20o y sin 40o = 2 sin 20o cos 20o queda:

2 sinα1 sin 10o = sin(40o − α1) = sin 40o cosα1 − cos 40o sinα1

de donde se deduce que

tanα1 =
sin 40

2 sin 10 + cos 40

usando las funciones trigonométricas de 40 como suma de 30 y 10, se obtiene

fácilmente que tanα1 =
√
3
3 y por tanto α1 = 30o, por lo que AD es perpendic-

ular a BC.

4. Dos jugadores A y B compiten en el siguiente juego. Se establece un número
entero de puntos N0 ≥ 2, elegido al azar. El jugador A resta de ese número inicial R1

puntos, a su elección, con la condición de que 1 ≤ R1 ≤ N0
2 . Por tanto, N1 = N0−R1

es la cantidad de puntos restantes. El jugador B retira R2 puntos, a su elección, de
esa cantidad N1 restante con la similar condición de que 1 ≤ R2 ≤ N1

2 . Se continúa
aśı alternadamente hasta que uno de los jugadores deja un único punto, en cuyo
caso pierde la partida y la gana el jugador contrario.
Justifique cuándo existe una estrategia ganadora para cada jugador. Si N0 recorre
todos los valores entre 2 y 22021 y ambos jugadores siguen su estrategia ganadora,
deduzca en cuántos casos ganará cada uno.

Solución. Pierde el jugador que deja un punto, por tanto gana el jugador que deja
2 puntos. En consecuencia, pierde el que deja 3 o 4 puntos, gana el que deja 5,
pierde el que deja 6,7,8,9,10, gana el que deja 11... De aqúı se conjetura que la
sucesión recurrente S = {xn} definida por x1 = 2, xn+1 = 2xn + 1, para n ≥ 1, es
la sucesión de puntuaciones ganadoras. Lo probamos por inducción. Para n = 1
es cierto. Supongamos que dejar xn puntos es una opción ganadora; por tanto,
dejar xn + 1, xn + 2, . . . , 2xn son obviamente opciones perdedoras, porque la jugada
del otro jugador consitiŕıa en retirar 1, 2, . . . , xn respectivamente y las dejaŕıa en
xn; mientras que dejar 2xn + 1 es una opción ganadora, puesto que sea cual sea la
opción de retirar R puntos del otro jugador, 1 ≤ R ≤ 2xn+1

2 = xn + 1
2 , cambiando

de signo las desigualdades y sumando en todas 2xn + 1 se obtiene xn < xn + 1/2 ≤
2xn + 1 − R ≤ 2xn, lo que implica que retirar R puntos es siempre una opción
perdedora, luego dejar 2xn + 1 es una opción ganadora.
Calculamos esta sucesión S obteniendo su término general:

xn+1 = 2xn + 1 = 2(2xn−1 + 1) + 1 = 22xn−1 + 2 + 1 = 22(2xn−2 + 1) + 2 + 1 = . . .

= 2nx1 + 2n−1 + · · ·+ 2 + 1 = 2n+1 + 2n − 1 = 3× 2n − 1

Se comprueba que xn+1 = 3× 2n − 1 verifica la condición de recurrencia.
En suma, la estrategia ganadora será dejar al jugador contrario alguno de los miem-
bros de la sucesión S. Por tanto si el dato inicial N0 es uno de los elementos de
S, B tiene una estrategia ganadora que consiste en ir dejando a A los sucesivos
elementos de S. Concretamente, si N0 = xm, para m > 1, entonces sea cual sea
la elección R1 de A, como R1 ≤ 2xm−1+1

2 , se deduce que R1 ≤ xm−1, luego A deja

3



N1 = N0 − R1 = xm − R1 ≥ xm − xm−1 = xm−1 + 1. El jugador B retiraŕıa
R2 = N1 − xm−1 puntos y dejaŕıa xm−1 a A.
En caso contrario, si el dato inicial N0 no es uno de los elementos de S, A tiene
una estrategia ganadora que consiste en ir dejando a B los sucesivos elementos de
S. Esto es posible porque S es una sucesión creciente de enteros, luego no acotada,
por lo que existe un m tal que xm < N0 < xm+1. En este caso, la elección de A es
R1 = N0 − xm ≥ 1, que cumple R1 ≤ N0

2 , que es equivalente a N0 ≤ 2xm, o bien
N0 < xm+1. Aśı A deja N0 −R1 = xm puntos a B.
Queda calcular cuántos elementos de S hay en el conjunto de enteros entre 2 y 22021.
Para ello, comprobamos que x2020 = 3 × 22019 − 1 < 3 × 22019 < 22021. Además,
x2021 = 3× 22020 − 1 = 22021 + 22020 − 1 > 22021. Por tanto hay 2020 elementos de
S en el intervalo citado, que correspondeŕıa a los casos en que B ganaŕıa, mientras
en los restantes casos ganaŕıa el jugador A.
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Matemática

Española RSME

IV Olimṕıada Matemática de Andalućıa. Málaga, 5 de marzo de 2022

Problemas

1. Determina todas las funciones f : N −→ N, con N el conjunto {0, 1, 2, 3, . . .} de
los números naturales, que verifican:

(1) f(n + 2)− f(n) = 4n + 6, para cada n ∈ N.
(2) f(2022)− f(2021) = 4044.

En cada caso, tienes que dar el valor de f(n) para cada n ∈ N.

2. Sea ABC un triángulo isósceles, con AB = AC. Sea P un punto cualquiera
del segmento BC, no en los extremos, y N el punto medio de AP . Se construye el
trapecio (convexo) M1M2N2N1 con: M1 punto medio de BP , M2 punto medio de
PC, M1N1 y M2N2 perpendiculares a BC, tales que N,N1 y N2 están alineados.
Demuestra que el área del trapecio es la mitad del área del triángulo dado.

3. Un grupo de hombres y mujeres se sienta alrededor de una mesa circular
(equidistante cada uno con sus dos vecinos). En total hay 2n hombres y 2n mujeres.
Prueba que es posible trazar un diámetro de la mesa que divida el grupo en dos
partes, con el mismo número de componentes, y que cada parte tenga el mismo
número de hombres que de mujeres.

4. Un número natural n < 1000 se dice 4–malagueño si tiene la siguiente propiedad:
Para cualquier múltiplo N de n, de 4 cifras, N = abcd, se verifica que todas las
permutaciones circulares de N (N ′ = bcda, N ′′ = cdab, N ′′′ = dabc) también son
múltiplos de n. Por ejemplo, 11 es un número 4–malagueño. Determina todos los
números 4–malagueños.

No está permitido el uso de calculadoras
ni dispositivos electrónicos de cualquier tipo.

Cada problema se puntúa sobre 7 puntos.
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Matemática

Española RSME

V Olimṕıada Matemática de Andalućıa

Granada–Sevilla, 18 de febrero de 2023

Problemas

1. Tenemos piezas cuadradas de tamaño 1 × 1 en las que podemos pintar cada borde
de un color A,B,C,D, no repitiéndose colores en cada pieza.
Formamos un rectángulo n×m pegando piezas cuadradas con la condición de que los
bordes que se pegan son del mismo color.
¿Para qué números n y m es esto posible si en cada lado del rectángulo los bordes
de las piezas que lo forman son del mismo color, y en los cuatro lados del rectángulo
aparecen los cuatro colores?

2. Determina todos los números enteros positivos primos p, q, r, que verifican: p+q+r =
2023 y pqr + 1 es un cuadrado perfecto.

3. Encuentra todas las funciones crecientes f : N → R tales que para cada m,n ∈ N:

f(m2 + n2) = f(m)2 + f(n)2,

Se recuerda que N = {0, 1, 2, . . .} y que una función f es creciente cuando f(m) ≤ f(n)
si m < n.

4. Encuentra todos los números naturales n ≥ 3 para los que es posible rellenar un
poĺıgono regular de n lados con al menos dos poĺıgonos regulares sin solapamientos (los
poĺıgonos del recubrimiento pueden tener distinto número de lados).



V Olimṕıada Matemática de Andalućıa

Granada–Sevilla, 18 de febrero de 2023

Problemas. Soluciones

1. Tenemos piezas cuadradas de tamaño 1 × 1 en las que podemos pintar cada borde
de un color A,B,C,D, no repitiéndose colores en cada pieza.
Formamos un rectángulo n×m pegando piezas cuadradas con la condición de que los
bordes que se pegan son del mismo color.
¿Para qué números n y m es esto posible si en cada lado del rectángulo los bordes
de las piezas que lo forman son del mismo color, y en los cuatro lados del rectángulo
aparecen los cuatro colores?

Solución. Vamos a representar un cuadro por
A
B

C
D
.

Supongamos que tenemos un rectángulo de n filas y m columnas.
Si m es impar podemos tenemos la siguiente construcción cuando n = 1.

A
B

C
D D

B

C
A A

B

C
D · · · D

B

C
A A

B

C
D

Si n = 3, tendremos:

A
B

C
D D

B

C
A A

B

C
D · · · D

B

C
A A

B

C
D

A
C

B
D D

C

B
A A

C

B
D · · · D

C

B
A A

C

B
D

A
B

C
D D

B

C
A A

B

C
D · · · D

B

C
A A

B

C
D

Por tanto podremos construir rectángulos n×m con m y n impares.
Si m y n son pares, construimos uno (n − 1)(m − 1) y además una fila 1 × n y una
columna m× 1 en la forma obvia. Veamos un ejemplo de 4× 4.

A
D

B
C C

D

B
A A

D

B
C C

D

A
B

A
B

C
D D

B

C
A A

B

C
D C

A

D
B

A
C

B
D D

C

B
A A

C

B
D C

D

A
B

A
B

C
D D

B

C
A A

B

C
D C

A

D
B

Si uno es par y otro es impar, veamos qué ocurre. Uno de los lados del rectángulo
tiene longitud impar, sea n (el número de filas), y supongamos que tenga el color A. Si
consideramos una fila cualquiera, resulta que, sin contar el borde, el número de aristas
A que aparece es par (van por parejas), por tanto en cada fila tenemos un número
impar de aristas iguales a A, y como hay un número impar de filas, resulta que en total
hay un número impar de aristas iguales a A.
Por otro lado hay n×m piezas, y por tanto n×m aristas iguales a A, un número par.
Es evidente que tenemos una contradicción.



2. Determina todos los números enteros positivos primos p, q, r, que verifican: p+q+r =
2023 y pqr + 1 es un cuadrado perfecto.

Solución. Supongamos que p ≤ q ≤ r, y analicemos los distintos casos.

� p = 2 < q, r. Tenemos que q + r = 2021, lo que es imposible ya que ambos son
números impares.

� p = 2 = q < r. Tenemos r = 2019, que no es primo.

� Como consecuencia, los tres números primos verifican: 2 < p ≤ q ≤ r.

Se verifica pqr + 1 = n2, por tanto pqr = n2 − 1 = (n+ 1)(n− 1)

Caso 1: p|n− 1.

� Si qr|n + 1, entonces p = n − 1 y qr = n + 1, y se tiene qr − p = 2, lo que es
imposible.

� Si q|n + 1, r ∤ n+ 1, entonces pr = n − 1 y q = n + 1, y se tiene q − pr = 2, lo
que es imposible.

� Si r|n + 1, q ∤ n+ 1, entonces pq = n − 1 y r = n + 1, y se tiene pq = r − 2 =
(2023− p− q)− 2 = 2021− p− q. Por tanto pq+ p+ q = 2021, y (p+1)(q+1) =
2021 + 1 = 2022 = 2× 3× 337.

* p+ 1 = 2× 3 = 6, q + 1 = 337. Se deduce que q = 336 que no es primo.

* p + 1 = 3, q + 1 = 2 × 337 = 674. Se deduce que q = 673, que es primo, y
r = pq − 2 = 2× 673− 2 que no es primo ya que es par.

* p+ 1 = 2, q + 1 = 3× 337 = 1011. Se deduce que p = 1 que no es primo.

no existen primos p y q verificando esta relación.

� Si n+ 1 = 1, entonces n = 0, lo que es imposible.

Caso 2: p|n+ 1.

� Si n− 1 = qr, como p = n+ 1, llegamos a una contradicción con 2 < p ≤ q ≤ r.

� Si n− 1 = q, tenemos n+ 1 = pr, y se tiene pr − q = 2, lo que es imposible.

� Si n − 1 = r, tenemos n + 1 = pq, y se tiene pq = r + 2 = (2023 − p − q) + 2 =
2025−p−q, Por tanto pq+p+q = 2025, y se tiene (p+1)(q+1) = 2026 = 2×1013.
Como consecuencia, p+1 = 2 y q+1 = 1013, de donde se tiene p = 1 y q = 1012,
que no son primos, por tanto no existen primos p y q verificando esta relación.

� Si n − 1 = 1, entonces n + 1 = pqr y n = 2, esto es, pqr = 22 − 1 = 3, lo que es
imposible.

Conclusión, no existen primos positivos p, q, r verificando estas condiciones.



3. Encontrar todas las funciones crecientes f : N → R tales que para cada m,n ∈ N:

f(m2 + n2) = f(m)2 + f(n)2,

Se recuerda que N = {0, 1, 2, . . .} y que una función f es creciente cuando f(m) ≤ f(n)
si m < n.

Solución. De la condición del enunciado, aplicada a m = n = 0 se deduce que
f(0) = 2f(0)2. Por tanto f(0) = 0 o f(0) = 1/2.

Caso 1: f(0) = 1/2
De la condición del enunciado para n = 0, se deduce que, para cada m ∈ N:

f(m2) = f(m)2 + 1/4.

En particular, para m = 1, se obtiene f(1) = 1/2. Aplicando la condición para m =
n = 1, se obtiene también f(2) = 1/2. Además, en general, si f(2p) = 1/2, entonces

f(22p+1) = f(22p + 22p) = f [(2p)2 + (2p)2] = f(2p)2 + f(2p)2 = 1/2

Por ser f creciente, se tiene que f(2p+1) = 1/2. Es decir, hemos probado por inducción
que la imagen por f de todas las potencias de 2 es constante. Como todo número
natural está entre dos potencias de 2, la condición de f creciente implica que f es la
función constante igual a 1/2.

Caso 2: f(0) = 0
Aplicando la condición del enunciado a n = 0, se tiene que pa

f(m2) = f(m)2,∀m ∈ N

En particular, f(1) = f(1)2, por lo que f(1) = 0 o f(1) = 1.

Caso 2.1: f(1) = 0. Se deduce que f(2) = f(1 + 1) = f(1)2 + f(1)2 = 0. De modo
análogo al caso 1, se obtiene aqúı que f es la función constante igual a 0.

Caso 2.2: f(1) = 1. De la condición del enunciado se calculan fácilmente: f(2) =
2, f(4) = 4, f(5) = 5, f(8) = 8, f(16) = 16, f(25) = 25, f(100) = 100. De estos últimos
se obtiene: 25 = f(25) = f(3)2 + f(4)2 = f(3)2 +16, de donde se deduce que f(3) = 3.
También 100 = f(100) = f(36 + 64) = f(6)2 + 64, de donde se deduce que f(6) = 6.
Pretendemos probar que, en este caso, f(n) = n, para cada n ∈ N.

Por reducción al absurdo, supongamos que sea n = 2k+1, con k > 2 el menor número
tal que f(n) ̸= n. Aplicando f a la siguiente igualdad

(2k + 1)2 + (k − 2)2 = (2k − 1)2 + (k + 2)2

se alcanza una contradicción, ya que los números k − 2, 2k − 1, k + 2 son números
menores que 2k+1. En el caso par, sea n = 2k+2 con k ≥ 4 el menor número tal que
f(n) ̸= n. Ahora se aplica f a la siguiente igualdad

(2k + 2)2 + (k − 4)2 = (2k − 2)2 + (k + 4)2

y se razona de la misma manera.



4. Encuentra todos los números naturales n ≥ 3 para los que es posible rellenar un
poĺıgono regular de n lados con al menos dos poĺıgonos regulares sin solapamientos (los
poĺıgonos del recubrimiento pueden tener distinto número de lados).

Solución. Los únicos casos posibles son n = 3, 4, 6 y 12.
Para esos casos tenemos las siguientes soluciones

A continuación veamos que no existen más soluciones.
Consideremos P un poĺıgono regular de n lados y un recubrimiento con dos o más
poĺıgonos regulares sin solapamientos. Sea v un vértice de P . El ángulo cuyo vértice
es v tiene magnitud 180 − 360

n grados. Este ángulo debe ser recubierto con ángulos
interiores de otros poĺıgonos, por tanto 180− 360

n debe poderse escribir como suma de
ángulos de otros poĺıgonos de la forma 180− 360

ni
, es decir,

180− 360

n
=

r∑
i=1

(
180− 360

ni

)
.

Teniendo en cuenta que el menor ángulo posible es el del triángulo equilátero con 60
grados

180− 360

n
< 180 = 60 + 60 + 60 ≤

r∑
i=1

(
180− 360

ni

)
, si r ≥ 3

con lo que la suma no puede ser de tres o más ángulos de poĺıgonos, es decir, debe
escribirse como suma de uno o dos ángulos.
• Caso r = 1. Si la suma consta de un único término entonces

180− 360

n
= 180− 360

m

de donde n = m y tenemos un poĺıgono P ′ de n lados que comparte vértice y ángulo
con P , es decir, es un reescalamiento de P . El reescalamiento debe ser por un factor
menor a 1 ya que si es 1 el recubrimiento se estaŕıa haciendo con un único poĺıgono
(el mismo P ) lo que contradice la hipótesis de que el recubrimiento es con dos o más
poĺıgonos.
Ahora consideramos un vértice v′ de P ′ consecutivo a v. El ángulo de v′ exterior a P ′

interior a P será 360
n y al igual que antes deberá escribirse como suma de ángulos de

otros poĺıgonos



360

n
=

r′∑
i=1

(
180− 360

ni

)
Sin embargo, si n ≥ 7 se tiene que

360

n
< 60 ≤

r′∑
i=1

(
180− 360

ni

)
.

Si n = 5 el ángulo a formar es 72 grados, sin embargo, 72 no se puede escribir como la
suma de dos ángulos de poĺıgonos ya que el único ángulo de un poĺıgono regular más
pequeño a 72 es el del triángulo equilátero con 60 grados pero con uno no es suficiente
y con dos se pasa 60 + 60 = 120 > 72.
• Caso r = 2. Si la suma consta de dos términos entonces uno de ellos debe ser el
ángulo de un triángulo equilátero ya que en caso contrario la suma estaŕıa formada por
dos ángulos que como mı́nimo son de 90 grados (cuadrados) con lo cual

180− 360

n
< 180 = 90 + 90 ≤ 180− 360

n1
+ 180− 360

n2

y no se puede dar la igualdad.
Es decir, podemos tomar n2 = 3 y obtenemos

120− 360

n
= 180− 360

n2
⇒ 360

(
1

n1
− 1

n

)
= 60 ⇒ 6(n− n1) = nn1

Si n1 ≥ 6 entonces nn1 ≥ 6n > 6(n − n1) y la igualdad no se puede dar. Solo quedan
ver los casos en los que n1 = 3, n1 = 4 o n1 = 5.
Si n1 = 3 entonces n = 6 y ya vimos que śı era posible.
Si n1 = 4 entonces n = 12 y también vimos que era posible.
Si n1 = 5 entonces n = 30. Veamos que en este caso no es posible encontrar tal
construcción.
Para cada vértice vi del poĺıgono de 30 lados el ángulo de vértice vi debe estar formados
por la suma de dos ángulos; uno de un triángulo regular y otro de un pentágono regular.
Claramente el pentágono deberá ser adyacente a uno de los lados del poĺıgono y, además,
el lado del pentágono deberá coincidir con el lado del poĺıgono de 30 lados ya que en
caso contrario podŕıamos considerar v′ del mismo modo que haćıamos anteriormente
para obtener un ángulo de 72 grados y llegar a la misma contradicción.



Es decir, cada vértice vi está en algún pentágono regular que además tiene otro de
sus vértices o bien en vi+1 o bien vi−1. Por tanto, si el lado li de vértices vi, vi+1 es
lado de un pentágono regular, entonces el vértice vi+2 está en algún pentágono regular
cuyo lado no podrá ser li+1 ya que en ese caso el ángulo de vértice vi+1 seŕıa suma de
dos ángulos de pentágonos regulares, la única posibilidad es que el lado del pentágono
regular sea li+2. Estos dos pentágonos compartirán un vértice v′′ que poseerá un ángulo
de 84 grados, y del mismo modo que antes se razona que no se puede expresar como
suma de ángulos de poĺıgonos regulares.





1.- Calcular el área de un triángulo ABC sabiendo que el ángulo B es recto,  que  𝐶 ෡  = 54º y el 
lado AC = 4. 

SOLUCIÓN 

Como 𝐵 ෡ es recto y 𝐶 ෡  = 54º, entonces 𝐴መ=36º 

Prolongando el lado AB,  se considera el punto N  tal que AN = AC resultando que el triángulo 
ANC es isósceles y AN = 4. 

Sea AB = x, entonces BN = 4 - x. En el triángulo ANC, se tiene que 𝑁෡ = 𝐶 ෡ = ଵ଼଴ºିଷ଺º
ଶ

 = 72º. 

Considero en el lado AB el punto M tal que BN = BM y observando los triángulos CBM y CBN, se 
tiene que el lado CB es común, 𝐶𝑁𝐵 ෣  = 𝐶𝑀𝐵 ෣ = 72º y CM = CN. 

Como 𝐶𝑀𝐵 ෣ =72º, entonces 𝐶𝑀𝐴෣  = 180º - 72º = 108º. Se concluye que AM=MC=CN=2x – 4. 

Resulta que los triángulos ANC y CNM son semejantes, con lo que  ସ
ଶ௫ିସ

 = ଶ௫ିସ
଼ିଶ௫

    ⇒  x  = 1+√5. 

Como AB=1+√5, entonces BC = ඥ10 − 2√5. 

S∆ABC  = ඥ10 + 2√5 

 



P. Encontrar todos los números enteros positivos n < 1000 tales que las cuatro
últimas cifras de n2 pueden reordenarse para formar el número 2024.

Solución. Observamos que n2 es par (ya que su cifra de las unidades tiene que
ser 0, 2 o 4), luego es múltiplo de 4. Esto nos dice que las dos últimas cifras
de n2 deben formar un múltiplo de 4, luego estas solo pueden ser 04, 20, 24
o 40, de las cuales podemos descartar 20 y 40 (ya que n2 seŕıa múltiplo de 5
pero no de 25). De aqúı, obtenemos que las cuatro últimas cifras de n2 solo
pueden ser 2204, 0224 o 2024. Podemos descartar 2024 (ya que en tal caso n2 es
múltiplo de 8 pero no de 16). Para ver qué ocurre con 2204 y 0224, pongamos
n = 100a+ 10b+ c, con 0  a, b, c  9 respectivamente, luego

n2 = (100a+ 10b+ c)2 = 10000a+ 2000ab+ 100(2ac+ b2) + 20bc+ c2.

Trabajamos ahora esta ecuación módulo 10 para obtener c, luego módulo 100
para obtener b y finalmente módulo 1000 para obtener a. Distingamos los dos
casos que tenemos:

1. Si las últimas cifras de n2 son 2204, entonces c2 ⌘ 4 (mód 10), que tiene
soluciones c = 2 y c = 8.

Si c = 2, la cifra de las decenas nos dice que 2b ⌘ 0 (mód 10), que
tiene soluciones b = 0 y b = 5. Para que 10b+c sea múltiplo de 2 pero
no de 4, tiene que ser b = 0, entonces nos queda 4a ⌘ 2 (mód 10),
que tiene soluciones a = 3 y a = 8. Sin embargo, 3022 = 91204 y
8022 = 643204 no tienen por últimas cifras 2204.

Si c = 8, la cifra de las decenas nos dice que 6b ⌘ 4 (mód 10), que
tiene soluciones b = 4 y b = 9. Para que 10b+c sea múltiplo de 2 pero
no de 4, tiene que ser b = 9, en cuyo caso las centenas nos dicen que
6a ⌘ 6 (mód 10). Esta congruencia tiene soluciones a = 1 y a = 6.
Sin embargo, ni 1982 = 39204 ni 6982 = 487204 tienen por últimas
cifras 2204.

2. Si las últimas cifras de n2 son 0224, luego en las unidades tenemos que
c2 ⌘ 4 (mód 10), con soluciones c = 2 y c = 8 (igual que en el caso 1).

Si c = 2, entonces en las decenas tenemos que 6b ⌘ 2 (mód 10), que
tiene soluciones b = 3 y b = 8. Para que 10b+c sea múltiplo de 4, tiene
que ser b = 3, luego las centenas cuadran cuando 4a ⌘ 2 (mód 10),
que tiene soluciones a = 3 y a = 8. Tenemos que 3322 = 110224 śı
cumple la condición pero 8322 = 692224 no.

Si c = 8, entonces 6b ⌘ 6 (mód 10), que tiene soluciones b = 1 y
b = 6. Para que 10b + c sea múltiplo de 4, tiene que ser b = 6.
Cuandrando las centenas, tenemos que 6a ⌘ 6 (mód 10), que tiene
soluciones a = 1 y a = 6. Sin embargo, las unidades de millar de
1682 = 28224 ni 6682 = 446224 no cuadran.

1



Hemos probado aśı que n = 332 es la única solución al problema.

Observación. La discusión de casos se puede hacer sin necesidad de congruen-
cias mediante la multiplicación en caja cuadrando desde la cifra de las unidades
a la de las centenas (no se han escrito las llevadas ya que dependen de los valores
concretos de a, b, c):

a b c
⇥ a b c

ac bc c2

ab b2 bc
a2 ab ac
a2 2ab b2+2ac 2bc c2
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