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Los problemas

Problema 1. En la pizarra estdn escritos los ntimeros 1,2,3,--- ,n — 1,n. Un mo-
vimiento consiste en elegir dos de ellos y sumar a ambos un mismo entero positivo.
;Para qué valores de n serd posible, tras repetir ese movimiento varias veces, que los n
nimeros de la pizarra sean todos iguales?

Problema 2. Se consideran los niimeros reales a, b, ¢, d, distintos entre si dos a dos.
Si a,b son soluciones de la ecuacién 22 — 10cz — 11d = 0 y ¢,d son las soluciones de
22 — 10ax — 11b = 0, calcular el valor de la suma a + b+ ¢ + d.

Problema 3. En el tridngulo AOFFE, el angulo ZOFE es agudo. Sea I' la circunfe-
rencia que pasando por F' es tangente al lado OF en el punto E. Sea M el punto medio
del lado OF, y sea P el punto en el que la recta F'M vuelve a cortar a la circunferencia
I". Por dltimo, sea @ el punto en el que la recta OP corta de nuevo a I'.

Demostrar que los angulos ZOFE y ZEF(Q son iguales.

Problema 4. Encontrar todos los enteros positivos n, m tales que

es un cuadrado perfecto.
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Soluciones

Problema 1. FEn la pizarra estin escritos los numeros 1,2,3,--- ,n — 1,n. Un mo-
vimiento consiste en elegir dos de ellos y sumar a ambos un mismo entero positivo.
sPara qué valores de n serd posible, tras repetir ese movimiento varias veces, que los n
numeros de la pizarra sean todos iguales?

Solucién. Vemos que solo es posible conseguirlo si n no es del tipo 4k + 2.
Inicialmente, la suma de los n niimeros escritos en la pizarra es

n(n+1)

Después de cada movimiento valido, la suma aumenta en 2i, siendo ¢ el entero que se
suma a la pareja elegida, y por lo tanto S conserva su paridad.
Si al repetir el proceso los n nimeros son iguales a cierto entero m, la suma serd

nm =m+m 4+ ---+m, y debe tener la misma paridad que la suma inicial S.

. ., , nn+1
Resulta entonces que si n es par, también lo serd seguro nm, y por tanto .S = g

también debe ser par. Pero esto impica que n debe ser multiplo de 4, pues si fuera
n = 4r + 2 resultaria S = (2r + 1)(4r + 3), impar.

Por lo tanto, si n = 4r 4+ 2 no es posible conseguir que todos los ntimeros lleguen a ser
iguales.

Vemos ahora que si n es miltiplo de 4 o es impar, si es posible conseguirlo:

Si n = 4k, actuamos sobre los impares, sumando 1 a cada una de las parejas

(1,4k — 1), (3, 4k — 3)...

para obtener que los 4k niimeros de la lista sean todos los pares 2,4, - - - ,4k—2, 4k, cada
uno de ellos escrito dos veces. Basta de nuevo sumar al par (a,a) el entero 4k —a > 0
para que todos los nimeros sean iguales a 4k

Por ultimo, si n = 2k + 1 empezamos sumando 1 a cada una de las parejas formadas
por uno de los primeros impares de la lista, o sea 1,3,---,2k — 1, con el que sea en
cada paso el tltimo nimero de la lista; de este modo el par (1,2k + 1) se convierte en
el (2,2k +2), el par (3,2k + 2) se convierte en el (4,2k + 3) y asi sucesivamente, hasta
tener escritas k parejas de pares iguales, (2,2),(4,4),---(a,a)---(2k,2k) y el nlimero
2k+1+k = 3k+1. Para terminar, basta sumar a cada par (a, a) el entero 3k+1—a > 0
para conseguir que los 2k + 1 niimeros de la pizarra sean todos iguales a 3k + 1.



Problema 2. Se consideran los numeros reales a,b, c,d, distintos entre si dos a dos.
Si a,b son soluciones de la ecuacion x> — 10cx — 11d = 0 y ¢, d son las soluciones de
22 — 10az — 11b = 0, calcular el valor de la suma a + b+ ¢+ d.

Solucién. De las relaciones de Cardano Vieta se sigue que

(a) Como a # b son soluciones de 22 —10cx —11d = 0 tenemos ab = —11d, a+b = 10c
(b) Como ¢ # d son soluciones de x? —10az —11b = 0 tenemos cd = —11b, c+d = 10a
Sumando resulta a + b+ ¢+ d = 10(c + a).

Ademsds, como a es solucién de la primera ecuacién y d = 10a — ¢,

a? —10ac — 11d = 0 = a® — 10ac — 11(10a — ¢) = 0 = a* — 110a + 11¢ — 10ac = 0
y de forma andloga, por ser ¢ solucién de la segunda ecuaciény b = 10c — a,
¢ —110c + 11a — 10ac = 0
Restando:
a? = —110(a—c)+1l(c—a)=0= (a—c)(a+¢c—121) =0
Como a # ¢, se sigue que a + ¢ == 121, de modo que

a+b+c+d=121-10=1210



Problema 3. FEn el triangulo NOFE, el dngulo ZOFFE es agudo. Sea I la circunfe-
rencia que pasando por F' es tangente al lado OF en el punto E. Sea M el punto medio
del lado OF, y sea P el punto en el que la recta F'M wvuelve a cortar a la circunferencia
I'. Por dltimo, sea Q el punto en el que la recta OP corta de nuevo a I'.

Demostrar que los angulos ZOFE y ZEFQ son iguales.

Solucion 1. Solucion 1
Llamamos /ZEFQ =«, ZOFM =8, /ZMFFE =~.

Como OF es tangente a T,
/MFE =/PEM = ~.

Ademéas, LZEMP = /ZEMEF: se
sigue entonces que los tridngulos
PEM y EFM son semejantes.

Por tanto
ME MP
MF ME’
Pero M es punto medio de OF,

M MP
luego MO = ME y M—? =0

Asi, como los tridngulos AMOF y AMOP tienen un par de lados proporcionales y
ademas ZOMP = ZOMF, resulta que también son semejantes, con lo que ZMOP =
/ZOFM = 4.

Entonces, en el tridngulo AOPFE y teniendo en cuenta que /EFQ = /FEPQ por es-
tar inscritos en I' abarcando la cuerda FQ, /OFE = §4+~v = /ZMOP + /PEM =
180 - ZOPE = ZEPQ = ZEFQ = «a, lo que concluye la demostracion.

Solucion 2. Es pricticamente equivalente, pero con potencias.

Como OF tangente a I, la potencia de M respecto de I es ME? = MP - MF = MO?
Sea 2 la circunferencia circunscrita al tridngulo APOF'. La potencia de M respecto
de Qes MP - MF = MO?, luego OF es tangente también a (Q, y esto asegura que
LMOP = Z0FM

A partir de aqui se concluye mirando los dngulos de AOPE como en la solucién anterior.



Problema 4. FEncontrar todos los enteros positivos n,m tales que
3+
es un cuadrado perfecto.

Solucién Si existen naturales n,m y k tales que 3™ + 7" = k2, entonces, médulo 7,
k? = 3™, con lo que m debe ser par: ponemos m = 2r, con r entero.

Por tanto, 7" = k% — 3%" = (k — 3")(k +3"), de modo que los dos factores de la derecha
k-3 =17°
k+3m =1
Restando, resulta 2 - 3" = 7%(7°7 — 1).
Como el término de la izquierda no es multiplo de 7, se sigue que a =0 (y b =n), con
loque 2-3"+1="7"[*

Para r = 1 tendremos m = 2,n = 1 y asi 32 + 7 = 16 = 42, es decir k = 4: el par (1, 3)
es solucién.

Vemos ahora que no hay més soluciones:

Si r > 2 resulta que 3% =0 (mod 9), y de [¥] se sigue entonces 7 =1 (mod 9) lo que
implica que b ha de ser multiplo de 3, es decir b = 3s para cierto entero s.

Ahora, 7% — 1 es divisible entre 73 — 1 = 342 = 2- 32 - 19, luego 19 divide a de 7% — 1.
Pero esto es imposible, pues 7° — 1 = 2 - 3" no es multiplo de 19.

son potencias de 7, es decir con a < b enteros no negativos.
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Las Rozas de Madrid, 8 de marzo de 2025

Problema 1.

Alba escribe un entero positivo a. A continuacién, Nuria elige un entero positivo n. Luego
Nuria calcula la suma S de todos los nimeros comprendidos entre n y n + a — 1, ambos
incluidos. Si S es par, Nuria gana. ;Para qué valores de a puede Nuria elegir algiin niimero
que le asegure ganar?

(Recuerda: tienes que demostrar que Nuria gana con los valores que indicas, y que pierde con
cualquier otro).

Problema 2.
Sean a, b enteros positivos. Consideremos la sucesién aq,as, ag, ..., 25, con a1 = a,as = b
y paran > 1,

a2p4+1 = A2p " A2p—1, A2p42 = A2p41 +4

i Cudl es la mayor cantidad de cuadrados perfectos que puede haber entre estos 2025 niimeros?

Problema 3.

a) Agrupamos los diez vértices de un decdgono regular en cinco parejas, de manera que cada
vértice forma parte de una de ellas, y ninguno forma parte de méas de una.

Cada pareja determina un segmento, que puede ser lado o diagonal del decagono. ;Es posible
elegir esas parejas de forma que los cinco segmentos que determinan sean de distinta longitud?

b) Con los vértices de un poligono regular de 100 lados formamos 50 parejas, cada una de las
cudles determina un segmento. ;Es posible elegir las parejas de modo que todos los segmentos
tengan longitudes distintas?

Problema 4.

El triangulo ABC' es acutangulo. Sean D, FE y F los puntos medios de los lados BC, AC'y
AB respectivamente. El punto X en el lado AB es tal que DX es perpendicular a AB, y el
punto Y en el lado AC es tal que DY es perpendicular a AC. La paralela a XY por F' corta
a la recta DY en P.

Demostrar que los angulos ZADX y ZDEP son suplementarios.
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Problema 1.

Alba escribe un entero positivo a. A continuacion, Nuria elige un entero positivo n. Luego
Nuria calcula la suma S de todos los nimeros comprendidos entre n y n + a — 1, ambos
incluidos. Si S es par, Nuria gana. ;Para qué valores de a puede Nuria elegir algin nidmero
que le asequre ganar?

(Recuerda: tienes que demostrar que Nuria gana con los valores que indicas, y que pierde con
cualquier otro)

Solucién 1. Vemos que Nuria gana si y solo si a no es del tipo 4k + 2.

Es facil darse cuenta de que a representa la cantidad de sumandos en la suma S, siendo n el
menor de ellos.

Si a = 4k, podemos proceder agrupando los 4k sumandos de la suma S en k bloques, cada
uno con la suma de 4 enteros consecutivos. Cada una de estas sumas es entonces par, de
modo que S lo serd también, y por tanto Nuria gana, cualquiera que sea la eleccion que haga
de su nimero n

Si @ no es multiplo de 4, a = 4k + r, con r = 1,2 o 3. Barriendo posibilidades,

a) Si a = 4k + 1, tendremos

S=n+n+1)+n+2)+-+(n+4k)=n+n+1)+n+2)+---(n+4k)]=n+ 5

Como S’ puede descomponerse en bloques de sumandos de 4 enteros consecutivos, S’ siempre
es par, de modo que Nuria puede ganar eligiendo un entero n par.

b) Si a = 4k + 2, podemos considerar en la suma S por una parte los dos primeros sumandos
ny n+ 1 que suman 2n + 1, que es impar, y agrupar los 4k restantes en bloques de cuatro
enteros consecutivos, que tendran suma par. Por lo tanto S serd siempre impar, independien-
temente de cudl haya sido la eleccién de n. Nuria pierde con cualquier eleccién de n.

¢) Por ultimo, si a = 4k + 3, procediendo como en el apartado anterior, vemos que la paridad
de S depende solamente de la paridad de la suma de los tres sumandos mas pequenos (que
esn+ (n+1)+ (n+2) =3n+3), pues la suma de los restantes sumandos serd seguro par;
Nuria ganara eligiendo n impar, que hace que 3n + 3 sea par.



a(2n+a—1)

Solucién 2. Escribimos S =n+(n+1)+...(n+a—1) = 5

progresiéon aritmética

a) Si a = 4k evidentemente S = 2k(2n + 4k — 1) es siempre par.

b) Si a es impar escribimos a = 2r + 1, con lo que S = (2r + 1)(n + r). La suma S serd par
si Nuria elige n con la misma paridad que 7, para que n + r sea par.

c) Si a es par pero no es multiplo de 4, es decir si a = 4k+2, tendremos S = (2k+1)(2a+4k+1),
que siempre es impar, y Nuria no puede ganar con ninguna eleccién de n.

, pues es una

Problema 2. Sean a,b enteros positivos. Consideremos la sucesion ai,as,as, ... ,ass, CON
a1 =a,ao=>b yparan > 1,

a2n41 = A2p - A2p—1, A2p42 = Q241 +4

¢ Cudl es la mayor cantidad de cuadrados perfectos que puede haber entre estos 2025 numeros?

Solucién 1 Es natural empezar jugando con valores pequenios de a, b, para entender cémo
se construyen los términos de la sucesion. Por ejemplo, para a = b = 1 tendremos

1,1,1,5,5,9,45,49,45 - 49 = 2205, 2209(= 47°), ...
Para a =1y b =2, los primeros términos de la sucesién son
1,2,2,6,12,16,192,196 = 142, . ..

Estos ejemplos sugieren ver qué ocurre en los términos pares. Demostraremos por induccién
que, independientemente de los valores de a y b, a partir del sexto término los que ocupan
lugar par son todos cuadrados perfectos. Es decir, veremos que para n > 3, ag, es un cua-
drado.

Llamamos ¢ = ag = ab. Entonces a4 = c+4, a5 = c(c+4) = > +4cy ag = 2 +4c+4 = (c+2)2.
Este seria el caso base.

Para n > 3, supongamos ag, = d?. Entonces as, 1 = d?> — 4y asny1 = d*>(d* — 4), de modo
que el siguiente término en lugar par es ag,io = d*(d> —4) +4 = d* — 4d*> + 4 = (d? — 2)2.
Concluye asi la demostraciéon por induccién.

Por otra parte, del término quinto en adelante, ningin término en lugar impar puede ser un
cuadrado, ya que la diferencia entre cuadrados perfectos de enteros positivos en ninguin caso
es igual a 4. Por tanto, desde el sexto término hasta el dltimo hay siempre 1010 cuadrados
perfectos.

Los cuatro primeros términos de la sucesion son a, b, ab, ab+4. Entre estos, el maximo nimero
de cuadrados posible es 3, ya que ab y ab + 4 no pueden ser ambos cuadrados.

Resulta entonces que el maximo nimero de cuadrados perfectos que puede haber entre los
2025 términos de la sucesién, ayi,as, - - - ,asges, es 1010 + 3 = 1013.

Solucién 2. Observemos que si para algin n > 2 los términos ao, ¥ Gont1 = Gon - Gon—1
fueran ambos cuadrados, también lo seria as,_1. Pero en este caso tendriamos as, — ao,_1 =
r?2 — 52 =4, lo que implica ag,_; = 0, contradiccién. Es decir, no puede haber en la sucesién
dos términos consecutivos que sean cuadrados salvo si lo son aj y as, en cuyo caso tal vez lo
serfa también a3. Se concluye demostrando, como en la solucién anterior, que a partir de ahi

los términos en lugar par son cuadrados.



Problema 3.

a) Agrupamos los diez vértices de un decdgono regular en cinco parejas. Cada vértice forma
parte de una de ellas, y ninguno forma parte de mds de una.

Cada pareja determina un segmento, lado o diagonal del decigono. ;FEs posible elegir esas
parejas de forma que los cinco segmentos que determinan sean de distinta longitud?

b) Con los vértices de un poligono regular de 100 lados formamos 50 parejas, cada una de las
cudales determina un segmento. ;Es posible elegir las parejas de modo que todos los segmentos
tengan longitudes distintas?

Solucién. a) Si que es posible: véase la figura. 10
Segmentos que abarcan distinto ntumero de 9 @
lados del poligono regular son cuerdas de su - B '1
circunferencia circunscrita de distinta longitud. / \
En el caso del decidgono, esas cuerdas abarcarian 8 / 2
un lado, 2, 3,4 0 5. @ ‘
Numerados los vértices desde 1 has- |
ta 5, las parejas formadas son | ,
{1,2},{7,9},{3,6},{4,8},{10,5}, que abarcan 7 ® 3
respectivamente 1,2,3,4 y 5 lados.
b) Con 100 vértices no es posible. o
En este caso, hay 50 posibles longitudes de- 6 ~@
5

pendiendo del nimero de lados que la cuerda
correspondiente abarque, que va de 1 hasta 50.

Numerados los vértices como en el apartado anterior, tenemos 50 vértices pares y 50 impares.
Coloreemos los pares de rojo y los impares de azul. Como los 50 segmentos determinados son
de distinta longitud no puede haber repeticiones, ya que hay 50 longitudes posibles. Entre
estas, 25 segmentos abarcan un nimero impar 1,3,5,---49 de lados, y los 25 restantes un
nimero par.

Para conseguir los primeros segmentos debemos usar vértices de distinto color, y estariamos
consumiendo 25 vértices rojos y 25 azules. Pero entonces no podriamos conseguir los restantes
25 segmentos, pues cada uno de estos se forma con una pareja de vértices del mismo color,
asi que necesitariamos un nimero par de vértices de cada uno. Pero jsolamente nos quedan
25 de cada tipo! Es por tanto imposible obtener 50 longitudes diferentes.



Problema 4.

El triangulo ABC' es acutdngulo. Sean D, E y F los puntos medios de los lados BC, AC vy

AB respectivamente. El punto X en el lado AB es tal que

DX es perpendicular a AB y el

punto Y en el lado AC es tal que DY es perpendicular a AC. La paralela a XY por F' corta

a la recta DY en P.
Demostrar que ZADX y ZDEP son suplementarios.

Solucién. Llamamos a = ZADX. Demostraremos que ZDAP = «, y que E es el ortocentro
del triangulo ADP. De ahi se sigue inmediatamente el resultado.

Como DX | XAy DY 1 YD, el cuadrilitero AX DY es ciclico; la circunferencia que lo

circunscribe, I', tiene didmetro AD.

LAXY = LADY, pues ambos estan inscritos en I' y abarcan la cuerda AY'; ademads puesto

que XY | FP = ZAFP = ZAXY.

- —

- ~

Como ZADY = ZADP, resulta en-
tonces que desde los puntos F' 'y D
vemos el segmento AP bajo un mis-
mo angulo: el cuadrildtero AFDP es
ciclico, inscrito en la circunferencia
Q.

Como DY 1 AC el dnguloZAY P
es recto, y al ser F'D || AC (pues
F' y D son puntos medios de los la-
dos), también FD | DPy /FDP
también es recto, inscrito en €: se
sigue entonces que el segmento F'P
es didmetro, y por tanto, ZF AP es
recto, pues abarca un didmetro, y
AB 1 AP.

Como también DX | AB, resulta
que DX || AP,y

a=/LDAP

En el tridngulo DAP, el segmento AY es la altura correspondiente al vértice A. Como el
cuadrilatero AFDFE es un paralelogramo, y FA 1. AP, también DE | AP, con lo que DE
determina la altura por D, y el punto E es el ortocentro del tridngulo DAP.

La recta PE sera una altura; llamemos P’ al punto en que
corta al lado AD. Andlogamente, sea D’ el punto en el que
la altura DE corta al lado AP. El cuadrildtero AP'ED’ es
ciclico, pues un par de angulos opuestos son rectos; entonces
/P'AD" + /P'ED" = 180°. Como /P'AD' = /DAP = «
y ZDEP = /D'EP’, resulta que ZDEP = 180 — a y en
efecto ZADX y ZDEP son suplementarios.




