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SERIE 1

Responeu a CINC de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre
que voleu fer i per que.

Cada qiiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara I’us de calculadores o altres
aparells que portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre
informacio.

Criteris generals per a la correccio:

1.

En tots els casos la resoluci6 que fa I’estudiant s’ha de poder seguir i
comprendre els passos que fa. Aquelles respostes, parcials o totals, que no
estiguin desenvolupades o no es pugui seguir el com s’ha arribat a donar la
resoluci6 seran puntuades amb 0 punts.

La resolucié proposada és, en alguns casos, una de les possibles 1 no és, en
principi, Unica. Per tant, sempre que I’enunciat ho permeti, en el cas que
I’estudiant respongui amb una resolucio alternativa totalment correcta se li
assignara el total de puntuaciéo de I’apartat. Si la resposta és parcial la
puntuaci6é obtinguda sera proporcional a la part corresponent de la puntuacid
total.

En alguns casos, la solucio final pot admetre expressions equivalents. En
aquests casos la puntuacio sera la totalitat de la puntuaci6 de 1’apartat.

Tots els exercicis, apartats 1 passos dins d’un apartat es valoraran amb multiples
de 0,25 punts.

Penalitzacioé per errades de calcul o transcripcio:

Si I’errada que es comet no té¢ més trascendéncia, aleshores NO es descomptara
res de la puntuacio parcial de 1’apartat.

En el cas que l’errada condueixi a derivacions paral-leles de I’enunciat, es
valorara i puntuara el desenvolupament i coheréncia de la resolucid resultant, i
només s’aplicara una penalitzacié final de 0,25 punts.

En cas que I’errada condueixi a no tenir sentit alguna de les qliestions que es
demanen, aleshores la puntuacié maxima de I’apartat sera de 0,75 punts.

Si la resolucié d’un apartat conté dues errades la puntuaci6 de I’apartat sera
I’acumulada fins al moment previ al cometre la segona errada.
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1.

@)

Estudieu per a quins valors de A el sistema €s incompatible.

/2 1 -100
M|M=(0 1 110)
22 -1 51130
A1 -1 |1 -1 L
0o 1 1l=lo 1 1 =,1|_3 5/1+2|=,1(5/1+5)=5,1(/1+1)
22 -1 s5al lo =3 5142

CASL:SiA#0 1 A#-1

Rang M = Rang M = ntm. incdg = 3

En virtut del teorema de Rouché-Frobénius, en aquest cas el sistema ¢és
compatible determinat.

CASII:Si A=0

/0 1 -1
MM=[0o 1 1

0
1)
30

0 -1 0
— 0 1 -1
|1 1|=2;t0, 0 1 1|=0 = RangM=2
0 -1 0
1 -1 0 B
1 1 10{=70#0 = RangM =3
~1 0 30

Rang M # Rang M

En virtut del teorema de Rouché-Frobénius, el sistema és incompatible.
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CASIII: A =-1
. -1 1 -1]0
M|M=<0 1 1 10)
-2 -1 -=5I130
1 -1 -1 1 -1
|1 1|=2¢O, 0 1 1/=0 = RangM =2
-2 -1 =5
1 -1 0 _
1 1 10{=120#0 = RangM =3
-1 -5 30

RangM =2 Rang M =3
Rang M # Rang M

En virtut del teorema de Rouché-Frobénius, el sistema és incompatible.

El sistema €s incompatible per a dos valors del parametre A: A =01 A =-—1.

b) Resoleu el sistemapera A =1.

y+z = 10

{x+y—z = 0
2x—y+5z = 30

En aquest cas el sistema és compatible determinat, t¢ una tnica soluci6 i el sistema es
pot resoldre per qualsevol metode conegut, per exemple, pel metode de Gauss:

1 1 -1|10 1 1 -1|0 1 1 -1]0
0 1 1110 z(0 1 1110|=10 1 110
30 0 -3 7130 0 0 10160

2 -1 5
De la tercera equacid, tenim 10z = 60, per tant, z = 6.

De la segona equacio, tenim y+z = 10, per tant, y = 4.
De la primera equacio, tenim x +y — z = 0, per tant, x = 2.

Solucié: (x=2, y=4, z=6))
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Pautes de correccio:

a)

0,25 punts per al determinant de la matriu de coeficients i per als valors critics.
0,25 punts per a la discussi6 del cas A = —1.
0,25 punts per a la discussio del cas 4 = 0.
0,25 punts per a la resposta a la pregunta.

b)

0,25 punts per al sistema particular (i la indicaci6é de SCD, si ¢és el cas, que no cal).

0,25 punts per al valor de la x.
0,25 punts per al valor de la y.
0,25 punts per al valor de la z.
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2.

a)

Si el pla ha de ser perpendicular als dos plans m, i ,, aleshores el seu vector normal,
n = (4, B, C) haura de ser perpendicular als respectius vectors normals n; = (5,—1,—-7) i
n, = (2,3,1).

i 5 2
Aixidoncsn =n, Xn, =|j -1 3|=(20,—-19, 17).
k =7 1

El pla tindra la forma 20x — 19y + 17z = D, pero si ha de passar per 1’origen de

coordenades (0,0,0), aleshores D =0 i el pla buscat sera [20x — 19y + 17z = 0|,

b) L’angle entre els dos plans sera I’angle que formin els respectius vectors normals.
Aixi doncs:

nn
[a] = a(my,my) = a(ng,n,) = a((S,—l, -7), (2,3,1)) = arccos ——2— =
Il - Nzl
10—-3-7 T
= arccos—————=arccos0 =|90° = =rad|.
Iy |l - [Imll 2

Els dos plans sén perpendiculars.
Pautes de correccio:

a)

0,25 punts pel plantejament de perpendicularitat entre vectors normals.
0,25 punts pel producte vectorial.

0,25 punts per la forma inicial del pla.

0,25 punts per I’equaci6 final del pla.

b)

0,25 punts per I’angle a partir de I’angle entre els vectors normals.

0,25 punts per la formulacio de I’angle.

0,25 punts pel producte escalar.

0,25 punts per la perpendicularitat (o I’angle de 90°, sense indicar perpendicularitat).
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3.
a)

La resposta depen del signe de £.

e Sik<0, aleshores x* — k > 0 per a qualsevol valor de x i, per tant,

i la funcio f(x) = le_k

lcap asimptota verticall.

¢és continua perqué no s’anul-la el denominador i

Com que limy 40 o 0, la funcid ‘te una asimptota horitzontal en I’eix de‘

Jes x. y=0|

Si k > 0 aleshores x> —k s’anul-la per als valors +vk i, per tant,
Dom(/) = R-{£vk}]i la funcio f(x) = —
|x=+\/Eien x=—\/F|.

Com que limy 4.0 oy 0, la funcio ‘te una asimptota horitzontal en 1’eix de‘

‘tindré dues asimptotes verticals, enl

les x, y=0.
b) f'(x) = (x;—fj;)z = 0 si x = 0, amb independéncia del valor de .
") = (=2)(x* = k)? = (=2x)2(x* —k)2x _ (=2)(x* —k) +8x* _ 6x° + 2k
Fre= G )" N oy

Com que f"'(0) = ;—i <0,

\ . . 1) . ., . .
f, per tant, t€ un maxim relatiu en el punt (O, 7) 1 no té minims relatius.

Observaci6: En lloc de fer servir el signe de la derivada segona també es pot veure el
creixement o decreixement de la funcio f'a I’entorn de x = 0.

Pautes de correccio:

a)

0,25 punts pel domini ino AV quan £ <0
0,25 punts pel domini i AV quan k> 0
0,25 punts per la AH quan k<0

0,25 punts per la AH quan £ > 0

b)

0,25 punts per la derivada primera.

0,25 punts pel punt singular.

0,25 punts per la derivada segona o el raonament equivalent sobre el creixement o
decreixement.

0,25 punts per la classificacié del punt i la resposta final.
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4.

@)

Perqué tingui soluci6 unica caldra que el sistema sigui compatible i determinat; és a dir,

que rangM=rangM’=3

1 a 0]1
amb (M|M")=|1 0 a]|l
01 1]a
1 a O
1 0 a=-2a
0 1 1

Per tal que rangM=3 cal que DetM #0 < a#0

Aix0 vol dir que el sistema €s compatible i determinat sempre que a # 0

b) Per Cramer:

1 a O 1 1 O

1 0 a 1 1 a

a 1 1 =24 2-4° 0 a 1| 1-4*>-1
X = = = ’y: =

-2a -2a 2 -2a -2a

1 a 1

1 0 1

0 1 a 1-1-¢* a
Zz = = = —

-2a -2a 2

Per tant, la soluci6 del sistema (en funcid del parametre a) €s:
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Pautes de correccio:

a)

0,25 punts per la condicié de Rouché-Frobénius.
0,25 punts pel determinant de 1’associada.

0,25 punts pel valor singular.
0,25 punts pel raonament final.

b)

0,25 punts per I’aplicacid de la regla de Cramer o metode equivalent.

0,25 punts pel calcul de la x.
0,25 punts pel calcul de la y.
0,25 punts pel calcul de la z.
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5.
a)

. X -1\ , . ) ; .
Per a comprovar que una matriu M = y2+1  «x és invertible és suficient

comprovar que el seu determinant és sempre diferent de 0.

Efectivament, |[M| = x? — (—1)(y? + 1) = x? + y2 + 1, que és sempre diferent de 0,
ja que x2 + y? > 0 en ser suma de dos quadrats, independentment del valor que tinguin
les variables x 1 y.

a) Perax=1iy=—1,tenimM=(; _11)

. -1 _ i . t l 1 1
Tindrem M™* = ™ (AdjM)* = 3( ) .

Pautes de correccio:

a)
0,5 punts pel plantejament a partir del determinant no nul (o del rang 2).
0,5 punts per provar que el determinant és sempre diferent de 0.

b)

0,25 punts per I’expressio de M.

0,25 punts per la formulaci6 del calcul de la matriu inversa.
0,5 punts pel calcul final.
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6.
a)

Pel teorema de Pitagores sabem que a? = x? + h%. Com que el volum del con val
120 em’, per la formula del volum tenim

120_n-x2-h
3

- . 360 1 o e , ,
i aillant, obtenim x? = — - P Substituint x? a I’expressié inicial, s’obté la férmula
s

buscada.

b) La longitud de Dl’aresta ¢és una funcid positiva i tenim la longitud al quadrat
expressada com a funcio de h, per tant €s suficient amb trobar els minims de la funci6

360 1
h) = —— —+h?
=22+
quan h € (0,0). Tenim
() = 2n - 380 1
f B m  h?
per tant, en igualar F'(h) = 0, s’obté 2h = 3% . %, h3 = %i h = 3’% ~ 3,86 cm|.

Es comprova que és un minim, ja que f'(x) < 0 quan x € <0, 3’%) if'(x) >0 quan

xe<3@,oo).
T

Alternativament, es pot treballar amb la funcio

360 1
a(h) = |—-—+ h?

T h

1s’obté com a derivada

180 1
h——-
a'(h) = ===
360 1,

T h

El desenvolupament del problema és el mateix a partir d’aqui.
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Pautes de correccio:

a)

0,25 punts per I’aplicacid del teorema de Pitagores.
0,25 punts per la igualtat derivada del volum.

0,25 punts per aillar la x.

0,25 punts per la substitucio final.

b)

0,25 punts per I’argumentacio de la funcié a minimitzar.

0,25 punts per la derivada de la funcid.

0,25 punts pel punt singular (en forma radical o amb I’expressi6 decimal).

0,25 punts per la classificacio del punt singular (com a la proposta de resolucio o a
partir del signe de la derivada segona).




