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Criteris especifics de correccio i qualificacié per ser fets publics un cop finalitzades

les proves Matematiques

Seérie 2

Responeu a CINC de les sis questions segents. En les respostes, expliqueu sempre
que voleu fer i per qué.

Cada questio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara I’as de calculadores o altres
aparells que portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre
informacio.

Criteris generals per a la correccio:

- En tots els casos la resolucio que fa I’estudiant s’ha de poder seguir i
comprendre els passos que fa. Aquelles respostes, parcials o totals, que no
estiguin desenvolupades 0 no es pugui seguir el com s’ha arribat a donar la
resolucié seran puntuades amb 0 punts.

- La resolucié proposada és, en alguns casos, una de les possibles i no és, en
principi, Unica. Per tant, sempre que I’enunciat ho permeti, en el cas que
I’estudiant respongui amb una resoluci6 alternativa totalment correcta se li
assignara el total de puntuacié de I’apartat. Si la resposta és parcial la
puntuacié obtinguda sera proporcional a la part corresponent de la puntuacio
total.

- En alguns casos, la solucio final pot admetre expressions equivalents. En
aquests casos la puntuacid sera la totalitat de la puntuacié de I’apartat.

- Penalitzacié per errades de calcul:

o Si I’errada de calcul que es comet no té més trascendéncia, aleshores es
descomptara 0,125 punts de la puntuacié parcial que correspongui.

o En el cas que I’errada condueixi a derivacions paral-leles de I’enunciat,
es valorara i puntuara el desenvolupament i coheréncia de la resolucié
resultant, i només s’aplicara la penalitzacié fruit de I’errada (0,125
punts).

o En cas que I’errada condueixi a no tenir sentit alguna de les questions
que es demanen, aleshores la puntuaci6 maxima sera la parcial
corresponent i es descomptaran els 0,125 punts.

o Si la resolucié d’un apartat conté dues errades es descomptaran 0,25
punts del que s’estigui resolent i no es valorara la resta de I’apartat. En
cap cas un apartat tindra una puntuacié negativa.
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1. Considereu el sistema d’equacions lineals seguent:

—-3x+2y+3z = 0
(a—2)y—3z = 03.
—x—y+(-a-3)z = 0

a) Calculeu per a quins valors del parametre a el sistema té més d’una solucio.
[1 punt]
b) Resoleu el sistema per al cas a = —3.

[1 punt]

Resolucio:

a) En tractar-se d’un sistema homogeni, sempre compatible, el sistema tindra més
d’una solucié quan el rang de la matriu de coeficients sigui inferior al nombre
d’incognites, 3 en el nostre cas.

-3 2 3
La matriu dels coeficients és A = ( 0 a-—-2 -3 )
-1 -1 —a—3

Per tal que rang(A4) < 3 s’anul-la el determinant de la matriu A.

-3 2 3
0 a-2 -3
-1 -1 -—-a-3
3a* + 6a —9 = 3(a® + 2a — 3).

Per tant |A| = =3(a—-2)(a+3)+6+3(a—2)+9 =

—2tvarz | la=1

Igualant a 0, obtenim a = .

a=-3

El problema també es pot resoldre triangulant per Gauss la matriu A.
b) Casa = -3.

En aquest cas el sistema a resoldre €s
—3x+2y+3z = 0

)
-x—y = 0

-5y —3z

i sabem que rang(A)=2 i per tant que el sistema és compatible indeterminat amb
(3-2=1) 1 grau de llibertat, és a dir amb una incognita com a parametre.
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Com que la primera equacio és combinacio lineal de la segona i la tercera, resoldrem el

. . . . . . . -5
sistema directament a partir de les dues darreres equacions i obtenimx = —y iz = Ty

Per tant els punts solucid del sistema son els de la forma (—y, Y, _Tsy) .

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts per la matriu de coeficients.

0,25 punts pel raonament i plantejament a partir del rang i/o determinant.
0,25 punts pel determinant de la matriu de coeficients.

0,25 punts per la resolucio de I’equacio.

Apartat b)

0,5 punts per la compatibilitat del sistema.

0,5 punts per la resolucid.
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I . . -z - +3 P .
2. Sigui r la recta de I’espai que té per equacié r: *=%, === z isigui P el punt de

coordenades (6, 0, -1).
a) Trobeu I’equacio cartesiana (és a dir, que té la forma Ax + By + Cz = D) del
pla que passa pel punt P i talla perpendicularment la rectar.

[1 punt]
b) Trobeu I’equacié parametrica del pla que passa pel punt P i conté la rectar.

[1 punt]

Resolucio:
a) Larectar passa pel punt Q = (1,—3,0) i té vector director v = (2,—1,1).

Si el pla ha de tallar perpendicularment la recta r aix0 vol dir que el vector v sera
normal al pla i formara els coeficients (4, B, C) de I’equaci6 cartesiana.

Per tant I’equacio del pla sera 2x —y + z = D i si ha de passar pel punt P = (6,0, —1)
tenim2-6—-0+ (—1) =D ipertantD = 11.

Aixi doncs el pla que es demana és el d’equacio cartesiana| 2x—y+z=11 |

b) EIl pla que ens demanen té com a vectors directors el vector director de la recta
v=(2-1,1) i PQ=Q—P=(1,-3,0)—(60,—1) = (-5,-3,1). Per tant,
tenint en compte que el pla passa per P, I’equacié paramétrica del pla sera

(x,y,z) =(6,0,—1) + A(2,—-1,1) + u(-5,-3,1)

=(6+4+24—-5u,—-1-3u,—1+1+p)

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts per identificar el vector director de r.
0,25 punts per veure el vector com a normal al pla.
0,25 punts per la part literal de I’equacio6 general.

0,25 punts pel calcul del terme independent.
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Apartat b)
0,25 punts pel vector v.com a un dels vectors directors.
0,25 punts pel vector PQ com a un dels vectors directors.

0,5 punts per I’equaci6 parametrica.
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3. Responeu a les questions segients:
a) Determineu I’equacid de la recta tangent a la corba y = x3 en el punt d’abscissa
x = 2.

[1 punt]
b) Calculeu I’area de la regié plana finita limitada per la corba y = x3 i la recta
y=3x—2.

[1 punt]

Resolucio:

a) Tenim y = x3 i per tant la seva derivada y’ = 3x2. | quan avaluem en x = 2
tenim y(2) =8 i y'(2) = 12. Per tant la recta tangent que busquem és la recta que
passa pel punt (2, 8) i que té pendent 12, és a dir

[ =]12(x — 2) + 8 [= 12x — 16]
b) Primer hem de trobar els punts d’interseccid entre les dues funcions. Igualant
obtenim:

x3=3x—-2,6sadirx>—3x+2=0.

Si apliquem la regla de Ruffini obtenim x3 —3x +2 = (x — 1)?- (x + 2) = 0 i per
tant que les abscisses dels punts de tall son x = -2 i x = 1.

Per la continuitat de les funcions I’ordre entre elles és el mateix al llarg de tot I’interval
(-2, 1). Com que en x = 0 el valor de la corba és 0 i el valor de la recta és -2, la funcio
cUbica esta més amunt que la recta i per tant el valor de I’area limitada sera

1

5,63 = B = 2))dx = [}, = 3x + Ddx = (2 -3+ 2x)| =(3-2+2)-

-2 4

—h—_a) =3 _ |27 .2
4—-6 4)—4+6—4u

Observacié: També es pot haver plantejat amb el valor absolut de la integral
directament, sense fer el balang¢ de quina funcio pren valors més grans.




Oficina d’Accés a la Universitat Pagina 7 de 13
PAU 2015

Criteris especifics de correccid i qualificacié per ser fets publics un cop finalitzades

les proves Matematiques

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts per la funcio derivada.

0,25 punts per la formulacio.

0,25 punts per la substitucio.

0,25 punts per I’equacio final.

Apartat b)

0,25 punts per trobar els punts de tall.
0,25 punts pel plantejament de la integral.
0,25 punts per la primitiva.

0,25 punts per I’aplicacio de la regla de Barrow.
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4. Considereu a R® la recta que té per equacié r: (x, v, z) = (=4 + 24, =2, 1 — A) i
els plans m; i m, d’equacions my:x +2y+2z=—-11 my:x—2y+2z= -3,
respectivament.

a) Determineu la posicio relativade my i m,.

[1 punt]

b) Comproveu que tots els punts de la recta r estan situats a la mateixa distancia
dels plans ;1 ;.

[1 punt]

NOTA: Podeu calcular la distancia d’un punt de coordenades (Xq,¥q,Zo) al pla

9 -7 _ y -7 |AX0+BY0+CZO+D|
d’equacié Ax + By + Cz + D = 0 amb I’expressio NS
Resolucio:
a) Els vectors normals dels respectius plans s6n n, = (1,2,2) in, = (1,—2,2) que

no son proporcionals i per tant els plans no son paral-lels. Per tant la posicio relativa és
que lels plans 7, i 7, es tallen definint una recta interseccid|.

b) Un punt genéric R de r és de la forma R = (—4 + 24,—2,1 — A). Es tracta de
demostrar que d(R,m;) = d(R,m,), amb independencia del parametre A. Quan
plantegem ambudes distancies ens hem de preguntar si es compleix

|-4+21+2(=2)+2(1 -2 +1 [|-4+22-2(=2)+2(1—-2) +3|

V12 + 22 + 22 V12 422 422
I, efectivament, quan fem els calculs obtenim la igualtat
-5 _Is|
3 3

que és certa independentment del valor del parametre A.
Es a dir, [tota la recta r equidista dels dos plans m; i ).

Observacié: Com que I’enunciat només demana comprovar I’equidistancia NO cal que
I’estudiant expliciti que la recta és a 5/3 unitats dels plans.
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Pautes de correccio:

Apartat a)

0,5 punts per la identificacié dels dos vectors normals.

0,5 punts per la posicio relativa.

Apartat b)

0,5 punts pel plantejament de la igualtat

0,5 punts per la resolucid.
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5. Responeu a les qiiestions seguents:
1 a

a) Calculeu la matriu de la forma A = (1 0

la matriu identitat, I = ((1) (1))

[1 punt]

) que satisfa A2 — A =1, en que | és

b) Calculeu At i comproveu que el resultat es correspon amb el que obteniu de

deduir la matriu A~1 a partir de la igualtat A2 — A = 1.
[1 punt]

Resolucio:

a) Desenvolupem la igualtat A2 — A = I utilitzant A = (1 a)

1 0/

G 96 9-G =6
(1% 9-G =G )

(6 J=6 v

Si igualem terme a terme, obtenim directament que a = 1 i per tant la matriu buscada és

4= o)

b) Calculem la inversa|A~! = (1 (1))_1 - _il(_ol _ll)t - (0 1

1 -1

)

Per altra banda si tenim la igualtat A2 — A = I podem treure factor comu la matriu A,
sigui per la dreta o per I’esquerra, per la propietat distributiva del producte de matrius, i

obtenim

A-A-D=1=@A-D-A

Aguesta igualtat ens demostra que A és invertible i que la seva matriu inversa és la
matriu A —1 ja que el producte d’ambdues matrius (en els dos ordres) és la matriu

identitat, I. Pertant, A~ = 4 — I.

Quan utilitzem aquesta férmula obtenim

A‘1=A—1=(1 é)—((l) (1)):((1) —11)

tal com voliem comprovar.
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Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts pel producte matricial.

0,25 punts per la diferéncia matricial.

0,25 punts pel valor del parametre a.

0,25 punts per la matriu A.

Apartat b)

0,25 punts pel calcul de la matriu inversa.

0,25 punts per la factoritzacio.

0,25 punts per la deducci6 de la invertibilitat i I’expressio de la matriu inversa.

0,25 punts per la comprovacié final.
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6.
La portalada d’una catedral esta formada, en la part superior, per
un arc de mitja circumferéncia que recolza sobre dues columnes, m
com illustra la figura adjunta, en que x és el diametre de la cir- —
cumferéncia, és a dir, la distancia entre columnes, iy és I’alcaria '

de cada columna.

2
a) Comproveu que la funcié f(x,y) =%+xy determina I’area d’aquesta
portalada.
[1 punt]

b) Si el perimetre de la portalada fa 20 m, determineu les mides x i y de la
portalada que en maximitzen I’area.

[1 punt]

Resoluci6:

a) L’area de la portalada sera la suma de I’area de la semicircumferencia més la del
rectangle inferior, és a dir
2
m (*/5) T x?
T + Xy = T + Xy

que és I’expressio proposada.

b) Que el perimetre sigui 20 m ens indica la restriccio n§+ 2y + x = 20, és a dir

T+2

Tx + Zy = 20.
D’aquesta condicié podem aillar la y i substituir-la a la funcié de I’area per a

maximitzar-la. Tenimy = 10 — ”T”x I per tant
2

TX T+ 2
Alx) = +x<10— 2 x)z
o 2 410 T+ 2 2 T+ 4 2 4 10
—8x X 2 X< = 3 X X.

Per a maximitzar la funcio, derivem i igualem la derivada a 0.

T+ 4
A(x) =— x+10.

Quan fem A’ (x) = 0, obtenim [x = % metres|.

Com que la derivada segona és A" (x) = —"TM < 0 independent del valor de I’abscissa

40 . .
del punt, en el nostre valor x = H—thdrem un maxim.

40 , +2 40 +2 20
Quanx = —el valordey és|y = 10 - === = 10 — 10 == = = metres|.
T+4 4 m+4 T+4 T+4
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Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts pel calcul de I’area de la semicircumferéncia.
0,25 punts pel calcul de I’area del rectangle.

0,5 punts per la justificacio de la formula.

Apartat b)

0,25 punts per la relacié entre x i y a través del perimetre.
0,25 punts per la funcié a maximitzar.

0,25 punts per la funcié derivada i obtencio de x.

0,25 punts per la comprovacié de maxim i obtencio de lay.




